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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

THEORIE NOUVELLE

DES

FAMILLES COMPLEXES NORMALES
APPLICATIONS \ IETUDE DES FONCTIONS \LGEBROIDES

Par M. Jacoues DUFRESNOY.

Introduction.

(est I'exposé magistral et aujourd’hui classique de M. P. Montel (') sur les
familles normales qui est le point de départ de notre étude. Apres avoir
appliqué la notion de famille normale aux fonctions holomorphes ou méro-
morphes, M. Montel étend cette notion aux systémes [/ de n+ 1 fonctions f,,

Sis ovvy [urildit que de tels systéemes forment une famille complexe normale
si les n—+1 familles constituées respectivement par les fonctions f,. les
fonctions /,, ..., les fonctions f, sont elles-mémes normales. Mais, sauf dans

des cas particuliers, la théoric construite a partir de la ne permel pas
d’atteindre les propriétés des familles dont tous les systémes présentent un
certain nombre de combinaisons linéaires exceptionnelles.

Pour y parvenir, nous avons du apporter a la définition une modification
sengible. Elle nous a été suggérée par la méthode que MM. H. et J. Weyl (*)

(") P. MontEL, Legons sur les [umilles normales de fonctions analytiques el leurs applications
(Gauthier-Villars, 1927).
(2) H. et . WEYL, Meromorphic curves (Annals of mathematics, 11, 39, 1938, p. 516-538).
Ann. Ec. Norm., (3), LXI, — Fasc. 1. I
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d’abord, puis M. L. Ahlfors (*) ont utilisée dans I’étude d’une question voisine.
Cette modification nous a permis de batir une théorie harmonieuse que nous
exposons ici de facon synthéiique en nousinspirant de ce qu’a fait M. Montel (*)
pour les familles de fonctions méromorphes. Nous n’avons pas traité des
familles complexes quasi normales, ce qu’'on pourrait faire sans peine dans le
méme esprit.

Nous nous placons & un point de vue homogéne, ne distinguant pas entre
deux systémes dont les éléments sont proportionnels. Aprés avoir introduit les
notions de distance et de convergence pour des systémes de n—+ 1 nombres
complexes, nous définissons la continuité, la convergence, la normalité pour
des systémes de n + 1 fonctions quelconques ¢t nous obtenons un premier
critere de normalité a partir de I’égale continuité. Nous limitant ensuite aux
systémes de fonctions holomorphes, nous indiquons des propriétés des suites
uniformément convergentes, un second critere de normalité et des propositions
correspondant aux théorémes de Schottky, Landau et Vitali (théorémes 1, Il
et IIT). Tout ceci fait I'objet du premier Chapitre.
~ Dans le Chapitre II interviennent les combinaisons exceptionnelles (ou
lacunaires). Ce sont des combinaisons linéaires, homogenes,

flo,fo(z) -+ ”1,f1(z) -+ .1 nufn(;);

ou les a, sont des constantes, et qui ne présentent pas de zéros dans le
domaine ou 'on se place. Conformément a la terminologie usuelle, nous dirons
que plusieurs combinaisons sont linéairement indépendantes s’il est impos-
sible de trouver entre elles une relation linéaire homogéne, a coefficients non
tous nuls, qui soit identiquement vérifiée relativement a f,, f,, ..., [n. Nous
indiquons le nombre maximum de combinaisons exceptionnelles d’un systeme
de fonctions entiéres (théoremes 1V ‘et V, ce dernier étant amélioré dans
’Appendice : théoréme XVI); puis nous étudions, a I'aide d’un théoréme
de M. Henri Cartan (*), les familles de systémes de fonctions holomorphes
présentant des combinaisons exceptionnelles (critére fondamental et théo-
reme VI, celui-ci étant précisé dans I'’Appendice : théoréme XVII). Nous
donnons enfin des extensions des théorémes de Schottky (théoreme VII') et de
Landau (théoréme VIII) et nous parvenons & mettre le premier sous une forme
partiellement quantitative.

Dans le troisiéme et dernier Chapitre, nous précisons la proposition connue
sous le nom de « continuité des racines d’une équation algébrique » (lemme IV),
ce qui nous permet de ramener aux propriétés correspondantes des systémes

(1) L. Aavrors, The theory of meronorphic curves (Acta Societatis scientiarum Fennicae, Nova
series A, III, 4, 19471).

(2) P. MoNTEL, loc. cit.

(3) H. CARTAN, Sur les systémes de fonctions holomorphes a variétés lacunaires et leurs applica-
tions [ Annales de I’Ecole Normale Supérieure, (3), 43, 1928, p. 256-346].
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de fonctions, les différentes propriétés des algébroides — convergence,
convergence uniforme, normalité, égale continuité, ..., — définies direc-

tement de la facon la plus naturelle ('). Aprés quoi toute I'étude des algé-
broides se déroule sans peine parallelement i celle des systémes de fonctions
holomorphes, faite dans les Chapitres I et I1. On est ainsi conduit & rassembler
des résultats connus et a en établir de nouveaux qui, quoique prévus depuis
longtemps, n’avaient jamais re¢u de démonstration. Ici comme (oujours, la
méthode des familles normales apporte I'unité et la cohérence (*).

Signalons enfin que, pour ne pas alourdir les notations, nous n’avons
presque jamais indiqué explicitement sur quels indices portaient les somma-
tions, mais nous avons systématiquement désigné ceux-ci par les lettres /et /,
ce qui évite toute ambiguité. '

CHAPITRE I.

DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIKTES,

Systémes de n -+~ 1 nombres complexes.

1. A titre préliminaire nous allons donner quelques définitions sur les
systemes de n+ 1 nombres complexes. Nous n’envisagerons que des systémes
formés de nombres non tous nuls et nous ne considérerons pas comme distinets
deux systémes dont les ¢éléments correspondants sont proportionnels (systémes
équivalents). ‘

Etant donnés deux systémes, le premier o' constitué par les nombres ",
w', ...V et le second ' constitué par les nombres w7, '
nous appellerons distance de ces deux systemes et nous représenterons

par [w‘»"f, w? ] Pexpression

) )
3 A

n

/'Z Py — ) 2
\ St X el

(’est une quantité qui ne change pas quand on remplace un systeme par un
systeme équivalent; de plus, elle est indépendante de 'ordre dans lequel sont
donnés les deux systémes et enfin elle est positive ou nulle. Cette derniére
éventualité se produit dans le cas ou les deux systémes sont équivalents et dans
ce cas-la seulement. Si la distance de deux systémes est petite, nous dirons que
ceux-ci sont voisins.

(') Cf. G. RimounNpos, Sur les familles de fonctions multiformes admetiant des valeurs excep-
tionnelles dans un domaine (Acta mathematica, 37, 1914, p. 241-300); Sur les familles et les séries
de fonctions multiformes dans un domaine [ Annali di matematica, (3), 23, p. 1-24].

(2) Aux auteurs déja cités, il faut ajouter M. A. Bloch & qui sont dues des idées dont la fécondité
s'est affirmée dans les travaux de MM. H. Cartan, H. et J. Weyl, [.. Ahlfors.
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2. Nous allons établir maintenant une propriété fondamentale de la distance
de deux systémes. A cet effet, remplacons tout d’abord chacun d’eux par un
systéme équivalent de facon a se ramener au cas o E|n{ ' P=X|w® *=1
(systémes normés). Profitant de I'arbitraire qui subsiste, on peut encore multi-
plier tous les éléments du second systéme par exemple, par le nombre
complexe ¢” de module 1. Nous avons alors

S0 el = a1 — R (e Bl ) |

Lorsque O varie, cette quantité prend toute les valeurs comprises entre les

expressions
’ 2[r= | Zaf @ ],

dont la plus petite est égale (') a
2[1— | EO® || = o[ 1— 1 [0, @ ]

De sorte qu’apres avoir éventuellement remplacé les deux systemes (") et p!*
par des systémes normés équivalents convenablement choisis, on a

vla

(1) Sl — i 2=4 sin?%E si 'on pose [, 2] =sing <0§q>§

en résulte que des systémes convenablement normés satisfont
1l It les syst bl t tisfont
(2) Xiﬁ«'EZ)*WE”F<2[““”, ‘vwz»lz
et que des systémes normés quelconques vérifient I'inégalité
(3). [epll, o2l 2 < 2] 2 — o) ]2,
Pour des systémes quelconques non normés, il n’y a pas de relation
analogue a (2); par contre (3) peut s’étendre sous la forme

z 1 wgz) — &V§~” ‘2
b
VE el 2w 2

(3 bis) ‘ [eot), g2 2

car

3|0 — D22 S| i) 2 o | T VB D 20 [V T P i — | el (]

a partir d’ou le calcul s’acheve comme dans le cas des systémes normés.
3 La propriété établie dans le numéro précédent entraine deux conséquences
trés importantes :

a. Les dustances de trois systémes pris deux a deux vérifient I'inégalité
triangulaire

(4) [W\‘Z), ‘v(f‘)] < [“)U), W’ﬁ)] -+ l (/‘)(1)’ W("”]‘

() En vertu de l'identité

1) (2 1) (2) ]2 1) 0 (2)]2 = 1 (2)]2
=] o w I— w2 | B wh2=E| w2 2] w22,
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En effet, aprés avoir convenablement normé les systémes, on a

9 . 3 19 -5 Y TE\
[, i | = sings, avec 2wt — wﬁ”ﬁ:Asmz% (og%g ;),
i . ' ) , ., Qs i
[, g0 ] == sin o, avec E[Wﬁ‘”~w§”12:451n2%’ <o§cp2§ E)?
et
[, ) | == sin avec S|t — i® 2> 4 sin? il 0<0,< ).
) — D1, -~ i i E 9 =P P

Or on démontre aisément (') I'inégalité

VETWE — o<y 21w — @OV E 0 — W,

(ul entraine la suivante

. . 2 . K
sm81 Ssm& - sm&-
2 = 2 2

Celle-ci entraine & son tour I'inégalité triangulaire
sin@, < sin Qs+ sin @y,
car, si o, est supérieur a @, et a @4, seul cas ou le résultat ne soit pas évident,
2] s pae \ (2 N [°F s .
cos —est inférieur a cos “eta cos—, d’ou

. q . 2 . ¢ . ) 2 . 3

2 s1n ﬁ'—cosﬂ < 2<Slll (L -+ sSin i3:> Cos 19_1_ <2 Slll—qz;(ZOS~<E -+ 2 s1n ﬁ(}OSC—P;'
2 2 - 2 2 2 2 2 2 2

b. Une substitution linéaire homogéne fixe non dégénérée effectuce sur les

éléments d’un systéme le transforme en un nouveau systéme. A deux systémes

voisins correspondent ainst deux systémes voisins.

La démonstration précisera cet énoncé. Soit
Wi=2 at; w; (h=o0,1,2, ..., n)
la substitution linéaire considérée et
wr=2Az; W; (k==0,1,2, ..., n)

la substitution inverse. L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

| Wi — WD 2 B a, [P 2] v — w2

et
fovrPS 2 Az P2 W2

(1) La relation

VETai+ b SYETaP+ yE[b:]2,
que nous utilisons ici, peul s’élablir en ajoutant membre & membre les inégalités

‘aiiz |bi|2 . . n
VI]a? \/Elbil"] (J=o0,1,2,...,n)

qui sont des cas particuliers de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

i+ <V ETa+ VETRF] |
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De ces inégalités, sommeées relativement a U'indice £, on déduit aussitot

2

T IWEE L WD e L2l 2

VETWIOEE W

A

¥
o 2% h -
_{(l[/:‘ ":"‘\i-/x = s *
VIR D
En remarquant que l'on peut toujours supposer les systémes w!', «*
convenablement normés avant de leur appliquer I'inégalité précédente, il
vient, compte tenu des relations (2) et (3°"),

(5) WO W <o Bl PETA P!, w2 2

4. Nous dirons qu'un systéme variable o tend vers un systéeme fixe o]

lorsque la distance [, w(®] tend vers zéro. On dira aussi, pour exprimer la
méme propriété, que o est convergent et que o' est sa limite. On voit
aussitot qu'une substitution linéaire homogeéne fixe non dégénérée conserve la
convergence et 'on démontre sans peine le critére de Cauchy : Pour que la
sutte des systémes w'"' soit convergente, il faut et il suffit que, < étant arbitrar-
rement petit, |w " w"| <z dés que k est assez grand, quel que soit | positif.
Ce critére s’établit exactement comme le critéere analogue relatif 4 la
convergence ordinaire; on utilise I'inégalité (4) et la proposition suivante qui
apparait évidente si 'on commence par normer les systémes sur lesquels on
raisonne : tout ensemble infini de systémes présente au moins un systéme
limite.

Systémes de ~ - 1 fonctions.

5. Soit maintenant un systeme de n— 1 fonctions complexes définies dans
un méme domaine. Nous supposerons essentiellement que les fonctions du
systtme ne s’annulent jamais simultanément et nous ne considérerons pas
comme distincts deux systémes dont 'un se déduit de I'autre en multipliant
par une méme fonction les n 4 1 fonctions qui le composent. Tout ce que nous
allons dire dans cette section s’applique quel que soit le nombre de variables
réelles ou complexes dont dépendent les fonctions. Mais, pour simplifier
I’exposé, nous nous placerons des maintenant dans le cas de fonctions d’une
seule variable complexe 5, I’extension au cas général étant immédiate. Nous
supposerons d’autre part que le domaine de définition des fonctions est borné,
cette hypothése n’étant d’aillears pas essentielle ().

6. Nous dirons qu’un systéme de fonctions est continu en un point s, si la
distance des systémes des valeurs prises par les fonctions aux points 3, et s

(1) Si Pon veul s’en alfranchir, il suffit de remplacer, dans la suite, la distance | z"— z'| de deux
poinls du domaine par leur distance sphérique

_r 7

Vi TR T ST
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tend vers zéro lorsque z tend vers z,. Un systéme de fonctions est dit continu
dans un domaine s’il est continu en chaque point de ce domaine; il y est dit
untformément confinu si, a tout nombre positif ¢, on peut associer un nombre ¥,
tel que l'on ait [ £(3"), f(5")] <<e pourvu que 3" et 3" soient deux points du
domaine satisfaisant a | 3" — 3| <.

Un systéme continu dans un domaine fermé y est uniformément continu. En
effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite de couples de points 3, z
I
k
tandis que I'expression [ f(z},), f(z,)] demeurerait supérieure 2 une borne
positive ¢; on pourrait extraire de la suite des couples ), =z, une suite
partielle =, z, qui tende vers un point 3z, du domaine fermé et, d’aprés la

continuité au point z,, on aurait

appartenant au domaine, dont la distance |3}, — 3} | tendrait vers zéro avec

U [ f(z0), f(h) | < 5

SR O]

{f(zo): f(S;zkH ~
dés que £ serait assez grand; il en résulterait
[f(ane)s [(Zn) ] <e

ce qui est en contradiction avec ’hypotheése faite.

Nous nous limiterons ici a I'étude des familles de systémes continus. Nous
dirons que les systémes f*“'(3) appartenant & une telle famille sont également
continus dans 'intérieur du domaine D si, 4 tout domaine D’ complétement
intérieur 2 D et & tout nombre positif ¢, on peut faire correspondre un nombre v,
tel que, =" et z” étant deux points quelconques de D’ satisfaisanta|z"— 5| <,
on ait [ (3", fP(z")] <e, quel que soit le systéeme £ de la famille.

7. Une suite de systémes [ (z) de fonctions est dite convergente dans un
domaine D si, pour chaque point = de ce domaine, la suite des systémes des
valeurs prises par les fonctions converge elle-méme vers un systéme de valeurs.
L’ensemble, pour les différents s, de ces systémes limites de valeurs définit le
svstéme limite de fonctions que nous représenterons par f”’(z). Par définition,
la convergence sera uni forme dans D si, 4 tout nombre positif ¢, on peut faire
correspondre un nombre N tel que # > N'entraine | /“(z), /' (3)] < e quel que
soit 3 dans D; elle sera uniforme dans U'tntérieur de D si, a tout nombre
positif ¢ et & tout domaine D’ complétement intérieur & D, on peut faire
correspondre un nombre N tel que £ > N entraine [ /“'(z), /()] < e quel que
soit z dans D’. On voit aussitot que le critére de Cauchy relatif & la convergence
uniforme s’applique.

Pour que la suite de systémes f'(z) soit uniformément convergente dans D
(ou dans I'intérieur de D) ¢/ faut et il suffit que [ f'="(3), f*(2)] << dés que k
est asses grand, quel que soit | positif, lorsque = est dans D (ou dans D'
quelconque complétement intérieur a D).
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St une suite de systémes continus de fonctions converge uniformément, le
systéme limite est continu. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsij; il
existerait alors une suite de points 3, tendant vers un point z, de D et tels que
les valeurs correspondantesdusystemelimitesatisfassenta[ /1V'(z,), /1" (z,)]> ¢,
ol ¢ est un nombre positif fixe. Mais, 4 condition de prendre 4 assez grand,
'expression [ /¥ (z), f1"(z)] est arbitrairement petite lorsque z est dans D et,
par conséquent,

3

[S9G) fO < et /90 O (2] <

[SEE Y

D’autre part, le systtme /(=) étant continu au point 5,, on a, des que p est
suffisamment grand,

[/ (=0 1 (0] <

W o

L’application de I'inégalité triangulaire nous conduit alors & une contradiction.

Dans I'énoncé de la propriété précédente et dans sa démonstration, il y
aurait lieu de préciser si I'on se place surle domaine D fermé ou dans I'intérieur
da domaine D. Nous ne I'avons pas fait dans un but de simplification et parce
que le raisonnement a exactement la méme forme dans chacun des deux cas.

8. Dérmirion. —  Une famille de systémes de fonctions définies dans un
domaine D y est normale si, de toute suite infinie de systémes de la famille, on
peut extraire une suite partielle uniformément convergente dans 'tntérieur de D.

St U'on effectue sur les fonctions de tous les systémes d’une famille une
méme substitution linéaire homogene fixe non dégénérée, on obtient une
nouvelle famille qui est normale en méme temps que la premiére. En effet, une
telle substitution conserve la convergence uniforme d’une suite partielle,
ainsi qu’il résulte de 'inégalité (5).

PREMIER CRITERE DE NORMALITE. — Pour qu’une famille de systémes continus de
JSonctions soit normale dans un domaine D, il faut et il suffit qu'il y ait égale
continuité dans U'tntérieur de ce domaine.

La condition est nécessaire. Supposons en effet qu’il n’y ait pas égale
continuité; on pourrait mettre en ¢vidence une suite de systémes /" (z) &
chacun desquels serait associés deux points =} et =, situés dans un domaine D’
complétement intérieur a D et tels (ue

[JR(z%), fO(z)]>¢ et |5f— 3] —o0,

ot ¢ est un nombre positif fixe. En remplacant au besoin cette suite par une
suite partielle, on peut toujours supposer que =, et =, tendent vers une
limite 5,. Puisque la famille est normale par hypothése, on peut extraire de la
suite une suite partielle /"“(s) qui converge uniformément. Le systéme
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limite f1v étant continu, les expressions
[/ o)y S ) | et [ (R0 S (S0

sont inférieures & — des que k£ est assez grand. Il en est de méme de
-4

[./"“‘ (;;lk)’ SR :;Lk )] et [ S 5’1’14-)3 S :’/’IA-)J

en raison de la convergence uniforme. L’inégalité triangulaire nous montre

alors que
(f‘”“(z/nk): f(nk)(zv;tk:)] <&,

ce qui est contraire a hypothése.

La condition est suffisante. Pour le montrer considérons un ensemble E de
points 3,, 33, ..., 3,, ..., dénombrable, dense dans D. D’aprés une remarque
déja faite (n° 4), d’une suite donnée de systemes de fonctions on peul
extraire une suite partielle qui soit convergente au point =, ; de celle-ci on peut
extraire une nouvelle suite partielle qui soit convergente au point z,, puis de
cette derniére une autre qui soit convergente au point z, et ainsi de suite. Le
procédé diagonal, bien connu dans la théorie des familles normales, nous
permet de former une suite partielle /““(s) qui soit convergente aux différents
points de E. La limite est un systéme /"' (z) de fonctions définies sur
’ensemble K. Ce systéme limite est uniformément continu dans I'intérieur
de D car, par hypothése, & tout nombre positif ¢, et a tout domaine D’ complé-
tement intérieur a D on peut faire correspondre un nombre v}, tel que

| 3, =z, < entraine [ U6 (z), SR (2)) ] <<y

d’ou, en passant a la limite, [ /' (5,). /' (5,)] <z,. Le systeme /' peut donc
étre prolonge par continuité dans tout I'intérieur du domaine D. Il nous reste
a démontrer qu’il y est limite uniforme de la suite partielle qui a servi ale
définir. Pour cela, donnons-nous arbitrairement un domaine D' complétement
intérieur & D et un nombre positif c. 1l existe un nombre v tel que = et =" étant
deux points quelconques de D’ distants de moins de 7, on ait

g

[frw (=), [ ()] < —O: et [ (=), Jo(s)] < 3

Choisissons un sous-ensemble E, de K, form¢ d’un nombre fini de points, de
telle sorte qu’il existe au moins un point de I, & une distance moindre que 7
de tout point du domaine D'. On peut alors déterminer un nombre N tel que

k>N entraine [l ("), fO(s)] < §1

lorsque = appartient a E,. Si 5 est un point quelconque de D’, on a donc, en
vertu de I'inégalité triangulaire,

[ [ (z), f(=5)] <<e. C. Q. F. D.
Ann. Ec. Norm., (3), LXI. — Fasc. 1. 2






