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SUR LES SUITES
DE

POLYNOMES OU DE FONCTIONS ENTIÈRES
A ZÉROS RÉELS

PAR M. H. DELANGE.

INTRODUCTION. — Étant donnée une suite de polynômes à une variable
P,(3), P,(^) , . . . , P,^), ...,

nous avons étudié dans un travail précédent ( ^ ) la relation entre le compor-
tement de la suite des fonctions log | Pn(^) [ et la distribution asymptotique des
zéros de P^(^) pour n très grand.

A tout polynôme P(^) nous associons une fonction additive d'ensemble v(^)
définie pour les ensembles de points du plan complexe de la façon suivante : la
valeur de v(^) est le nombre de zéros de P,,(^) appartenant à l'ensemble e,
chacun étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multi-
plicité. A la suite des polynômes P^(^) correspond ainsi une suite de fonctions
d'ensemble v,t(<?) dont le comportement nous sert à caractériser la distribution
asymptotique des zéros de Pn(^). Un des résultats obtenus est le suivant :

y(n) étant une fonction positive donnée de l'entier n, si l'on suppose que
l'ensemble E des points qui sont limites de zéros de P,^) est de mesure super-
ficielle nulle et que le rapport du degré de P/,(^) à y(/i) reste bornée pour qu'il

existe des coefficients c^ tels que la suite des fonctions ——log c^Pn(^)| soit

convergente en dehors de E, il faut et il suffit que la suite des fonctions

d'ensemble ——^(<°) soit convergente (p. '271).

(1) Afm. de l'École Norm. Sup., 3e série, t. LVI, 1989, pp. 173-276.
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La condition relative à l 'ensemble E est satisfaite en particulier dans le cas
où les polynômes P^(^) ont leurs zéros réels. Nous avons indiqué dans une
Note postérieure (1) que dans cette dernière hypothèse on peut encore, en ne
supposant plus rien sur la croissance du degré de P^(^), obtenir, relativement à la
distribution des zéros, des conditions nécessaires et suffisantes pour que l'on
ait la même propriété. Un cas particulier intéressant est celui où les zéros
de P,,(^) sont supposés non seulement réels mais bornés supérieurement, ou
intérieurement, par un nombre fixe.

C'est l'étude de ce cas particulier que nous nous proposons de développer
ici, avec son application à la détermination de la distribution asymptotique des
zéros des polynômes définis par certaines relations de récurrence de Poincaré.
Pour le cas général, nous nous bornerons à donner les énoncés sans démons-
tration.

Nous verrons aussi que, comme nous Pavons indiqué également dans une
autre Note (2), la même méthode permet d'étudier les suites de fonctions
entières de même genre fini ayant tous leurs zéros sur une même demi-droite
issue de l'origine, par exemple tous réels et négatifs.

Nous montrerons encore le profit que l'on peut tirer des résultats ainsi
obtenus (du moins dans les cas suffisamment réguliers) pour l'étude d'une
fonction entière de genre fini ayant tous ses zéros alignés sur une demi-
droite Ou issue de l'origine [ou approximativement alignés sur cette demi-
droite (3)] du point de vue de la relation entre la distribution de ces zéros et la
croissance du module de la fonction sur la demi-droite opposée à Ou, ou sur une
demi-droite faisant un angle convenable avec celle-ci.

I. — Préliminaires.

1.1. Au lieu de raisonner sur des fonctions additives d'ensemble, nous
utiliserons ici de préférence des fonctions de points associés à celles-ci. Nous
aurons donc à considérer des fonctions croissantes ( A ) d'une variable réelle,
définies dans tout l'intervalle (—oo, +00). Nous regarderons deux telles
fonctions comme équivalentes si elles ont les mêmes points de discontinuité et
prennent la même valeur en tous leurs points de continuité.

Nous conviendrons de dire quune suite de telles fonctions croissantes ̂  converge
vaguement vers une autre fonction croissante ̂  si ^(Q tend vers ^p(^) pour toutes

(1) C. R. Àcad. Se., 217, 1943, p. 191.
(2) C. R. Âcad. Se., 217, 1943, p. 225.
(3) Plus précisément l'hypothèse à faire est la suivante : les zéros étant rangés par ordre de

module croissant en la suite zi, z^y • . . . , Zm ..., le rayon vecteur Ozn a pour limite Ou lorsque n
tend vers rinfmi. La fonction entière en question est alors dite « orientée ».

(*) Nous disons partout « fonction croissante » pour « fonction non décroissante ».
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les valeurs de t pour lesquelles ^ est continue. La suite ^ converge alors aussi
vaguement vers toute fonction équivalente à ^ et toute fonction vers laquelle
elle converge vaguement est équivalente à ^».

La convergence vague se confond avec la convergence ordinaire si la fonction
limite est continue quel que soit t. Si une famille de fonctions croissantes ̂ (t)
est telle que, quel que soit l'intervalle fini [a, b], ces fonctions soient bornées
dans leur ensemble sur cet intervalle, on sait que de toute suite de fonctions
prises dans cette famille on peut extraire une suite vaguement convergente (1).

Cette propriété appartient en particulier à toute famille de fonctions crois-
santes nulles pour t inférieur à un nombre fixe a et satisfaisant pour t^a à une
même inégalité de la forme

^ ( t ) ^ W ( t ) ,
où ^F est une fonct ion donnée.

Il en est de même pour une fami l le de fonctions croissantes nulles pour t
supérieur à un nombre fixe a et satisfaisant pour t^a à une même inégalité de
la forme

^ { t ) ^ W ( t ) .
^

1.2. .On connaît la définition de l'intégrale de Stieltjes / f(t)d^Çt) où ^
Ja

est une fonction croissante définie dans l ' intervalle fermé [û, b] et / une
fonction réelle ou complexe continue dans cet intervalle. On connaît également
l'extension de cette définition au cas d'un intervalle infini, ou au cas où la
fonct ion/devient infinie à l'une des extrémités de l'intervalle.

^ étant supposée définie dans [a, b] et / continue dans cet intervalle,
^l'intégrale ^ f ( t ' ) d ^ Ç t ) peut être définie comme limite pour h tendant vers

^rt-t-U

r1'zéro par valeurs positives de \ fÇt)d^Çt). Elle est égale à
^/.+A

( f(t)^
«yn

•^.{t)r

^i(Q étant égal à ^(t) pour a<^ t^b et à ^(//-{-o) pour t=a.
De même, / et ^ .étant supposées définies dans un intervalle [ a ' , b],

avec a'<^a, e t / étant supposée continue dans cet intervalle, l'intégrale
^b

f f(t}d^Çt) peut être définie comme limite pour h t endant vers zéro par
Ja—O , -rvaleurs positives de ^ f(t}d^(t). Elle est égale à

^a—1i

r'\ f(t)d^(t),
Ja

^^(t) étant égale à ^(r) pour a<^t^b et à ^(a — o) pour t = a.

(1) On peut même en extraire une suite convergente au sens ordinaire.
Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. i6
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Les intégrales
.+>. +.0

^ f ( t )d^ ( t ) et ^ f(t)d^(f)
^a—O ^//-M)

seront définies comme limites pour L tendant vers + co de

Ç f(t)d^(t) et f f(t)d^{t).
^fl—O •-/<7-+-0

On définirait de même les intégrales dans lesquelles la borne supérieure
d'intégration serait & — o ou b 4-0.
/ et ^ étant définies dans Fintervalle fermé [a, h] et /ayant une dérivée

continue dans cet intervalle, on sait que l'on a la formule d'intégration par
parties

r6 r 1 '
( f ( t ' ) d ^ { t ) = : f { b ) ^ ( h ) — f ( a ) ^ ( a ) — ^ ^ ( f } f / ( t )d f .

^ a ^ a

r 1 'Rappelons enfin que, si f(f) est réelle et mesurable B, l 'intégrale f f(t)d^(t)
J a

r 1 'peut être définie de façon analogue à Pintégrale de Lebesgue ordinaire / f(f) dt
Ja

en faisant jouer le rôle que joue la mesure dans celle-ci à la fonction additive
d'ensemble associée à la fonction croissante égale à ^ ( t ) pour a<^t<^b,
à ^(û)pour t^a, et à ^(6)pour t^b.

L'intégrale ainsi définie possède les mêmes propriétés que l'intégrale de
Lebesgue ordinaire, et si/est continue elle coïncide avec celle définie de la
façon mentionnée précédemment.

1.3. Si une suite de fonctions croissantes ̂  converge vaguement vers une
fonction ^ continue pour t=a et pour t=b, on sait que, / étan une fonc-
tion réelle ou complexe continue sur l'intervalle fermé [a, b], l'intégrale

/^^ /^b

\ f(t)d^n{t) tend pour n infini vers / /(r)rf^(^).
^a . J a

Si la fonction / dépend de paramètres et est uniformément continue par
rapport à t lorsque ces paramètres décrivent un certain champ, la convergence
de l'intégrale précédente vers sa limite est uniforme dans ce champ.

1.4. Nous ferons aussi usage du lemme suivant :

Soit une suite de fonctions croissantes d^ qui convergent vaguement vers une
fonction limite ̂  continue pour t=a^ et soit /(-Q une fonction réelle continue
pour t^a et positive pour t assez grand,

..+»0

Supposons que l'intégrale ^ f{t)d^n{t) soit convergente quel que soit n et
^ a

inférieure à un nombre fixe M. Alors :
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r^30 /i° L'intégrale ^ f(t)d^(t) est convergente et au plus égale à M. ( i l en
" Y

résulte que, si g est une fonction réelle ou complexe continue pour t^a et

satisfaisant pour t infini à g{t) == 0[/(^)], l'intégrale f g(t)d^(t) est abso-
v a

lument convergente. )
/, -t- 30 - .

Dans le cas particulier où f /(?) rf^(?) a une limite finie X, on a
J a

f f(£)d^(t)^
J a

^+^

2° Si Fon a pour t infini g'(t') == o [/(?)], l'intégrale ^ g^t)d^n(t) tend
•>a

„+»

pour n infini vers g(t')d^Çt').
^ a

On aurait un énoncé analogue en considérant des intégrales prises de
— oc à a.

Appelons b un nombre assez grand pour que /(OQ pour t^b et tel que ^
soit continue pour t= b.

r 1
a. Pour l^b, l'intégrale \ f(f)d^(€) est une fonction croissante de /.

a

Quel que soit P6, on peut prendre un nombre l'^>l et tel que ^ soit
continue pour t== f/. On a alors

f f(t)d^(t)^f f(t)d^(t).
^ a ^a

r 1 'Mais le second membre est la limite pour n in f in i de \ f(t)d^^t)qm
^ n.

est ^M. Donc
f f(t)d^{t)^M.

^ a
^ ^

L'intégrale j f{t)d^(t) est donc convergente et ^M.
^a

/l+30

Si de plus j f(t)d^^t) a une limite A, quel que soit £ positif, on a, à

partir d'une certaine valeur de n,
..+-
\ f(£)d^(t)^ ^ £,

^n
d'où l'on conclut que

f f(t)d^(t)^^-e.
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rh c^Pour n infini , l'intégrale f f(t}d^^(t} tend vers f /(^^(^); par suite
^ a ^ n

elle reste, quel que soit n, inférieure en module à un nombre fixe M'.
L'intégrale

f f(t)d^(t)--^ f f { t ) d ^ ( f ) - l /(/)^(/),
- /b ^ n J n

qui est d'ailleurs positive, reste donc inférieure à M + M\
A étant un nombre réel supposé supérieur à b, écrivons

.,+- .--
^ g( t ) d^n ( t ) — / g( t ) d'\> ( t ) = U 4-- V -4-^ ( '^^(^=U4-V-4-W,

*-' a l //

avec

U ̂  r g{ t ) d^n ( / ) - Ç s{ t ) d^
A .A

g { t ) d ^ n { t } - ( g[t)d^U),
^ a ^ a

r4"30
V^r \ g{t)d^n{t^

^A
r^'W^-r— ^ ^(r}^«).

^A

<r f t '}Si TJ est la borne supérieure de f-—L pour t^A, on voit de suite que l'on a

r v i ^ c M + j v r ) ^ .
Étant donné £ positif quelconque, on peut choisir A de manière que ^ soit

continue pour t == A et assez grand pour que l'on ait

iW |— et ^-———-, d'onJV-3 ct ^ (M+iW/ — — i - i ^ 1

A étant ainsi fixé, U tend vers zéro pour n i n f in i , et par suite on peut
trouver rio tel que n^n^ entraîne U ^ - «

Alors 7i^ no entraîne \ U + V+ W ^£.

1 . 4 . 1 . Notons que^ si' g'Ç t) dépend d'un certain nombre de paramètres, l'inté-

grale f g(t)d^n(t) converge uniformément vers f ^(0^(0 lorsque ces
J a ^a

paramètres décrivent un certain champ, pourvu que F on suppose :

1 ° que le rapport ^-—- terïd vers zéro uniformément lorsque t tend vers l'infini;
j \ /

2° que dans tout intervalle fini la continuité de yÇt} par rapport à t est
uniforme par rapport aux polymètres.

On voit en effet que, dans le raisonnement précédent, on peut choisir A,
puis trouver/io? de façon à satisfaire aux conditions indiquées indépendamment
des paramètres.
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1.4.2. On établirait exactement de la même façon l'énoncé suivant tout à
fait analogue au précédent :

Soit une suite de fonctions croissantes ̂  qui convergent vaguement vers une
fonction limite ^ continue pour t = b et soit f une fonction réelle continue
pour a <^ t^b et tendant vers + ̂  lorsque t tend vers a par valeurs supérieures.

r 0
Supposons que l'intégrale ^ /(^)âf^(^) soit convergente quel que soit n et

Ja

inférieure à un nombre fixe M. Alors :

r 0
i ° L'intégrale ^ /( t ) d^ ( t ) est couver gen te et ^ M.

* a

r 1 'Dans le cas particulier où f fÇt^d^n^1) ^ uw limite finie À, on a
^ n

r'l f(t)d^(£)^.
^ a

2° Si g est une fonction réelle ou complexe continue pour a<^t^b et satis-
^

faisant pour t voisin de a à gÇt) = o [./(^)j, l'intégrale f g(t}d^^t) tend
^ a

r1'
pour n infini vers f ^'( ?) d^Ç t).

''a

Si g'{t) dépend d'un certain nombre de paramètres^ la convergence de cette
intégrale vers sa limite est uniforme lorsque ces paramètres décrivent un certain
chamj), pourvu que :

s' ( t }1 ° Le rapport ——- tende vers zéro uniformément lorsque t tend vers a;

2° Dans tout intervalle tel que [a + A, 6], où h ̂ > o, la continuité de g(^t) par
rapport à t soit uniforme par rapport aux paramètres.

II. Suites de polynômes à zéros réels et bornés supérieurement.

2. 1. Soit Pi(^), P2(^)? • . • ? P/i(^)» • • • une suite de polynômes ayant
tous leurs zéros réels et au plus égaux à un nombre fixe a.

Nous désignerons par a^\ a(J^:', . . . 5 a^, . . ., ou plus simplement par a^
Q^? • • • ? a^ .. ., les zéros de P^(^) supposés écrits chacun autant de fois qu'il
y a d'unités dans son ordre de multiplicité et rangés par exemple par ordre de
grandeur décroissante.

D'autre part, à chaque polynôme P^(^) nous ferons correspondre une fonction
croissante ^(Q définie de la façon suivante :

—^i(Q sera le nombre de zéros deP,,(^) au moins égaux à t [ainsi v,,(^) sera
nul le pour t^> a].
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y(n) sera une fonction positive quelconque de l'entier n. On posera

-^.n(t)==Mt).

Si/(^) est une fonction réelle ou complexe continue pour t ^ a ' , avec a'^> a,
on aura

•^n)ïf^)=f^ f(t)d^(t)^f^ f(t)dp.n(t).

Le résultat fondamental que nous nous proposons d'établir est le suivant :

Si, les coefficients c^ étant convenablement choisis^ on sait que l'expression

——- log j c^P,,(^) | converge vers une fonction limite U(^) soit dans un domaine^

si petit soit-il, soit simplement sur un segment de l'axe réel situé à droite du
point a^ on peut affirmer que :

i° La suite des fonctions croissantes ^ est vaguement convergente vers une
fonction limite [L ;

2° A étant un nombre réel quelconque supérieur à a, l'expression —— Y T——

tend pour n infini vers une limite finie h.

La connaissance de U(^) détermine la fonction [L et la constante h ( i ).

Nous établirons d'abord quelques résultats préliminaires.

2.2. THÉORÈME I. — AÏ .' i° la suite des fonctions croissantes y.n e^ vaguement
convergente avec une fonction limite [^7

2° A étant un nombre réel supérieur à a y V expression —— V -.—_— tend pour a

infini vers une limite finie h ;

Alors ̂  dans le plan coupé suivant le segment [—oo, a] de l'axe réel^ la déter-

mination réelle pour z réel supérieur à a de la fonction ——riogp'. converge

vers
/i^-t-o r /,»4-o , /.»\"|/. .o^^)4*-jr_ fê]-<-A),

où le logarithme est pris avec la détermination dans laquelle le coefficient de i est
compris entre — ̂  et -\- T..

La convergence est uniforme dans tout domaine borné situé à distance positive
du segment [ — oo, a].

(l ) Compte tenu du fait que nous regardons comme équivalentes deux fonctions croissantes qui
ont les mêmes points de discontinuité et sont égales en tous les autres points.
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En prenant les parties réelles^ on voit que la fonction —I—log n converse

vers
ra+Q - t V ^a+o 1 / ^ ~l
f lo,^^)+ \h-f ^U(.-A).

' — — 3 C [_ «^——OO J

a. a' étant un nombre réel quelconque compris entre a et A, on a

i y i ^ r^d^t)
9( / î )^A-a/ , J_^ A - ^ '

De ce que cette expression tend vers h pour n infini, il résulte par la première

partie du lemme du paragraphe 1.4 que l'intégrale Ç dv^ est convergente
/i rt + 0 j , ,

et ^Â. Cette intégrale est d'ailleurs la même que ^ T——^ puisque p.(r) est
nulle pour t^> a,

b. On a

-L-io,-!^^
(?(/?.) b P^ (A ) c?( /z)

-L- y io. l—^
co( /z ) ̂  î3 A — a.0 A - a»

9 ( /i ) S!'»^ -̂ — A
1\. —— Oî n

i ï v^ I
_l_ ( - __- A \ . ______ ^ _________

1 ( " A) 9(^)^A--a/

chacun des logarithmes étant pris avec la détermination réelle pour z réel ^>a.
Supposons z variable dans un domaine D borné et situé à distance positive

du segment]—oc, a], et supposons que l'on a pris a ' à l'extérieur de D.
On peut écrire
l , Pn(z)log

c p ( ^ ) ^ P ^ A )
r'^L !^A-, ^-4}^/^)4-(.-A).^y—^ A -

le logarithme étant pris avec la détermination dans laquelle le coefficient de i
est compris entre — 11 et 4- n.

Il est manifeste que le second terme tend pour n inf ini vers h(z—A), la
convergence étant uniforme dans D.

^a> •
Le premier est de la forme ^ gÇt)d^n{t\

Définissons dans le cercle [ ;/1 <^ i une fonction y(^) par

cp(M)=:log-(i4- u) — u,

ou l'on prendra la détermination du logarithme nulle pour // = o. On voit de
suite que, si l'on appelle R la borne supérieure de | z — A lorsque z parcourt D,

;-Aon pourra écrire pour t <^ A — R, de sorte que -.—— <" i,
| A, — t

/ ^ -A '
^)==? .A —t
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Or, si l'on suppose par exemple \u ^ï-, le rapport 9^, qui est une fonc-

tion continue dans ce cercle, reste en module au p lus égal à un certain
nombre positif M. Donc pour t ̂ A— 2R on aura

^M{^)'^•
Donc le produit ( A — 0 ^ ( 0 tend uniformément vers zéro pour / inf in i

lorsque z parcourt D.

D'autre part, l'expression g-(t) == log^~^ — y^y est une fonction continue
des deux variables z et t lorsque la variable réelle t parcourt l'intervalle
]—oo, â^], z parcourant le domaine D et sa frontière. Donc, dans tout intervalle
fini tel que [L, ^/], elle est uniformément continue par rapport à t l o r sque^
parcourt D.

Il résulte de là, en vertu du lemme des paragraphes 1.4 et 1.4. i, que, pour

n infini , l 'intégrale j log ^~_ ̂  — ^~_ ^ ^ d[^(t) converge uniformément
dans D vers

0 e 1 \ > z — t z — À ) . — /^î . z — t z — A ) ,
IJ^r^-r^i^^^i, i^'A—ï-A^S^^

ce qui peut s'écrire

j lo,u -^——^ d[L{t) - { z - A) C'-"1-^^"-IS-A)/""1^7

puisque chacune des deux intégrales est convergente.
On a donc bien le résultat annoncé.

2.3. a et A étant deux nombres réels fixés, avec A> a, étant données une
fonction croissante quelconque pi, nulle pour t^> a et telle que l'intégrale

I A _ solt convergente, et une constante réelle quelconque //, nous

poserons

w^(^ =. r' iog — ̂ (f) + fh - r^^t • (^ - A),
i7_-^ • v i [̂  J__.^ A — ^J

où le logarithme sera supposé pris avec la détermination dans laquelle le coeffi-
cient de i est compris entre — TC et 4- TC.

Nous désignerons par U^(^) et V^(^) la partie réelle et le coefficient de /'
dans Vp.,^).

Ceci définit les fonctions y^(^), U^(^), et V^(.Q dans le domaine II
constitué par le plan dont on a enlevé le segment ]—oo, a] de l'axe réel.
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On voit de suite que V^Çz) est une fonction holomôrphe dans II, de sorte
que U^(^) et Vp. ̂ (^) sont des fonctions harmoniques dans le même domaine.

La connaissance, soit sur un segment [a, ?] de F axe réel à droite du pointa, soit
dans un domaine D contenu dans II, d'une fonction réelle U(^) satisfaisant sur ce
segment, ou dans ce domaine, à une égalité de la forme

U(^)==U^(^)4-cons t . ,

détermine complètement la fonction V^^(-s) dans tout le domaine II.

En effet, si l'on a sur le segment [a, ?]

. U(^)==LY/^)+K,
la fonction

W^(z) + K= U^(^) + K + ^'V^(^),

holomôrphe dans II, coïncide avec U(^) sur [a, ?].

Donc, si Von connaît U(^) sur^, ^], V^/,(^) est déterminée comme étant le
coefficient de i dans la fonctionnez) holomôrphe dansll et quicoïncide avec U(^)
sur[c(., p].

Si l'on a dans le domaine D contenu dans II et sans point commun avec
l'axe réel (1)

U^^J^^+K,

la fonction U(^) est harmonique dans D et prolongeable analytiquement dans
tout le domaine II, son prolongement étant U^/ ,(^)+K. La fonction
^V,/i(^)+K, holomôrphe dans II, coïncide avec ce prolongement pour z réel
supérieur à a.

Donc, si Von connaît U(^) dans D, la fonction V^^Çz) est déterminée comme
étant le coefficient de i dans la fonction ̂ F(z) holomôrphe dans II et qui coïncide
pour z réel supérieur à a avec le prolongement analytique de la fonction harmo-
nique U(^).

2.4. Nous allons voir maintenant que la connaissance de V^/,(^)dans le
domaine II détermine la fonction pi et la constante h (2).

Cela résulte du théorème suivant :

THÉORÈME II. — L'expression —- lim Vn h(t+ iy) définit une fonction crois-
71 y>+Q

santé équivalente à UL.

(1) Si D rencontrait Paxe réel, on serait ramené au cas précédent.
(2) Cf. noteO), p. 122.

Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. ' I'-
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En effet, nous allons montrer que, si l'on pose^=.r4- iy, lorsque, x res-
tant fixe et égal à x^, y tend vers zéro par valeurs positives, V^^(^) tend vers
__ p.(^o—0) 4-^.(^o-ho)

2

Si x^> a, ceci résulte de la continuité de Vp^(^) pour z ==^o-
II suffit donc de considérer le cas où x^^-a.
On a, pour y ^z o,

/, a+o . V r*a+o ^ i f \ ~}
V^)=^ A^^)-.[A-^ ̂ ],,

Fargument qui figure dans la première intégrale étant pris avec la détermi-
nation comprise entre — TI et + ^ '

Le second terme tend vers zéro avec y.
Si l'on désigne par a' un nombre réel compris entre a et A et par L un

nombre réel inférieur à ^o, le premier terme peut s^écrire

/ ^^Z^^W-^f Arg-jl——^^).

La première intégrale représente une fonction de z continue à l 'extérieur du
segment ]—oo, L] de Faxe réel et nul le pour Z=XQ\ elle tendra donc ici
vers zéro.

Quant à la seconde, on peut lui appliquer le théorème de Lebesgue sur le
passage à la limite sous le signe \ : x restant égal à x^, quel que soit y différent

de zéro, la fonction Arg——— reste en module inférieure à n. Si y tend vers
zéro par valeurs positives, elle tend vers zéro pour r<^o, vers ^ pour
XQ <^ t^ a' et vers ^ pour t = XQ. Donc, si l'on appelle <p(^) la fonction prenant

/^' _ f , ^a<

ces valeurs, l'intégrale / Arg T—^KQ tend vers f y(/)rf[j.(^), laquelle

est égale à

TT^âQ — p.(^o+o)]-+- 7T [^.(.Co+o) — p . ( ^ o — o ) ] = : — ^ [ ^ . ( ^ o + o ) + ^ (^o—o)] .
2 -i

La fonction pi étant ainsi déterminée par la connaissance de la fonction
Vu., /i(^)> l'égalité écrite plus haut donnant l'expression de cette dernière fonc-
tion déterminera ensuite la constante A.

2.5, Notons qu'il résulte de ce qui précède que, sillon a dans im domaine!)
ou su?9 un segment de Taxe réel situé à droite du point a

^lA^) -- Ï-^AO) = const.,

les fonctions p^ et [^2 sont équivalentes et h^= h^.
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En particulier, U^(^) ne peut être constante dans un domaine D ou sur un
segment de Vaxe réel à droite de a sans que [^(Q== o et h= o.

2.6. Nous sommes maintenant en mesure d'établir le résultat annoncé au
début du chapitre.

Revenons donc à la suite des polynômes Pn(^) ayant tous leurs zéros réels et
au plus égaux à a, et supposons que, soit dans un domaine D, soit sur un
segment [a, p] de l'axe réel situé à droite du point a, l'expression
—T—logi'c^P,^)! converge vers une fonction limite U(^).

Appelons A un nombre réel quelconque supérieur à a.

a. Nous allons montrer d'abord que, de toute suite d'entiers croissants
n^ 7^2, . . ., n^ . . ., on peut en extraire une autre, soit n\, n^ . . ., n[, . . .,
telle que :

1° la suite des fonctions pL^ soit vaguement convergente vers une fonction
limite pi;

2° l'expression—— V——I—- ait une limite finie h,v p^^A-a^

et que l'on aura alors dans D, ou sur [a, p],

Up.,/i(-s) = U ( ^ ) 4- const.

Posons

P^-SA—^ et -^-pT^^
On a

_y__
p(/i) ̂  A — a^

:i.

Or on voit immédiatement que, quel que soit t<^A, cette expression est au
moins égale à — T—~"

Donc, pour t^a, on a
^n(t)^t-A.

Par conséquent, de la suite des fonctions croissantes ̂ , nul les pour t^> a,
on peut extraire une suite vaguement convergente ̂ . Appelons ^ la fonction
limite.

Comme d'autre part —^—V——ï—— tend vers i, il résulte du théorème I
P^^A-a^

T P ' ( Z ^que pour k infini Fexpression ——-log p^ / converge à l'extérieur du seg-
P { ^k ) -*- nk^~^ )

ment ]—oo, a] de l'axe réel vers V^^(z), fonction qui n'est pas constante
dans D, ou sur [a, ?], d'après la remarque de la fin du paragraphe précédent.
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En particulier, Zo étant un point quelconque extérieur au segment ]— oc, a]
He l'axe réel,——.log p^^ tend vers U^ (^,).

P^)Par différence on voit que ——log p nk " tend vers U.^(^)— U^ 1(^0)-
^(nk} ' ^n'AZQ) ' ' ' ' '

De même, en supposant que Zo appartient à D, ou à [a, [3], on voit que
P.(^)dans D, ou sur [a, ^], ———log p n ' tend pour zi infini vers U(-s)— U(-^o)-?M

En particulier, si l'on prend pour z^ un point de D, ou de [a, [3], tel que
P/4(^)U,j^(^) ̂ U^j^o)^ l'expression tendra pour k infini vers\os

P(^) ^IP^o)
p^(^)U^^(^, )—U^(^o)? t andisque-—-. log p—— tendra vers U ( ^ ^ ) — U ( ^ o ) , etcp(^)

l^on verra par division que ^ nk ) tend vers - n — / -,. " — == h,v L <p,,(^) ^^(^o—lj.^^^o)

U expression ———^ ————•5 W? ^^ ^^fe d r-—^î ^^rf rfo^c vers h.1 9(^^A-47^ 5 ?(^-)

D'autre part, comme ^^(^)=== p—2— ^(?), la suite des fonctions crois-

sante \kn\ est vaguement convergente vers la fonction y. définie par ^Çt)= h^Çt).
Enfin l'expression

— log p^(^) 1_. p ( n'k ) 1 102 P4(^)
P"Â:(^o)P^/:) ?«) P(^ ) " IP^^^o)

converge en dehors du segment [—oo, a] de l'axe réel vers

, A . [U^(^) -U^(^o) ]=U^(^) -U^(^o) .

On en déduit que dans D, ou sur [a, p], l'on a

U^(^) - U^o) = U ( ^ ) - U ( ^ o ) ,
ouOU

U^(^) = U ( ^ ) + [U^(^o) - U(^)] = U ( ^ ) + const.

é. Ceci étant, une première suite d'entiers n'^ extraite de la suite de tous les
entiers nous fournira une fonction croissante [L et une constante h telles que
dans D, ou sur [a, ?],

U^(^) = U ( ^ ) + const.

Si alors la suite des fonctions ^ tout entière n'était pas vaguement conver-
gente vers la fonction [L, il existerait un nombre réel to et une suite partielle ̂
tels que [L soit continue pour t=t^ et ^(<o) tende vers une limite, finie ou
non, différente de p^o)-

De la suite des entiers n,, on pourrait extraire une suite n[ telle que :

i° la suite des fonctions pi^ soit vaguement convergente vers une fonction
limite p.';
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2° l 'expression——^—— ï——, ait une limite H\

et l'on devrait avoir dans D, ou sur [a, 31,

UUL;/ , ' (^) = = U ( s ) +œnst.

La fonction yJ .ne pourrait être équivalente à [L parce que ^(^o) ne ten-
drait pas vers j^o). mais il faudrait avoir dans D, ou sur [a, ?],

U^(^) — U^(^) ==const.

On arriverait donc à une contradiction.
Donc la suite des fonctions p^ est vaguement convergente vers la fonction p..

Si l'on supposait maintenant que l'expression —— V _1 ^ ne tend pas

vers A pour n in f in i , on pourrait trouver une suite part iel le——^ V ——ï——\
x c?^ ^A-4^

tendant vers une limite h\ finie ou non, différente de h. Le cas d'une limite
infinie est d'ailleurs exclu du fait que de cette suite on doit pouvoir en extraire
encore une autre ayant une limite finie.

On verrait alors que l'expression—— log p—— convergerait à l'extérieur

du segment ]— oo, a] de l'axe réel vers U^(^)— U^/(^o), ce qui entraînerait
que l'on ait dans D, ou sur [a, ?],

JJ^h"(z) — V^/i(z) ==const.

et conduirait à une nouvelle contradiction.

2.7. Grâce à l'égalité
U^^(^) = U ( ^ ) + const.

qui a lieu dans D, ou sur [a, ?], la connaissance de U(^) détermine la fonction
croissante ^ et la constante A, comme il a été expliqué aux paragraphes 2.3
et 2.4.

On peut d'ailleurs compléter comme il suit l'énoncé donné au début du
chapitre :

y^) étant la fonction holomorphe en dehors du segment}— oo, a} de Vaxe
réel et qui coïncide pour z réel > a avec V ( z ) ou avec son prolongement analy-
tique, et V(^) étant le coefficient de i dans V(^), on peut prendre

^(t)=- l- lim V(^+/ j) ( 1 ) .
'r- y>+o

C) La fonction ^ de l'énoncé est en effet équivalente à celle-ci et, si elle ne lui étai pas égale, on
pourrait la remplacer par elle.
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La constante h sera ensuite déterminée par F égalité

/ . f f+O r a+O , , , ~ \

V«')=/_. A,,^(,).[,.-jf-_ ĵ,,

où Arg ——— est pris avec la détermination comprise entre — TC et + ri.

2.8. Notons encore qu'il résulte de ce qui précède que, si l'expression

\^\CnPn(z)
^(n)

converge vers une fonction limite U(^), soit dans un domaine D, soit sur un
segment [a, p] de F axe réel à droite du point a, il en est de même partout à l'exté-
rieur du segment ]— 20, a] de V axe réel et la convergence est uniforme dans tout
domaine borné situé à distance positive de ce dernier segment.

D'abord la suite des fonctions ,̂, converge vaguement vers une fonction
limite p- et, A étant un nombre réel quelconque supérieur à a, —— V9( /?) A ——— OLn

tend vers une limite A.
Alors, diaprés le théorème I, l'expression

1 i.JP^)lo^cp( / i ) P4A-)

converge en dehors du segment [—oo, a] de l'axe réel vers U^(^), la conver-
gence étant uniforme dans tout domaine borné situé à distance positive de ce
segment.

En particulier, Zo étant un point quelconque de D, ou de [a, 8],

?(^)
log P.(^o)

t\(A)
tend vers U^(^o)-

D'autre part, ——log|c,,P,,(^o)| tend vers U(^o).

Par différence on voit que ——- log | c^P,,(A) | tend vers U(^o) — U^/,(^).
?(^)

Le résultat annoncé découle ensuite de l'égalité

c p ( ^ ) 10g CnPn{z) 9(/i) 102 P.(^)

P.(A) ^(n)
log|c,P,(A)i.

Notons que la limite de —— log | c^Vn(z) \ peut être définie en dehors de D, ou
de [a, p], comme prolongement analytique de U(^) ou comme partie réelle de
^y^z), fonction holomorphe dans II qui coïncide avec U(^) sur [a, ?].
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III. — Application aux polynômes définis par certaines relations
de récurrence.

3.1. A titre d'exemple de ce qui précède, nous étudierons des suites de
polynômes définis par certaines relations de récurrence.

Auparavant nous allons établir le lemme suivant :

Soit une suite de nombres réels Uoy u^ . . ., ̂ ,, ... liés par la relation de
récurrence à coefficients réels

Un+i—pnUn-^- qnUn-l==0,

dans laquelle on suppose que pour n infini

Pn->^, TîP ( /^—2)-^0,

q n - > î , ^(pn—qn—l)——^-^0 ( ̂  > 0 ),

avec o < c < - •
^ r = 2

Si Von pose
Un+i __ An

Un n^

pour n infini \n tend vers À ou vers — A.

On a en effet
n^(n — i )Po^/„= ^ — i ) ^ P — - — — ^ — — - — — ) — ' — '

/ ^ - i 4 - ( / l — i ) P

Pour se rendre compte comment varie A,, lorsque l'on passe de r=n—i à
r=n, il est commode de considérer la courbe (C^) ayant pour équation en
axes rectangulaires

, , n9(n — ï^cfn^(^-,),p_^^.

La parallèle à Ox menée par le point de (C/,) d'abscisse }^_i coupe la première
bissectrice des axes au point d'abscisse X^.

Les points de rencontre de (C,,) avec cette bissectrice ont leurs abscisses
données par l'équation

^ ^ - [ ( n — ï y — n P ( p n — ï ) ] ^ — n ^ ( n — i ) 9 [ p ^ — q ^ — ï ] = o ,

qui, pour n infini, devient à la limite

œ^— Â2^: o.

Dès que n dépasse une certaine valeur Ho, cette équation a deux racines
réelles de signe contraire x'^ et x"^ et pour n infini ces deux racines tendent
respectivement v e r s — X e t + X .
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Notons que l'on a
/ T \ -ï -Ï —— ( ̂ -1 — ̂  ) ( ̂ n-î — ^n )
{ 1 ) /.-À^_- , ^_^( ,_ , )p————•

A tout nombre positif Y] inférieur à 2A correspond un entier N(r^) supérieur
à rio et tel que pour ^ ^ N ( ^ ) on ait

— ( n — i )P < — À — r\ < x'^ < — / + YÎ < x'^

Y] étant fixé, supposons^d'abord que pour un certain n^ supérieur ou égal à
N ( T I ) — I l'on ait

À , ^ — À 4 - Y Î .

Le graphique montre de proche en proche que pour n ̂ > n^ on aura toujours

^ — À + Y Î .

Mais il pourra arriver ou bien qu'à partir d'une certaine valeur de n l 'on ait
toujours

-X+YÎ^<,

ou bien qu'à partir d'une certaine valeur de n l'on ait toujours
} > T"•^ ̂  ̂ n ?

ou bien que chacune des inégalités

—À4-Y î^n<^ Cl ^n>^'n

ait lieu une infinité de fois.
Dans le premier cas \n finira par croître constamment avec n et tendra vers

une limite y. au moins égale à — X + T) et au plus égale à A ; dans le second cas
^ finira par décroître constamment et tendra vers une limite (JL au moins égale
à X .

Dans les deux cas l'égalité (i) montre que le produit ^(X,,—)^-i) tendra
vers A 2 — ; J L 2 . La convergence de la série 2(X^—^n-i) nécessitera alors que
P—^^o, d'oa p-=X.

Si l'on a une infini té de fois chacune des inégalités
—^-t-Yî^n<.< CL ^>^,

lorsque n croîtra, \n présentera une infinité de maxima et de minima. Pour un
maximum on aura // >' ~\ >' ii

^n+i^n^^n

et pour un minimum
<^<^

ce qui montre que \n tendra encore vers A.
Si l'on suppose maintenant que, n^ étant ^N(ï i )— i, Fon ai tX^<^—/^, l'on

aura
?^4-1 > X "n^\ > — ^ + Y!.
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Si X^=—T^, l'on aura

).̂ i ==oo et 7^^, > — À 4- YÎ.

Dans les deux cas il résulte de ce qui précède que pour n infini X^ tendra
vers X.

Supposons enfin que, avec n^ ^N(r^) — i, on ait

—^<^—A- -73 .

Le graphique montre alors que pour 71 ̂ > 7^ ou bien il se trouvera une valeur
de n pour laquelle X^—^p , ce qui nous ramènera au cas précédent, ou bien
\n ifâ constamment en décroissant tout en restant supérieur à — n9. Mais cette
dernière circonstance est impossible.

En effet, si elle se produisait, ou bien X^ tendrait en décroissant vers une
limite finie [L au plus égale à — X — Y ] , ou bien X^ tendrait vers —oo.
La première hypothèse entraînerait, comme plus haut, que n^(kn—X^) tende
vers X 2 — ^2, qui, ici, ne pourrait être nu l ; et ceci serait incompatible avec la
convergence de la série 2(X/i—X^_/). Dans la seconde hypothèse l'inégalité

(^_i-4-^ 4-Yî) 2

>,-,-/„> —^—Ty—)

qui résulte de l'égalité (i), entraînerait que le produit TIP(X^—À^) tende

vers +30 et par suite que -étende vers —oo, ce qui contredirait l'inégalité

À^>>—/iP puisque i — p ^ ? -
Finalement on voi t que, dès l'instant qu'il existe une valeur n^ de n au moins

égale à N ( ï ] ) — i pour laquelle on n'a pas — À — ^ ^ ^ ^ — X + Y ] , pour
n inf ini \n tend vers X.

Par suite ou bien , quelque petit que soit Y], on aura toujours pour n^N(ïj)— i

— ^ — T î < ^ < — > . + y î ,

ou bien pour une certaine valeur de Y; il existera une valeur T^ de n supérieure
ou égale à N ( Y ] ) — i et pour laquelle on n'aura pas ces inégalités, et alors
pour n infini \n tendra vers À. Autrement dit, ou bien pour n infini À,, tend
vers — X, ou bien il tend vers + X.

3.2. Ceci étant, considérons une suite de polynômes à coefficients réels
définie de la façon suivante :

On prendra Po(*2") = i, Pi (^) = v-oc 4- p. Puis les polynômes suivants seront
définis de proche en proche par la relation de récurrence

Pn+i(.c) — (a,,^-+- bn) Pn(^) 4-^P,z-i(^) ==0, (n=ï, 2, . . . ),

Ann. Ec. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. i8
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dans laquelle nous supposerons que a,^ o, c^> o, ̂  que pour n infini
n^an-> u ̂  o, n^(bn— 2) -^o, Cn-^i

et

n^(bn— Cn— i )-> ^, avec o < p^ - •

O/i supposera que Von a pris a ^> o.

Un raisonnement classique montre que les polynômes de cette suite ont
tous leurs zéros réels et que les zéros de deux polynômes consécutifs sont
entrelacés :

Si l'on suppose établi que P n ( x ) a tous ses zéros réels, soient x^ x^, ..., x,^
et entrelacés avec ceux de P,,_i(^), on voit que les signes de P^(a?) pour les
valeurs

— O C , X^ X^ ..., .Tn, 4-00

sont alternés, de sorte que P^-i(^) a tous ses zéros réels et entrelacés avec
x^ x^, .. ., Xn. Or, P^^r) est positif pour ± oo et négatif pour le zéro — ' d e

y.

Pi(.r); il a donc un zéro réel plus petit et un plus grand que — ' •
C(.

Il résulte de cette disposition relative des zéros des polynômes de la suite
que, lorsque Fon passe de P^(^) à P^i («^)? le nombre de zéros supérieurs à un
nombre donné XQ ne peut que ne pas changer ou augmenter d'une unité. On
voit que, si P,,(^o) et P^+i {x^ sont différents de zéro et de même signe, Pn(*r)
et P^-i(^) ont le même nombre de zéros supérieurs à XQ.

Si l'on a
a^o+ ̂ i+ Cn,

c'est-à-dire
-, ï-^-Cn-bn

JLQÎ_ ———————————————— y

Or,

la relation entre P,^i, P,, et P/,--, montre que les inégalités P,,(.ro)^P,,._i (.2-0) > o
entraînent P,^| (^o^P/iC^o)-

Or, pour n infini, ——'-n-——n- a une l imite finie — ; donc cette expression a
dfi U

une borne supérieure finie M, d'ailleurs >— •r 7 - u

En prenant x^ au moins égal au plus grand des deux nombres M et -1——?
on aura, quel que soit n,

Ctn^Q-^- ̂ 14- Cn,

et de plus
P i ( ^ o ) ^ P o ( ^ o ) = = l ;

on en déduira de proche en proche que

P^o)^P^i (^)Z. . , .^Po(^o)=l .
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Tous les polynômes de la suite seront donc positifs pour x=Xo, ce qui prouve
qu'ils auront tous le même nombre de zéros supérieurs à x^. Or Po(^) n'en a
aucun.

Nous avons donc une suite de polynômes ayant tous leurs zéros réels et
inférieurs à un même nombre fixe : le plus grand des deux nombres M et ^—r-,
soitX.

D'autre part, lorsque x est réel, la relation de récurrence qui lie P^i(rc),
Pn(.r) et P^_,(.r) est de la forme étudiée au paragraphe précédent, en posant

Pn(.c)==Un, CtnX-}-bn=pn, Cn= ̂ .

Ici, pour n i n f in i
/)/,—> 2, . / ^ ( p n — ' î ) — — 0 ,

qn-^ I, fl^ (pn— f]n— ï ) -> UX ^- V.

On pourra appliquer notre lemme si ux + v ^> o, c'est-à-dire x ^> —•
Dans ce cas, si l'on pose

V

U

Pn^W ^ U^)

Pn{^) ~ ^ '

À^(.r) tendra pour n infini vers £\/^.r+r, avec £ ==±:i (et pouvant a priori
dépendre de x).

Une première conséquence est que, si x^> ~—^-^ P,^(^o) et Pn(^o) sont deUne première conséquence est que, si x^ —, P,^(^o) et Pn(^o) sont de
même signe pour n assez grand, de sorte que le nombre de zéros de P^(^)
supérieurs à XQ ne change plus à partir d'une certaine valeur de n et reste donc
borné.

Une autre conséquence est la suivante : on a, pour n infini,

lû2
\+l(.r) [ £\ /U.X -+- P

P^x) \ n^

Or, si x ^> X, on a
n — \

log|P,,(^[=^log p———^
-—— t p \ 3C )

0

On en déduit que pour x ^> X

10g j Pn(^) ! ~ —————Z\ UX + ̂ ,

de sorte que
^ log [ i\(^) l -> ^—— \lux -h ̂

II résulte de là que, si v^ est la fonction croissante associée à P^, la suite des
fonctions croissantes —rpVn est vaguement convergente vers une fonction
limite [L.



l36 H. DELANGE.

Pour déterminer cette fonction ^, on doit considérer la fonction ^ ¥ ( z ) holo-
morphe en dehors du segment ]—oo, X] de l'axe réel et qui coïncide pour
z = x réel ^>X avec la limite de -^—log[P^(.r)|.

Cette fonction limite devant être continue, le signe de £ est indépendant de x.
En posant

z = — - -4- re1^, avec — TT < 9 < -+- TT,

on a évidemment

d'où
W(z)=^^urei{

V ( z ) = ——— \/ u r sin - •

On sait que l'on peut prendre

^(0==— -ï- lim V ( t + ir)-
7r y>-^o

On obtient ainsi
^(t)=o pour t>— ^,

/ ^\
^-.)==0?

^:=-^——^^-ut-^ pour«-^
g —————— . y

, ———- v — ut — v pour t < — -
T ^ I — p ) ' r U

et l'on voit que £ = + ï » puisque [JL doit être croissante.
Cette fonction étant continue, ——^n(t) tend vers ^.(^) pour toutes les

valeurs de t.
Ceci se traduit pour t<^— -» par exemple, par le fait que le nombre de zéros

de P,i(^) au moins égaux à t est équivalent pour n infini à

/^-P /—————
————- y/— ut — v.
T T ( l - p ) v

Notons, d'autre part, que ——plog[ P^(^)| converge à l'extérieur du segment
] — o o , X ] vers^[^)](').

3.3. Prenons par exemple la suite des polynômes définis par

(n-^a)Pn^(^)— (2n^-b-^-cx)Pn(.c)^-(n-^-d)Pn-i(^)=o,

(1) II en résulte que les séries de la forme I . A n P n ( ^ ) ont pour domaines de convergence les

domaines intérieurs à des paraboles d^axe 0*r et de foyer le point — v- •
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avec
a > — i , d ' > — i , c^>o,

et
P^(^c)=ï, Pi {x)-= y. x -\- |3^ avec a > o.

En divisant par n-+-a, cette relation de récurrence se met sous la forme
indiquée au paragraphe précédent.

Les conditions indiquées sont remplies avec p = et l'on a

, , c/-4- a — b
u == c, v == b — d — a, M == —————— •

Les polynômes P/,(^) ont donc tous leurs zéîos réels et inférieurs au plus grand
j j -i d -\- a — b ï — 6des deux nombres ————— et ——-•

c a

Le nombre de ces zéros supérieurs à un nombre donné x^ supérieur à ——'-——

reste borné quand n croît.

Le nombre des zéros au moins égaux à un nombre donné x^ inférieur à ——;——

est équivalent pour n infini à
2 /———————;———;———————
— \/ n(a -+- d — b — c^o).

Si l'on prenait les polynômes définis par

(/z4-a)P^i(^) —(2 / i+ b—c.c)PnW^-(n-^-d)Pn-i(^)=o,

avec
a > — i ^ d^>—\, c > o,

et
P ^ ( ^ ' ) = = i ^ P i ( j ? ) = = — a ^ - h p , avec a >> o,

les polynômes P^(—x\ de zéros opposés à ceux de P^(.r), seraient définis
de la même façon que ceux que nous venons d'étudier. On en déduit
que P,i(^) aurait tous ses zéros réels et bornés intérieurement par un nombre
fixe, que le nombre de zéros inférieurs à un nombre fixe^o inférieur à——^r—

resterait borné quand n croîtrait indéfiniment, et que pour x^ ——a--—— le

nombre de zéros au plus égaux à XQ serait équivalent à -\/n(a+d—b+cœo),
Considérons en particulier les polynômes de Laguerre II^(^) définis par

d11

—— (^•/l+a e—^ ) = x^ e—^ ïln (^ ).

On sait qu'ils ont tous leurs zéros réels et positifs et satisfont à la relation de
récurrence

Un^(x) — (2 n + ï + a — x) ïln(^) + n{n 4- a)IÏ,^i(.r) = o.
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En posant
Il ,(j-)=-/i!P/,(^),

cette relation devient

(/i-+-t)P^(.y) — (2 /i 4-1 + a — ^ ) P / z ( ^ ) + ( / ? + a ) P , , _ , ( ^ ) = : o .

On a d'ailleurs
PO:=I, P i ( ^ ) = = i + a - ^ .

Il résulte alors de ce qui précède, si a > — i, que pour r r>o le nombre
de zéros du n}^ polynôme de Laguerre au plus égaux à x est équivalent
pour n infini à 2 \jnx ( ' ).

Ceci résulte d'ailleurs aussi des formules asymptotiques connues pour les
polynômes de Laguerre.

I V . — Suites de polynômes à zéros réels, dans le cas général.

4.1. La méthode que nous avons employée au Chapitre II permet aussi
d'étudier les suites de polynômes à zéros réels sans supposer ceux-ci bornés
supérieurement ou infér ieurement .

Il est alors plus commode d'utiliser des fonctions additives d'ensemble au
lieu de fonctions croissantes. Nous appelons donc v,/^) la fonction d'ensemble
définie sur l'axe réel comme égale au nombre de zéros de P,,(^) appartenant à
l'ensemble e, chacun étant compté autant de fois qu'il v a d'unités dans son
ordre de multiplicité. Nous désignons ensuite par ^ la fonction d'ensemble
définie par

^(^)-^j^(^),

ç(/î) ayant la même signification qu'au Chapitre II.
Nous appelons encore a;"', a^', . . . , a^, . . . les zéros de P,,(^), rangés

d'ailleurs dans l'ordre que l'on voudra, et nous désignons par E l'ensemble des
points l imites de points a^'.

On arrive ainsi au résultat général suivant, que nous donnons sans
démonstration :

Soient hÇt) et k(t) deux fonctions continues pour toutes les valeurs de t et satis-
faisant pour t infini à

A ( / } = ^ + o ( ^ ) et k ( t ) ^ ̂

( l ) L'hypothèse a > — i est (Tailleurs inutile car dans la théorie qui précède le fait que d> — i ,
qui entraînait Cn > o, n^a servi qu'à établir la réalité des zéros.
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Alors, pour qu'il existe des coefficients c,^ tels que la suite des fonctions

——, log|c,,P^(^)| soit convergente en dehors de l'ensemble E, il faut et il suffit

que :

i° la suite des fonctions d'ensemble ^ soit convergente vers une fonction
limite [L;

2° Pour n infini, l'expression —I— ̂ ^[^j ait une limite finie H;? ( ^ ) -
i

3° Pour n infini, V expression ——^^[^j ait une limite finie K.cp(/^.

Lorsque la convergence a lieu, elle est uniforme dans tout domaine borne situé à
distance positive de E.

La fonction limite U(^) est harmonique dans l'ensemble complémentaire de E
et Von a

U(^)-U(z.o)= Hlo^ z———t -^h(t).^[z,-^]\ci^e)
JE ' - o - — ^ )

-.H^[z,-z,]- I [K- Ç k ( t ' ) d ^ { e ) \ . ̂ [^--.^].2 L JE J

La convergence de ——log ]c,iP/,(^)| dans un domaine, si petit soit-il, sam

point commun avec l'axe réel, ou sur un segment de l'axe réel dont on sait qu^il est
sans point commun avec E, entraîne la convergence partout en dehors de E, et la
connaissance de la limite U(^) soit dans ce domaine, soit sur ce segment, détermine
la fonction [L surtout V axe réel, ainsi que les valeurs de H et K.

Lorsque l'on sait que les zéros de tous les polynômes P/t(^) sont bornés supé-
rieurement, ou intérieurement, par un nombre fixe a, on peut supprimer la

condition relative à ——^^L0^] clul est conséquence des deux autres, et
enlever dans la formule écrite plus haut le terme en ^[^—^] qui est auto-
matiquement nul.

En particulier, si l'on aa^^^, en prenant h(t) égal à — — ? avec A ^ > û ,
pour t^a, on retrouve les résultats du Chapitre II.

V. — Suites de produits canoniques à zéros réels et négatifs.

5.1. Notre méthode s'applique encore à Pétude des suites de fonctions
entières de même genre fini ayant tous leurs zéros réels.

Nous nous bornerons ici au cas dhme suite de produits canoniques IIi(^),
II.̂ ), . . ., IT^(^), . . . de même genre fini p et à zéros réels et négatifs.
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Nous désignerons les zéros de Tln(z') par — a^', — a,", . . . , — a^, . . ., ou
plus simplement par — a , , — a.^ . . ., —a,., . . ., de sorte que l'on aura

n^)=nf i+ ̂ e'^^'"^^
\ ^r ]

Nous appellerons v/z(^) le nombre de zéros de IL(^) au moins égaux à —t .
De plus, à chaque IL(^) nous associerons deux fonctions S^(^) et ^(^) défi-

nies pour ^^>opa r
s n(Q=S^7 s i p > o et ==S10^-^ s i^^o ,

^—— •J- f ^IBIBB O'/-
a,. < / V-r^l

et

^)=Sa^-
a^>/

-y(^) étant toujoars une fonction positive de l 'entier/î , nous nous proposons
d'établir les résultats suivants :

Si : i° la suite des fonctions croissantes ^ définies par y.^Çt)= —— ^(0 est

vaguement convergente vers une fonction limite [Ly

2° A étant un nombre positif tel que [L soit continue pour t =. A,

a. l'expression ——- Sn(A) a une limite finie h pour n infini,

&. l ) expression ——-2^ (A) a une limite finie k,

alors, dans le domaine II constitué par le planprivé de la partie négative Qx' de F axe

réel, la détermination réelle pour z réel positif de la fonction ——- logll^(^) tend

pour n infini vers une fonction limite WÇz\ La convergence est uniforme dans
tout domaine borné contenu dans II et situé à dislance positive de Ox'.

Réciproquement^ si Von sait que la fonction —— logj 11^ (^)[, partie réelle de la

précédente^ converge vers une fonction limite U(-s) soit dans un domaine contenu
dans II, soit sur un segment de l^axe réel situé à droite de l'origine^ on peut affirmer
que :

i° la suite des fonctions [JL^ définies comme plus haut est vaguement convergente
vers une fonction limite \^,

2° quel que soit le nombre réel positifA tel que JJL soit continue pour t = A^

a. F expression —— S^(A) a une limite finie h pour n infini y

b. l'expression —— 1^(A) a une limite finie k.

La connaissance de VÇz) détermine la fonction pi et, une fois choisi A, les
valeurs de h et k.
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5.2. Nous suivrons une marche analogue à celle du Chapitre II.
Mais faisons d'abord une remarque sur l'énoncé que nous venons de donner :
II est évident que la fonction y. qui y figure est nécessairement nulle

p o u r ^ < ^ o comme les fonctions ^ qui convergent vaguement vers elle. Mais,
de plus, on voit aisément que l'on a [JL( + o)== o [et par suite ^(o)= o1.

En effet, en supposant par exemple p^>o, on a, quel que soit le nombre
réel positif a au plus égal à A,

__S,(A)>i^2.
9 ( // ) - a ' 1

Si a est choisi de manière que [M soit continue pour ^= a, on en déduit à
la limite

, . fJL(<?)
h Z •——-•
- aP

On a donc pour toutes les valeurs positives assez petites de t pour lesquelle p-
est continue

[j.(t)^htr.

De même, sijo=o, on a pour toutes les valeurs positives assez petites de t
pour lesquelles ^est continue

.-(/
1̂0^.

5.3. THÉORÈME I. — Le genre p étant supposé an moins égal à t, si :

i° La suite des fonctions croissantes ^ définies par [JL,/^)= —I— v,,(^) est

vaguement convergente vers une fonction limite y.,

2° A étant un nombre positif tel que [L soit continue pour t = A^

a. l^ expression —— ^ — a une limite finie h pour n infini,1 Q^n} ̂  OL',. J L J ?
a,.^A

b. l'expression —— Y —— a une limite finie k,1 ^(n) ^^ y-î-
a,->A

alors dans le domaine II la détermination réelle pour ^ réel positif de la
fonction ——.loglT^(^) tend pour n infini vers

y(=)=jr"{io,(,+^-^...+(-,)/^;^(/)

+(-^ L _ r^1.-/-+ L_^ L_ r'^1 ,̂,p L -7" //' J / '+• L •A //'+l J
où le logarithme est pris avec la détermination dans laquelle le coefficient de i est
compris entre — T\. et 4- T..

Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. 19
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Lu convergence est uniforme dans tout domaine borné contenu dans II et situé à
distance positive de Ox'.

a. Notons d'abord que l'on a

i v -L == r'^^) __ v _ ^ r" ̂ (/)
q. ( // ) ̂ ^. ~j, V ) ^ ( n ) Zj ar ' J^ ^+1

a,.<A . a,->A

De ce que ces expressions tendent pour n inf ini vers des limites finies h et k
et que la fonction ^ converge vaguement vers [L, il résulte par les lemmes des
paragraphes 1.4 et 1.4.2 que les intégrales

< A /-^) ^ /'^^-(O
^ f ^/^-ir ^(^) . /• ^

^ ^ -'A ///"1

sont convergentes et que l'on a

L'intégrale

^d^<h et f^-^_<A.
J,, //' - J, </- -

n10^1^)-^---^-1)^!^)
est aussi convergente, car lorsque Hend vers o la fonction entre crochets est un
infiniment grand de l'ordre de-^5 et pour t infini elle est inf iniment petite de

l'ordre de —^-

6. La détermination considérée de la fonction —— loglI/,(J) est égale à

_VJIo,(i+^)--^+...+(-,).-4j,
n} ^À \ a,. 7 a,, vy.'., \^n)^\— \—— ^) - a. - • • • - - ̂  i j ' p^.[

chaque logarithme étant pris avec la détermination réelle pour z réel ^> o.
Ceci peut s'écrire

L 4- ^-I)// -^i.-_ V _/^^^^(^r^-^^^^^jy ^ îp (n ) ̂  a^ p + i ̂  cp ( /î ) ̂  <^11

a.. < A a,.>A

avec
^,(/)==lo^ ^l+ J') - ^ +...4-(-l)^-1

/ / ^ • • • v / (p- i )^ - 1 7

./ î
et

M<)-log(i+^)-^^«)=:log I-+- , — - 4 - . . . 4 - ( — l ) ^
t ) t v / (7?+i)^^1

où les logarithmes sont pris avec la détermination dans laquelle le coefficient
de ï est compris entre —11 et + 71.
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Considérons un domaine borné A situé à distance positive de Ox' et
appelons R la borne supérieure de \z dans A.

D'abord, les deux derniers termes de la formule ci-dessus convergent unifor-
mément dans A vers

(__^/^ et '(-^^.
P ^+ 1

D'autre part, dans tout intervalle tel que [s, A], avec o < ^ c < ^ A , g^{t) est
uniformément con t inu par rapport à ^ q u a n d ^parcourtA. De plus, on a quand^
est dans A

, - , ^ , / H\ H ï^ R/-1

^• ( / )^ j Q^ l - 4 -7)+ 7 T +7+^ 4 - •> •^ ( / . -o^•>

de sorte que le produit f ' g ^ t ) tend uniformément vers o quand t tend vers o.
Il résulte donc du lemme du paragraphe 1.4.2 que pour n infini l'intégrale

T ^,(f)^(t)«-/(>
converge uniformément dans A vers

.A

l ^(f)d^(f).
^0

De même, dans tout intervalle fini tel que [A, L], la fonction g^{t) est unifor-
mément continue par rapport à t lorsque z parcourt A. De plus, quand z est
dans A, on a pour ^^2R, par exemple, une inégalité de la forme

R/^'2^(^M^,

de sorte que le produit t1^ gi(f) tend uniformément vers o pour t infini .
Il résulte alors du lemme des paragraphes 1.4 et 1.4.1 que pour n infini
l'intégrale

f ^,(t)^n(f)

\ A

converge uniformément dans A vers

f ^,(f)d^(f).
^A

En définitive, l'expression ——loglI,,(J), prise avec la détermination
indiquée, converge uniformément dans A vers

f ̂ (^.(/)+ f ^,(/)^(/)+ —l^/^+ --^/^s
^0 ^A i 1

ce qui s'écrit ensuite sous la forme donnée dans l'énoncé.
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Notons que dans l'expression de ^F^) les coefficients de ^ et^1 sont du
signe de (— i)7'.

5 . 3 . 1 . THÉORÈME 1 bis. Le genre p étant nul', si :

i° la suite des fonctions croissantes [L^ définies par ui,,(/)=—1—v^(^) est

vaguement convergente vers une fonction limite [JL,

2° A étant un nombre positif tel que y. soit continue pour t == A,

a. V expression ;—— V log -I- a pour n infini une limite finie h,
a^A

b. Vexpression -—— V ^— a une limite finie k^
a,.>A

alors dans le domaine II la détermination réelle pour z réel positif de la

fonction —— log II,/J) tend pour n infini vers
\

^ { i i )

^\.)=f^loJI+')^(/)+A-fA lo-^(/)+ \k- f^r^t ^
i/o \ i / j ^ l L ^A J

ou le logarithme est pris avec la détermination \dans laquelle le coefficient de i est
compris entre — TI et 4- TI. La convergence est uniforme dans tout domaine borné
contenu dans II et située à distance positive de Ox'.

a. On a
/IA

V i o ^ ' ^ \ lo^1 d^(t),

^ J{}?(^)^ 1^
a,<A

i y i _ / + " ' d^,,(t)
-TH 2- a" - ;. ——— 'H^) —— ^^r J, ^

a,.>A

et, de ce que ces expressions tendent pour n inf in i vers des limites finies h et k
et que la suite des fonctions ^ converge vaguement vers la fonction pi, il
résulte que les intégrales

FO ,̂,,) „ rw-»A

loiï
^ o «- 'A

sont convergentes et que l'on a

Fio,1^)^ ci r^^^.
^O •^A ^

L'intégrale
f io^Yi+')^.(^

•^n \ " /
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estaussi convergente, car quand t tend vers zéro log( i+ ") tend vers +oc

comme log^-î et pour t inf in i l o g ( i + ") est in f in imen t petit de l'ordre de A--

h. La détermination considérée de la fonction -^—logïï//^) peut s'écrire

/iA /i+'o/ ^(/)^j./,(o+ / ^,(/)4^(/)+ —— v io^ -1- -+- z — y ' [ ,
Jo JA ^( / <)^ a /- ?(^) —d a/.

^r^ A ^,->A

avec
^i( / ) ̂  lo^( /+ ;) et ^(t}=: 1o-;(i+ ") — ' 9

les logarithmes étant pris avec la détermination dans laquelle le coefficient de i
est compris entre — n et + ri.

Si l'on suppose que z varie dans un domaine borné A contenu dans II et situé
à distance positive de 0^, on voit d'abord que pour n infini les deux derniers
termes convergent uniformément vers h + kz, puis le lemme rappelé au para-
ragraphe 1.3 montre que l'intégrale

r ^,(/)^(/)
" o

»

converge uniformément vers

r ^,( /)^(/) ;
*~ 0

enfin, on voit comme plus haut, par application du lemme des paragraphes 1.4
et 1.4. i » que l'intégrale

4-
f ^,(t)d^.n(t)

^\

converge uniformément vers

I ^,(t)dy.(t).
*-'A

On a donc bien le résultat annoncé.

Notons que, dans V expression de ^(z), la constante h — f log1 rf^(^) et le
JQ ^t

coefficient de z sont positifs ou nuls, donc encore du signe de (— i)7'.

5.4. p étant un entier positif, étant données une fonction croissante a,
nulle pour t^o et telle que ;^(+ o)= o et que les intégrales

r^d^t} r^d^t)
J. ~^~~ et J. ^~9
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où L est un nombre positif quelconque, soient convergentes, et deux constantes
réelles H et K, nous leur associerons une fonction ^n.K^) définie en dehors
de Oa/ par

^;H,K( :•)--=( ( IO^- ( .1 + ' ) - - + . . . + ( - i )/. ~—— \ ci^ ( / ) - } - ï | ̂  + K 3/^-' ,
•^c ' \ ' / l J ^ t ' )

où le logarithme est pris avec la déterminat ion dans laquelle le coefficient de /
est compris entre — TZ et 4- T..

De même, étant données une fonction croissante ;j-, nulle pour t^o et telle
que ;j.(+o)=o et que les intégrales

f'io-^/) ci r^
* 0 v \,

soient convergentes, et deux constantes réelles H et K, nous leur associerons
la fonction

y^K(^) ==f log (l4- ̂  r^(/) + 1 1 + K.-,

où le logarithme est toujours pris de la même façon.
Nous désignerons par

^H,K(^) Cl V^;,,K(3)

la partie réelle et le coefficient de i dans V^K^) (pour p différent ou
non de o).

On voit de suite que la fonction y^H^(^) est holomorphe dans le domaine il
constitué par le plan privé de Ox\ de sorte que

l^iuv(^) et V^K(^)

sont harmoniques dans le même domaine.
La connaissance de U^^) dans un domaine contenu dans II la détermine

donc dans II tout entier. De plus, sa connaissance sur Ox, ou sur un segment
de Qx, détermine W^(z) dans II tout entier, car c'est la fonction holomorphe
dans II qui coïncide avec U^fn^ pour z réel positif.

Donc la connaissance de U^R^), soit dans un domaine D contenu dans II,
soit sur un segment de Qx, détermine W^{2) dans tout le domaine II (et
cela sans qu'il soit nécessaire de connaître l 'entier/?) .

5.5. La connaissance de ^¥^1^) dé te rmine ensuite la fonction ^ et les
constantes H et k (1), comme il résulte du théorème suivant :

(1) Cf. note ( 1 ) , p. 199:.
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THÉORÈME II. — V expression

^ 1m » V^n,K(-^+0' )

définit une fonction croissante équivalente à UL.

En effet, nous allons montrer que, lorsque, x restant fixe, y tend vers o
par valeurs positives, V^ii^(.^4- iy} tend vers

^ ( — x — o ) 4- [J- ( — .r — < ) )

2

Si x ^> o, ceci résulte de la continuité de V^,i ^(^) pour ^ = x.
Il suffît donc de considérer le cas où x ^o.
Soit L un nombre réel supérieur à — x^ et désignons par J[ ] le coefficient

de i dans la quantité entre crochets. Si p ^> o on peut écrire,

Vij;;n,K(.)== ̂  ^og^+^-^ +.,.+(-. ).^j^(/)i

+^^'Io,(z+^-^...+(-i)^]^(/)}

+ 1 1 :f[^' + K J^/^ [.

La seconde intégrale est une fonction de z continue pour ^ =x et réelle en
ce point; par conséquent si l'on fait j =x-\- l'y, le second terme tendra vers zéro
avecj. Il en est évidemment de même du 3e et du 4e terme.

Le premier terme s'écrit

^JArs(3+/)+j [-^+.. .4-(- i )^]^^(^),

où l'argument est pris avec la détermination comprise entre — T. et + TZ.
Si l'on fait z=x-\-iy et si, x restant fixe, on astreint "y à rester inférieur

en module à un nombre fixe, z restera inférieur à un nombre fixe R et la
fonction sous le signe f restera inférieure en module à T. +- '+.. .+ —, qui
est sommable par rapport à la fonction [j. sur Fintervalle (o, L).

Si maintenant y tend vers zéro par valeurs positives, la fonction sous
le signe f tend vers-n pour o < ^ < ^ — ^ , vers zéro pour t^>—x, et vers 7T

i7 2

pour t=— x.
En appliquant le théorème de Lebesgue sur le passage à la l imite sous le

signe f , on voit que l 'intégrale considérée tend vers

^[^(_.,;+0)_^(_.,,_^J^^^(__^_,)_.^^,)^^^-^0)+^(-^-0).

On raisonnerait de façon semblable dans le cas oùp==o.
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Notons que la fonction ;j- est ainsi déterminée par la connaissance de
^if,H,K(^) sans H^^ solt besoin de connaître la valeur de l 'entier^.

Une fois ^ déterminée, etp étant connu, les valeurs de H et de K sont déter-
minées par la formule qui donne l'expression de W^^(z).

5.6. Notons encore qu'il résulte de ce qui précède que, si l'on a dans tout
un domaine contenii dans II, ou sur tout un segment de Ox,

U^^K,(.^=U^,K,(^).

les fonctions [j-, et \^ sont équivalentes , et l'on a

Ih=H,, I \ i==K, .

En particulier, U^H^(^) ne peut être nul le dans un domaine, ou sur un
segment de Ox, sans que ^)==o et H =K=o.

5.7. Considérons maintenant de nouveau une suite de produits canoniques
de même genre fîni jo et à zéros réels et négatifs, et supposons que, soit dans un
domaine D contenu dans II, soit sur un segment [a, ?] de Ox^ l'expression

?w
loi;!lU:oi

converge vers une fonction limite U(^) .
Nous allons montrer que :

ï° la suite des fonctions croissantes ̂  dé finies par

^^^T"^
est vaguement convergente vers une fonction limite y.;

2° A étant un nombre réel positif quelconque tel que \^soit continue pourt = A 7

a. l'expression——.S,, (A) a une limite finie h quand n tend vers V infini,

I). l'expression —— ï,,(A) a une limite finie k ( ' ).

Nous ferons le raisonnement en supposant p^o et nous laisserons au
lecteur le soin de le modifier comme il convient pour le cas où p = o.

a. Nous montrerons d'abord que, quelle que soit la suite d'entiers croissants
n^ ^2, . . ., ^, . . . , on peut trouver une autre suite n\, n^ . . . . n , . . .
extraite de celle-ci et un nombre positif A tels que :

( 1) Voir page 140 les définitions de Sn(t) et ln(t)-
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i° la suite des fonctions ̂  soit vaguement convergente vers une fonction
limite p. telle que |^(+ o)= o,

2° la fonction y. soit continue pour t= A,
3° les expressions —— S..(A) et ——2^ (A) aient des limites finies h et k.r îp(/^) ^v / cp(^) -^ / ?

et que l'on aura alors dans D, ou sur [a, ?],

L^H,R^)=U(^

avec
H (--1)" L f^^'l K- ̂ I)" [̂  r"^)1^^r'Jo^r ^T^r-J. "^-J-

Choisissons arbitrairement un nombre positfa (1) et posons

p( /z ) =Sn(a)^-în(a) et ^(^)=——^(^).

On aura

^sn(a^' ^n(a)<=ï et p^)[^(a)+^(a)]=i.

Or, quel que soit t réel satisfaisant à o <^ t^a^ on a

__S,(a)>^,p ( ^ ) ^ / = tP

et, quel que soit t réel et ^> a, on a

i v^^M^——M^p^y^^0-)^——-^——•

Les fonctions ̂ , nulles pour ^^o, satisferont donc pour o <^ t^a à

^(^)^^
et pour t^> a à

^(/)^^(a)-+- tP^^aP-^-tP^1.

Par conséquent, de la suite des fonctions ̂  on pourra extraire une suite
vaguement convergente ^n", et Pon voit que la fonction limite ̂  satisfera néces-
sairement à ^(-h- o)=o.

Choisissons un nombre positif A tel que ^ soit continue pour t == A.
Les expressions

p^^ et pà^-^
seront bornées indépendamment de n"^.

(1) Dans le cas où p = o, il faut prendre a< i pour que log- > o.

Ann. Ec. Norm., (3), LXII. — FASC-. 2. 20
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En effet, d'abord ceci est évident si A = a ; Si A ^> a on a,

o<-——^(A)^---——^(a)^i ,
~ P(^y) P(^</)

et, d'autre part, en appelant B un nombre positif inférieur à a et tel que ^ soit
continue pour t = B,

. i „ / , , . i ç / , r^d^n'^t) r^d^n'^t)
^^^^^'o^y^^^ ^ ' I + A " ^ î

et le dernier terme tend pour n"^ infini vers la limite finie ^ ~~ •
^ B

Si A <^ on peut raisonner de façon semblable.
Il résulte de là que de la suite d'entiers n'[, n[, . . ., n^ . . . on pourra en

extraire une autre n\, ri^ .. ., n^, . . . telle que

——— Sn'a (A) tende vers une limite finie Ai ,
P(<)

——— ^n'a (A) tende vers une limite finie /:i.
P«)

II est évident que la suite des fonctions '^n sera encore vaguement conver-
gente vers 4'-

II résulte alors du théorème 1 que dans le domaine II la détermination réelle
pour^ réel positif de ——logIL^) convergera pour q infini vers ^P^u^Çs),
avec

H ^^'L f^^t K-^-^r / - r^d^^^-r ^-l —[ ^--pTT L -A ~^r
de sorte que ——log|II^(^)| convergera vers U^H,,K,(^)-

Cette dernière fonction ne peut être nulle dans tout le domaine D, ou sur
tout le segment [a, p],

En effet ceci exigerait que

^(t)==o et ï ï i==Ki==o,

d'où A, == k^ = o.
Les expressions

^S»,(A) et ^.(A)

tendraient donc vers zéro pour n^ infini, et i l en serait nécessairement de
même de

__Sn,(^) et ——-i^(a),
P(A^) P(^</)
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car on a
I o / x , 1 o , , r ^ d ^ n , ( t )

^y^^)-?^)^^^^ ——ï

et
^ . , ï v / . , r <^,(r}

n1^"?^)^^^ ^~ï
1 v ..^ ï v . / ^ _ r^^(t)p(^r'— p«)-— ^ ^

et les seconds membres tendraient vers zéro pour n^ infini.
Or, on sait que

1 S^(^)+ —— In,(a)==i.p(^) < 7 V / p.(^)

Soit donc ZQ un point de D, ou de [a, [?], tel que

Uy,HA(^)^0.

Alors
7- log- n^(^o) l9(^)^ ' "———'

tend pour n infini vers U(^o);

^logl^(.o)|

tend vers U^KX^o)» et l'on voit par division que p—— tend vers la limite finie

U^o) ^
U^H^K^^o)

Comme

^('^^•^(^

/a ^ï/îte des fonctions croissantes y.n est vaguement convergente vers la fonction (JL
définie par ^(t)-= À^i(?), fonction qui satisfait à p-(+ o)== o et qui est, comme ̂
continue pour t= A.

2)̂  même, V expression

p^__^s^(A)^t-y-^.—-s^(À)?«) 'v / ?«) p«) 'v

tend pour q infini vers \h^= h.

De même, ——— ̂ n ( A ) tend vers \k^=k.
?(^y) ?v /

Enfin, V expression

——log ^^(s)|=pw .——log|II^)
?(<) ?(^) P(^<7)
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converge dans le domaine II vers ^U.^H^K/^) qui est égal à U^R^), avec

H^^^îk-r^-^]. K^K^^r.-r'^Lp L ^ tp \ p +I L -À ^+1 J
^ par j '̂̂  o/i a Am.y D, ou sur [a, [3],

Ui jÇH,K(^ )==U(^) .

6. Ceci étant, on pourra d'abord trouver une suite n extraite de la suite de
tous les entiers et un nombre positif Ao tels que :

i° la suite des fonctions croissantes y.n soit vaguement convergente vers
une fonction limite ^;

2° la fonction (JL soit continue pour t ==- Ao ;
4

3° les expressions

W)^^ et ^^(A<)

aient des limites finies ho et ko. r

On aura dans D, ou sur [a, ?],

U^,K(^)=U(^) ,

avec "^•-r^]'-^-r^]- ^
Si alors la suite des fonctions ̂  tout entière n'était pas vaguement conver-

gente vers la fonction ^,il existerait un nombre réel to et une suite partielle p^
tels que [L soit continue pour t= to et que ^ Çto) tende vers une limite, finie
ou non, différente de ^(^o).

On pourrait alors trouver une autre suite partielle ^n» extraite de celle-ci et
un nombre réel positif A/ tels que :

1° la suite des fonctions croissantes [^n" soit vaguement convergente vers
une fonction limite [i7 telle que [^(+ o)= o ;

2° la fonction ^ soit continue pour t = A7 ;
3° les expressions

———S.^A^) et ———^(A')
?(^y) ?C^/) ? v

aient des limites finies h' et k ' ;
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et l'on devrait avoir dans D, ou sur [a, p],

U^H',K'(^=U(^)=Uij!:H,K(.^),

avec

H^ -D- L_ r'̂ i, K^ ̂  ̂ - r'̂ iDi. •? [ J, ^ ] p-^-i L ^ ^+1 J
La fonction ^/ ne pourrait être équivalente à ^puisque ^(<o) ne tendrait pas

vers ^(^o). On arriverait donc à une contradiction.
La suite des fonctions ^est donc vaguement convergente vers la fonction ui.

On voit ensuite que les expressions

- ^s-^ et ^ln^

tendent respectivement pour n infini vers ho et ko.
En effet, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait trouver une suite d'entiers

croissants n"^ telle que

—S^(Ao) et -__i^(Aj
?(^/) ' ?(^)

aient des limites h1 et V, finies ou non, avec h"^. ho ou k"^ ko. Le cas où l 'une
de ces limites serait infinie est d'ailleurs exclu du fait que de la suite n" on doit
pouvoir en extraire encore une autre n^ telle que

^yS<(AJ et ^^(A.)

aient des limites finies.
Le théorème 1 entraînerait alors que dans le domaine II l'expression

————— 10g ïïn,(z)
?(^y) & " '

convergerait vers V^^,Çz\ avec

_^ L._ ^d^\ K--t-^ \ k " - r^Ap L ^ ^ y - ^+1 r ^ "^j"(-1)" r.. r^^)] „. ( -1 )^H^= ^——-2- k"

On aurait donc dans D, ou sur [a, 31,

U^K"(^)=:U(^)=U^K(^) ,

alors que H^ H ou K^ K, d'où contradiction.
Si maintenant A est un nombre positif quelconque tel que [L soit continue

pour t= A, les expressions

S,(A) et — — V ( A )
^{n) ' o(n)
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tendront respectivement, pour n infini, vers les limites

, , r ^ d ^ ( t ) , , r^d^(t)
^^j^-îr-- ^o-^ -T^-5

car on a

^Tn) ̂ "^ = ̂ T) S"(A») +^ "'î—'

^^^•'• .̂T''̂ -
Notons que l'on a

(^r^./^ Lz-^L.r'^^I^K.
? [ J. tp \ p-^-1 [ JA tp^ \

Comme nous l'avons dit plus haut, nous laissons au lecteur le soin de modifier
comme il convient le raisonnement qui précède pour le cas où p=o. Dans ce
cas, la première des égalités ci-dessus sera remplacée par

/IÀ ih- \o^-d^(t)=B.
^9

5.8. Grâce à l'égalité
V^(z)=V(z)

qui a lieu dans D, ou sur [a, p], la connaissance de U(^) détermine la fonction
croissante [^ et les constantes H et K, comme il a été expliqué aux paragraphes
5.3 et 5.4. Ensuite, une fois fixé A, les égalités que nous venons de mentionner
déterminent A et k.

On peut compléter comme il suit l'énoncé donné au début du Chapitre :

V(^) étant la fonction holomorphe en dehors de Ox' qui coïncide pour z réel
positif avec U(^), ou avec son prolongement analytique^ et V(^) étant le coeffi-
cient de i dans ̂ (^), on peut prendre

^(t)^1- \im\(-t-{-iy) ( 1 ) . •
^ r^+o

Les constantes H et K étant ensuite déterminées par la formule

W ( z ) = f { log ( i 4- ^ ) - ̂  4- . . . 4- ( -i Y —— \ d ^ ( t ) 4- H^4- K^, si p > o,
*J o \ \ / S. i

OU

W(z)==f lo§Yi4- ' )^(Q+ï ï+K^ sïp=:o,
JQ \ i /

(1) Cf. note (1), pa^e 129.
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ou le logarithme est pris dans les deux cas avec le coefficient de i compris entre — 71
et -\- 7:, het k seront déterminées^ une fois A fixé, par

H:=(———\h-l ^^1 ^>o, U=.h- r\o—^(/) sip=o,
" L •• 'o J . »/o

K^^-i^^-r'^^1.
p - ^ - 1 [ ^ ^ J

II est évident que, si l'on connaît d'avance une fonction croissante ^ nulle
pour t^o et satisfaisant à ̂ (+ o)= o et deux constantes H* et K* telles que
l'on ait dans D, ou sur [a, ^],

U^K^)^^),

on peut prendre de suite
p.==^, ï i==ï r , K=:K\

5.9. 11 est intéressant de remarquer que la convergence ûfe—'—log îln(s)\
sur un segment de droite non nécessairement situé sur Ox suffit encore à entraîner
les conditions indiquées plus haut, si ce segment satisfait à des hypothèses conve-
nables. Il en est ainsi\ en particulier; pour tout segment porté par une demi-droite
Ou issue de 0, distincte de Ox', et telle que, si F on appelle 9 F angle Ox, Ou, pris
de module < TT, il n'existe aucun entier impair m satisfaisant à

m-——77——^ 6 ^^-7r- ( 1 ) .
2 ( ^ + 1 ) —— —— 2/J v /

Cela résulte de ce que, si les fonctions U^^) et U^K, sont égales sur un
segment satisfaisant à la condition indiquée, les fonctions [̂  et ^3 sont équi-
valentes et l'on a H, = H^, K,= K, ; en particulier U^(^) ne peut être nulle
sur un tel segment sans que pi(^)=o et H = K = o . On voit alors qu'un tel
segment peut jouer le même rôle qu'un segment de Ox dans les raisonnements
du paragraphe 5.7.

Il suffit donc de montrer qu'une fonction ll(^) de la forme

^ U^H,K,(^)-U^H,K.(^)

ne peut être nul le sur un segment de droite satisfaisant à la condition indiquée
sans être nulle dans tout le domaine II.

D'ailleurs, par suite de l'analyticité, si la fonction IL(^) est nulle sur un
segment porté par une demi-droite issue de 0, elle est nulle sur toute cette
demi-droite, II suffira donc de montrer que, si l'on a

^(r^^r r ro quel que soit r > o

(1) 11 en est de même pour beaucoup cPautres sogments; nous nous sommes limité volontairement
à ceux dont le support passe par 0, ce qui suffit pour les applications que nous avons en vue.
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pour une valeur de 9 de module < TI et telle qu'il n'existe aucun entier impair
m satisfaisant à

^Cp+i)"
'U^) est nulle dans tout le domaine H.

^ m — ?— -ip

5.10. L'entier? étant fixé ̂ i, étant donné a satisfaisant à o < a <^ 71, on
voit aisément qu'il existe deux nombres positifs A(a) et B(a) tels que, si
u=ç^, avec 6 j^T a, et si l'on prend pour log(i -h u) la valeur dans laquelle
le coefficient de i est de module <^ on a

yP

log(i+ u) — u +. . .4- ( — i ) ^ — ^A.(a)p^ pour p ̂  i ,

et

log(i+ M ) — ^+. ..+ ( - ï ) P — ^B(a)p^-1 pour p^i.

Il en résulte que, si p^i, toute fonction W^^(z) satisfait pour 9[^a à
l 'inégalité

1 rçW^0) 1 ^A(a)^ r ̂ ) + B(a)r^ f4"30 ̂ -̂  + | H [ ̂ + | K | r/^.
•^O •^r

Pour/ - inf ini , le second teri»e est manifestement o[r^4-1]. Comme le premier
peut s^écrire

A(a),4!'(r)+P^^^1v / L r t ) • ^ tp^ \
et que [^(r) == o^4"1], il est aussi o^^1].

Pour r infiniment petit, le premier terme est o[/^]. Comme le second peut
s'écrire

B(a)^4-t^+(^)^"t'(^1v ' rf^ 1 ' J tP^

et que pL(r) == o[rp], il est aussi o[rp].
On voit donc que, quel que soit a satisfaisant à o < a <^ n, on a pour r infi-

niment grand
Max | T^H K ( r e^ ) \ =z 0 f r/^1 L
|9|^a

et pour r infiniment petit
Max W^R^^I^O]:^].
iei^a

On verrait de façon semblable que V^OO satisfait aux mêmes relations dans
le cas o\xp= o.
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La fonction U^n^), partie réelle de V^^z), satisfait évidemment aux
mêmes relations.

De plus, on a manifestement
W,K(re^)==V^(re^).

En définitive, si F on considère une fonction UÇz) de la forme

U^H,K,(^-U^H,K,(^.

on voit que ^L(^) est une fonction harmonique dans le domaine 11^ satisfaisant à
^(re"^) = ̂ lL(r^°) et, quel que soit a tel que o <^ a <^ TT, à

Max [ ^(r^'9) | •==. (^[r^1] joo^r r infiniment grande
|6[^a

^
Max \c[L(reiQ)\==0[rP] pour r infiniment petit.

.|0|^a

5.11. Ceci étant, supposons qu'une fonction "U^) de la forme

UKH,K,(^)-U^H^(^)

satisfasse à <U(rei^)=o pour tout r positif, avec o<^ j 6 o <^ TT.
Définissons une fonction ^Ê(Z) pour<^l(Z)^o avec Z 7^0 par

/ nM\^{^L')=(}L\rL 7T y,
î l Q o l ^ ^ Q ^

où Z 7t sera pris avec la détermination d'argument ——^ArgZ, avec
7T ^ A r» ^ , . 71'—-^AreZ^+--
2 —— ° —— ' 3

5e(Z) est harmonique dans le demi-plan (^l(Z) ^> o, continue pour <ïl(2)===o
avec Z T^O, et nulle pour ces valeurs. On peut la prolonger analytiquement
dans le demi-plan <%(Z) <^ o en prenant

^e(x 4- iY) ==— ^e( — x -»- /Y),

et l'on obtiendra ainsi une fonction harmonique dans tout le plan, sauf peut-
être à l'origine.

Comme U(re~^) = U(re^), on a

^e(X~tY)=:^e(X4-t 'Y)

et, en combinant avec la relation précédente,
^e(—Z)==--^e(Z).

De plus, si l'on pose ]Z |=R, il résulte des propriétés établies plus haut
pour ^(Z), en prenant a ==) 60 [, que l'on a pour R infini

r s(yp+i)|9on
WZ)|==OLR 7t J,

Ann. Éc, Norm., (3), LXII. — FASC. 2. 2i
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et pour R infiniment petit
[ 2/?|6on

i^(Z)|==0 R 7l J.

La deuxième relation montre d'abord que ^€(Z) est harmonique à l'origine;
on a

^C(o )==o puisque ^C(— Z) ==— ^C(Z).

La fonction ^C(Z) est donc la partie réelle d'une fonction entière ^(Z), que
l'eu peut d'ailleurs supposer nu l l e à l 'origine. ^(Z) est alors impaire

On voit ensui te que, si ^(Z) n'est pas ident iquement nulle, elle est un poly-
nôme dont tous les termes sont de degré au plus égal à ^—p—î-1—°— et au

moins égal à 2P——? degré qui est d'ailleurs impair.
Ceci n'est possible que s'il existe au moins un entier impair m satisfaisant à

2jo | 6p ^ i ( p -4-1) 1 Q p |
-___——^_ ^^ TIf^ ^" —^———«————. y

7T —— — 7T

OU

m ————— -^ | 6 0 1 ̂  m —- -2( /?+ i ) — ' " ' — ï p

Donc, s'il n'existe aucun tel entier, on a

^ ( Z ) E = O , d'où ^ ( Z ) = E O ,

puis fcU(r^9)== o pour |9 |^|9o | et par suite ̂ (^^ odans tout le domaine II.

5.12. Il est clair que, comme dans le cas d'un domaine ou d'un segment de
0*r, la connaissance de la limite U(^) de ——.log j IL(^)| sur un segment S
satisfaisant à la condition indiquée au paragraphe 5.9 détermine la fonction (JL
vers laquelle les fonctions pt^ convergent vaguement et, en fonction de A, les
limites h et k de S^(A) et 2^(A).

L'égalité U^H.K(^)==U(^) , quia lieu sur le segment S, détermine (JL, H et K;
puis h et k sont donnés par les formules écrites plus haut.

Mais, ici, il n^existe pas un procédé aussi simple pour la détermination effec-
tive de (JL, H et K.

VI. — Examen d'un cas particulier.

6.1. D'après ce qui précède, les produits canoniques II^(^) étant de même
genre fini p et à zéros réels et négatifs, si dans un domaine D sans point commun
avec la demi-droite O x ' , ou sur un segment de Qx, ou même sur un
segment satisfaisant à la condition indiquée au paragraphe 5.9., la fonc-
tion—^—log|II,i(^)| converge vers une fonction l imite U(^), alors, dans le
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domaine II constitué par le plan privé de la demi-droite Qx^ la détermination
réelle pour z réel positif de ——logll^(^) converge vers une fonction
limite ^(^O. Celle-ci appartient à la famille des fonctions W^(z) définies
au paragraphe 5.4, et même plus précisément à la famil le des fonc-
tions ^H,K(^) P0111* lesquelles H et K sont du signe de (— i)^

Elle est entièrement déterminée par le fait que sa partie réelle est égale
à U(^) dans le domaine ou sur le segment considéré.

6.2. D'autre part on peut énoncer le résultat suivant :

La fonction [L (possédant les propriétés indiquées au paragraphe 5.4) et les
constantes H et K du signe de (— i)13 étant fixées^ et A étant un nombre réel positif
quelconque tel que [L soit continue pour t = A, pour que la suite des produits cano-
niques IL(^) de genre p et à zéros réels et négatifs possède la propriété que, dans
le plan privé de la demi-droite Ox^ la détermination réelle pour z réel positifde la

fonction ——loglï^(^) converge vers ^V^^(2)? il faut et il suffit que :

i° la suite des fonctions croissantes ̂  définies comme plus haut soit vaguement
convergente vers la fonction pi;

2° V expression —.—- S^(A) tende vers la limite h définie par l'égalité :

^V-f^}^ »» *-/'.^(.)="r [_ ^o J •̂ 0

suivant que p ̂  o ou p == o;

3° V expression ——-2^(A) tende vers la limite k dé finie par Inégalité

^hrî K
La convergence de ——-log|II^(^)[ vers U^H^(-^) dans un domaine^ ou sur un

segment de Ox, ou même sur un segment satisfaisant à la condition indiquée au
paragraphe 5.9, suffit à entraîner ces conditions.

Si la fonction (JL est continue quel que soit t, la condition que la suite des
fonctions ̂  converge vaguement vers p- équivaut à celle que, pour t^> o, ^n(f)
tende vers [^.(^); de plus, on peut choisir A tout à fait arbitrairement.

6.3. Examinons s'il est possible, avec un choix convenable de (JL, H et K,
que l'on ait

^H,K^)==^

a et p étant deux constantes réelles (avec a^o et p^o) et z^ étant pris avec
la détermination réelle et positive pour z réel positif.
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Le théorème II du paragraphe 5.5 montre que la fonction y. doit être équi-
valente à celle qui vaut o pour t^o e t ^ P s i n n p pour r^>o. Cette dernière
étant continue quel que soit t, nous pouvons même dire égale au lieu de
équivalente.

Si p n'est pas entier, on a s imzp^o; la croissance de y. nécessite que
asinrcp^X) et les autres conditions que doit remplir y. se traduisent par
D < ^ o < ^ p 4 - ï [en tenant compte de celle-ci, la première équivaut
à(—i)^>o].

Ces conditions étant remplies, en prenant p- (^ )==o pour t^o et
p-(<)= ^Psinirp pour t^>o, on trouve que l'intégrale qui figure dans

l'expression de ̂ ^]a^) est égale à az^.
On aura alors

^R,^)^^

en prenant en outre H = K = o.
Si p est entier on doit avoir \^(f)= o. La fonction ̂ ^00 doit donc se réduire

a H-^-4- K^4"1, qui ne peut être égal à az^ que si p ==p ou p =p -+-1. Si p==p,
on aura ^¥[^{z)=az^ en prenant H=a , K = = o ; si p=jo+i , il faudra
prendre H :== o, K = a.

Dans les deux cas H et K ne peuvent être du signe de (—i)7 ' que si
(—iy^>o.

En résumé, on ne peut avoir W^^(z)= az^ en prenant H et K du signe
de (— iy, que si

p^p^jo-4-i et ( — i ) ^ a > > o .

/
Sip<^ p <^jo+ ï,on a ̂ V^^(z)= az^ en planant ^(^) égale à opourt^o et

à at^s\n1lppourt'^>o,ett{==K=o.

Si p=p, on a y^H,!̂ )^^^ en prenant ^(^)==o, H ==<2, K=o.
Si p =p+i, o/i û ̂ 'Sf,H,R(^):=âr^p en prenant [JL(^)=O, H = o, K==û.

6.4. En appliquant d'abord le résultat énoncé au paragraphe 6.1, on voit
que, les produits canoniques IL(^)de genre p ayant tous leurs zéros réels et
négatifs, la fonction -——logIL(.2-) ne peut tendre vers ax^ pour x réel et
positif que si

jo^p^jo4-i et ( — i ) ^ a > o .

Ces inégalités étant supposées satisfaites, le résultat énoncé au para-
graphe 6.2 donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que, dans le
domaine II, la détermination réelle pour z réel positif de ——-logll,,(^) converge
vers az^. On peut prendre A == i.
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En supposant? ^> o, on trouve que :

a. s i p <^ p <^p + i, il faut et il suffit que loj^sque n tend vers l'infini

i° pour t positif [JL^(^) tende vers a-t^ sin iip,

2° V expression —— S,,(i) tende vers —'-— a siriTip,1 < p ( / i ) - / 9 — P ^ '
3° V expression ——S/,(i) tende vers ——[—— a sin TTO.i ^>(n) nx / J 0 4 - 1 — p TT ^

&. ^ p =p, il faut et il suffit que :

i° pour t positif [^(^) tende vers o,

2° V expression ——S^(i) ^^rf^ vers (— ï^pû,

3° V expression——^(\) tende vers Q,

c. ÀY p =jp + i, il faut et il suffit que :

i° pour t positif ^(^) tende vers o,
2° l'expression——^Çï') tende vers o^

3° l'expression —— 2^(i) ^rf^ w/y (— iy(jo + ï)a.

Dans le cas où p=o, il faut remplacer dans ces énoncés ^_ par î- et (—ï^pa

para,

Dans tout les cas la convergence de —— logll^^?) vers ax^ pour x réel positif

suffit à entraîner les conditions indiquées.

Il en est de même de la convergence de —— log II^(r^6) [ vers ar^ cospO pour

une valeur de 9 de module <^ n et telle qu^il Sexiste aucun entier impair m
satisfaisant à

m —— r——^|9 ^m^-.2(P^-l)~ ~ ^P

VII. — Étude des fonctions entières orientées.

7.1. Une fonction entière est dite orientée si, ses zéros étant rangés par
ordre de module croissant en la suite z ^ , ^3? • • • ? ̂  . . . ? la demi-droite Ozn a
une posit ion l imi te Ou pour n inf ini . On dira que cette fonct ion est orientée
dans la direction Ou. Nous nous proposons essent ie l lement ici d'appliquer les
résultats précédents à l'étude de la relation entre la distribution des zéros d'une
telle fonction, supposée de genre fini, et sa croissance en fonction de \z
lorsque le po in t z se déplace sur une demi-droite issue de 0.

On peut toujours se ramener par un changement de variable linéaire au cas
où Ou est la direction d'argument TI.
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Nous commencerons par étudier la relation entre la distribution des zéros
d'un produit canonique îl(z) de genre fini et à zéros tous réels et négatifs et la
croissance de Ti(z) lorsque z s'éloigne sur une demi-droite issue de 0.

Nous désignerons les zéros de îl(z) par — a ^ — o ^ , . . ., — a/., . . ., de
sorte que

n(z)=zn(î-}- Z\ -—+...+(-1)P—
- )e ar a/? (1).

et nous appellerons v(^) le nombre de zéros de module au plus égal à t.
Nous considérerons dans le plan privé de la demi-droite Ox' la détermination

réelle pour z réel positif de logll(^) et nous la désignerons par LogII(^).
La méthode consistera à considérer la famille des produits canoniques Tl(\z).

où X est un nombre réel positif quelconque, et à en extraire des suites.
îlÇkz) est un produit canonique de même genre que î l ( z ) et à zéros réels et

i < * p — OCi — OCo — OLrnégatifs -^-,-^-, ...,-^-, ....

Si l'on considère dans le plan privé de la demi-droite Ox' la détermination
réelle pour z réel et positif de loglI(X^), elle sera égale à LogII(X^).

En donnant à X une suite de valeurs À ^ , Àa, . . ., X^, . . ., on obtiendra une
suite de produits canoniques îl,(z\ îl^(z), .. ., II,,(^), . . ., où IT^(^) aura
pour zéros —a^= —a!, . . . , - a;^—^-. ....

^n ^n

Si l'on cherche à appliquer à cette suite l'un des résultats du paragraphe 6.4,
on aura à considérer la fonction v^(?) égale au nombre de zéros de lî-n(z) au
moins égaux à — t et les expressions S^(i) et 2^(i). On aura

^(t)=v(^nt)

et

sn(l)= 2 [0^7 = ̂ 2 ^ S i ^>0 ,
a^^i a^^

^(^ Y ^'-^^.S log— S i p = = 0 ,^^ W.^ •̂ " CK.r
a^^i a ,<À^

et

l-n(l)= ̂  ^F^=^4-1 ̂  ^T-

a^^i a,.>A^

On est donc conduit à former la fonction v (Xî ) et les expressions S^ et ̂
définies par

S).==^V-^ s i /?>o et S),== V log— sip==o,
^B^ Oî^, ' ^— Oî^-
arO. a^<X

)̂.=^^ a^1 '
ar>^

(1) II est bien entendu que/? est pris le plus petit possible pour que ce produit soit convergent.
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de manière que
S,(i)=S^ et i,(i)==I^.

Il peut être commode de transformer ces expressions comme il suit :

sijo^> o, on a
V JL^ Çhd^
^ ̂  Jo tp

ar^

et en intégrant par parties on trouve

i ^ d v ( t ) ___ ^ ( À ) r^(t)dt ^
J, tp ~~ ^p ^ p J, tp^ ;

de même, pour p= o,

v i À F\ ^^ / ^ r^vd}^
^^ 10^^^^ ——^ -

dans tous les cas

y_^^r^w ^z^O) +(^.r'^)^ ^
^ ar1 ""̂  ^+1 Â^1 {p U, tP^ u'

a,>X À À

On a ainsi
c /^ ^ r^^(t)dt . r^ v ( t ) d t .S^==^(^)-}-p^p ——r s)lp>o' ^= —— sip=:o,

^0 ^0

et

I^-^)^(p^,)^f^^.

7.2. Comme premier exemple, supposons que l'on ait, lorsque t tend
vers -h oo, v(^)^ A^, avec p positif et non entier.

Le genre de II(^) est alors l'entier p tel que

jo^p<jo-n.

Sip> o, on trouve que, pour A infini, on a

v(^) ~ A^PÂP (^ fix&),

-S^-AP^P,
P — ^

^--A^-^p.
p4-l-p

(1) II faut observer ici que la convergence de l'intégrale \ -^—' entraîne que pour t infini

^0^,^^——^ tend vers zéro
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Donc, quelle que soit la suite ̂ , X^ . . . , X^, .. . tendant vers + oo,

- p V ( À ^ ) tend pour ^ > o vers A^P,

et
^ tend vers ̂ ,

â^ ^^p-^-p-
Par suite, dans le plan privé de la demi-droite O x ' , la fonction ^ LogII(5^)

TTÀ 7l

converge vers g^—^ où ^P est pris avec la détermination réelle et positive
pour z réel positif.

Si p = o, au lieu de S,/^ —9— A? on a S)/^ —9- et l'on arrive au même résultat.
, . 9 — P P

Ceci étant vrai quelle que soit la suite X^, on peut dire que, lorsque X tend
vers +00,

^P
En particulier, pour z= i,

Loglï(^^) tend vers ———^P.sinrrp

I TT A

- L o g I I ( À ) tend vers ——— .
ÂP sinTTp

Autrement dit, si X est réel et positif, LogII(X) est équivalent pour \ infini
à^-XP.sinTTp

On peut aussi prendre z = e^, avec — ri < 9 <^ + T..
On voit alors que, si X est réel et positif, on a pour X infini

Logn^^^-^^-^'Àp-smjrp

7.'2.1. Supposons maintenant que l'on ait lorsque t tend vers +00 :
v(^)^A^, avecjo entier positif.

II(^) est alors de genre p et l'on trouve que p o u r X infini
V ( À ^ ) r-u A^À^,

S), ~j>AÀ^ logÀ,
î\^pA'}^.

Donc, quelle que soit la suite X ^ , ^3, . . . ,X,, , .. . tendant vers +00,^ !

I
v(^^) tend vers o,^logÀ,

S'̂  tend versjoA,^log^
ï

^>, tend vers o,
^ logÂ,

d'où résulte que^^ Logn(X^^) tend vers (— i)PAzP.
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Par suite, quand X tend vers + oo, ̂ ^ Logn(A^) tend vers (— i^A^.
En faisant alors z = i, on voit que, si X est réel et positif et tend vers -+- oo,

on a
LogII(^) ^ (—i^A^logÀ.

En faisant z = e^, avec — n < 6 <^ + 11, on voit que

LogII^'6)/^ (—i^A^'^logÀ.

7.2.2. Comme autre exemple, prenons encore

n(.)=n1
o

On trouve que pour t infini positif

I+^ •

, . \os,t
V ( t ) r ^ -v—,

1022

que pour A infini

et que 2> <^ 2.
Par conséquent, pour X infini

o (lû^)2
S^ ~ ————— )

2 log2

-.—~)'T2V(A<) ^"d vers Oy

1 c i I
-,—^— ̂  tend vers ———î
( logÀ)- 2log2

I
ïà\ tend vers o.( logÀ)2^

On en conclut que, dans le plan privé de la demi-droite O x ' ' ,

-i—=r— LogII(À^) tend vers—,——•
(logÀ)2 b v / 2log2

En faisant z=e^, avec — T T < O < + ^ , on voit que pour X réel positif
infiniment grand

Logno^)^^ 2 .
2log2

7.3. Dans les exemples qui précèdent, nous avons déduit delà distribution
des zéros de II(^) la croissance de LogII(^) quand z. s'éloigne sur une demi-
droite issue de 0 et distincte de Ox'.

Nous allons voir maintenant que les résultats du paragraphe 6.3 permettent
dans certains cas de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que,
pour x réel positif infiniment grand, logll(^) soit équivalent à une fonction
donnée.

Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. 22
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Soit p(;r) une fonction définie pour x positif assez grand, dérivable,
satisfaisant à

q< lim p(^)^ lim p ( ^ ) < y + i (avec q entier ̂  o)
.r-^+00 .T^+00

et telle que, lorsque x tend vers + oo, ç\x)x\o^x tende vers zéro.

Nous allons montrer que le produit canonique îl(z) ne peut satisfaire pou?3 x
réel positif infiniment grand à iogîl(x')^ Ax^^, avec A ̂ o, que si
(— i^A ^> o, (̂  yî  c^<? condition étant remplie y il faut et il suffit pour qu'il en
soit ainsi que Von ait pourt positif infiniment grand

p^
v( t ) ^—£9Wsin^(t) ( 1 ) .

a. Supposons donc d'abord que l'on ait quand x réel tend vers -t- oo

logll(^) ~ AP^).

On voit que, si \n tend vers d-oo de manière que p(X^) ait u n e limite po
(nécessairement comprise entre q et q + i), pour x réel positif —^LogII(X^)
tend vers Ax90.

Les résultats du paragraphe 6.4 montrent d'abord que ceci exige que le
genre/? de II(^) soit égal à q et que (—i^A;^, puis que pour t positif
.-r^jv(À^) doit tendre vers — ^ ° s i n 7 i p o .
"n n TT

En particulier, pou r î= i ,

i A
- v ( À ^ ) doit tendre vers—sinTrpo.
) TT^(X,)^ ——————— ——^

Par suite,
i A

- v ( À ^ ) doit tendre vers — •
^(À")sm7^p(^) v / TT

Comme de toute suite de valeurs de À tendant vers +00 on p<eut en extraire
<ine qui satisfasse à la condition indiquée, on voit que pour X infini

i A
- ^ , ^ , •:——TTT'^) tend vers —ÀP^ sm7Tp(À) ' ' TT ?

autrement dit
Av(^) ̂  -.^P(»sin7rp(^).

(1) Ce résultat a été établi pour la première fois par M. VALIRON [annales de Toulouse^ (3), 5,
i9i3, p. 117-207].
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6. Réciproquement, supposons que l'on ait pour t tendant vers + oo
. . A , .^ ( t ) ~ —t^ sm7Tp(^).

Ceci entraîne d'abord que II(^) soit de genre a.
D'autre part, on a pour X infini

Ĉ v ( t ) d t A . , 7,^-7
J. -7^--ïs ln7^P(À)p<Iy^ î

car la dérivée du second membre est équivalente à ̂ ). De même,

r^'vtt)^ A . , /PW-y-i
^ -T^————PW^TT-pIT)'

car la dérivée du second membre est équivalente à ~~^^ '
Par suite, si q ^>o, on a

S^^SmTrpO) P ( Â ) ÀP^,
7T p,(^)_^

si q = o, on a

et dans tous les cas

Ç À • ^^ ÀP(À)S^smTTpa)^,

i,~ A sm7^p(À)——— P ( À ) . À P ^TT r v ^+i-p(À)

On voit alors que, si X^ tend vers +co de manière que p(X^) ait une limite po,
i A

(a) pour^>o, VoTT)^^) tend vers — sinTTpo^P0,
^

(^ ) .—^j SA^ tend vers — shiTTpo —'—— dans le cas où q > o

^
et vers —— sinTTpo dans le cas où q =z o,

TTpo r •' '

(c ) ToiT}IÀ" tend vers ""• sm ̂ Po ——^—— •W^' TT ' q +1 — po

Par suite, dans le plan privé de la demi-droite Ox1, la fonction

LogII(À^) tend vers A^P»,ÀP(^)

où ^po est pris avec la détermination réelle et positive pour z réel positif.
En particulier, pour z = i,

LogII(^) tend vers A.
^P(AJ
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Comme de toute suite de valeurs de X tendant vers +00 on peut en extraire
une satisfaisant à la condition indiquée, on voit que poui^ X inf ini —T) LogH(X)
tend vers A. Autrement dit, pour X réel positif infiniment grand,

LogH(À) ^AÀPC^.

Notons qu'en faisant z=ei\ avec — n < Q <+îi.'au lieu de z=i, l'on
verrait que pourX infini ̂ p^^Log^(X^9)tend
réel positif infiniment grand et 6 fixe,

LogII^^'9) ~ A^P^e^P^.

On verrait aussi que ̂  [login^9)! — A X P ^ cosOp(X) ] tend vers zéro, de
sorte que

log n^e^ l^AAP^cosôp^+o^P^ j .
____ ''J!

Si cos6p ne s'annule pas pour lim p(^)^p^ iTm p(^), on peut écrire
x^Tw .r^+oo

login^'6)! ~ A À P ^ ) c o s 6 p ( 7 . ) .

Notons que, la fonction ç(x) satisfaisant aux conditions indiquées^ si II(̂ )
est supposé de genre q, le fait que, pour une valeur de 6 de module <^ TI et telle
quhl ri'existe aucun entier impair m satisfaisant à

m——^——-^|6 ^-m^-,
2(^+I)— ~~ ^q

ton ait pour r infini
l og - l I IÇr^ 6 ) | ~ ArP ( / • ) cos6p(^ )

suffit à entraîner que pour t infini
p^

v ( t ) ̂  --^)sm7Tp(<0.

En effet, si À,, tend vers -+-oo de façon que p(X^) ait une limite po,
^-^log]^(X^r^9)[ tend alors vers A/^cosôpo, ce qui entraîne les mêmes

conditions que la convergence de ̂ ^logII(X,^) vers A^0 pour x réel positif.

7.3.1. On peut penser qu' i l est peut-être intéressant de considérer le cas
particulier où p(^) a une limite p pour x inf in i .

On voit que l 'ensemble des fonctions de la forme ^P'^OÙ p(^) estdérivable et
telle que pour ^ in f in i positif p'(^)..rlog^ tende verso, et tend en outre vers p
pour-^ infini positif, est identique à l 'ensemble des fonctions de la forme
x^{x\ où co(o-) est positive, dérivable et telle que pour x inf in i x ^ ' { x }

1 A co(^)
tende vers zéro.
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Ceci nous amène à l'énoncé suivant :

Si p n'est pas entier et si (o(.r) est une fonction positive définie pour x positif
assez grand, dérivable, et telle que pour x infini positif ̂ l̂ } tende vers o, on

Cn) ^ SC i

ne peut avoir pour x réel positif inf in iment grand logn(.r)^A^Pco(.r)
(avec A 7^0), que si (— i)?A>o, où y est la partie entière de p, et, cette condi-
tion étant remplie, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait pour t
tendant vers +00

A
v(t) ~ — ^Pût)(^)sin7rp.

Nous laissons au lecteur le soin de voir ce que donne la remarque qui
termine le paragraphe précédent.

7.4. Nous allons voir que, même si p est un nombre entier positif ou nul,
notre méthode permet encore de trouver des condit ions nécessaires et
suffisantes pour que l'on ait pour x réel positif infiniment grand

logll(^) ~ A^Pûi)(^) (avec A 7^0),

(o(.r) étant toujours une fonction donnée satisfaisant aux conditions que nous
venons d' indiquer.

Supposons donc d'abord que p soit égal au nombre entier positif q.
Notons que les condit ions imposées à (o(.r) entraînent que, si k est une

constante positive quelconque, on a, lorsque x tend vers +00,

w{kœ) ̂  c») (.a?).

Il résulte de là l'hypothèse que pour x réel positif in f in iment grand

logll(^) ~ A^w(œ)

équivaut à celle que, si X tend vers +00, poura? réel positif

^—— loglI(À^) tend vers A^y,

ou encore que, pour x réel positif, quelle que soit la suite de valeurs \n tendant
vers +00,

^-—-—— loglI(À^) tend vers A^y.A /^ c l )(À^)

On sait que, sip est le genre de II(^),qui est aussi celui de tous les produits
canoniques n(X^), ceci n'est possible que si

p^q^p-^-i [et ( — i ) ^ A > o j .

Il faut donc que p soit égal à q ou à q — i.
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Si l'on suppose p = q [ce qui nécessite (— i)^A ^> o], pour que pour x réel
positif.-—-.—logn(X^) tende vers A^, il faut et il suffit que

i° pour t positif ——--—-^(^) tende vers o,
^n co ( À^ )

2° Pexpression r-—-y— S), tende vers ( — ï ) ^ q A . ,
^'n w ( ̂ n )

3° l'expression ^——=-— Z, tende vers o.
r A^(À,) hn

Pour que ceci soit satisfait quelle que soit la suite \n tendant vers +00, il
faut et il suffit que pour X in f in i

i° pour t positif -——-—^(~kt) tende vers o,A^ û>) ( A )

2° l'expression r————• S\ tende vers ( — ï ) ^ q A ,A^ Ci) ( À )

3° Fexpression r——— ̂  tende vers o.r / ^ (^ (À)

La première condition équivaut à v(î)== o[^co(^)J pour t infini positif, et les
deux autres se traduisent par S)^(— I)9yAX9oJ(X) et ̂ \= ol^a^Ày] pour À
infini positif.

Comme ^-S^ qui est égal à V -^ est nécessairement une fonction non
a,̂

décroissante de X inf in iment grande avec X, ceci n'est possible que si co(^)
tend vers +00 pour x infini et

Infûi)(M) ~ ûû(J7) ( j ).
M>^

Si l'on supposer = q — i [ce qui nécessite (— i^A <^ o], pour que pour x
réel positifs I logII(X^.r) tende vers Ax9, il faut et il suffit que :

i° pour t positif ^-———-vC^nt) tende vers o,
A^ &)(/„)

2° l'expression ^-——— S^ tende vers o,A^ci)(/^)

3° rexpression r-———^ tende vers (—i^-^A.A ^ c o ( Â ^ )

Pour que ceci soit vrai quelle que soit la suite \n tendant vers + oo, il faut et
il suffit que l'on ait pour t infini positif

v(t)=:o[t^(t)],

( ï ) Ce ne serait pas le cas par exemple pour

o)(.r) = log(log.r) [ 2 + sin[log(log^)] ^.
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et pour X infini positif

S),==O[^O)(À)] et 1^^ (—i^-^AÀyû^À).

Comme ^S^, qui est égal à V ^y? est nécessairement une fonction non
a,>X r

croissante de X qui tend vers zéro pour X inf in i positif, ceci n'est possible que
si co(a?) tend vers zéro pour x inf ini positif et

SupC»)(a) ~ ûû(^) (1) .
u^>x

Au total, on voit que l'on ne peut avoir pour x réel positif infiniment grand
logn^a^^A.z^CjD^), avec les conditions que nous avons indiquées pour ̂ (x\
que si :

ou bien a)(.r) tend vers + oo quand .r tend vers +'oo et Infco(^)^co(.r)
et (—i)^A>o,

ou bien co(.r) tend vers zéro quand x tend vers + oo et Supco(^)^(jL)(.r)
e t (—i ) îA<o .

Dans le premier cas, il faut et il suffît pour que l'on ait la propriété énoncée
que II(^) soit de genre q et que l'on ait pour t infini positif

^(t)=o[t^(t)],

et pour À infini positif

S^~ ( - - i^AÀyû^À) ou Y -^ ~ (-- i)^Aco(À)
a.̂

et
^=o[À^O)].

Dans le second cas, il faut et il suffît que II(^) soit de genre q — i et que l'on
ait pour t infini positif

v(t)==[t^(t)],

et pour X infini positif
S),==opyo)(À)]

et

^^(_ i )y- i^AÀy&)(À) ou ^ ̂  ~ (--i^-^Aa)^).
OLr>\ r .

Nous allons voir que dans les deux cas ces conditions se réduisent.

( ï ) Ce ne serait pas le cas pour

co(.r) == . — — - — — { 2 -4- sinflog-(log-^)lLv / lo§(log.r) ( L b v ° / J )
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a. Dans le premier cas, si l'on a pour X infini

2 ̂  ~(-I)^AO)(À),
a^ /

les autres conditions sont automatiquement satisfaites.
En effet, ceci peut se traduire par

/ ^ ^) r ^ v ( t ) d t
(i) ^ + ^ -T^r-^-1^^^
ou ^-"^r^-^1^^1^^-

Le premier membre est la dérivée à droite de ^ f v(^^ et le second
^ 0

membre est équivalent à la dérivée de (— i^AX^X), fonction qui tend vers
l ' infini. On a donc pour X infini

^r^~(-^A.^a)
et en combinant ceci avec la relation (i) on trouve

v (À )=o [Àyû t ) (À ) ] .

Cette dernière relation montre que le genre de II(^) ne dépasse pas q.
Comme par ailleurs ̂  -^ croî t indéfinimentavecX, i les texactementégalày.

a^X

D'autre part, pour \ infini &——tend vers zéro et sa dérivée est équivalente
, — & ) ( À ) . , . V ( À ) r^(^)i . - ia —p—- La relation -̂ - -= o ——^ entraîne donc

r^^^tYdt^ r o ) ( À ) i
A -^-'[-ry

La formule
^=-v(^)+(^I)^y+co^

montre alors que
i,=o[^û)0)].

6. Dans le second cas, si la série ̂  -^ est convergente et si l'on a pour
\ infini

2 ̂  -(-i)^-^Aco(À),
a^>).

les autres conditions sont automatiquement satisfaites.

^
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D'abord II(^) est bien de genre q—i.
Si q = i, cela résulte de la convergence de ̂ , et si q > i, cela résulte de ce

que ̂  converge et ̂ ^ diverge. En effet, si cette dernière série était
convergente, on aurait

2j o^x S o^
ar>A a^>A

d'où, pour X infini,
v 1 M^-H-

a.>).

ce qui est incompatible avec la relat ion donnée.
Ensuite la relation

^ ^ ~ (—I) 7 " - 1 ^A&)(À) pour Unfmi <
a^>\

peut se traduire par

<-> ^^-^"^-(-.^^a),
OU

^-^-^^-(-^.A^.a). .
Le premier membre est la dérivée à droite de X? F ' ' v ( o ^ et le second

membre est équivalent à la dérivée de (— i)?-' AXîco'(X), fonction qui tend
vers + oo. On a donc pour X i n f i n i

^/ ^^-(-i^AÀ^t^,

et en-combinant ceci avec la relation (2) on trouve

v(À)==o[^&)(À) ] .

Pour \ inf ini , X(o(X) tend vers +w et sa dérivée est équivalente à co(À').
La relation -^ = o [co(X)] entraîne donc

jr"^"=.[^o)].
Alors, si q > i, la formule

S^.^+^-i)^-^'^^
^o tq

montre que pour X infini
S),==O[^Û)(À)].

^4/i/i. J5'c. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. ^3
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Si q = i, la formule
s^r^

^o

montre que
S>.=o[^)0)].

En définitive, on peut énoncer le résultat suivant :

Si q est un entier positif et co(^) une fonction positive définie pour x positif
3C &)^ ( QC \

assez grande dérivable et telle que pour x infini positif—-—— tende vers zéro, le
Ci) ^ 3C J

produit canonique II(̂ ) de genre fini et à zéros réels et négatifs ne peut
satisfaire pour x réel positif infiniment grand à

logll(^) ~ A^y &)(.r)

que si F on se trouve dans l'un des deux cas suivants :

Ça). dïÇx) tend vers + oo quand x tend vers + oo et

Inf w(u)r^i ûû(.37) et (—i^A^o.
K>.r

(é). (o(.r) tend vers zéro quand x tend vers 4- °o et

Sup u(u)f^ c*)(^) et (—i^A^o.
u^>x

Dans le premier cas^ pour que l'on ait la relation indiquée^ il faut et il suffit que
pour X infini

- y --(-I)^ACO(À).f>U \^
^r<^

Dans le second cas^ il faut et il suffit que la série ̂ , -y soit convergente et que
^™ ^r

l^on ait pour \ infini

2 ̂  -(-i^-^A^a).r^
a?

ar>^

Dans les deux cas on voit aisément que la condition indiquée petit effecti-
vement être satisfaite.

Remarquons que, lorsqu'elle est satisfaite, dans le plan privé de la demi-
droite O x ' , la fonction .——LogII(A^) tend pour r infini vers A^, d'où l'on
déduit que, si — ^ <^ 6 <^ + ri, l'on a pour \ réel positif infiniment grand

logll^'9) ^A^ût)^)^
et

loglll^'9)! = = A À y c o ( À ) c o s y 6 - + - o [ À y & ) ( À ) ] .

Si cosyô 7^ o, on peut écrire
log in^e 1 9 ) ] ~ A À y & ) ( ^ ) c o s ^ 6 .
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Notons que, ̂ (x) étant une fonction du type indiqué au début de l'énoncé pré-
cédent et satisfaisant à F une des conditions (a) ou (6)^ si le genre p de II(̂ ) est
supposé a priori égal à q ou q— i, suivant le cas, le fait que, pour une valeur
de 6 de module <^ TI et telle qu^il Sexiste aucun entier impair m satisfaisant à f

m—————^ 6|^m—)2 ( ^ + 1 ) - — —— 2p
ton ait pour r infini

log [n ( r^° ) | ~ Aryco( r )cos^6

suffit à entraîner que pour \ infini

'V — y ~ (—i)^ ^ A c x ) ( À ) dans le cas (a),
a^\

OU
^ —^(—i ) ^ - 1 q A GO (À ) dans le cas (b).

a.>^

En effet, pour X infini - , log|II(Xr^)| tend alors vers Ar^cosyO, ce qui

entraîne les mêmes conditions que la convergence de.-—,-—logII(À.r) vers}^ûû(A)
A^ pour x réel positif.

7.5. On peut traiter de la même façon le cas où p serait nul.
La fonction co étant toujours assujettie aux mêmes conditions, l'hypothèse

que l'on ait pour x réel positif infiniment grand

logll(.z') ~ Aûû(^ )

équivaut à celle que, lorsque X tend vers + uo, pour x réel positif, —y- logII(Xa?)
tende vers A.

D'après le.paragraphe 6. 4, ceci n'est possible que si II(^) est de genre zéro
e t A > o [il fautjo^o^p+i et (—iyA>o]. De plus, II étant supposé de
genre zéro, pour que la propriété indiquée ait l ieu, il faut et il suffît que,
lorsque X tend vers+00, ,

i° pour t posi t i f——v(^t) tende vers o,&)(À)

2° —— S), tende vers A.
c o ( À )

3° ——^) * tende vers o,&)(À) '

ou encore que l'on ait pour t infini v(Q= ̂ ^(O] et pour À infini

S^~Aa) (À) et ^=o[co(À)].
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La formule
_ r^^(t)dt

'~J. ~~

montre que S^ est une fonction convexe de logA et que, si v n'est pas bornée,
ç<

c'est-à-dire si II(^) n'est pas un polynôme, p— est inf in iment grand avec X.
8

Donc, si l'on rejette le cas du polynôme, les conditions indiquées ne peuvent
être satisfaites que si pour x inf ini positif, ^^tend vers +00 et qu'il existe
une fonction (î  (x) qui soit fonction convexe déloge et telle que

w(x)r^j c»)i(.r) (1 ) .

D'autre part, si la condition

S),^ACO(À), ou / ——!—^Aûû(À)
^ o

est satisfaite, les autres le sont aussi.
On voit d'abord que

\(t)=o[w(t)\.

En effet, si k est une constante quelconque réelle et supérieure à i, on a
pour u infini

r^vÇt)^ * / , , . , ,I ———— ^ Aw(Ku) ~ Aûû(^).
^o

Or
r^^dt^ r^dt . - ,
/ ——,——^^(^) / — ==v(M)logÀ-.

^0 ' ^u i

Donc
—— v ( u ) A
lim —-,—- ̂  -,——-•

^ ^ + ^ C O ( M ) lOgÀ-

Ceci étant vrai quel que soit k, on a

r— v ( u )* hm ——— == o.
U^+^W(U)

On déduit ensuite de là que II(-s) est de genre zéro, puis que pour \ infini
2,=o[co(A)].

(1) Ce ne serait pas le cas poar
27Î

w(x) == (log.r)2 ^ 2 + sin[ff log(log.r)] L avec e^ < 3.

Il serait facile de préciser cette condition, mais nous la laissons telle quelle pour ne pas compliquer
l'énoncé.
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En définitive, on a l'énoncé suivant :

Si co(.r) est une fonction positive définie pour x positif assez grand, dérivable

et telle que pour x infini positif—-—— tende vers zéro, le produit canonique II(̂ )

de genre fini et à zéros réels et négatifs, supposé non réduit à un polynôme, ne
peut satisfaire pour x réel positif infiniment grand à

logll(^) ~ AC»)(^) .

que si A ^> o et si o)(;r)/log.r tend vers + oo pour x infini et quil existe une fonc-
tion (JL)^ ( x " ) qui soit fonction convexe de loga" telle que

Ct)(^) ~ Cn)i(^).

Ces conditions étant remplies, pour que F on au la relation indiquée, il faut et il
suffit que pour \ infini

r^vç^dt
^ ———~Aco(À).

^n

On voit immédiatement que cette condition peut effectivement être
satisfaite.

Alors, dans le plan privé de 0.2?', la fonction —rr LogII(X^) tend vers A
pour \ infini, de sorte que

logn^^^Ac^) et l o g l I H À ^ i ^ A c ^ À ) .

Notons que, sillÇz) est supposé de genre zéro, le fait que, pour une valeur de

6 de module <^ -» F on ait pour r infini

]og |n(r^ 9 ) ^Aco( r )

suffit à entraîner que pour A infini

r^^dt , ,,,Ç v ( t ) d t/ ———^Aco(À) .
^n v

En effet, ——login^r^ 6 ) ] tend alors vers A, ce qui entraîne les mêmes

conditions que la convergence de —r- loglI(X^) vers A pour x réel positif.

7.6. Dans les énoncés des paragraphes 7.4 et 7.5 on pourrait remplacer
l'hypothèse que (o(.r) est dérivable et que pour x infini x^'Çx^^^x) tend
vers zéro par celle que, quelle que soit la constante positive k, l'on a pour
x infini (jL)(fcr)^OL)(;r), qui en est une conséquence.

En effet, c'est seulement ce fait qui est intervenu pour établir que les condi-
tions indiquées étaient nécessaires, et l'on n'a considéré la dérivée deco(a?)que
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pour la démonstration des réciproques. Or, dans ces réciproques, co(.r) est assu-
jettie non seulement à l'hypothèse que nous venons de rappeler, mais aussi à
d'autres. On voit aisément que, si (o(.r) satisfait à ces autres conditions et si,
quel que soit k positif, on a pour x in f in i oi)(te)^^^co(^), on peut trouver une
fonction Q.ÇX') dérivable et telle que pour x infini xSl'( ' x)^Çx) tende vers zéro
et co(.r)~û(a?). On pourrait alors raisonner avec £lÇx) comme on l'a fait
avec co(.r).

On pourrait aussi, dans l'énoncé de la fin du paragraphe 7.3. i, supposer que
le rapport x ) tend uniformément vers i pour x inf ini quand k décrit un inter-

valle tel que ( £ » - ) • Cela compliquerait les raisonnements sans grand profit.

7.7. Il est intéressant de noter que les conditions trouvées au para-
graphe 7.4 peuvent être satisfaites même avec une croissance tout à fait irré-
gulière pour la fonction v(^).

Considérons par exemple le produit canonique ayant comme zéros tous les
entiers négatifs de la forme — 22'1, chacun ayant comme ordre de multiplicité 22".

Le genre est i et l'on trouve que pour X infini
^i _i_ ^ log-(log^)
^ (X.r log2
ar<\

de sorte que pour x réel positif très grand

logii(^) œ\o^(\o^x)
lûg2

Or on a
-— \OQ,^(t) ,. }oSrv(t) 1
lim ,6 v / == ï et hm & v / =: -.

^+00 log^ ^^—^ logt 2

7.8. Si maintenant, au lieu de supposer que le produit canonique II(^) a
tous ses zéros réels et négatifs, on le suppose simplement orienté dans la direc-
tion Ox'\ les résultats des paragraphes 7.3,7.4.et 7.5 subsistent en remplaçant
logll(.r) par log]II(.r)[ et en appelant a^ , a^, . . . ^ a^, . . . les modules des
zéros^ v(^) étant toujours le nombre de zéros de module au plus égal à t.

Cela résulte du fait suivant :

II(^) étant orienté dans la direction Ox' et ses zéros ayant pour modules o^,
aa, . . ., a,., . . ., si l'on appelle IT(^) le produit canonique de zéros —a^
— as, . . ., — a,,, . . ., l'on a pour x réel positif infiniment grand

iog|iio)|^iogir(^)
et, plus généralement, si | 9 | <^ TC et s'il n'existe aucun entier impair m satis-
faisant à

m——"-——-^]9|^m-^,
2(JO+I) - - 1 ' — — ï p
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oùp est le genre de II(^), on a pour r infini

log 1 n(r e^) | ̂  log | ir(r^6) | (1).

Si de plus on admet la possibilité pour îl(z) d'avoir un certain nombre de
zéros nuls, on voit que les résultats subsistent encore en remplaçant éven-
tuellement

V I Y I

la? par 1 ce?
a^Ov o<a,.^A

et

r'̂ iî  par C\^-^dt.
Jo t p ^ {

7.9. Nous pouvons maintenant traiter le cas général d'une fonction entière
de sçenre fini orientée dans la direction Ox\

Une telle fonction peut s'écrire sous la forme

/(.z)^^)-^^!!^),

P et Q étant des polynômes à coefficients réels, et II un produit canonique de
genre fini orienté dans la direction Ox\

On appellera a.,, 002, . . . , a/., . . . les modules des zéros, v(?) le nombre de
ces zéros de module au plus égal à ^ , p le genre de II(^), s le degré de P(^),
et Cz' le terme de plus haut degré de P(^).

(4) Pour établir ce fait, il suffit d'observer, que, si 6 satisfait à la condition indiquée, d'une part
pour r infiniment grand l'expression

v r / r^\ rel0 / ^^^ll^h^^r)-"-^"----4-^1^-^-!V ^ log I4-——— -———-^ - . . . 4 - i
AJ L \ °̂  / °̂

ar>^

croît plus vite que rP si p > o et. que logr si p == o; d'autre part pour u réel positif l'expression
r UP (^(û-çn

^ log(i -+- u e^-^) — u e^-ç) +. . . -+-(— î)P ——————

[ ^p çpi^~\
(^ l o g ( i ^ « e 1 9 ) — ue^ +.. . -4-(—i)^————

reste comprise entre deux bornes /n(cp) et M (9) qui tendent vers i lorsque 9 tend vers zéro.
Si les zéros de H ( z ) sont — aie^i, — ase^, . . . , — a^e^, . . . , la première remarque montre que

pour r infiniment grand log îl'Çr e^) \ tend vers Pinfmi et les plus petite et plus grande limite de
log n ( r e ^ ) | ^ ^ ^ X > o, les mêmes que celles de
log | ïî.\re1^) |

,̂ r / re^-^>r)\ re^-^r} rP eP1^-^ 1^[log(^-____)-__——^...^(-^-^——J
a^>X _________________________________________ .

2 r / re^\ re^ , . rP eP^ ~|
"l10^1-'-^)--^--4-"-"^1^-^']

^^ | log( i
a^>X

La deuxième remarque montre ensuite que, si petit que soit E positif, il suffit de prendre X assez
grand pour être assuré que celles-ci sont comprises entre 1 — s et 1 -+• e.
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On a pour^ réel
log| /(^) |=:P(^)+log| 11(^)1

et, comme pour x infini positif

log j II(^)| =o[^+1] et ^=:o[]og[II(^)[],
on aon a

et
^gl/^)! ~ C^ si 5>7?,

et
^\f(^)\ ~ ^gin'^)! si s^p.

Notons que, dans le cas où s^p, si Q est aussi de degré ^p, l'on a pour r
infini avec 6 fixe (de module <^ 71)

\os\f(reiQ)\=:\og\ïl(re^)\-^o[rp]:

dans le cas où^>p, si l'on suppose/(^) réelle pour z réel, de sorte que l'on
peut prendre Q(^) = o ou Q(^)== 71, l'on a dans les mêmes conditions

log|/(r^'9) =:C^5cos^94-o[^•?].

On déduit aisément de là les résultats suivants :

I. Si p(*y) est une fonction définie pour x positif assez grand, dérivable^ et
telle que

q <; lim p(^)^ lim p ( a ? ) < ; ^ + i (avec q entier ̂  o)
X >.-+-oo ;r->-+a0

^? que pour x infini positifç\x) X\Q^X tende vers zéro^ Von ne peut avoir pour x
réel positif infiniment grand

log|/(^) ~ A^P^)

que si (— i)^A ^> o. C^fô condition étant remplie^ pour que Von ait la relation
indiquée^ il faut et il suffit que

As^q et v ( t ) ~ —^P^smTrp(^) .

iSf, âfc p/z/j, Q <?^ ût̂ ^ de degré ̂ q, de sorte que f est de genre q, on a aussi
pour r infini avec 9 fixe (de module <^ T:)

logl/^^I^ArPMcosôp^+otrP^].

Inversement, dans l^ hypothèse où f est de genre q, le fait que, pour une valeur
de 6 de module <^ TI et telle qu'il Sexiste aucun entier impair m satisfaisant à

m——^——^|6[^m^-,
2 ( ^ 4 - 1 ) — ' l— 27?

Ton ait pour r infini
log. \f{re^) \ ̂  AAW cos6 p (r)
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suffit à entraîner que pour t infini
p^

v(t)f^ — ^ P W s m T r p ( ^ ) .

II. Si' (jo(.z1) est une fonction positive définie pour x positif assez grand et telle
que, quelle que soit la constante positive k, Von au pour x infini (s)Çkx)^^(x),
Von ne peut avoir pour x réel positif infiniment grand

log |y(-P) | ~ A^ûù^), avec q entier ^> o et A 7^ o_,

que si Von est dans Vun des trois cas suivants :

(a). (o(.r) tend vers + °o quand x tend vers -{-GO et

Infcn)( u) f^i co(,3?),
u^>x

et d'autre part (— i )q A ^> o.

(6). co(.y) tend vers zéro quand x tend vers + oo et

Sup w(u)r^ &)(^),
u~^>x

et d ) autre part (— i^A <^ o.

(c). (o(^) ^^rf j90?^7' .r infini vers une limite finie et non nulle l, de sorte que la
relation indiquée équivaut à

log |/(^) | ~ K^y, avec K==:A/.

JD^/î  fe cas Ça), pour que Von ait la relation indiquée^ il faut et il suffit
que s ^_ q et que pour X infini

^ ^—(-i)^Aco(À).
0<0(.r^\

Dans le cas (V), il faut et il suffit que s ̂  q — ï , que la série ̂  -y soit convergente,
A™ v.^
V.r^-0

et que pour \ infini

2 ̂  -(-i^-^Acoa).
^r>\

Dans le cas Ce), il faut et il suffit que

s=zq, C=:K et p<q'

Dans les cas (a) et (&), si, en plus des conditions indiquées, le degré de Q satis-
fait à la même inégalité que s, F on a pour r infini avec 6 fixe Çde module <^ il)

log- \f(reiQ) | == Aryco(r) cos^6 + o[r^(r)].
Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASC. 2. 2^
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Dans le cas (c), siy en plus des conditions indiquées, f(z) est supposée réelle
pour z réel, on a pour r infini avec 9 fixe (^toujours de module <^ Te)

log \/(re^) \ == Kr^cosqQ -+- o[r^].

Inversement, la fonction 00 (x') du type indiqué et la constante A satisfaisant
aux conditions Ça) ou aux conditions (é), si Ton suppose que le genre g de f(z)
est égal à q ou à q — ï , suivant le cas,, le fait que, pour une valeur de 6 de module
<^ 71 et telle qu^il n^ existe aucun entier impair m satisfaisant à

Tr irr

m—,———^ [ 6 | ^- m—»
2 ( ^ 4 - 1 ) — ' 1 — ig

îon ait pour r infini
log | /( r e10 ) | ~ A ry c») ( r ) cos q 6

suffit à entraîner que pour À infini

^ — ~ (— i)^ ^Aûû(À) si Von a les conditions (a),
o<a,.^X

OU

^ — r^ (— i)^-1g A. c»)(À) si Von a les conditions (b).v I
y —— r^f
^ a"

ar>"X

Si fÇz) est supposée réelle pour z réel^ et de genre q, le fait que pour une valeur
de 9 de module <^u et telle qu^il Sexiste aucun entier impair m satisfaisant à

/n——r—-^:[9|^m-^-,
2 ( ^ + 1 ) — ' '— 2q

Von ait pour r infini

suffit à entraîner que
logl/Cr^'9)! r^Kr^cosqQ

s=q, C == K et p < q.

III. Si' co (.r) est une fonction positive définie pour x réel positif assez grand et
telle que^ quel que soit k positif\ Von ait pour x infini ̂ Çkx)^i^Çx\ Von ne peut
avoir pour x réel positif infiniment grand

log |/(^) | ~ AC»)(^)

que si A ^> o, &) tend vers + oo pour x infinie et qu'ail existe une fonction (î  (x)

qui soit fonction convexe de logx et telle que wÇx^r^i co^ Çx) (1 ).
Ces conditions étant remplies, pour que V on ait la relation indiquée^ il faut et il

suffit que P se réduise à une constante et que pour \ infini

r^-^^A.q).
^o

( l ) Nous excluons le cas où f(z) se réduirait à un polynôme.
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Si, de plus, Q est aussi une constante, de sorte que f est de genre zéro, F on a
aussi pour r infini avec 9 fixe {de module <^ 11)

log|/(r^)[~Aû)(r).

Inversement, si f est supposée de genre zéro, le fait que, pour une valeur de 0

de module <^ - 5 F on ait pour r infini

suffit à entraîner

log|/(r^9) ^Aco(r )

f'^-^^Ac.q).
*A


