
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

RENÉ LAGRANGE
Propriétés métriques anallagmatiques des cycliques

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 62 (1945), p. 385-417
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1945_3_62__385_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1945, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1945_3_62__385_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


^ __ y

PROPRIETES METRIQUES ANALLAGMATIQUES
D E S

CYCLIQUES

PAR M. RENÉ LAGRANGE.

Dans un Mémoire antérieur (1) j 'ai proposé une métrique anallagmatique
différente de la géométrie non euclidienne classique, construite de manière
aussi logique que possible à partir de la distance covariante (ou puissance
réduite) du point de la sphère, comme les distances euclidiennes peuvent se
déduire de la distance du point au plan. Lorsqu'on applique cette métrique à la
figure formée par trois cercles (2), les analogies avec les théorèmes euclidiens
du triangle sont remarquables et donnent un certain intérêt à cette construc-
tion synthétique. Un tel tricercle peut être considéré comme orthogonal à un
cercle, réel ou imaginaire, servant de base à une géométrie non euclidienne,
ou, pour utiliser le langage du Mémoire cité, servant de base à un champ
cocyclique de bipoints (3). Les côtés sont alors les équivalents des droites en
géométrie euclidienne, et sont représentés par des équations linéaires en coor-
données tétracycliques. Lorsqu'on passe au second degré, on obtient les quar-
tiques bicirculaires ou cycliques planes, dont certaines analogies avec les
coniques sont bien connues. Dans le Mémoire cité, la métrique en question a
déjà servi à définir la polaire d'un bipoint par rapport à une cyclique, dans un
champ cocyclique, et à montrer que c'est un cercle du champ, donc l'équivalent
d'une droite euclidienne.

^^Définitions et théorèmes de métrique anallagmatique \Ann. Éc. Norm.y (3), t. LIX, fasc 1,
1942, p. 1-42].

( 2 ) Loc. cit., p. 34.
(3) Cest un champ de bipoints (couples de points) tel que deux bipoints quelconques du champ

soient cocycliques; c^est encore un champ de bipoints invariants dans une certaine inversion.



386 RENÉ LAGRANGE.

Le présent t ravai l se propose de poursuivre l 'analogie avec les coniques, et
Von verra que celle-ci va très loin, ce qui confirme Fintérôt que peut offrir
cette métrique.

Lorsqu'on reste dans le plan, les deux déf in i t ions des coniques communes
aux trois genres sont : i° celle où la conique est le lieu du centre d'un cercle
passant par un foyer et tangent à un cercle (ou droite) directeur; 2° celle où
c'est le lieu des points dont le rapport des distances à un foyer et une directrice
est constant. Or, une cyclique plane Q peut toujours être considérée comme
appartenant à un champ cocyclique dont le cercle de base est un cercle direc-
teur (JL) de Q. On peut même supposer que co est réel, car deux au moins des
quatre cercles directeurs d'une cyclique sont réels. On peut alors déf in i r Q,
soit comme le lieu des bicentres ( ' ) des bicercles qui passent par un bipoint
focal de Q et sont tangents à un bicercle donné, soit comme le lieu des bipoints
dont le rapport des distances anallagmatiques à un bipoint focal et à un cercle
du champ est constant. Par contre la défini t ion bifocale qui résulte, pour les
coniques, du parallélisme des deux directrices, n'a pas d'équivalent ici.

L'examen des relations entre les éléments de ces deux définitions, bifoyers,
directrices, bicercles directeurs, excentricité condui t à dist inguer trois genres
de cycliques; tout d'abord, la dist inct ion en deux classes suivant que les
quatre foyers réels sont ou non cocycliques est bien connue; un exemple bien
particulier examiné au paragraphe 5 nous fait préférer dire que Q est de pre-
mière ou de deuxième classe suivant que son tétracycle directeur est lui-même
de première ou de deuxième classe, c'est-à-dire qu'il a trois ou deux cercles
réels. Nous partageons ensuite la première classe en deux genres, suivant que
la valeur absolue de l'excentricité est infér ieure à i (genre elliptique) ou supé-
rieure à i (genre hyperbolique); le genre parabolique comprend toutes les
cycliques de deuxième classe. Il est bien remarquable que cette dist inct ion,
appuyée sur l'excentricité, correspond à des différences de formes dont la
traduction rappelle les trois genres de coniques. C'est ainsi que, dans le champ
cocyclique qui a pour base un cercle directeur réel d'une cyclique Q, celle-ci
n 'admet un bicentre anallagmatique réel que si elle appartient aux deux pre-
miers genres; on appelle bicentre anallagmatique un bipoint autour duquel la
transposition anallagmatique conserve Q; c'est le bipoint commun aux deux
cercles directeurs réels de Q qui sont distincts du cercle de base. Les cercles
du champ qui passent par ce bicentre, ou diamètres de Q, rencontrent tous Q
lorsqu'elle est elliptique, de sorte qu'elle est alors constituée par deux ovales
séparés par la base du champ, chacun d'eux entourant un point du bicentre;
Q n'a aucun p o i n t réel à l ' i n f in i au sens de la géométrie non eucl id ienne , c'est-
à-dire sur la base du champ. Par contre, une cyclique hyperbolique n'est

( J ) Pour la définition, cf. loc. cit., p. 3a. Nous y revenons cTai Heurs dans ce travail, pour les
besoins du calcul.



PROPRIÉTÉS METRIQUES ANALLAGMATIQUES DES CYCLIQUES. 887

coupée que par les diamètres qui sont intérieurs à un certain angle, de sorte
qu'elle est formée de deux ovales intérieurs l'un à Fautre, rencontrant tous
deux la base du champ, et de manière que le bicentre soit dans la couronne.
Par tout point M du plan, il est bien connu qu'il passe deux cycliques homo-
focales orthogonales; s'il s'agit de cycliques de première classe, l 'une est ellip-
tique et l'autre hyperbolique. Si A et B sont les deux foyers réels situés du
même côté que M de -la base du champ, les tangentes aux deux cycliques
bissectent le tricercle AMB comme font les tangentes à une ellipse et une
hyperbole, c'est-à-dire extérieurement pour la cyclique elliptique et intérieu-
rement pour l'autre.

L'analogie se poursuit avec les distances du bicentre aux extrémités des
diamètres et celles d'un bifoyer aux cercles du champ tangents (ou tangentes
de la cyclique). C'est ainsi qu'il existe une relation involutive entre les carrés
des distances du bicentre aux extrémités de deux diamètres conjugués (par
rapport aux deux diamètres tangents à la cyclique), ce qui est l 'extension de
l'énoncé d'Apollonius. La distance du bicentre à l 'extrémité du diamètre focal
ne dépend que du rayon du bicercle directeur et non des foyers eux-mêmes, ce
qui est le cas des coniques à centre. Enf in , le produit des distances des deux
bifoyers aux tangentes de Q est constant, et ce théorème admet une réci-
proque.

Telles sont les propriétés les plus importantes que nous démontrons dans ce
travail, et qui sont évidemment vraies des cycliques de l'espace, par suite de
leur caractère anallagmatique. Il est fait naturellement usage des coordonnées
tétracycliques, avec quelques démonstrations géométriques dans le dernier
Chapitre. Les premiers paragraphes sont consacrés au rappel des définitions
des distances anallagmatiques d'un bipoint à un cercle, et de deux bipoints
cocycliques, et à leur expression en coordonnées tétracycliques.

CHAPITRE I.

QUELQUES F O R M U L E S DE MÉTRIQUE ANALLAGMATIQUE PLANE.

1. Étant donné, dans le plan, un couple de points, ou bipoint , (BB^et le
cercle a, la distance anallagmatique [(BB^aj est définie par (1 )

[(BB^a^-^v/BoTB7^

où Ba représente la distance de B au cercle a, égale à celle de B à la sphère de

( ] ) Loc, cit., p, 8, formule (2).
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grand cercle a; cette distance n'est rien autre que la puissance réduite, de
sorte que, si / 'désigne le rayon de a, on a

0) [(BB/)^ ̂ B^B- = W-r^'-^^
^.BB' /^.BB'

où A est le centre de a. Quand a devient rectiligne, Ba devient la distance
euclidienne de B à a, donc (i) se réduit à

[(BB^aT2^^^181' B à a ) x (d i s t < B/ à a )

BB^

En particulier, si a est une droite parallèle à la droite BB', à la distance d de
celle-ci, il vient

9rJ
( 2 ) [(BB>]=^.

Rapportons la figure au tétracycle dont un cercle co^ est a lui-même; prenons
pour cercles 0)3 et 004 les diamètres de a respectivement parallèle et perpendi-
culaire à BB^; le quatrième cercle (03 du tétracycle est le cercle imaginaire pur
concentrique à a, et de rayon ù\ En coordonnées cartésiennes dont les axes Qx,
Oy sont (0^ et (JD,., les équations des cercles du (étracycle sont

(oui) ^-{-j^—r'-^o, (ûû^) ^2+J'24-r2==o, (ûo.,) ^==0, (û.),,) j == o ;

de sorte que si les coordonnées cartésiennes de B, B7 sont

(B) x,y, ( l Y ) x , y ' ,

leurs coordonnées tétracycliques sont, par exemple,

(B) -̂l̂ zir-r!, ^-!J_z!-± ,̂ ,^^ ,^^
\ i — 2 r ' — 'îir < ^ '

^ •:±tz^_r!, ^y2^2
\ / j — 2r " — 2ir . i '. j ^

celles de a sont
ai==i, a2==o, a.-i==o, Œ^=O.

L'expression (i) s'écrit alors

[(BB,.).= (•c•+7•,;y(:^y•-T•l = -̂ ,
ou encore, sous une forme anallagmatiquement invariante,

.0. nw\^ ^(^^^i)'(^b^i)(3) [ (BB)a]-=-2———^^———.
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Ceci représente donc la distance d'un b ipo in t à un cercle du plan rapporté à
un tétracycle quelconque. Un cas particulier important pour nos applications
est celui où (BB^) et a appartiennent à un champ cocyclique dont la base est
le cercle co^ du tétracycle; B et B' sont inverses par rapport à co,, ce qui permet
de prendre

b',=-b^ b',=b; (,/==i, 2, 3 ) ;

3

en outre, 04=0, car a est orthogonal à co^; compte tenu de^ô 2 ^—^,(3) se
. , /==i

réduit alors a

(4) [(BB^ap^^^!,
0 4

3

où le symbole IV a la signification V-
7=1

Remarque. — Avant de poursuivre, observons que nous aurons l'occasion
d'adopter le tétracycle simple suivant, semblable à celui que nous venons
d'utiliser, et que nous appellerons tétracycle To. Il s'agit des quatre cercles
d^équations

(To) (c^)- ^^-j2—p^o, (ûo^) ^+j2_^ p-2=:o, (û^) X=Q, (c^) j==o,

où p2 peut être positif ou imaginaire pur (1). Si p2 est positif, ï^ est dit de
première classe; s'il est imaginaire pur, Tp est dit de deuxième classe. Au point
de vue réel, ces deux formes de tétracycle sont anallagmatiquement équiva-
lentes aux deux formes de tétracycles que constituent les quatre cercles direc-
teurs d'une cyclique plane réelle dont les quatre foyers réels sont cocycliques
(i^ classe) ou non (2° classe).

Les coordonnées tétracycliques correspondantes d'un point de coordonnées
cartésiennes x, y sont

^2 ̂ _ y.î ___ p2 ^-2 _^_ y l _^_ .2

"1== -.p ? "———^7p—5 "3=^ ^=^

avec ^i —^2:::= p ? et celles d^un cercle de centre x, y et ravon /',

, __ ^2 -4- j2 —— ^2 __ p2 ^ ^2 + J2 —— F2-^ O2 . __ ^ J

^-——=-i7p——) ^--——=~ï77p——? ^-75 S4=7 t

2. Considérons maintenant deux bipoints cocycliques (AA'), (BB') de coor-
données tétracycliques a^ a\, &„ b\, i= i, 2, 3, 4 respectivement.

(1) To coïncide toujours avec son imaginaire conjugué.
Ann. Éc. Norm^ (3), LXII, — P'ASO. 4. 5o



3()0 RENÉ LAGRANGE.

La condi t ion de cocyclisme est

^)

La distance anallagmatique est alors définie par (1)

, . . ̂  /^/. „> , AB.AB^VB.A^(AA^BB')!2^
AA' JW

et est réelle ou imaginaire pare suivant que les deux arcs AA' et BB^ du cercle
ne sont pas ou sont empiétants. En coordonnées tétracycliques, où p, sont les
rayons des quatre cercles co, du tétracycle, on sait que ( J )

lu.b,AB = — 2 -
^^Vi^
V ° i ) \ ° i

donc

(6) ( A A / ) ( B B / ) ] 2 = = 4 ^(îaibi) (îaib'i) (la'.bi) (la'ib',}
(îa^)(îb,b',)

En particulier, pour deux bipoints d'un champ cocyclique de base co^, (6) se
réduit à

( 7 ) ( \ ^'\(W\ r- '—/ (^ttibi)(laib'i) _ (11' a;b,y— a\b\
( A A ) ( b b ) | - - 4 ̂ ^^^ - —————T-.————aîb^

si l'on prend ^=ûy, &/=6/ ( . /==i, 2, 3), a\=—a,, b\=—b,. Plus préci-
sément, avec le tétracycle Ty, on peut écrire

(8)
—,_(i^)(^^)[(AA'KBB^

ajb2

où les deux membres sont positifs lorsque les deux bipoints sont réels, et
négatifs lorsqu'un seul bipoint est réel, l'autre étant d'abscisse réelle et
d'ordonnées imaginaires pures.

Bemarque. — Le carré du déterminant nul (5) donne

[( 1 a, bi ) ( 2 a, b\ ) + ( 2 a, b', ) ( ï a, b,) — (I a, a, ) ( i b, b', ) p =: 4 ( i ̂  <^,) (^ ̂  ̂ ;. ) (I ̂  ̂ ,) (2; 66;- ̂ ;.),

donc (6) s'écrit encore

( l a i b i ) (la,b'i) + (i^^-) (^6^^)^AA^BB^I'2^(^)
Ia,^)(^6^;.)

(1) Zoc. c^., p. 16.

( 2 ) On choisit souvent les coordonnées ai de manière que S ̂  == i.
?i
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CHAPITRE II.

LES DEUX DÉFINITIONS MÉTRIQUES DES CYCLIQUES.

3. La première des deux définitions repose sur le

THÉORÈME. — Dans un champ cocyclique plan^ le lieu des bipoints dont le rap-
port des distances à un bipoint (AA^ et à un cercle y fixes est constant est une
cyclique Q de ce champ.

On ne restreint pas les données en supposantque le cercle de base du champ
est le quatrième cercle co = 004 du tétracycle des coordonnées. Les coordonnées
de (AA^) sont par exemple (a/, ±a^)Çj= i , 2, 3), et celles du b ipoin t cou-
rant (MM^C^y, zb^/.). Les coordonnées du cercle y, réel ou imaginaire pur
(c^est-à-dire de centre réel et rayon imaginai re pur), sont d'autre part (yy, o).
En vertu de (4) et (7), l'équation du lieu est de la forme

( 1 ) ( ^ J d j X j Y — a^^—e2a^(I^^^^Y=o,
«

où e1 est une certaine constante. Par exemple, si le champ est lobatchewskien,
co;, peut être supposé rectiligne, et le tétracycle des coordonnées ident if ié
avec ïo. D'après (4) et (8), e2 représente alors effectivement le carré du rapport
des distances de l'énoncé, et est positif ou négatif suivant que (AA^) et y sont
ou non de même nature (réels ou imaginaires purs). Par analogie avec les
coniques, c'est le coefficients de (i) que nous appelons V excentricité du l ieuQ.
Ce lieu est bien une quartique bicirculaire de cercle directeur co. Son équation
s'écrit encore

(2) 2(IaiX-l) (lu'^i) + e^laia'i) (^y^-)2^ o,

dont la forme est anallagmatiquement invariante, et représente donc Q dans
un système quelconque de coordonnées tétracycliques, où les a\ sont les coordon-
nées de A^ (2) montre également que les cercles points A, A7 sont b i tangents
à Q aux points de rencontre avec y; A, A7 sont deux foyers de Q et y est la
polaire anallagmatique (-1) du bipoint (AA7) par rapport à la cyclique. Nous
appellerons y la directrice de Q associée au &^/oys/•(AA /).

La cyclique Q ainsi obtenue est la plus générale, car elle dépend essentiel-
lement de 8 paramètres, qui sont les 3 paramètres du cercle directeur co, les
4 paramètres de (AA7) et y dans le champ cocyclique de base OD, et l 'excen-
tricité e. Plus précisément, soit co un cercle directeur réel d'une cyclique quel-

( 1 ) Pour la définition, cf. loc. cit., p. 29.
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conque Q, A et A' deux foyers de Q inverses par rapport à co, et y la polaire
anallagmatique de ce bifoyer; si (AA') est réel, y est réel ou imaginaire pur;
soit enfin (MM') un bipoint de Q dans le champ de base co, et e la valeur du

fYMM^ (AA^t
rapport ^j^y] La ^^q^ définie par l'énoncé du théorème actuel et
les éléments A, A', y, e est tangente à Q aux 4 points de rencontre avec y, ce
qui fait, avec M et M', 10 points communs outre les points cycliques; elle
coïncide donc avec elle.

Lorsque (AA7) est sur y, chaque cercle B passant par (AA^) est un lieu de
bipoints(M]\T) tels que ( A )

[(MM^yjr^MM^AÀ7)] sinjCy ,

donc Q se décompose en deux cercles passant par (AA') et également inclinés
sur y. Q n'est réel en même temps que (AA^) et y que si ^^i. On peut
prendre y pour (03, donc ̂  =^=^4= o, y3=i e tâ3=o. (i) s'écrit

ou
(ai^i+a^)2— (<^+ a\}{x\-^-x\-^x^ — ^ a ^ m o

(a2^l—^^2) 2 + (e2— ï)a^^==o.

Par exemple, si To est de première classe, ̂  et x^ sont imaginaires purs si Q
est réel, d'où les deux équations

i^x^— a^x^) ± ̂ e2— 104^3== o.

4. Par analogie avec les coniques en géométrie euclidienne, les cycliques
peuvent être considérées comme les lieux des bicentres des bicercles passant
par un bipoint donné et tangents à un bicercle donné. Les couples de cercles
(bicercles) dont il s'agit ici sont anallagmatiquement symétriques par rapport
à la base du champ cocyclique, et sont les lieux d'égale distance anallagma-
tique à un bipoint donné, qu'on appelle le bicentre (2).

Le quatrième cercle co^ du tétracycle ï étant toujours le cercle œ du champ,
supposé réel, désignons par (ây, ±a,) les coordonnées du bipoint (AA^), et
par k la valeur absolue de la distance anallagmatique donnée; le Lieu des
bipoints (MM7) de coordonnées {xj, ±x,) situés à la distance donnée de (AA7)
est déterminé par la formule [(7); I] où la lettre x remplace b, donc par une
équation de la forme

(1'' â j X j Y — a\x\= k^a\x\
OU

(3) ^ d j X j - \ - s^/Â-2-}- ia^^=z o (£==±i).

( 1 ) Loc. cit., p. 19.
(2) Loc. cit., p. 32.
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Pour discuter la réalité de ce bicercle, même lorsque (AA^) et k cessent d'être
réels, on peut supposer, sans restriction d'ordre anallagmatique, que ï est le
tétracycle To. Les coordonnées tétracycliques de chaque cercle (3) sont pro-
portionnelles aux coefficients des x-^ donc de la forme saj, e\/k2-+- \sa^ avec

sî[îfaJ-^(k2-}-ï)a^]=:s2^a•i=

donc

le double signe ^ intluant seulement sur le signe donné au rayon. Les coor-
données eucl idiennes x, y du centre euclidien et le rayon r sont donnés par

0 ï————
s ( ^/i — ia^ ) == [ , x == rsa-^ y •==. s \/k9- 4- ï /'.ça^,

donc
{ 4 ) r = e ' ka,^ x = a-,, y •==. s. \J k^- 4-' ï o,,,.

(3) est donc réel lorsque (AA^) est réel, c'est-à-dire a.^ et a^ réels, ainsi que k;
il l'est aussi lorsque (AA^ est imaginaire, mais d'abscisse réelle, pourvu

7 ^ Y/^2 + i ' ^ ' i ^ 7 ^ ï • • - /r2-}-!.que ka^ et-—,—soient réels; a,, et k sont alors imaginaires, avec—j-—_^o,

c'est-à-dire — réel et ^— ï ; k est imaginaire pur, soit k= i\k\ avec | k \ ̂  ï ;

a,, est donc imaginaire pur. En résumé, un lieu d'égale distance au bipoint(AA')
est réel pourvu que (AA7) et le rayon k soient eux-mêmes réels, ou que A, A'
soient imaginaires conjugués, k étant imaginaire pur et de module ̂ i. Dans
le premier cas, on sait que (3) ne coupe pas co, ce qui se voit d'ailleurs tout de
suite en choisissant ïo de manière que a ,=o, a^=ip, a^=o, a^=ç réel;
(3) se réduit à

iœ^ 4- s \1k'14- ï x,, == o,

et rencontre Qx aux mêmes points que coa? q^i sont imaginaires. Dans le
deuxième cas, on choisit T^ de sorte que a^ = p réel, ^2=^3=0, a^ = ?p ,
et (3) devient

x^ + is. \1 ̂  4- ï Xi, ̂  x.^ — s,\/\ k 2 — i^4==o,

qui coupe Ox aux mêmes points que co^, qui sont réels. Enfin le bicercle devient
un cercle double du champ pour P = — ï .

5. Ceci établi, considérons un deuxième bipoint (BB^) réel, de coordon-
nées (&y, dr^) et formons le lieu des bipoints (MM')(^, ±^4) tels que le
bicercle ([j-, [J^) de bicentre (MM'), qui passe par (BB'), soit tangent au
bicercle (a, a7) d'équation (3). Si m est le rayon anallagmatique de (p., p/),
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réel en même temps que (MJVT), car ce bicercle est essentiel lement réel, les
coordonnées tétracycliques des cercles a et [M sont respectivement

_^ s^^TT. _^ y/^+i
v / ^4 /. ? ( r / m^ m

La condit ion de tangence entre eux est

—— (—— ra/,y4- ̂ /J^^/Tn^} =± i,
mÂ- v /4_4 /

c'est-à-dire

( 5 ) ^/ a j ' i / + £ \//i2 4- 1 V/ /n'2 -t- I ( ( ! , Ï4 == ± Â7^Y/4 ^4 .

En outre, l 'équation

( 6 ) ^' b^i + Vm2^-! h, ̂  =z o

exprime que [j. passe par le point B.
Si (AA7) et k sont réels, on peut supposer a:, ̂ > o, 64 ^> o, /: ^> o, /^ ^> o, et

UL ne peut être tangent qa'au cercle a correspondant à £ = i : l ' é l iminat ion de TU
entre (5) et (6) donne une seule quartique réelle. Si (AA7) est imaginaire,
(aa^) restant réel, k est imaginaire pur, tandis qu'on peut encore supposer
6,,^>o, / /2^>o; [L peut alors être tangent à a ou à y/, et, l ' ambiguï té subsistant
pour s, on obtient deux quartiques réelles. Après subs t i tu t ion de .r/à E^ pour les
coordonnées courantes, l'équation du l ieu Q est alors

(7) ( ^ 4 ^ a j X j — z\l k ' - ^ - ^ a ^ b j X j ^ — k^-a^^'bjX/Y— b'\x\ ] -= o,

ou, sous forme développée,

(8 ) b ' î ( l ' ' a jX jY^ - a ^ U b j X j } 1 — 22 ̂ 4- i a^b,^ a i X , ) { 1 ' b - i X , } + k'1 a\b\x\-==LQ,

L'équation (7) met en évidence que les cercles points i^/^rb b;,x^-= o sont
tangents à la quartique, donc (BB^ est un bifoyer, et la symétrie de (8) en les
deux bipoints (AA^), (BB') montre que (AA^ est un autre bifoyer.

Si (AA^ et (BB^) sont réels, £ = = r , et l'on a u n e seule cyclique réelle Q,
ayant quatre foyers réels cocycliques, donc de première classe; trois de ses
cercles directeurs sont réels. Si (AA') est imaginaire, co étant O.r, les points
de Poncelet correspondants sont réels et sur 0^, et foyers de Q; donc les deux
cycliques obtenues sont de deuxième classe, c'est-à-dire que deux de leurs
cercles directeurs sont imaginaires. Les quatre foyers réels ne sont pas cocy-
cliques, en général, mais il y a exception si AA^ et BB' sont sur la même per-
pendiculaire à Oœ, avec AA/ [ r^BB^ (par contre la distinction des deux classes
de cycliques par la réalité des cercles directeurs n'appelle aucune réserve).
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En effet, T^ étant de première classe, soient<r = o, y ==± iç les coordonnées
cartésiennes de (AA^, et x=o^ j==±p celles de (BB^; l'équation carté-
sienne de Q est

£ V / | À- ï— l(^•24-y-)'2+ ap^^+j2) — 2 Â-pp'y2— ep^/l k\1— 1== o,

car k=i k avec /: ^>i. Les affixes ^ des foyers réels sont les racines de
^== p 4 , donc Ç==± p? S==± ^p- Les 16 foyers se répartissent sur Ox (y= o,
x=-z\z_ p et .r=± ?'p), sur Oy(.^ == o, y ==± p et y =± < p ) » sur la première
bissectrice ( x= y ==+ p I —? x = y ==-1- p ——^ ^ et enfin sur la deuxième\ J —— \ 3 J —— \ 3 /

bissectrice [x==.—j=±p^—l-, x=—j==±p^—')• Ils se répartissent
donc par quatre sur plus de quatre cercles ou droites, mais les seuls cercles
directeurs sont^= o, y -===- o^ x1 +J2== p2 1— S qui forment bien un tétracycle
de deuxième classe.

Lorsqu'on obtient deux cycliques de deuxième classe, on les d i s t ingue en
spécifiant le cercle a auquel doit être tangent le cercle p., ce qui détermine la
valeur de £.

Nous avons ainsi démont ré le

THÉORÈME. — Le lieu des bicenfres (MM7) des bicercles (^ ;j/) passant par un
bipoint réel donne (BB^ et tangents à un bicercle réel donné (o^ o^) d^un champ
lohalchewsiden (^ étant tangent à a et [L1. à a'), est une cyclique Q ayant pour
hi foyers (BB^ et le bicentre (AA') du bicercle directeur (a^ y/). Q est de première
on de deuxième classe selon que (AA') est réel ou non.

Lorsque (AA7) est réel, Q peut être également définie en permutant les deux
bifoyers et en remplaçant (a, a^) par le bicercle (P, ^ /) de bicentre (BB^) et de
même rayon anallagmatique k que (a, o^). (a, a^) et (P, j^) seront appelés les
bicercles directeurs de Q. Lorsque Qest de deuxième classe, le bicercle directeur
de bicentre (BB^) n'est pas réel, puisque k est imaginaire pur, tandis que (BB')
est réel.

6. Relations entre les bifoyers^ les directrices et les bicercles directeurs. —
Identifions les équations obtenues à l'aide des deux définitions. En supposant
que (AA^) est un bifoyer réel, écrivons (7) sous la forme symétrique équi-
valente

(9) { a ^ ' b j X j - ^ k î + ï b ^ ' a j X j Y - k ï b î ^ ' a j X j Y - - a ^ x ï } = o ,

où \/P+i est essentiellement positif lorsque P^X), et a la signification
£/ ' \ / k ^ — ï pour Z: 2 -^—i^ avec une valeur choisie de £. L'identification
avec (ï) donne alors

a[b\1^ e^l'^jXjf^^a^'bjXj- v/y^"^^^^^-)2,
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donc
a^b^ke^j^^^a^bj—^k^-^ib^aj) (./=ï, 2, 3).

Si (AA^, (BB^) et k sont donnés, e s'obtient en écrivant que 2/^=1, ce qui
donne
(,o) ' ,.=_^^^^^-);

en faisant abstraction du signe ±» qui est inutile pour définir v, et se retrouve
d'ailleurs dans l ' indétermination de /r, on a ensuite

_ a.bf—^^^-ib.a,
(II) ï/-————a^Je———'

Avec le tétracycle To, on vérifie aisément que e1 est bien réel, et l'on peut
discuter la réalité de e, donc celle de y, en fonction de k, lorsque les deux
bifoyers sont donnés; on voit ainsi que le centre de y est toujours réel;
l'abscisse f; de ce centre et le rayon /• de y sont donnés en effet par

T.1-— i^î'==- -9 ï.-5== -S' ' r ' r

donc

( 1 2 )
i _ ai, — \j k^- + i bf, ., _ ci,,, b?, — \ /k'1 + i b,, n
r ~ a, b, ke ~ ~~ ^ — \/^ 4- i b,

La forme symétrique de (10) montre, comme il se doit par raison de symétrie
anallagmatique, que l'excentricité est la même avec le bifoyer (BB^et la direc-
trice correspondante S, de coordonnées

, b,a/—\//c•l-^ï6^,b/
( I3) à/==————•a^Fe~———' ^=OJ

où ^2+ i a la même détermination que dans (i i).
On voit également que, si (AA7) et (BB^) sont réels^ y et 8 sont simultanément

réels ou imaginâmes purs; mais, si (AA^ est réel et (BB^ imaginaire, les deux
directrices sont aussi de natures différentes. Le premier résultat est évident
d'après (12), puisque la réalité de y équivaut à celle de e. Pour démontrer la
deuxième partie, on peut supposer que T() est choisi de manière que

! ai=:o, aî=zio, a^==o, ^4==?,

b^ réel, b^== ib'.^ b^ réel;, b^^=zib\,

où p, b'^ b\ sont réels; on suppose en outre que k= i k\ avec \/^2 4- i = ?v,
ou v== £ y | ^ ' 2 — i est réel. Les éléments euclidiens de y s'écrivent alors

P b», , . i û + v b',
• ' ,, réel, - •== ——-,—-

o + v b',^ ' r — o b',, \ k e



PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES ANALLAGMATIQUES DES CYCLIQUES. 897

tandis que ceux de o sont

.,,_ b,,a^— y//:'2 4- 1^4^.3 _ — ^p^s , . j_ _ ^4 — y/A-2 4- i ̂  _ i(b'^ — ^p)
cî ~~ ^4 — y/A-2 4- i ^4 ~ ̂  — ^P 7 r' ~~ a , b , k e ~ ~ — p b', \ k ~e '

Discutons main tenan t la réalité de e\ lorsque les deux bifoyers sont réels,
donc lorsque k est réel, elle équivaut à la condition *

(À-2-4- i) -4- 2 V/FTT ——p' 4- l < o,
' a,b,

inéquation du second degré en \/k2+ i ; avec le tétracycle T^tel que u^ === a^=o,
a^== iç. a^= p, elle se réduit à

^ ___
( A"2 + 1 ) -4- 2 —— ̂ ^î 4- I -h 1 < 0,

°^

où As est imaginaire pur, et 64 réel; le discr iminant réduit vaut

— b^ — V- ^'74- b^
—— > o>bî ~~ bï

donc e est réel pourvu que

( ,5, ^-^<^<^^I;
^4 | ^4 | ^4. | ^4 |

n'oublions pas que A et B étant du même côté de Oa-, b^ et —ib^ sont tous
les deux du signe de p, et les membres extrêmes de (i5) sont bien positifs.

Si (BB') est imaginaire, les hypothèses représentées par (i4) donnent

-1 / . ^
^TxW^2^

qui est positif pourvu que

— b'., ^b'.2 4- b^ — //., \/b'^ -r- b',^
—J^ ~ ~ W , < ' < ~17~ + ——^

OU

— /A ^b'-^-b'1 —b^ { / / } - — b ' ^
(16) ——— — v———— <^<-7—+ v————^

^4 j ^4 i ^4 | b, \

de forme analogue à (i5).

7. Inversement, supposons que soient donnés (AA^, y et e. Supposons, par
exemple, que (AA^) soit réel, y étant réel ou imaginaire pur en même temps

V f A

que e, k est déterminé par Inéquation (10), dans laquelle —a— est calculé
à l'aide de (i i) ; cette équation donne en effet

ke ̂  a-, Y^ = , i' aj bj + \j k'1 + i a',,
Or,

Ann. Éc Nonn., (3), LXII. — FASC. i. 5l
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d'où résulte pour l'équation (10) la nouvelle forme

( I7) a.k^—î) +2^? ̂ TTî^a^^o,

qui fournit l'expression cherchée

( 1 ^ ) P—— Aen^ar:/)'
(e^-ïfai-^e^^a^,)2'

II vient ensuite, à l'aide de (n) et (17),

(^ ^^^f^^+v/FTT^^/^^^+Z-^ _^_\.
• V a^) \ t / 2e ^'a^fj'

h, s'en déduit en écrivant que 6, — ih,= p, compte tenu de y, — ̂ = É, où r
est le rayon de y, ce qui donne

(^o) -J^-^LI.
^4 L'- ^l^/yj

On sait que e^a^^o pour une vraie cyclique. Il résulte de ces formules
que (BB^) est réel en même temps que Â-; c'est immédiat si v est réel: si y est
imaginaire pur, supposons toujours a,=a,=o, a^= ? p , é a, = p; ^, /•, y,,
Ys étant imaginaires purs et ^ réel, ̂ !a^,=i^ est imaginaire pur, et la
vérification n'est pas moins aisée.

/- est réel pourvu que le dénominateur au second membre de (18)

(^—i)2^—^!/^^)2:^,

car e^a^if est toujours positif. Si y est réel, ï^y, est réel, et l'inégalité
se décompose suivant le signe de e2 — i. Si e2 ^> i, il vient

! ^4 ] ̂  ~ 2 | I^/Y/ ;. ; / - 1 .•• " | a., \ > o,
d'où

(^) |.^ ^^/Y/l+y/^^T^raI^

tandis que, si ^2 <" i, on a

i -̂.',, j e2 + 2 | ^'^./Y/ . [ e \ — ^/j < o,
c'est-à-dire

(^2) [ -\<~ ! ̂ a/ï/ ! 4" ̂ '^ï^24- a^

Par conséquent, lorsque (AA7) et y sont réels, la cyclique Q est de première
classe si l'excentricité \e\ est extérieure à l'intervalle

2 8 ) / - I/a,Y,,-^-^/(^a,Y^+^ . ̂ ^ïy j-4-^(^^/Y/)2-^ af
^ ! \ a, \ ] '

et de deuxième classe si \e\ est dans cet intervalle.
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Si y est imaginaire pur, il en est de même pourF^; en posant e== i\e\,
la condit ion de réalité de k est la même que plus haut et s'écrit

C • ,. ̂ + 1 ) 2 a[ - 4 i e^ iI^Y/ j2 >o,
c'est-à-dire

, ^4 \. , c '1 - - 2 j ï' ( i - i - j \. I (- \ -h '. a,, \ > o.

Le discriminant réduit de ce trinôme en e est

^^r:n ^ u ) ^—^ï/)

et se réduit, avec le tétracycle particulier To ^"^lement considéré, à
""P'dÏ+ïO» où ïi et T;î sont imaginaires purs; il est donc positif, et A-es t
réel pourvu que e \ soit hors de l'intervalle

•>Â}
( \^ar(,\-\/-(^a^,Y
\ \^\

• ̂  i^/j/ i + v— ( ̂ 'ara )2 — aî

Par conséquent, lorsque (AA^ est réel et y imaginaire pur, Q est de première
ou de deuxième classe suivant que \e\ est extérieur ou intérieur à l'inter-
valle (24).

On vérifie sur (17 ) que P ne peut être compris entre — j et o, car
ï (e1 — i)'2 a'1

___ _J_ T ——— __:_________ / •1-

^ l . e • î ( l f c^ ^nra^y
est toujours positif.

Il est commode de distinguer trois genres de cycliques à l'aide de la discussion
que nous venons de faire : le genre hyperbolique comprenant les cycliques de
première classe pour lesquelles H>i, le genre el l ipt ique comprenant celles
de première classe pour lesquelles H<i, et le genre parabolique formé par
les cycliques de deuxième classe.

Supposons par exemple ^ ,==03=0, a^= ?p , ^=p réel. y étant réel, la
variation de e de o à oo donne le tableau

• \/ 1 + | y.2 i2

genre elliptique parabolique hyperbolique

tandis que si y est imaginaire pur, ainsi que e, on a le tableau

\ / y . l — i

genre elliptique hyperboliqueparabolique

Lorsque e varie, (AA^) et y étant fixes, le bifoyer (BB') se déplace sur le cercle
orthogonal à y qui passe par (AA'). Ce cercle est un cercle directeur fixe de la
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cyclique Q. Avec les coordonnées particulières de (AA'), on a effectivement
b,=keb^^ b,=keb^^ donc Y , & , — Y , & , = O . La variation de (BB'), sur ce
cercle
(25) Y3^i—Ti^3==o,

est déterminée par celle de l'abscisse 63 de (BB') en fonction de e, don t (19
et (20) fournissent la valeur

e2 i — e2 ?

r 2îpy2

c'est une fonction homographique de e\ Q change de genre lorsque la droite BB'
passe par l'un des points où Ox rencontre le cercle (23). Ce cercle est toujours
réel, et y est réel ou imaginaire suivant que son centre est extérieur ou intérieur
à (25), Pour e ==o, 63=0 et (BB') coïncide avec (AA^), et Q se réduit aux
deux cercles points A, A'; puis (BB') se déplace dans un sens constant, déter-
miné par le signe de —r—? qui est essentiellement réel.

2 l P Ï2

CHAPITRE III.

ÉQUATION RÉDUITE. CYCLIQUES HOMOFOCALES.

8. Les cercles directeurs d'une cyclique Q sont des axes de symétrie anallaff-
matique, et deux d'entre eux sont toujours réels. Il est naturel de rapporter Q
au tétracycle orthogonal formé par ces cercles, qui est de la même classe que Q.
On peut ainsi supposer que (03 et 0)4 sont réels, et même que CD, est rectiligne,
et pris pour axe Qx, sans que ce soit une restriction anallagmatique. co^ est
réel et (03 imaginaire pur pour un tétracycle de première classe, tandis qu'ils
sont imaginaires conjugués l'un de l'autre pour un tétracycle de deuxième
classe. I/équation de Q est paire par rapport aux 4 variables homogènes x^

h

donc de la forme ̂ a,^ = o, ou, compte tenu de V;r;==o, de la forme
i=.\ i

réduite
(I) ^^=0.

Les c/j sont réels si Q est réel et de première classe; ^3 est réel et y^, q^ ima-
ginaires conjugués si Q est réel et de deuxième classe, et cela à un facteur
près, bien entendu. On peut également supposer que 003 contient un bifoyer
réel (AA') et un deuxième bifoyer (BB7), réel ou non suivant que Q est de
première ou de deuxième classe, dans le champ cocyclique de baseco,.
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k désignant le rayon du bicycle directeur de bicentre (BB7), l 'équation de Q
est encore donnée par [(9); II] où l'on fait ^=63=0 et où l'on tient compte

des relations —L- = -^ = -" qui expriment que (AA/) et (BB^ sont symétriques

par raport à co,; il v i en t a insi

(^1^1— a2.r2 )'2+ (a-j^i4- (.UX^Y-^- 2y7l•2+i(a'f^ 'f — </.|^|) 4- ^a^^=o,

c'est-à-dire

( 2 ) ' 2(1 4- V/Â-2-^- i )a^'f-l- 2(1 — ^/Â•2+ \^)a\x\ 4- k^a^x1^ o, .

ou encore, avec ^•i, ^3, ̂  seuls, compte tenu de û^=— a\— a\,

(3) [ (^ /^+I+I )^^4-^ 2 ^ | ]^?+f ( \ /Â^I—I) 2 ^1+^^^]^^—Â• 2 a^^==

C'est de la forme (i) avec les coefficients

(4 )

( qv == (^ + i + i) [(\/^2 + i + i)a^ 4- (V/:2^- i - i)^ ],

{ q^ (v/T^TT— i) r(v/^4-i+ iW + (y/^+i—1)^11,
^î 4- \ V A + 1 — lyâî.]

//2== (^^"TT— l) |(v/^24-l4- l)^î 4- (v/^T^— T)^| |,

// ,==— ^af == (v/^i~+-1 4- i) (v^^T— ï) (a] 4- ̂ | ).

En particulier, on a

(5)

( ^i—^:;^ ^(v/Â-'-^ l 4- l)<2 2 ,

^ ^ 2 — q?,=-— 2(\/Â'24- ï — i)^2,^^

On déduit dç

(6)

donc

(.7)

puis

(8)

î C

^3— ^r.—1— 2^\/A--4- 1 — 1^^^

^ i — ^,= 2[(^/Â'24- 14- i)^T4- (y^^ ï — i)a|].

îes relations

^ /Â-2+i+ i^ ^1 , V /^+ I I — — — — — — — — — '
v qv— q^ ^i—^9-

,. ^1^2' (^.-^r
( ^ 1 — — ^ ? ) ( ^ 1 — — ^ 2 ) . ( ^ 2 — — Ç : i ) ( ^ 2 — — ^ l )

4^1 - 47°-

—q?Aq^—qî)î

4<7i^2

Ces formules font connaî t re ^ (A, A') et (B, B') en fonction des coefficients y,,
pourvu que le facteur arbitraire dont dépendent ceux-ci dans l 'équat ion géné-
rale (ï) soit convenablement choisi si l'on veut que a^ — ia^= p. En tout cas,
ces formules représentent les coordonnées tétracycliques homogènes.
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F excentricités correspondant à ces deux bifoyers est donnée par [do); II |,
qui s'écrit ici

^a^e2-^— (/:2+ 2)^-1- <2\/k•î-+•l{a^— ai}

= (y/^4-1-4- i)2^ + (VA'^TT- i)2^, k

c'est-à-dire
^^^/.—^i—y,,

donc

(9) ^=i-îl±^,

pour les deux bifoyers situés sur (03, dans le champ de base co,. La directrice y
associée à (AA^ est 2^,.^= o, où, par exemple, d'après f ( i i); II],

a^
^ bf — ^/ k2 + i rt/ . 4 /yy — ^//c^ -4- i a,

^ r

donc
kea^

^-(v/^T7-}-i)

\/Çl + ^2 —— ^3

— 2^i ^i

^/^4- ^2—— ̂  (<7 l—— </2) V/yi+ ^>—— ^•/

('0) .^-(v/^-7-,^ — 2 ̂ 2 ff»

\1 <h^-qî—q-s, (yi—ya)^^.";"^;^"^

On en déduit encore, grâce à (8),

( i i ) yî=——'^-y3^1 ...-_ (^-<y:.)^
^/.-'72)('?i+y«--Y.) ''~(^-7,)('/,+7,-y;)' ïs=y.-,.=o.

qui donnent les deux directrices associées aux deux bifoyers (AA/), (BB'), en
fonction des coefficients généraux de (i). '

Toutes ces formules permettent de déterminer tous les bifoyers, directrices, '
excentricités et bicercles directeurs de la cyclique (i), en choisissant de toutes
les manières possibles trois des quatre cercles de symétrie w, , w,, w,, w,. En
permutante et q; dans (i), on obtient de même les bifoyers situés sur ̂  et
les éléments correspondants, dans le champ de base co,; en permutant </, et ̂
dans (i), on obtient de même les bifoyers situés sur w,, dans le champ de
base co,, et les éléments correspondants. Les foyers situés sur <o, s 'obtiendront
en exprimant l'équation de Q en fonction de x, et deux autres coordonnées.
Ainsi, les coordonnées tétracycliques homogènes des deux bifoyers (AA') (BB')
situés sur (d, sont, d'après (8),

, •^^^(^-yi). .r,=±v/y,(^-^), ,^^o, ,r,,==±^(^_^);

celles des deux bifoyers situés sur o^ sont

.^=0,, ./,=^,,(y,-^), ./•:,=±^(^_^), .r»=±^(y,-^),
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et les deux bifoyers situés sur 002 sont déterminés par

•^==^(^1— ^2') , .^=o, .r3==±^/^i(^—. q ^ } , ^\ = ± 07 „ ( ̂ 3 — < / i ) . •

Les trois couples ont les mêmes coordonnées, à l'ordre près.

U. Cycliques honio focales. — Les cycliques dont les bifoyers (AA7) et ^BB^
sont fixés sont coaxiales et représentées par l'équation (2 ), où A: joue le rôle de
paramètre. En posant \k2 + i == v, elle s^écrit encore

( 1 2 )

on

( 1-^

2 ( v 4- i ) a\ x\ — 2 ( ̂  — i ) a'i X'1, 4- ( ̂ 2 — i ) d\ x\ == o,

,. - 'î ., ., 2 , ., ,, .,/ ( v } == ——— (i\ x\ — ——— ar, x^ + ̂ r x~, == o,
^ — i v -4-1 w " + ""

sous une forme analogue à Inéquation des coniques homofocales. Il est bi^fl
connu que par chaque point du plan passent deux de ces cycliques, et qu'elles
sont orthogonales. La démonstration géométrique ou analytique en est aisée.
Nous allons cependant en faire ici la vérification analytique afin d'établir un
résultat supplémentaire intéressant. Une démonstration géométrique sera
donnée au dernier chapitre.

Supposons d'abord qu'i l s'agisse de cycliques de première classe, (AA^) et
(BB^ étant réels, et v réel ̂ i. Dans l'intervalle de variation de v,

, _ — 9.d\x\ 2a|j?|—— -A tL . X .,

/^ )==
 ^.^ +J v ' (^-l)2 (^+I)2

s'annule pour une valeur v, telle que l'on ait

• y i — i _ ^ i+ i _ 2
OI-TI | | a^x^ \ \a^x^_ — \ a^x^ \ ?

x^ x^, x^ x,, sont les coordonnées du point où doivent passer les cycliques
considérées ; a^ et x^ sont imaginaires purs, avec

— a\ -==. a\ 4- a\ >> a'\, — x\ == x\ -\- x^-{- x\ >> x'\,

donc lûa^a]2^! ̂ ^^ j 2 , de sorte que v^ est bien ^>i . Lorsque v croît de i à
l 'infini,/(v) décroît de Finfîni à/(vi), puis recroît de/(v^)à a^x^^o. D^autre
part, une valeur prise par v est

ia\ a\ — a\ 2 aï
ct\ d\ ci'\

pour laquelle
f( a±__a± \ =: ̂  (^ + ̂  + ̂  ) =: - ̂  ̂  < 0,

donc le minimum /(^i) est négatif, et l 'équation /(v)= o a deux racines.
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Avec les seules coordonnées x^ x.^ x.^ l 'équation (i3) s'écrit

/ ^ / 26^ .,\ , / 20^ A „ , <,
(i4) (^—ï— ̂ ^ î — (.T'^^^)12^" ̂ î^^0;

donc, si v' et v^ sont les deux racines de(i3) , la condition d'orthogonalité des
deux cycliques correspondantes au point considéré est

/ 20} ,\ / 2^? ^\ ( 2al A ( 26^ ,\ „ , ^
{^r—i ~~ al) [^~i ~~ a1-)x^ + (7^1 + arl) (,̂ T7 + ̂ )xî + <x^ 0;

en revenant aux variables x^ x^, x,^ il vient

(^a\x\ ^a'^x^ ^ ( ^a^x'^ 2a^^\
(v ' - i ) (^-i) + (^+1)^+1) "^^T^T "^Tr^

/2^[^ ^a|̂ |\ .2.——.- ̂ '.T'i-r - ̂ r7y ~ a4^ -0 ?

compte tenu de /(v^r^/^/^^^ o, d'où résulte en particulier

d\x\ a\x^
(^-l)^-!)^ (^4-I)(^4-I) Î

cette condition s'écrit enfin

!\a\x\ — a^x\ ( ̂  — i ) ( v " — i ) = o,

et la vérification est immédiate.
L'excentricité e est déterminée par la formule (9) appliquée à l'équation (i4),

/ 2^f ^ ^ \ ^ / 2 0 ; .A

\ ^ — i / \, v 4- i '" ) a'- — aï — v a.l f i i \
a7, a\ \ v — i v+i /

du signe de ——-1 —v; le premier terme de cette différence est entre ^ et v7'',
^4

comme on l'a vu plus haut, donc les carrés des excentricités des deux cycliques
sont de part et d'autre de i.

Pour des cycliques de deuxième classe, le paramètre v de l'équation (12) est
de la forme v •===- iy., où y. est réel, ce qui donne Féquation

^(^.) === a;2 .a f̂ ( ̂ t.2-}- i) — ^i^a^x^ — a j ^ j ) ^ — 2(0^4- aj^|) =ro,

où a,,x^ est réel, et a^x^ a^x^ sont imaginaires conjugués. Le fait que

/' a\— aï\ ^d^a^ . .,
§\ . , • == ——— (^f 4- xl -
°\ i^ j aï ^ lf)-^^^^-———^

__^aj^
i +^ )~———^———

est négatif montre qu'il passe également deux cycliques réelles par chaque point
du plan, leur orthogonalité résultant du calcul fait avec v.
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Pour les cycliques de première classe, on a, de plus^

2^ a2 — a^ — va1 2 /a2 — a~ \
^ + I = 2 + -——— —————-,—————^== -,——— ——————^ — l ) > 0 ,

^—i ai v 2 — ï \ a\ )

puisque v et ^—— sont tous deux supérieurs à i. Les carrés e^ et e'^- des
excentricités des deux. cycliques vérifient donc les inégalités — \<^efï<^ i<^^2 ,
c'est-à-dire \e'^\ <^ i <^//2. On peut donc énoncer un théorème dont la similitude
avec celui concernant les coniques homofocales à centre est bien remarquable.

THÉORÈME. — Les deux quartiques homofocales de première classe qui passent
par un point du plan sont Vune de genre elliptique et f autre de genre hyper-
bolique.

CHAPITRE IV.

POLES ET POLAIRES. DIAMÈTRES. TANGENTES.

10. Soit (PP') un bipoint du champ cocyclique de base réelle OD, qu'on peut
supposer rectiligne, et de coordonnées (^ =b ^4) par rapport à un tétracycle ï
dont le cercle co^ est co. Soit d'autre part une cyclique Q du champ, dont l'équa-
tion en x^ x^, x^ est

( ï ) ./(-^i. ^2, ^s) ̂  V q^ï^h^0'
f,k=l

La définition de la polaire de (PP') par rapport a Q est calquée sur la théorie
des coniques, et cette polaire est un cercle du champ ( ' ) . Soit (MM') un bipoint
variable de coordonnées Çxj, ±x,,\ Le cercle PP'MIVF a Inéquation

Xi X, X,
li ^ ^ ^=o,
ÛC \ 3C<^ ^?i

où les Xi sont les coordonnées du bipoint courant, ce qui donne la représen-
tation paramétrique
(2) Xj-=z ^/4- ^ X j . (,/--==i, 2, 3).

'y

D'ailleurs l'identité ^—'====1 entre les coordonnées d'un point et les rayons
des cercles du tétracycle, où p,,=oo, donne ici

V7^7 =\;^/ =z\'xl- ===!^ p/ ~~^ p/ ~^ p7 ~~ '

( 1 ) Loc. cit., p. 29.
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donc ^ -h ^ == i, ce qui fournit les équations paramétriques définitives

(Y) X;=:p.^-}-(i — ^').r/ ( j = = î , 2. 3).

Ce cercle rencontre Q aux bipoints déterminés par

où X = - — i, c'est-à-dire

(3) /Oi, .2, 1-0 + A^//^.+ A2/^, ̂  ̂ ) = o.

Par définition, ces deux bipoints de rencontre sont conjugués harmoniques
par rapport à (PP^), (MAf) si les cercles d'un faisceau, passant par ces quatre
bipoints, forment dans le même ordre une division harmonique ( ' ). Considérons
par exemple les cercles du faisceau défini par co^ et c^,; leur équation est de la
forme X ^ — (7X0=0, et le paramètre a de celui qui passe par le bipoint^a') est

— ^1'4" ( I — f^)^ __ Si-4- ̂ 'i
. ^ 2 + ( l — — p - ) ^ 2 £2+^2 ?

la conjugaison harmonique des valeurs de a relatives aux quatre cercles équi-
vaut donc à celle des valeurs de X, c'est-à-dire (o, oo, A\ A / / )=—i , où X^ \"
sont les racines de (3), ou enfin X^y/^o. La condition de conjugaison de
deux bipoints (PP^, (MM') par rapport Q s'exprime donc par

(4)- ^/A-o,

sans distinction analytique avec la théorie des coniques. Le même raisonnement
peut être fait avec les expressions (2), de sorte que (4) est indépendant de la
forme de co., ( il suffît de faire \= ^\-

\ V - )
La polaire de (PP^) par rapport à Q est le cercle du champ d'équation (4), où

les Xj sont variables. En particulier, la polaire du bifover (AA7) de la cyclique
[(i) ; l ir)est

Ci a^ x^ + q^_ Oo x^ == o,

ou, d'après [(10); ïïï],
YI^I + ^^œ^~= o.

C'est donc la directrice y, comme il était d'ailleurs à prévoir puisqu'elle passe
par les bipoints de contact de Qavec les cercles tangents issus de (AA^. Comme
pour les coniques, la polaire (V un bi foyer est la directrice associée.

Observons également que la polaire du bipoint (CC^ situé à l'intersection des
deux axes anallagmatiques oj,, (03, dont les coordonnées sont donc telles

( 1 ) Loc. cit., p. 27.
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que ^ == ̂  == o, est l'axe de symétrie coo. ( CC') s'appellera un bicentre anallag-
matique de Q.

Il est clair qu'on dédu i t de (4) l 'équation tangentielle de Q et la théorie des
cercles du champ conjugués par rapport à Q avec les mêmes résultats analy-
tiques que pour les coniques. En particulier, avec la forme réduite |(i); III j ,
la condition pour que le cercle ÏJ\jXj-=- o soit tangent est

(s) 2'lh-
et la condition de conjugaison de deux cercles du champ, de coordonnées (X/),
(^-) est

(6) V^^o.
^ ^//

11. Nous avons appelé bicentre allagmatique d 'une cyclique Q l'intersection
de deux cercles directeurs, car une transposition, ou symétrie anallagmatique,
autour d'un tel bipoint, conserve Q. Réciproquement, tout bicentre anallagma-
tique est l'intersection de deux cercles directeurs, de même que tout centre de
symétrie d'une conique est l 'intersection de deux axes de symétries. Considé-
rons en effet la cyclique générale (i), admettantpourbicentre l 'intersection des
deux cercles coi, 0)3 du tétracycle de référence. La transposition autour de ce
bipoint est le produit des inversions par rapport aux deux cercles orthogo-
naux co^, 003, et se traduit par les transformations

Xi == — x^, Xs == x^_, X." -==. — x^, X,i, == Xi,,

en coordonnées homogènes; l 'invariance de Inéquation (i) s^exprime donc par
la parité de la forme quadratique /Ï-T(, ^'_,, .z^) en .z^, et l'équation de la
cyclique Q est de la forme

q^x\-\- q^T\ 4- ^33^.1 + 2^i3^i^== o.

Le changement des cercles de coordonnées co^, (03 du tétracycle produit une
transformation orthogonale des seules coordonnées x^ ^3, ce qui permet
d'annuler le coefficient q , 3 , et de mettre l'équation de Q sous la forme réduite
[(i); III]; les nouveaux cercles de coordonnées ainsi obtenus sont des cercles
directeurs de Q, ce qui démontre notre proposition.

Dans un champ cocyclique lobatchewskien, une cyclique Q de première
classe a toujours un bicentre anallagmatique réel, et un seul qui est l'intersec-
tion des deux cercles directeurs réels de Q, autres que le cercle de base du
champ. Pour une cyclique de deuxième classe, seule l'intersection des deux
cercles directeurs imaginaires conjugués pourrait être réelle, mais ce n^est
pas le cas, comme il est évident sur le tétracycle T^ de deuxième classe; ce
résultat justifie le qualificatif de parabolique pour le genre de ces cycliques.
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12. Diamètres conjugues. — Pour demeurer dans le domaine réel, considérons
une cyclique Q de première classe, rapportée à ses axes. Son bicentre anallag-
matique (CC7) est le bipoint d'intersection des cercles 0)1, 003, et a les coordon-
nées (o, p2 , o, ± ^2), où ?2 est le rayon imaginaire pur du cercle 002. Nous
appelons diamètres de Q les cercles du champ qui passent par (CC7). L'équation
d'un diamètre est de la forme A^ + À;;.y:(== o avec, par exemple, ^-^-'}^==: i,
ce qui permet de l'écrire
( 7 ) x^ sin 0 + x^ cos 0 == o ;

6 représente d'ailleurs l'angle de ce diamètre avec 003. D'après (6), la condition
pour que deux diamètres correspondant à 9, 9' soient conjugués est

,.,, sin 6 sin 6' cos 6 cos 6/

(8) —————+——————=o.
Ci q^

D'autre part, les bipoints (MM7), où (7) rencontre Q, sont donnés par

cos 6 sinO x^ ( x\ x^\ i /cos 6 s in6\
' 1 — - // ? ' ° ~ ~ U ? O, """" \p i 0?J ~~ f/\ ?! P?, /

où les pi sont les rayons des cercles oo,(p^=oo), et où u vérifie l'équation

V/ ^ I / - )A - O A X ^"P 2 / sln^ COSO\ ' 2

2-' q,.T-^ —{q^ cos2^ + ^3 sm2^)) + —— u -+- —— — —— == o,/ /- M2 \ p.- p,, /

c'est-à-dire
/ sinO cos6 \ 2 û'i cos2 0 4- q-, sin2 0

do) u + —— — —— + ï-——————x::——— -===. o.\ P;! pi 7 ^p,
La distance r==[(CG /)(MM /)] est donnée par [(8); I], donc telle que

,^ ^^XÏ-^'vï^ ^-+-^ ^_____^_____^
— ^"^ ^'f + x^ + ^^ yi cos2 0 — q-^ sin2 0 — q^

r'2 est une fonction homographique detang^, tandis que la condition de
conjugaison (8) est involutive entre tang^ et tang^. On peut donc énoncer le

THÉORÈME. — Les carrés des distances anallagmatiques du bicentre d'une
cyclique de première classe aux extrémités de deux diamètres conjugués sont liés
iwolutivemenï.

C'est l 'équivalent du premier théorème d'Appolonius pour les coniques à
centre. Si r, r ' désignent ces deux distances, Félimination de 9 et 9^ entre (8)
et les deux expressions (n) de r^ et r^ donne immédiatement, après division
par^C^i —ç'Oq111 ne peut être nul pour une vraie cyclique, la relation involutive
annoncée

(12) | 2 Ç i ^ 3 — ^ 2 ( ^ i + <73)]r2r'24- [^1^3— ^2(^1+^3)] (^-t- r ' 2 ) — q^{q^-{- ̂ ) = o.
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13. La discussion de la forme de Q par celle de la réalité des extrémités du
diamètre courant justifie encore la classification que nous avons adoptée pour
les cycliques de première classe. Nous allons voir en effet que les cycliques de
première classe qui sont coupées par tous leurs diamètres sont les cycliques
elliptiques.

Pour que le b ipoint (^MM7) défini par (9) soit réel, il faut et il suffit que ̂ ,

x.^ x^ soient réels, c^est-à-dire que u soit réel et que œ\^-x\-\-a^= \ -\-xt
soit négatif ou nul . p ^ étant négatif, la première condition s'écrit, d'après (10),

71 ces2 0 — ^sin^O^o;
q- q-i

la deuxième condition est
, ( l \ cos'-^O 4- <7-i sin'^O

1 4- l^X-, == 1 — -———————————————— ^- 0,
q-i ~~

ce qui donne la seule inégalité

( i3) ^cos2^ ^ s m ^ O ^ i ./ . <7-2 q. ~

Lorsque 6 croit de o à l-^ le premier membre varie monotonement de <h à ^?

où 71 -=•- ^ —ï- ^> i en vertu de | (4); III |. Les diamètres voisins du diamètre
^.2 ^k^\——\ 1 \ / J

focal co;>. (ou axe focal de Q) coupent toujours Q, et l'on voit que tous les

diamètres sont effectivement sécants pourvu que ql soit lui-même ^i. En
posant comme plus haut v= ^/P+i, cette condition s'écrit, grâce à [(4); III]
et [(5); III],

y:i — q-i ^______2^______^_^
<7s ~ (^ + i)«î4- (^ — i)a^— ?

OU
( ̂  4- ï ) a] 4- ( ^ — ï ) en == 2 u\ — ( v — ï ) a[ < o,

c'est-à-dire
la'

( i ' l ) v > i + -——•
. a,

Pour le paramètre k^ ceci donne l'inégalité

, — La' d\
^> ————•a\

D'autre part, le carré de l'excentricité est

o__ < / i + ^ 2 _ _ ^ 2 ^ [ ( ^ + i ) a î 4 - ( ^ — i ) a ^ _^a[ ( I , I \ v — 1
o~ —— 1 — ——————— —— L —[— — — ' — — — — ~ " — ~ " — — ~ ~ ~ — — — —— 2i .» 1 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ' ï ~~~~~~~~ *

q:] (^ — i.)^t a\ \^— ï v 4- ï / v 4- ï
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Dans l'intervalle de variation ( i , oo) de v, ^2 est donc une fonction décroissante,
variant de l 'infini à — i, prenant la valeur i pour v= i+ —|^; l'inégalité (i4)a^équivaut donc à la condition — i <^ c^<^ i, ce qui démontre notre proposition.

Pour une cyclique hyperbolique, (MM') cesse d'être réel lorsque (i3) fait
place à l 'inégalité contraire, c^est-à-dire

tang-^ > tang^0i:= </1 ~ qï

^2--^
c'est-à-dire

2^'f — ( V -— l)^/;
taDg20> tang^Oi^

( ^ — i ) ( a ï + a t )

Les diamètres conjugués doubles sont définis par
, „ <i \ 2 ( t 2 — ( ^ — i ) a'i

tang2 0 == tang2 O-, •==. — ' ==: ——}-—-————i,
9 ' (v-- i )^

de sorte que 61 <^0j, pour les valeurs aiguës et positives de 6. 6^ désignant l'homo-
logue de 9 i , on peut résumer ces résultats dans le tableau suivant :

A 7f ^ ^ ^ ^ ^ 7f T:0 o - ( r ) / Oi / ( / ' ) -- 8., - / ( / ) / 0 , - d } / -

v ( / ' ) \ 0. \ ( / ' \ 0-> v ( / ) \ 0) > ( r ) x o
2 \ ' \l ^ \ \ ' • ^ "X \

où l'on a indiqué par les lettres (/*) et (/) la nature réelle ou imaginaire de
l'intersection de Q par le diamètre correspondant. Comme pour une hyperbole.
on voit que deux diamètres conjugués ne coupent jamais tous deux la cyclique;
par contre, il existe un secteur diamétral (6i<^6<^), dans lequel les diamètres
sont deux à deux conjugués, et qui ne contient aucun point de Q; la cyclique
est tout entière dans le secteur — 9 , < ^ 9 < ^ 6 , . Les diamètres 6 = = ± 9 i sont
tels que ^==00, ou ^==o; ce sont donc les diamètres qui passent par les points
où co^ rencontre Q, qu'on peut appeler les asymptotes de Q. Ils sont d'ailleurs
tangents à Q; en effet, la discussion qui précède montre que la cyclique est
constituée par deux ovales intérieurs l'un à l'autre, et ne peut donc rencontrer
qu'à angle droit son axe de symétrie^, . La vérification parle calcul est d'ailleurs
aisée. Par contre, les cycliques elliptiques sont formées de deux ovales situés
de part et d'autre de (JD, , et entourent chacun l 'un des points du bicentre (CC).

Les diamètres doubles 9 =±9^ ne sont réels que pour une cyclique hyperbo-
lique, mais ils ne la rencontrent pas.

14. Reconsidérons l'expression (n). Pour deux diamètres orthogonaux,
d'arguments 6 et 6 '=9-f--» les distances r, r ' correspondantes vérifient
l'égalité
/ ^ ' l ^i+ ^ n — 2^2(i5) ^ -4- y., == -———-—————- =:const.^

î ~ J ' ~ d r>
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c'est l'équivalent du théorème d'Euler relatif aux coniques à centre. En parti-
culier, cette somme vaut 4, -+- ^ » où i\ est la distance de (CC^) aux extrémités
du diamètre focal co,., et /.^ la distance aux extrémités du diamètre non focal (Oi;
on a donc

r2 == (h == V ^ ^ 1 — 1

' y. — </2 2(16)
^ _ </2 _ (y/À-'2 + i + i)^+ (y^-hi — i)a^
2~ 7-.— ^2 "" . •2^J

On constate que, comme pour les coniques, la distance du bicentre aux extré-
mités de Faxe focal ne dépend que du rayon k des bicercles directeurs et non des
foyers eux-niémes.

Il existe une relation simple entre /^, •/•: et le carré de la distance focale

\{œ)(^')}^\sœ){^)\^f.

En effet, le troisième membre de (i i), où x^= a^ donne

y2———.' a: 4- a:^

donc

par suite,

,+y.=_i_;u a\ -+- aiJ

\J k2 -4-1+1 i / • î -4- ir^l=z—^—-F^^TT.
ou
( 17 ) • /^i-i^'

A l'aide de ces trois distances, les coefficients de l'équation réduite sont
égaux à

-q—^ ={r\ 4- i )/•:; , -^—=zr]r^ q— == (r.2 -h i)/^,
4a.] 4^2 4^2

ou, après division par/^/•;(^+i) , à
i i r ' i -4- i ï

r ' [ ' / - ï + i ' i ^ { r ] - ^ î ) ~ r ' ] — / 2

On peut ainsi donner à l'équation réduite de Q la forme remarquable

( 18 ) •^.4-____+__L^o;/ r\ / " f — f 2 r.f + r

"î et "Al et 3 sont les distances du bipoint courant aux axes non focal et focal, etœ,, x ' , r ?œ,, x

les dénominateurs correspondants sont les mêmes que dans Inéquation d'une
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conique à centre. En fonction des coefficients de l'équation

x\ x:, x~.
A ^ - B - ^ - C " 0 '

on a toujours

'^B^A' ^H—^ '-Î-^ÏTÎ-A' ^B^C-

Pour une cyclique de première classe, (16) montre que /•; est positif, tandis
que ̂  —/2 est du signe de y '~ ' y l , donc de i — c2. Par suite les trois coefficients

de l'équation réduite d'une cyclique de première classe sont, ou non, de même
signe, suivant qu'elle est elliptique ou hyperbolique ; il équivaut de dire, comme
pour les coniques à centre, que /•'; est supérieur ou non à/2.

15. Les relations métriques entre les foyers et les tangentes d'une conique
ont leur équivalent pour les cycliques, et l'on a le

THÉORÈME. — Le produit des distances des deux bifuyers (AA'L (BB') au cercle
du champ tangent à la cyclique Q est constant.

Nous en donnerons une démonstration géométrique plus loin; en voici une
démonstration analytique. Q étant rapportée à ses axes, sous la forme|(i); III],
avec les expressions [(4); III] des coefficients, les tangentes à Q sont les cercles
À du champ (Xy, o) vérifiant l'équation tangentielle (5). Compte tenu
de 2^=1, la relation entre Ai et As est

/.i^--1-)-^-1----1-^-1-^,
Wi y.-./ \q-2 q:;l q:,

OU

<lî ( yi — Vs ) /•; 4- yi ( y,. — y:, ) /,:; = r/i y,,

ou enfin, grâce à [(4); III] et [(5); 1H],

(19) «.; A; - ̂  A; = (v^TT+i^+Cv/^ri-i)^ _
2

D'autre part [(4); 11 donne

[(AA^Àj^^l—^l}!,a^.

^pp^p.- (^i^4-^^)2 ̂  (a^—a^Y
^ ai •

On peut écrire

[ (AA^ÀJ [(BB^À] == ̂ "^^S
^4
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où le second membre est réel en même temps que \ et (BB7), mais en outre
positif ou négatif suivant que les deux bifoyers sont, ou non, du même côté du
cercle; cette expression est imaginaire pure lorsque X est réel et (BB^ imagi-
naire. Enfin, (19) entraîne notre proposition, avec l'expression du produit

(.0) [(AA^^KBB-)/.]^^^1^74-1^^^^"^"0^.
—20,

A l'aide de (16) et (17), le second membre s'écrit encore

^i=^+I)/•:—^
d'où la formule, remarquable par sa similitude avec celle des coniques,
(21) [(AA^^BB-)/.]^-^.

Réciproquement, F enveloppe des cercles du champ ^ dont le produit des distances
à deux hipoints (AA'), (BB^) est constant, est une cyclique de bifoyers (AA^,
(BB^). Soit I.'\jXj= o le cercle variable A tel que

[ (AA')À] [(BB^À] == const. =p.

Cette condition se traduit, entre les coefficients, par la relation

a\ /.^ — a2, ?.l -r- pd\ == o,

ou, sous forme homogène, puisque ̂  XJ = i,

{pa\ + a\ ) )q + (p^t — ^ï ) /^ + pu\ 7.^ == o.

Le bipoint caractéristique est défini par

•3l ^'2 ^n,

{pa\ -\- a\) /.i {paî — ̂  ) /.2 pa[ />.-;

d'où résulte immédiatement l'équation de l'enveloppe

pa^ + a\ pa^ — a:, pa\

CHAPITRE V.

NOTES COMPLÉMENTAIRES.

16. Afin de permettre de mieux suivre quelques démonstrations et précisions
complémentaires, il me paraît utile de signaler ici quelques faits géométriques
essentiels ressortissant à la géométrie classique non euclidienne, et qui ne
prétendent pas à la nouveauté. Considérons tout d'abord l 'intersection d'une
cyclique Q avec un cercle À du champ. Celle-ci est définie par un bifoyer

Ann. Éc. Norm., (3), LXII. — FASG. /!. 53
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réel (AA') et le bicercle directeur réel (??') ayant pour bicentre l'autre
bitoyer (BB'), qui est réel ou non. On précise au besoin le cercle ? qui corres-
pond au point A pour que la définition de Q soit complète. Les bipoints d'inter-
section (MM') de Q et X sont les bicentres de bicercles (u.p/) passant par (AA')
et tangents à (??'). Cela revient à chercher les cercles y. qui passent par A
ainsi que par le symétrique (inverse) A, de A par rapport à X, et qui sont tan-
gents à p. C'est une construction élémentaire, qui donne deux cercles y., donc
deux bipoints (MM'), réels ou imaginaires. Ce bipoint est réel pourvu que le
cercle ;x correspondant ne coupe pas la base co, réelle, du champ. Le cercle X est
tangent pourvu que A^ soit sur ?, d'ou la construction de Q par points et tan-
gentes :A, étant le point courant de ?, soit y. le cercle passantparA et tangent
à ? en Ai; son bicentre (MM') est sur Q, et le cercle X du champ, médiateur
de (AAi), (A'A^) est la tangente à Q en (MM'). Le cercle (MM'AïA.) est ortho-
gonal à ( '̂) en (A^A',), donc à (R?'); il passe donc en (BB'); il est d'autre part
symétrique de (MM'AA') par rapport à A. Donc. la tangente à la cyclique Q au
bipoint (MM') bissecte l'angle formé par les deux cercles qui joignent ce bipoint
aux- deux bifoyers.

Lorsque Q est de première classe, on peut distinguer les deux cercles
bissecteurs du triangle circulaire AMB; le bissecteur intérieur coupant l'arc de
cercle AB situé d'un même côté de <o, et le bissecteur extérieur ne le traversant
pas. L'un est tangent à la cyclique elliptique de bifoyers (AA'), (BB'), qui passe
par (MM'); l'autre à la cyclique hyperbolique. Nous allons voir que, comme
pour les coniques, la tangente a une cyclique Q de première classe bissecte exté-
rieurement ou intérieurement lé triangle circulaire AMB suivant que Q est ellip-
tique ou hyperbolique. Q étant rapportée à ses axes et représentée par l'équa-
tion [(i); III], le cercle A(A,, o) coupe le cercle (AA'BB'), qui est l'axe ^3, au
bipoint (TT) de coordonnées (x,, x^,, o, ± x,.) défini par

Aï .ri+ ̂ x^-= o,
donc par-

•]-;_ —Xi

où u est essentiellement réel. D'autre part, l'élimination de A, entre f(5); IV [
et S'A?== i donne

îi-î^îir^^
^i q-L ~

(TF) est défini par

îl^^^lJ^_,__L<.,y' '/« M2

GracejiJ(4); IIIJ et [\ 3); III], il résulte de là que a^x\- a\x[ est du signe de
(v^-^+O^+Cv^+i^^donc du signe de <^+ a,. Mais q, est négatif,



PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES ANALLAGMATIQUES DES CYCLIQUES. 4l5

donc, compte tenu de [(9); III], ceci équivaut enfin à

( 3 ) a^œ^ — a\ œ^ ds d e1 — i.

Pour le point C du bicentre (CC/), qui est situé sur le côté AB du triangle AMB,
x^=o et le premier membre de (2) es t^>o; il ne s'annule que lorsque le
point T traverse A ou B, donc le bissecteur intérieur correspond a u n e cyclique
pour laquelle e2 ̂ > i, et l'autre à la cyclique pour laquelle e^ <^ i. On sait (§ 9)
que les cycliques de première classe correspondantes sont les cycliques hyper-
boliques et elliptiques, ce q u i démontre notre proposition.

17. La même démonstration que pour les coniques, faisant intervenir les
bipoints conjugués, montre que si un cercle du champ rencontre Q en (MM7),
(NIV) et la directrice y, associée au bifoyer (AA7), au bipoint (JJ7), le cercle
(AA'J.T) bissecte les deux cercles qui joignent (AA/) à (MM7) et (NN7). De
même, un ra isonnement simple fondé sur Finvolution permet de démontrer
que siCMi M^) et (Ma M^) sont les bipoints de contact des deux tangentes à Q menées
par un bipoint (PP7)^ ces deux tangentes soîît vues d'un bifoyer sous le même
angle et sont également inclinées sur les cercles qui joignent (PP7) aux deux
bifoyers. En supposant que Q est de première classe, voici une démonstration
plus élémentaire de ce double théorème, fondée sur l'inversion. Dans la figure
transformée par une inversion de pôle P\ (PP^AAQ, (PP^B7), (PP^M7,)
et (PP^LM7,) sont quatre rayons de la base (o du champ, centrée en P, et tous

Fig. i.

ces bipoints sont formés par deux points inverses par rapport a co. Sur la figure
ci-dessus, sont seuls représentés les points intérieurs à œ ; par exemple, (M/M;)
(i=ï, 2) est le bicentre d'un bicercle (a^.)dont seul a, est tracé, lequel passe
par A et touche le cercle directeur ^, de bicentre (BB7), au point A/symétr ique
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de A par rapport à la droite PM,M;. Le cercle (BB'M.M;), qui joint les bicentres
de(BB ) et (^;), passe par (A,A;). D'autre part, PM, et PM, sont deux média-
trices des côtés du triangle AA,A,, donc PAi=PA,, de sorte que PB,
médiatrice de A^A,, est axe de symétrie de (BB'MiM',) et (BB'M,M',). C'est
la première partie de la proposition. Enfin, entre les angles orientés, on a

APB:=^(APAi+ÀPAO^APM\+ÂPM, (modî:),
donc

,-.'APMt+BP]VL=mull .7-

ce qui démontre la deuxième partie.

18. Terminons par une démonstration géométrique de la constance du pro-
duit des distances de (AA7) et (BB') à la tangente de Q. A désigne toujours un
cercle tangent à Q, et A. la symétrique de A par rapport à A, situé sur le cercle
directeur (3. Les distances [(AAQX] et^B^A) se conservent dans une inver-
sion ayant pour pôle l'un des points où X rencontre la base co du champ. On
obtient la figure 2, où co et A sont deux droites orthogonales.

La formule [(2); IJ nous donne ici

[ (AAQ/Jr^a AH AA,
AA' AA'

donc
l (BB')ÀJ=2J^,

f ( A A ' ) À ] [(BB')/.1 = ^i^A+KA,J AA'.BB'
A A i ( K A 4 - K A , ) _ KA' — KA^

AA'.BB'

Si 0 désigne le centre de ,3, ce produite vaut encore

7'== OA'-QA; _SsA_
AA'.BB' — AA'.BB''
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D'autre part, la distance anallagmatique du point A au cercle ^ vaut (^ )

(AS)- ^A - ^A
v r / — diam.P ~ Â-.BB /

diaprés [(4); 11^ donc
_ , A _ ( 3 __ À- A^

p~ JX'~~^ A~w1

Ce dernier rapport est un invariant anallagmatique (2), donc cette expression
vaut pour la figure initiale, ce qui démontre quejo ne dépend pas de A. On voit
en même temps que ce produit constant est égal à

__ k À(3 _ Â - Ba
1 2 AÛL) 2 BÛL»'

où a est le cercle directeur de bicentre (AA^). On vérifie aisément la coïnci-
dence de cette valeur avec [(20); YV].

(1) Loc. en., p. 2.
(2 ) Loc. cit., p. 3.


