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SUR

LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ZÉROS
D E

CERTAINES F O N C T I O N S ^APPROXIMATION

PAR M. SHAFIK DOSS.

INTRODUCTION.

Soient les fonctions /,i(^), holomorphes dans la région R et convergeant
uniformément dans R vers la fonction /(^), nécessairement continue dans R
et holomorphe à l'intérieur de R.

D'après un théorème de Hurwitz ( A ) , sifÇz) est différent de zéro sur la fron-
tière de R, le nombre des zéros de fnÇz) qui sont intérieurs à R est pour n suffi-
samment grand, exactement égal au nombre des zéros de fÇz) intérieurs à R ; les
zéros étant comptés avec leurs ordres de multiplicité.

En particulier, si f(z) a, au point Ç intérieur à R, un zéro d'ordre de multipli-
cité k^^i y pour n assez grand, fn(z) aura, dans tout voisinage de Çqui ne contient
aucun zéro de /(^) différent de ^ exactement k zéros. Si Von ordonne les zéros
^(i=î, 2, . . .) de/^(^) suivant les valeurs croissantes de \^ni—^l? ^es k zéros
^•(i ̂  i^- k) tendront vers ^ quand n croît indéfiniment.

L'objet du présent travail est l'étude du comportement asymptotique de
C/M— S pour quelques classes de fonctions /(^) et quelques classes de fonctions
d'approximation associées, //i(^). Les notations ci-dessus seront conservées
dans la suite.

( [) A. HUKWITZ, Ueber die Nullstellen der BesseFschen Function (Math. Ânnalen^ 33, lî
p. 246 et suiv.).
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Les premiers résultats sur ce sujet paraissent avoir été obtenus en içSo par
M. Fekete, dans ses leçons de l'Université Hébraïque de Jérusalem (1). Il nous
communiqua quelques-uns de ses résultats en jui l le t iQ43 et nous proposa
l'étude de cette question.

f(z) désignera dans les Chapitres I, II, III et V la série entière Vâ^\ Les
v==o

formules (i), (3), (4^)? (4^)? (5) et (6) sont dues à M. Fekete. Elles sont
inédites et nous furent communiquées sans démonstrations.

Voici un résumé du présent travail :

Dans le Chapitre I, nous considérons une série entière/(^) dont le rayon
de convergence est p(o <^ p <^ oo ) et ses sommes partielles/,,(^). Nous démon-
trons la formule suivante :

(1) Ïim I^.-^^-H (i^^).
/^>=c P

Nous examinons ensuite le cas où p est infini; et la série entière représente
une fonction entière d'ordre f ini r et nous complétons le résultat (i) par le
suivant :

k 1

( 2 ) Ïim ^.-çF^:^"- (i^'f=^) ( 2 ) .
7t^> 30n>

Dans le Chapitre II, nous considérons une série entière dont le rayon de
convergence est p ( o < ^ p ^ o o ) et les Moyennes de Cesàro f^\z) d'ordre
entier r^i qui lui sont associées. Nous démontrons le résu-ltat suivant :

Si r^/i-, on a

(3) } ï m n ( ï - ^
n > ao \ Cm /

•-^i (l^^^

où a, désigne l'un des zéros [tous réels et positifs (3) et ordonnés suivant
leurs modules croissants] du polynôme

L,.(.)=2(-i)^)(;>'.-.
S=0

( 1 ) II avait déjà obtenu, en 1913, dans certains cas particuliers, des résultats d'un caractère topo-
logique pour la distribution des ^ni dans le voisinage de Ç. Cf. C. /?. Ac. Se., t. 157, octobre 1913
et t. 158, mai 1914-

( 2 ) On observera que les formules (i) et (2) donnent théoriquement un moyen d'évaluer le rayon
de convergence d'une série entière ou l'ordre d'une fonction entière.

( 3) Ces propriétés des a, ont permis à M. Fekete de compléter un résultat obtenu antérieurement
dans le cas ou Ç et les a^ sont réels, voir la Remarque à la fin du Chapitre II.
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Si \^r^Ji—i, on a
/ Y \

( 4 ^ ) \\mn i — ^- ==o ( i ^ i ^ k — r ) ,
il > ̂  \ Cm /

/ t \
( 4 ^ ) \\mn i — — — — — = a y (i^./^),

/ î>3o \ ^n,k—r+j/

où ocy désigne ley10"10 7.éro du polynôme

L.,,.)=2(-)-(;) (;>"•-

Le premier groupe de zéros [qui vérifie (4^)] satisfait à la loi plus précise

(5) lim | Ç,«- Ç |^~= î - (i ̂  î^^ - /•),
7l >c^ ?

q u i peut être considérée comme une généralisation de (i).
Nous avons de plus déduit des résultats de M. Fekete le degré ^approxima-

tion par les Moyennes de Cesàro en un point intérieur au cercle de convergence.

Dans le Chapitre III, nous considérons les polynômes de Jensen

jn(f)==a^-a,z-{-a,z2(ï- ^)-^-a,z^ï- ^)(1- ̂  ) + • • •

/ i \ / 2 \ / n— i \+ an^ i — - i — - . . . i — ———
\ ^ 7 \ n ) \ n 1

associés par M. Fekete ( ' ) à la série entière /(^) dont le rayon de convergence
est positif et nous démontrons le résultat suivant :

(6) l im^f^ ' - i^=a, (i^<^),
n^w \ Ç /

où a^ désigne le ^ème zéro du polynôme d'Hermite de degré k ( 2 ) .

Dans le Chapitre IV, nous associons, suivant un procédé de M. Fekete, à toute
suite ç/i(^) de fonct ions holomorphes convergeant uniformément vers ç(^)
dans un domaine ((33), une autre suite 9^(^) que nous appellerons suite de
Fekete d'ordre /^i.

La relation entre ç^(^) et 9/î(^) est la même que la relation
-M+r-t-l ///• ( /' ( r- \ \

f [ r \ ( ^ \ ——(_ r\r ______ a U7^-) (J n ^)~^ l ) / / z - t - r \ ^ dz7^ ^+1 (

(1) M. FEKETE, C. R. Acad. Se., t. 158, p. r2ô6; JENSEN, Âcta Math., t. 36, p. i84.
(2) M. Fekete a pu, grâce à sa formule (6), compléter un résultat obtenu antérieurement dans le

cas où Ç et les <^ sont réels; voir la Remarque à la fin du Chapitre III.
Ann. Éc. Norm.^ (3), LXIV. — FASC. 2. 19
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qui lie les moyennes de Cesàro/^)(/^i) aux sommes partielles/,^) d'une
série entière/(^).

Les y^(^) tendent uniformément vers ç(^) dans (d3). Nous démontrons que
si le degré d'approximation de yj^) vers ç(^) est oi-^Y les lois asympto-

tiques (3), (4 a) et (4 6) restent vraies pour les suites de Fekete associées à la
suite y^O).

Dans le Chapitre V, nous considérons les Moyennes de Hôlder h^ d'ordre
entier/^ 2, associées à une série entière/(^) dont le rayon de convergence
est positif.

Ici, on doit d i s t inguer entre les zéros simples et les zéros multiples def(z).
Pour un zéro simple ̂  o, le zéro ̂  de h^ satisfait à la loi

^ ^ - i ) I ^ \ ^
/^(log/z)^ \^ ) ~ - 1 '

Pour un zéro ̂  o, d'ordre de multiplicité Z:^ 2, on a la loi
i

T ( (r — 2 ) \ n )^ /?,„ \
^{(.-.)i(i^y-i ( f -1)— (I^^^

où a, désigne l'un des zéros du binôme

^(p(0+(-i)^——(^cp(Ç),

avec
f(z) =(z- ̂ )^(z) == (z - ̂  io)cp(^),

(^cp(^)= f '^^(^^ (5^i).
^0

Les zéros a/: étant ordonnés suivant les valeurs croissantes de leurs
arguments, les Ç^ seront ordonnés suivant les valeurs croissantes de
arg^-^ {i^i^k\ (à l'exception possible de ̂  quand o^ > o).

Nous avons obtenu, à la fin de ce Chapitre, le degré d'approximation par les
Moyennes de Hôlder en un point intérieur au cercle de convergence def(z\

Dans le Chapitre VI, nous considérons une classe de polynômes f^z) conver-
geant maximalement, au sens de Walsh ( ^ ) , vers la fonction f{z\ holomorphe
dans l 'ensemble fermé et borné C dont le complémentaire est connexe et
régulier (2).

(1) J. L. WALSH, Interpolation and Approximation by ratio nal fonctions in thé complex domain •
New-York, 1935, p. 80. 1 '

( 2 ) WALSH, loc. cit. p. 65 et suiv.
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Désignant par w = y(^) la fonction qui représente conformément le complé-
mentaire de C sur l'extérieur du cercle | w \ ̂  i ; par CR la courbe [ y(^) [ = R ^> i ;
par o, la borne supérieure, nécessairement ^>i, des valeurs de R pour
lesquelles f ( z ) est holomorphe à l'intérieur de C^, nous démontrons la loi
asymptotique

lini l^-^l^l90^ (ï^i^k),
71^^ 9

où t, intér ieur à Cp, n'appartient pas à C.

Enfin , dans le Chapitre Vil et dernier, nous étudions un problème inverse.
Étant donnée la loi asymptotique à laquelle obéissent les Ç,», en déduire des
renseignements sur l'ordre d'approximation de/(^) par/^(^).

C'est pour moi un agréable devoir d'exprimer ici ma reconnaissance à
M. Fekete, Recteur de l'Université Hébraïque de Jérusalem, qui m'a indiqué le
sujet de ce mémoire et a bien voulu diriger mon travail.

CHAPITRE I.

SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ZÉROS DES SOMMES PARTIELLES

D'UNE SÉRIE ENTIÈRE.

Soit

/(.3)=^a,^

une série entière dont le rayon de convergence est p(o <^ p <^ oo ) et Ç ̂  o, un
zéro de f{z) d'ordre de multiplicité k, intérieur au cercle de convergence.

Désignons par ̂  les zéros de
n

- /„(;-) =^ a. s\
'/ == 0

Nous nous proposons d'établir la formule

l imI^—Çr^—— (i^^)-
//-^ x l

Posons

avec
c^-'i(s) = {s -ç)r1^) (i^^)

<fW(z)=f(z),

cp^)=^(3y'a" (i^s^k).
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Posons aussi

•^(z)=^^^ (i^^/f).

Les séries ^ ( z " ) ont un rayon de convergence égal à p et y^^W o.
On obtient immédiatement par identification

^-l}^)=(z-^)^{z)-z^^ (i^s^k)

et, par suite,

fn{z) = (Z - Ç)^^-) - Z^y, ̂ (Z - Ç^-l,

(i) (ç/«- çwa-) = ç,y1^ p^(^— ç)^

Or, y^(L-) a pour limite ç^^o car on a

1 ?^(^) - P^-^Ç) 1 ^ 1 pS^C/») - p1^-) + 9'^(^) - 9^(0 |

et le premier module du second membre tend vers zéro en vertu de la conver-
gence uniforme de y^(^)vers y^^), tandis que le second tend vers zéro en
vertu de la continuité de ç^^) et de la convergence de ̂  vers Ç.

On a donc

lim ç,,-Çj^|ç lim V^^-O^
n > °° /î > ao Ad

On doit avoir

lim ^.-Ç ̂ i,
/i>=

car, à partir d 'un certain rang, I Ç ^ — ^ <^ i.
Si'l'on suppose

l im|^ , -Ç ̂ i,
/i>.

comme

lim ||3^r=- (i^^^/O,
/ î ^ o

on aurait

iml (^(Cm- O6-1 ̂  îïm (3^ ^ Imi [ ̂ ,- Ç p" ̂  I-:
/i> /Z>a n^^

et P^^m—^y"1 pourra i t être considéré comme le coefficient du (^-t-i)101110

terme d'une série ent ière dont le rayon de convergence serait^?, et par suite

^^^ni-Wj^cr • Ty—^^n {^ni— ^ )
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serait aussi le coefficient du^+i)1®"16 terme d'âne série entière dont le rayon
de convergence est p i^p et l'on aurait

k
l i m l ^ - a ^ l Ç îïrn V^(^-Ç).-
n >- ao 7l >• va ^——

< I

ce qui est contraire à l'hypothèse.
On doit donc avoir

lim ^ . — Ç l " < i
//. -^ -.

et par suite
1 i m ^^ t V . 'r\S—\. i l ^ l r» ^ o ^ L. \ïïïïi p^ ^ ̂ ju — i, ) <^ — \ 2 ^— «S ^— K j .

La série entière dont le (/i^-i)101110 terme a pour coefficient ^(i^/—O'"1 a
donc, pour ^^2, un rayon de convergence ^> p

De p lus , la série ^.^z" a le rayon de convergence p, de sorte que
k

^^^(C/«—O""1 est le coefficient du (^^-i)'01116 terme d 'une série dont le

rayon de convergence est p.
On a donc

2^--^)

et, par suite,

lim I Ç ^ - Ç I "
// > V.

( i).

(1) Voici une autre démonstralion qui nous a été communiquée par M. Montel.
Soit

f(z) = (z - O^(^) = (z - S) (^o+ b,z -4-. . .+ bnz" +. . . ), ÏÏm i bn l7' = -.

On a,
fn(z) =(Z— Ç) (&o+ &i^ -h . . .4- bnZ'1) — bnZ^,

^n-^Hb,+b,^-^...-+-bnW=bn^+i

et par suite

Ci') (Ç^-0^(^)=^+•'[^.+(Ç.-0(^,4-l+^^^.+...)]
qui remplace notre formule ( i ) .

Or,
M

(p-s)"-^' în |< U+3

et par suite

| b,i+ï 4- bn+^n + . . . | <
1 M

( P — Q " T^T — 2 S '
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La formule
k

(I) (^—^^^(^^^^^^^(^-O5-1,7i ^^; —^ni Z^Vn \^ni-

peut servir à étudier le comportement des zéros ̂  quand, le rayon de conver-
gence de la série /(^) étant infini,/(^) est une fonction entière d'ordre finir.
On sait que (1)

loJ———)
iim ^ ̂ I.
/.>. ^log^ r

OU

Iim | ̂  ^"^r^e r

n^w

/(^) étant d'ordre r, ̂ (z^i^s^k) est aussi d'ordre r, de sorte que
i i

( 2 ) Iim 1(3^ iog^=:e /- ( i^^^Â-) .
7 î^oo

Nous ferons usage du lemme suivant :

Soit
k

^=^^

/•=1

o// k est un nombre fixe, et {[^^ une suite de nombres positif s qui tendent vers
V infini, alors

Iim il,, [^ ̂  max { Iim [ ̂  |^"
// >^ / [n^^

En effet, posons

lÏm 1 ^) ^==:Ty ( l^ /^Â-) ,
7^->- ^

et soitï i , par exemple, tel que T^T/i^y^/r). Étant donné £>o, on peut
trouver N tel que pour n ^> N

i^i^(^+£)^ (i^y^^)

(FOU Pon tire
_ i
Iim [ bn+l+bn+^n -4-. . . 1^ ̂  -I ;

et l^on déduit successivement de la formule ( ï ' )

_ l _ k r
l im|^—S^<i, [\m\'Cn-t\'l= -——-

P

(1) Voir par exemple TITCHMARSH, r//e Theory of F une lions, 2e édition, p. 253, Oxford.
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et par suite,
k

^|^^(Ty+£)^^(Tl+£)^

7=1
l

lim | Un I^^Ti -h £.

Si l'on a Ti ̂ > Ty(2^/^/'),

lim | ̂  1?-"== T.i.
7^^

II n'y a en effet qu'à appliquer le lemme à
/.

p( i ) — „ _ V (//)
» « — "// Z, ^n -

/=2

Nous pouvons maintenant montrer que l'on a

lim [ Ç ^ — Ç ̂ ^^==0 r.
n -^- so

En effet, si Fon suppose

lim Ç^-Ç niosn^^

le lemme appliqué à (i) donnera, en t enan t compte de (2),

lim t.n—t^^^e ' • < i ,
îi^^ '

ce qui est contraire à l'hypothèse.
On a donc

lim I Ç ^ — Ç ^-/^i
?i^ x

et par suite

tandis que

lim |p;f)(Ç,,-Ç).-i n^n^e r ^^s^k)

lim \^\n^H^e r.
/;>.

Appliquant le lemme, on obtient

lim ^,-Ç|^"^=^ /•.
/ i > ^

Remarque. — On peut évidemment appliquer cette méthode au cas d'une
série entière ayant un rayon de convergence fini.
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CHAPITRE II.

ÉTUDE DES MOYENNES DE CESARO D ^ O R D R E ENTIER F ASSOCIÉES

A UNE SÉRIE ENTIÈRE.

Nous ferons usage de la formule suivante, mise en évidence par M. Fekete ( f ).

(i) /^(^^(-ir ^ \fn(^\

' n^-r\ ^ dz^ ^+1 \'

où la /liclllc moyenne de Cesàro/^11^) est définie par

se";:. •).«"
.''"O^——777-.-7Y-———• l''-"-

Conservons les notat ions du Chapitre 1 mais posons, pour simplifier,
^0)=ç^).

Les /^'(^)? qui convergent uniformément vers /(^) dans toute région
intérieure au cercle de convergence def(z) auront exactement k zéros tni qui
tendent vers ^. On a

/,(^)^(.3-ç)^,(^)--^V^)(^- ç).-./ - j ^n \-' — S ^

et, si ̂ ^k,

n+r\^ ^L. .u^(^)t^ -' ^/î+i i/ ' M ^ ^ — ^ - i y 7 ' " " ' 7 r î —( -_^U- Ï ^L
. /y^- ' / '—^ i ) \ ,, J 7 - ^r ) V ^ ^/i+l

/ t^^ ( •--'

^ _ _ y / r \ / / - \ ^ ^ l ^ ^ ( .
r\ . ̂ 1 ^ \ s '• u d:.'-' .s"+' ( '• i ) ' -—

^^ ^ f,,\ (k\^ ^ ,̂  d'-^^(s)^
.+r^.,^V^,,

. ^ 7

ou, en faisant encore usage de la formule (i),
/.

(.) ^^^-^^-^('s)^^-^^1^[ s r '
k <n[/'--yl / r- \ rïS

^k _ / r \ /Â - \ / r\k-s rn v /

-.^(-^C î 5 ' •-! ^F^7^
.=0 \ S

( 1 ) C. fî. Âc((d. Se. t. 157, octobre 1913.
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OU

(2')

avec

__ fVr} ( -\ .— T W i 7 \
- k J fi \-' )— ^rk ( / J)»

/,-

^(Z)^^(-I)^^V/^).,!Z^^,/-^4/,)(Z)^^(-I).^Y/^,!Z^^^

^ „ .- S_Z == 71 ( 1 -— ^ ) OU z

^•'(Z)^^^ (o^,^/,)..< r-
Considérons le polynôme,

/•
^.(/^^(-I^Y^V^.ÎZ^.

Dans toute région f in ie R du plan des Z, les fonctions ^'^(Z) tendent un i -
formément vers la constante y(^)^o.En effet, il correspond à R, p a r l a t r a n s -

Y

formation ^=-——y-.- une suite de régions du plan des z qui tendent vers le
(I-.)

point ^ de plus, les < "Wo^s^k) sont, à un facteur numérique près q u i
tend vers i , égaux aux y^'Y^) et l'o" a

'^(.s)-^) ^|cp;;-"(^-c.(^)i+ 9(^-0(0 ;

le premier module du second membre tend vers zéro et le second aussi car ^
tend vers ^ et la fonction y(^) est continue.

Cela étant , si l'on considère une région R du plan des Z qui cont ien t tous les
zéros ̂ (i^i^k) du polynôme L,/,(Z), qui sont tous distincts et positifs {1 ),
on peut af î rmer que les fonctions L^Z) qui, pour n assez grand, sont holo-
morphes dans R, tendront uniformément dans R, q u a n d n tend vers l ' inf ini ,
vers le polynôme y(^)L/./,(Z). On en déduit que pour n assez grand les L^(Z)
auront, dans R, exactement /• zéros ï^^i^k) qui tendront vers les
/. zéros a, du polynôme L,/.(Z); les Z,,, et les a, étant ordonnés selon leurs
modules croissants.

On déduit de (2^ que, à tout zéro Z^ de L^(Z) correspond, par la transfor-
y

mation z = -———, un zéro^/ de/^'(^) qui tendra évidemment vers Ç quand

( 1 ) f^oir par exemple POLYA und SZEGÔ, Auf^aben und Lehrsàtze aus der Analysis, t. ^ p. 94
pour l^étude de ces polynômes qui sont des pojynomes généralisés de î.a^uerre.

Ann. Éc. Norm., (3), LXTV. — FASC. 2. '^o
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Z,,/ tend vers a,, [.a relation

Z^=: n^ i — ^ )

donne alors

( 3 ) lim n( i — -:- ^ = a, ( i ̂  / <: / • ) .
/ / >^ \ ^/n/

On peut observer que (3) implique que les z,n sont ordonnés suivant les
valeurs croissantes de \z^—Ç| et l'on a par suite, avec les notations introduites
précédemment, ^/= 'C// et

/ ^ \
( \ ) \\mn( T — ^- }^-7.i (i-^/^/-).

n->^ \ - / / / /

Pour le cas où i^_ / '^/-— i , revenons à la formule
/.

f n { z ) -==: ( 3 - r)^^^) - .^+l^fë)(3 - r)^-
.•,•-=1

On aura

ou
^+r.-l ^^n-t-r-t-i ^ i r \ ̂ ^ i

-"(=)•-- (- ̂ T^——, ̂  iP1»'̂ 3 - ̂ - •/? -+- ̂  . » ^3/

/• /

On en déduit

./^)- ̂  ̂ -I^) o^- ̂ y"^- ̂ '(^^--^i^ ̂  V ^ A ^ / \ --/ / A i + / - \ , .-̂  .

Si l 'on effectue la transformation introduite précédemment et que l'on pose
N,,(Z)=v,,(^), on aura

^/W^~ .)-(:) (f).'Z-<,-^)- /ÎAN/t(^^ =A^Z,

Considérons main tenant le polynôme de degré /•
A/,,(Z)=:Z^-L/,,(Z)

et une région finie R du plan des Z qui contient tous les zéros du polynôme
A/,/.(Z), c'est-à-dire ao=o de mult ipl ic i té k—r et a,(i^^^r) ordonnés
su ivan t leurs modules croissants; alors, pourvu que

^ N , ( Z ) ( i - ^ Y
y————
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tende uniformément vers zéro dans la région R, on peut, comme précé-
demment, affirmer que A^(Z) possède k zéros Z^(i^;/^) qui, ordonnés
suivant leurs modules croissants, vérifient

l im Z//;= ao= o ( i ^ i ^ k ~- / ' )
/ /^

lim Z/^-_/.^ = y.i (i ̂  i ̂  r),
// y x

et par suite, pour les zéros correspondants tn: de/^'^ ), on aura

/ ^ \
lim n ( i — ^- ) r=: o ( ï ̂  i ̂  / — / • ) ,

/'/ y <x \ <;/« /

(•^ lim n( { ———^——\--=y.i ( i .^, i^ / • ) .
M->-»s , ^/ / . />•-/•+-;/

"'^^^i'-!)'Il reste à montrer que ————^:———— tend uni formément vers zéro dans la
région R. Pour établ i r ce fai t , considérons ^,,{2')==- N,,(Z). On a

(6) .„(,)=(-,)/•——^___ ^ t'I^â——)^-^^^^,,..^,,,

où les y^ sont des combinaisons linéaires, à coefficients indépendants de 71,
g(r+.y-H)

des -l-/l——» pour lesquels on a par suite

Jirn ' "y ," == - » On^- o.
//^ ?/- " i

On en déduit que, dans toute région intérieure au cercle de convergence
de y(^)> ^(^) tend vers zéro comme O^o^ô-^ i ) et l'on a par suite,
uniformément dans R,

^^)(i^y
lim ——————^————/- == o.

Quant aux k —/-zé ros (^du polynôme f^Çs) qui t enden t vers ^su ivant la loi

/ r \
lim n i — .î- == o,
n ->- x \ Ç^ /

on peut montrer qu'ils satisfont, plus précisément, à la loi

(^) ÏÏm tn-t\~~=-^{• ." -> ̂  /
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Pour cela, on considère l ' ident i té
/•

(7) ^•l(c)=-^4.)+^(..-0^•^(-I)-(;)(f).!Z/-^r-)(Z).

Pour
/ Y \

^-==.tn OU Z==/ / I — - ,
\ ^iij

i

^(-^'(^(î)^^^-^^
tend vers (— i)7 ( )/'! y(^) ̂  o et par suite

_ /.--/• _ i
lim I^—ÇI"7 7"^: înn V n ^ n } ^ '
n > ̂  /; ̂  y,

De plus,
k-r-\

.,,(^)=(-i),^'" ^ ̂ l'̂ ..)̂ ^
( r )'•' —

et l'on peut répéter ici le ra i sonnement du Chapitre 1 pour l 'étude de

^(^U.-O1--1. On obt ient ainsi
»•— 1

Hm \t,,— f ~'~== -1-^1.
l l ^ - r . ' ' ?

Dans le cas où/(^) est une fonc t ion en t iè re d'ordre s par exemple, on peut
obtenir une précision analogue à celle du Chapitre I.

Remarque. — Le fait que les zéros du po lynôme L/.A-(Z)(r^/ï:) sont positifs
et distincts permet de déduire de (4) une information complémentaire intéres-
sante, dans le cas où C et les a^ sont réels. Dans ce cas, les k zéros t^ de /^Y^)
sont, pour n^n^, réels, et distincts, séparés de V origine par Ç.

La réalité des C/«(i^^^^), pour cassez grand, est évidente pour 7c=i .
Pour À-^2, la négation de la réalité des ^ pour \^i^k en t ra înera i t

l 'existence d'une suite infinie de nombres conjugués ̂  el ^y,. Ceci impl ique ,
d'après (4), que a /^e t a/^ soient conjugués; ce qui contredit le fait qu'ils sont
réels et distincts.

Si main tenan t on fait usage de (4) sous la forme

\ïmn^^ ==:a<>o (i^^/.),

on voit que, t sépare, pour n assez grand, les zéro L(i^^) de l'origine.
La réalité des zéros Ç^, dans les conditions précédentes, a été établie par

M. Fekete dans sa Note aux Comptes rendus de 1913, d 'une façon élémentaire et
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sans faire usage de la formule (4)? qu i lu i a permis de reconnaître les inégal i tés
cxTC <[^-. .

On peut, dans les mêmes hypothèses é tabl i r pour r^Ji—i, la réalité des /•
zéros C/i,À-/+/(i^^^^) de/^1^) qui sat isfont à (5) et aussi le fait qu ' i ls sont•? /i, k-r+i \ L ̂ =. v ^z=z. ' } VA^ J n V

séparés de l'origine par C. En particulier, pourr=k—i, le seul zéro de f^\z)
qui tend vers Ç, suivant la loi (6') est réel. Mais on ne peut rien dire au sujet des
posi t ions respectives des trois points o, ^ ^,,,

Degré d'approximation en un point par les moyennes de Cesàro.

On peut déduire des formules (2) et ( 7 ) le degré d 'approximation par les
Moyennes de Cesàro, en un po in t Ç intérieur au cercle de convergence,

Pour un zéro Ç de fÇz\ d'ordre de mult ipl ici té k^lr^ intérieur à ce cercle,
on a, d'après (2),

.̂. . ./. ç'^(^-(-^.^^(^^^(^
[ k J^

et par suite
lim ̂ WÇ) == (- i)^(7' )/^''(0J/^(0.
n > ̂  \ A /

oùf^fz) désigne la dérivée /:ième de /'(^).
De même, pour un zéro 'C d'ordre de multiplicité k^>r^ on a par la for-

mule (7)
/^(0^-MO

et par suite, d'après (6)

lim 1/^)1'= ̂ --

Si maintenant ^est un point quelconque du cercle de convergence de /"(^) et si
l'on pose

/^)=/(^)-/(Ç),

^ sera un zéro de A(^) et l 'on aura

^•'(^-/^(^-/(O-

Si ^ est un zéro d'ordre k pour A(^),
^(^^^(^^...^/^(Ç), /^'(O^o,

on aura^ pour k^r,

lim {/^(^-/(^^^(-i^^f^/'^Ol im i / i fKÇ) -/(S) i ̂ == (-i)'^!/'.
rt ̂  00 \ /l ,Ï ^OO \h /

et, pour k ^> r,

lim [/^(^-/(ar'^11-// -> -^ p
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CHAPITRE 111.

POLYNOMES DE JENSEN (1 ) ASSOCIÉS A U N E SÉRIE EIS'TtÈRE.

Étant donnée la série entière /(^), associons-lui le polynôme de Jensen
d'ordre 11

Jn{f) == ^o^o^ ̂ a^ 4- aV / )^^+ . . .+ ̂ ^n^,

OÙ
/• — i

^==^=:î, ^^J'jYi- '^-} ('A^/c^n).
.s' - : 1

Si ron observe que
/ y ( / / ) ___ ^ { 1 1 } / y ( / / )

^/..-l — ^k — n K- î

on voit que le polynôme de Jensen associé à y s'écrit
n

,/.(/)= ̂ 2 ̂ 'A-
k-^

ka^^Posant P,(A== —'— et observant que les ^/, sont positifs et que

lim |3/,/,== o, ^, ̂ nk'=1 i,
ft> ' .

on, voit que l'on est dans les conditions d'application du théorème de
ïœplitz (2), et l'on peut affirmer que /„(/), dans les mêmes conditions que//,,
tend uniformément vers/.

y ayant au po in t ^7^0, in té r i eu r au cercle de convergence, un zéro d'ordre
de mult ipl ici té À', nous nous proposons de montrer que l'on a

(i) lim \/n(^1 -1)==^- (i^/^/.),
">^ \ ^ /

où, les a^ sont les zéros du polynôme d'Hermite H/,(^) d'ordre k défini par les
formules

Ho=i,
JI,(Z)=ZH^(Z)-R^(Z) (^i).

(1) Introduits par M. Fekete (C. R. Âcad. Sc.^ t. 158, mai 1914), où leurs zéros sont étudiés
dans le voisinage d'un zéro réel Ç de la fonction f(z) représentée par une série entière à coeffi-
cients réels.

( 2 ) Foir par exemple KNOPP, Tfleory and application of infinité séries^ p. 891 (Blackie and Son.)
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Les zéros a, du polynôme d'Hermite H/, sont réels, distincts et opposés. Nous
les supposerons ordonnés de sorte que le premier zéro soit le zéro éventuel

nul , les -l suivants étant les zéros positifs ordonnés suivant leurs grandeurs
L 9' J

croissantes et enf in les -*- derniers étant les zéros négatifs ordonnés suivant
leurs modules croissants. L'ordre correspondant pour les 'Cn^î^i^k) est le
suivant : si k est impair, le premier zéro î^i, est le plus proche de Ç, puis on
aura -1 zéros tels que l 'argument de -snL^—'- soit compris entre — ^ et7T et qui

sont ordonnés selon les valeurs croissantes de |^-—t , enfin on aura -

zéros tels que l ' a rgumen t de ^—— soit compris entre ^ et ̂  et ordonnés selon

les valeurs croissantes de [C,u—'C . Si k est pair nous n'aurons point à consi-
dérer le zéro le plus proche de ^.

Pour démontrer (i), nous observerons d'abord que l 'on a pour toute
fonction y holomorphe dans ^ [ <^ p.

./'// i (-- - O ? } = ('- - S)À(?) - ̂ /.(?).

En effet, si Pon pose
^ r,= ^o -1- «^ ; 4- a-> S'2 + . . . ,

on aura
// n

./„ j (S - ;) 0 j = - tin ( ̂ ) + ̂  < ^,-1 ̂ = - Ç,/« ( ̂  ) + ̂  "(/"' ( I - ̂ ) ̂ -^+1

/,• = 1 />- := 0

-^ — tJn{ ? ) + ZJ'n(o ) — ^-/, ( 0 ).

Cela étant, /' ayant au point ^ un zéro d'ordre de multiplicité k, on peut
écrire /=(^ - O^C^)» çCO^0-

Nous sommes ainsi conduits à étudier les zéros du polynôme jn[{z — O7'? }
lorsque l'on a de plus

| l imy,(<pW ==9(Ç)^o.
/ / />oc ^•--=-^

Faisons le changement de variable Z = \/n^ - — i ) et posons

^i (^-0^ j= : .L(Z, n) ( o ^ s ^ k ) .
Ija relation

, f / /- ^ \ S ^ ) ^—— / ^ >- \ , l / - ^'\,'î——l ,", ) '̂ I' < ( - Y\f——\ ^ , 1
Jn U-î — Ç ) 9 ) — (,- -- Ç V/n (,- — ^ ) u J — -^.//, ( < < - — - ^ 9 )

devient ^

(2 ) ^J.^Z, /Q=ZJ.-i(Z, /^)- f I+ZV'J.- l ( z ' n)-
Ç \ V//z/
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Posant
V^ , / z Vv^' c^;;)—'

on voit, que £, qui est une fonct ion de Z et de n, tend uniformément vers
zéro quand n tend vers l ' inf in i , Z restant dans une région finie de son plan.

De plus, la relation de récurrence (2) s'écrit

/J.,== ZJ<_ i— ( t 4- î)^-! ( ,S '==:J , -2 , . . . ) .

La première de ces relations

Â J i = : Z J o — ( ï 4 - £ ) J o
s^écrit aussi

/Ji= ZJo+ YiJo4- ^l'^o'

OÙ

ïi^o- ^('^--(l +3 ) -

Supposons que l'on ait obtenu

//J,^ ïî .Jo 4- Y,Jo 4- .̂1 ' J o + ̂ ^J^ + . . . + ̂ J^

où Y, tend un i fo rmément vers zéro quand n augmente i ndé f in imen t et oii
^'\ll-^r^s} e^ borné dans toute région finie du plan des Z. Nous a l lons
montrer qu 'une telle relation sera encore vraie pour 3 , 4 , , avec des coefficients
ayant les mêmes propriétés

On a, en effet,

/^== H^jo+ y;jo+ ̂ j;-^ ̂ ^j^-...+ ̂ o^ ̂ r'^r'^
où

^^(^y+Y.+i-L,
^^(^y-^-1^ (r^).

sont bornés.
Par suite,

À^ J ,+, = /^' ZJ, — À^- ( 1 + £ ) J /,

peut s'écrire
y.^1 J,̂  i == H,+, Jo + y^i Jo 4- ̂ , Jo + ̂  J o7 4-... + ̂ +,l ) Jo"l ),

où
Y.,̂ 1 •== Z y,, ~ ( i 4- c ) yl. — o H ,̂

tend uniformément vers zéro, et

^^Z^-(I+£)<^

est uniformément borné. ^
On a donc

(3) ^J,== H,Jo+yA+ ̂ i)Jo+ ̂ ^^4-. . .+ ̂ Jî .
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De plus, Jo(Z, n) tend uniformément vers y^C) quand n augmente indéfi-
n i m e n t ; ses dérivées J^(Z, n) tendent, par suite, un i formément vers zéro.
Enf in , y/, t endant uni formément vers zéro et les pi^ étant un i formément bornés,
on en déduit que le second membre de (3) tend uni formément vers ç(^)H/,(Z)
dans toute région f inie du plan des Z.

Les zéros de J/,(Z, n), les plus voisins de l 'origine, tendent donc vers les /•
zéros du polynôme d 'Hermi te d'ordre k.

Remarque. — Lorsque C et les û,/, /i^o, sont réels on peut , comme pour les
Moyennes deCesàro, é tab l i r que les k zéros 'C,,, de /',//) qui tendent vers t, sont,

pour n assez grand, des nombres réels, distincts, -^ d'entre eux étant infé-
' Y . \ /- 1 ' • < vrieurs a C et " supérieurs a ^

Le fait que les zéros soient réels et dist incts a été démontré par M. Fekete
dans sa Note aux Comptes rendus de 1914 sans faire usage de la formule (i) qui
lui a permis par la suite de localiser les zéros par rapport à t.

CHAPITRE IV.

S U I T E S DE F E K E T E .

La formule
^fl+/--+l r ] l ' ( /• / ,- \ l

yl/'l ( -\-^( T \r -______ a ) A^) (
• /" ̂ )-^ ï ) / ^ + r \ ^'\~^\

\ r ) '

de M. Fekete, peut être considérée comme une opération qui associe à la suite
fn{^) une autre suite de polynômes /^1(^) dont les zéros voisins de ^^o,
possèdent une propriété remarquable.

Cette même formule permet d'associer à toute suite de fonctions holo-
morphes fn(^) qui convergent vers /(^), uniformément dans un voisinage
de t, une autre suite de fonctions/'^(^) que nous nous proposons d 'étudier (1).

( ' ) Nous avons appris, plus tard, que ce procède avait été utilisé (dans un cas plus restreint)
par M. Fekete et M110 E. Held qui ont associé pour /• entier positif à la suite de polynômes

n

p n ( z ) = ^ < ^ / ^ ) ^ convergeant uniformément dans un domaine (^)) vers la fonction f\z\ sous la

condition | p n ( ^ ) —f(^) -= ̂ S 0 < c < °^ ° ^ ° < I ? une autre suite de polynômes

i
^^^-_____^a^(fl+J'~'\^-(-lY--^——— ±[^11p l i ^ ) ~ f n -4-7- \ ̂  ' \ n - v ; " ~ { ï ) / n + r\ . dz- { z^ )

( ) V =- 0 1 ) / '\ /l ! \ r /
de degrés n en z et ont étendu, sous les conditions énoncées, aux polynômes p\'^(z), les résultats
établis pour les zéros des Moyennes de Cesàro.

Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 2. 2 ï .
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Nous montrerons que si f^z} converge vers /(^), uniformément dans une
région (d3), /^(^) convergera aussi vers f(s\ uniformément clans toute
région (d3i) intérieure à (d3).

Nous montrerons aussi que, sous certaines condit ions concernant le degré
d^approximation de/(^) par les fn{z) dans le voisinage de t, u n e partie des
résultats, obtenus pour les zéros des Moyennes de Cesàro /^(^), demeurent
vrais pour la suite /^(^).

Soit ^(^) holomorphe dans une région (<©) du plan des z . Considérons
pour ^7^0, r^o, l 'opération
/ ,-^4-/-+-1 .r//- ( , 1 , / - \ ,( ï ) ^(z) =:(-iy ———— -a- ti-î  ( i )1 / ^ "^^v 1 ' d z r ^ ^+1 ^

On a, pour /*^i,
/-n4-/-4-l /7 / , l , l /—l | i- -\\

^(--^-TT^^,4^^!-^-'1^)-^

Cette formule montre que si pour ̂ i, ( ̂ - l j (2)} estune suite de fonctions
holomorphes convergeant vers la fonction holomorphe ̂ (s), un i fo rmément dans
la région (â3), { ^ j(^) j sera aussi une suite de fonctions holomorphes conver-
geant vers ^(^), uni formément dans toute région fermée (<39,) complètement
intérieure à (d3); (4/;-"(^)y est en effet holomorphe et uniformément bornée
dans (<î), ').

De plus,

^"'(--)=^(;), ^„ l l(.^)=^L(a)- ^_^^(^)

et ceci mont re que, dans (<^), les fonctions ^"(s), pour /-^o, convergent
uniformément vers ^(^).

Plus généralement, pour une suite arbitraire de fonctions holomorphes WnÇz)
qui convergent vers la fonction co(5), uni formément dans (<î)), la suite associée
des fonctions ('^(J) définies par la formule

(I') û3M(-)=f-l)'--_f"^ll__ d_\W,,{z.}}

" ( ' t + r } ,^ ^''f'^1")'
\ r '

qui correspond à (i) pour ^{2)=w,,(:), converge vers w ( z ' ) , uniformément
dans (^). Il suffit, pour le voir, d'observer que <o;°,;(5)==co,,(^) possède cette
propriété.

( ' ) La fonction H'-'O) pour /•Sài est définie par (i) partout dans (S>), sauf pour z = o s'il
appartient à ((©). Dans ce cas, on complète la définition en posant

^'''(o)=iim^'-'(s).
Z^-Q
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Considérons maintenant une suite de fonctions holomorphes fnÇz') qui
convergent un i fo rmément dans (d3) vers la fonction /(' z '} et soit t^ o un zéro
d'ordre de mult ipl ic i té /• de /'(^ ), in tér ieur à (o?).

Posons

( 9 J ) /^)==.A^)+^)=(^-0'?(^)•

On a
.^/i-r •/•^ 1 ^1- i /• / ^ \ >

./L'.(s)=(-i)'-y^-^——— ^t-^-TTi ( /•.= ( ))

ou, d'après (2),
^ft+/'^- 1 ///• i r , ( r- \ " { - \ i/•['•) i ^ \ — i __iv__;___JL.'/- >- u ̂ v ") -" (-' >^"^'•\—^ ^ /,(.+/.\ , ^.'•r-""'" ~^T~^T\'[ r r

Supposons i^^^^ '—i? le traitement pour le cas 7'^^ é tan t tout à fait
alogue.analogue.
On a

i^iW=^/K^
il vient

7 \ k
n^W[i--'

^)-S(- ̂ ) (î)-' ̂ ^'-"'(Z) - "" ^ / t / ^A^(Z).

Considérons le polynôme de de^ré /•

A,,.(Z)=Z*-'-L,,(Z),
OU

L,,(Z)=^(-Iy( /WA),!Z'-'•
'-'1" \ " / \ ° /
.s' :-: 0



i6o S. DOSS.

et une région finie R du plan des Z qui contient tous les zéros du polynôme
A/,,(Z) c'est-à-dire ao=o d'ordre de multiplicité k — r et ̂ {i^i^r) ordonnés
selon leurs grandeurs croissantes, alors, pourvu que dans cette région
^.(^fi-^\ n i -r '————^———— tende uniformément vers zéro, on peut, comme précédemment,
affirmer qu7;! y a A-zéros Z,,(i^;/^) de A^(Z) qui, ordonnés selon leurs
modules croissants, satisfont à

lim Z,^= y.o=z o {\^_i^k — r ) ,
n^x

lim Z^/,_/._^:_= y,i (i^li^r}./< •> -% —

Les zéros C,«- de f'^z ) ̂ ' /^/w correspondent satisfont donc aux lois

lim n ( i — — ) = o (i ̂ : i^k— / • ) ,/r^oo \ ç,«7 - — /

l i m ^ ( i — — — ^ — — ) = : a , (i^,^:r).
^>x \ Ln,k-?-+i/ — —— /

I I reste à examiner sous quelles conditions

/^ •E^(Z)f i - ^Y
A^)(Z)- v /^ ^^(^)-i/^/.)——————^-————_——^——

tend uni formément vers zéro dans R. Considérons £^(^)==E^(Z). On a par la
formule (i^

(3) ^^-^y,^^ .
[ , ^î!

011 e^) désigne la dérivée d'ordre s de £,,(^).
De plus, les formules de Cauchy

.,,(:.)==~:{ '-^dt, ^'(s)^^1^'' (f)' ^'(^ ^
^^/-Ï^F^--' 27rî ^-ç^^^-^^ '

où z est intérieur au cercle de centre ^ et de rayon p, lequel est intérieur à (<39),
montrent que si X, est une borne supérieure pour | £„(<)[ sur la circonférence

^ — ^ ^ P ' on aura, pour z satisfaisant à | s—'C\.^P•.
, , , . , , . ^la^ '

^ ( s ) ^ ^ — — — (o^s^lr).P" v _ _. /

L'expression (3) montre alors que l'on a, dans les mêmes conditions,

4TÂ(«)|^A,À,,,

où A,, est une constante indépendante de n.
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On voit alors sur l 'expression de A^Z) qu'il suffit de supposer |£,,(^)[ ==o( ^) î\n /
uniformément dans un voisinage de t ne contenant pas l 'or ig ine pour être sûr
que, dans R, A^(Z) tend un i fo rmément vers zéro.

Quant aux /*• — r zéros tn de /^(^ ) qui tendent vers t suiwnt la loi

/ Y \
l • / l-' \lim n i — -"- ==: o,
n^-^ \ tn]

ils satisfont à
___ k-r ___ 1

(4) ITmir.-rl " = lim|£^(Ç.)P.
// > ^ // ̂  0

II suffit pour le voir de considérer

f\;w =- ̂ ) + ̂ (,. - ç^-y (- ̂ ( r } ̂ ^! z-^r^^)

et d'observer que pour ^ ^tn ou Z = / ^ ( i — ; ) » ^ tend vers ( — i V f j/1! 0(^)^0.

La formule (4) pourrait donner des informations addit ionnelles si l'on
faisait des hypothèses supplémentaires sur le comportement de £^(^) quand n
tend vers l ' inf in i .

Remarque, — Dans le cas où 'C est réel et où, dans un voisinage de 'C pour n
assez grand, /n(^) vérifie la condition /,/^)=//,(^), les zéros ^ni sont, pour n
assez grand, réels, distincts, séparés de l'origine par'!,, pourw que r^k; tandis
que pour r = k — ï , ils sont tous réels et distincts, k—2 d'entre eux étant
séparés de Forigine par le.

CHAPITRE V.

MOYENNES DE HÔLDER ASSOCIÉES A U N E SÉRIE ENTIÈRE.

Posons
/ .(G)— e
" i i —.71^

i i

(«.+^)A(,p=^A(;-l) (/•^-i).
V —: 0

On sait que les h^ tendent uniformément vers/quand n tend vers l ' infini .
Nous laisserons de côté l'étude de h^ et celle de /^) qui ont déjà été faites,

car les h^ représentent les sommes partielles et les h\^\ les moyennes de Cesàro
d'ordre i et nous étudierons séparément le cas d'un zéro simple et celui d'un
zéro multiple de /(^).



Ic" S. DOSS.

Cas d'un zéro simple. — Posons

./'=(:: -S)^ 9( 'Ç) -^o ,

..̂ ĵ .
V - - ()

On a
/^(f) = A;,"' ; (; - Ç)^ ;. = f s _ S)A^ ' (a) - b,,^,

" ii
(n + i)h^if) ̂ ^^^ ̂ ^ j ̂  _ Ç)/^((p) - ̂ ,-^

^( /^+ i ) ( ; —r)//;;^^)- ^i^(^)
et par suito

^ l }i(—a?;-^---o^L l )(^--^^(.),
OH

^0)==/^.

Un calcul analogue montre que l'on a

(^ /^ { ( . - Oo i =: (. - ;)A^(^) - ̂ ^-.)(^)^

ou

^'=^^
^ _^_

Nous avons maintenant à obtenir le comportement asymptolique de u^ '}. Pour
cela, considérons ^ i ^

et

Si l'on pose

on voit que

e t i / on peut alors appl iquer le théorème de Tœpl i t z ( 1 ) , de sorte que
] im^(9)= l im^(cp) = lim À;^(c,) == o.
^^-^ ">^ n^^ [ '

( i ) ^o//- seconde note chapitre I I I .
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De même,
// I L

.^i—V ^" —u.(i) , V log(^+i), ,( i )r» —ZiTTT"1 0 ^^j -,+1—^
'/ r̂ r 0 '-» -= 1

et, •—ï1-- étant constamment décroissant à partir du point ,x==e, on en dédui t
n

que la série V-0^ est asymptotiquement égale à f °^H:r= ^( log^) 2 , de
^ =-1 '

sorte que si l^on pose
,,c^

•b^==:———ai———, ( ^^1 ) ,
^ l o g f / z + i ) ^

on aura, comme précédemment,
lim ̂ \o) = 9.

// ^- x

Des calculs analogues montrent que

' // { iog(/?- -4- l) 'i7'

inn^(o)=^.

vérifie

/( ->- --C

La relat ion (i) s 'écrivant

(^) ^•) K^ - O? î=:= (— ̂ ^(p) - ̂ -7 ' ̂ f^^"14-rI)(?),

le changement de variable
( r - i Y . n / : _ _ / \ _ .
(lo^z)7-1^ ^-^

montre que pour le zéro ^ de h^ qui tend vers t, on a

lim Z,z=: i.
//->- -c

Câ?^ rf^/^ ^é'7'o multiple. — Posons

/^(^-.Ç)^(^), 9(0^o
SC

9(5)=^ &,,=•'.

Nous Mfttroduirons des quant i tés à quatre indices entiers

^W
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définies par récurrence de la façon su ivan te

'?^f 9.(/)^J o

•'?/.= f "-l)^(^)^ (.^2),
*'()

et

\« l.à'l,-^7'— 1 )
^^ . ^ ,

ou
1"?S;•)==•^;;2.,4---^-1•^/• '\

Ces deux dernières formules nous permet tent de définir i^ pour /• en t i e r
positif ou négatif, pourvu que l'on connaisse ^y,0 = ^ç,. (Un ind ice supprimé
doit en général être en tendu comme égal à zéro.)

On posera enfin

Etablissons m a i n t e n a n t la formule

('^ l J ^ { ( z ~ ^ ^ } = z ^ - ^ } ^ ! ( ^ ) - • i • ^ - } ) ( r ^ i ) .

On a
^) i (^ - o? ; === (•=• - a^?) - ̂ ^4-1,"-"=2J^-

» ' " ' r - - n o > — V (-"-^^'"(P)-^-'^1
r^// i \ '•• '- ) ^ \ — / ~—————-^—-————————,

V --- (.1

OU

^}{(^-^^}^(^^^^)-^.,

ce quî est la formule (2) p o u r r = = i .
La formule (2) supposée vraie pour r=/\ il est facile de vérifier qu 'el le est

vraie pour r=j + i. On a en effet,

.(/-M)^V ^

^ ~2u7~Ti'
'/ —0

^ j (, ._ ̂  ; ̂  (.-Q^ry)-^^'

v==:o
OU

^^^(^-^^^(^-a^^^)-1^,
ce qui démontre la formule dans le cas général.
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Établissons aussi la formule générale

(3) ^ j ( z - Ç ) c p }^=: (z - O'-^- r^(p^- -^q^-^

valable pour / 'positif , nu l ou négatif.
Observons d'abord que l'on a par définition

1 1 1^1 J= {n 4- i) C1^-^-! ) --= ̂ ^+1

et par suite
{(.-Ç)9!,=r(^-Ç)^-^7'\

ce qui est la formule (3) écrite pour /•=== o, s-==-= o.
Vérifions maintenant que si la formule (3) est vraie pour o et .̂  elle est

encore vraie pour o et ^+ i.
On a, en effet,

••^ 'K^-Ocpl^^ f ^ { ( t - ^ ) ^ ( t ) } ^ t = z ( (t - Ç)^(Q dt-s^^,,-^^^^
*-'o J ̂  • ' '

in tégrant par parties et observant que pour ^^o on a ^^(o):^^, on
obt ient

f (^-O'^^^^-O^^^)^- f '^^.(^^^(^-t)^)^-'^
~ o Jo

de sorte que
"+1)! (-^ - O? S/.== (^ - O^11?.-- (.^ +1)1^-2^.- ^r^•9;,-l).

Observant maintenant que la relation

^<-1^ (n + i) (^cp^ - ̂ o;;l, )

qui est linéaire, nous permet de passer, dans la formule (3), de /• à r—i et
que cette même relation, écrite sous la forme

.̂ Y-!!̂
^ V + 1
v —; o

nous permet de passer de /l à r -h i, on voit que la formule (3), établie
pour r=o, est vraie quelle que soit la valeur entière de r^ positive, nul le ou
négative.

Les relations (i") permettent maintenant de déduire immédiatement de (3)
la relation
(4) iïii (^ - a? K^(r - oa?^- ̂ •^cpip-^pr1

' \ )r^ ' ' } _ (-^l W7'"' s

(/) ' /< 'J}^n î

dont un cas particulier est

( 5 ) (.s-^î (-" - s)? i;;'̂  ̂  - ̂ (.JfS?^^-^?;;'.
A/i/i. ^c. Norrn., (3), LXIV. — FASC. 2. 22
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Les relations (i), (2) et (3) nous serviront à établir le développement, valable
pour r, k ̂ :2,

(6) A^^-Ç)^:

=(.-a^)(c.)-^{(^(.-o^^-)_(^(,-o^^^^

+(^)(-I) /-J(—o^-ys^i?r2)+•..
^(-^'-^tiipr2^

En effet, la formule (i) donne

h^ [ ̂  - O-c? } == (3 - Q/^ .j (., - ç)o {- - -^ ̂ -) { (., - ç)c? j,

puis, les formules (i) et (2) donnent

A;? i (z - o^ ; = (^ - o^sr^cp) - ̂  j ̂ ) (,. - 0^(9)- •l)<--2) j

et ceci est le développement (6) écrit pour k = 2.
Si l'on suppose ce développement vrai pour k=j, les formules (i), (2)

et (5) nous permettent de vérifier qu'il est vrai aussi pour / , -== /+ i et, par
suite, qu'il est vrai dans le cas général.

Il nous faut ma in tenan t examiner l'expression entre accolades dans le déve-
loppement (6). Pour cela, observons que la relation

a<^/^^cp^+^<-^
permet d'écrire

s^wr-^c/ - - 2 ) ! '/-^r25 +]^/-l)?i^-2-^) d> o).
i

où r— 2 — i peut être posit if , nu l ou négatif et où les a, sont des constantes
indépendantes de n.

Le terme principal dans ce développement est le premier. En effet, pour
r—2—i<^o, on observera que ^ç^, étant égal à é^7^', tend vers zéro
géométriquement et, par suite, que ^y^ tend aussi vers zéro géométrique-
ment. Faisant usage de la relation

(^^-^^(^-^iX'^iP-^?^.,.)

on voit que, dans ce cas, ^""^y^"2"^ tend vers zéro géométriquement.
Pour r— 2 — i= o, on observera que (•v)(ûw= ^ç^tend uni formément vers ( A ) ®

qui est f ini .
Pour r— 2 — i^> o, nous ferons usage de la formule

, ,. v^ W—j)
( é ' )m( 7 )—— > . i ^

'" ~^ V+l
V==0
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et des calculs, analogues à ceux déjà faits pour ^'), montrent que ̂ -^^^ est
asymptotiquement égal à -—°^——— ( /1} 'p^.

Le t e r m e p r i n c i p a l est donc le premier et son ordre es t ( log/^y 2. De plus,
;ĵ  n est de l'ordre de (log/^y '.

Le changement de variable

/.; \\ ( r - 2 ) \ n ^ ( z \ \,
^^~1 h/c-^^nV- ^ [ ï - 1 ) ^

OU

< ( ^ ~ ̂  ( r — 2 ) ! n.3 ,==^ j -+-Zo /t ;, o/,==——-———-——
(/.— • - » ) ! (\oQ:nY-1

donne alors pour le développement (6)
/,(/•) ( ( - _ >-U.j )
' " n > [ -' ^ ) " ]

ç ( i + Z p
^Z^H^(Z)- -————-:o^ 1 ^Z^H/'^Z) - ————————

L n 4- i

x * ^^^- 'Z^p^Mir '^Z)

— f^V^-^Z/-^1- (^•-^(Z) +. . .
\ 2 / * k /^ /

+ (/f) ( - ̂ ^ r^z^p^ S^i;^-^ ( z ) -+ - . . .\ >/ /

+(-i)^p,St^-^(Z) ^p/l^B^Z),

ou
H ^ ( Z ) = A ^ ( o ) , Mr 1 ^^)^^-^
^r2^)^^'-^ ^^/^^).

Considérons le binôme
( 7 ) B ( Z ) = = : Ç Â - l Z ^ • î p ( Ç ) + ( — I ) / L ( / t - ^ ] 9 ( r )

et une région finie R du plan Z contenant les k zéros a; de B(Z) (i^z^/i-).
Il suit de ce q u i précède que, dans cette région,

M^W^

qui est de l 'ordre de
[ (k—l) / • — ( / t — S )

( log n )r~~l n^ ( lo^ n ) k

n(\o^n) k n /-'

tend uni formément vers zéro et aussi que

é^Wn^w-———.——» u<^),H + 1
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qui est de l'ordre de
/ 1 / - — 2 ) (/.•— / l

/^(lo^)7'-2 _(log^) k

(r-2)/' 13

( lo^ n,} k n il /1

tend un i formément vers zéro, tandis que

p^i^r2^)
tend uni formément vers ^^(Ç).

De plus, H^Z) tend uni formément vers y(^).
Il s^ensui t que B/,(Z) tend vers le b inôme B(Z), uniformément dans R et,

par suite, qu'il y a k zéros Zni de B^(Z) qui tendent vers les k zéros a, de B(Z),
lesquels sont les sommets d 'un polygone régulier de /' côtés et de centre 0,
quand ^-'^(^^o, et coïncident avec l'origine quand (Â- l )cp(^)== o.

Aux k zéros Z/^(i ̂ _i<^ /f) de B,,(Z) correspondent^ par la transformation

^=:r ( i+Zo '^) ,
- \ k n 1

k zéros z,^ pour le polynôme H^ \ ('z — tYo }, qui tendent vers ^ et pour lesquels
on a, par suite y

liiïif^ —ï^o^a, (i^i^A').
/ /> ->= \ S / /f

C^est la loi que nous avions en vue d'établir.

Remarque. — Dans le cas des Moyennes d"e Cesàro et dans ce lu i des poly-
nômes de J ensen , les zéros de l'équation limite étaient sur l'axe réel et cela
nous a permis de déduire que dans le voisinage d'un zéro réel ^ de /'(^), à
coefficients réels, les zéros des fonctions d 'approximation étaient réels.

Dans le cas actuel, on ne peut faire une telle déduct ion; l 'équation
limite B(Z)=o impl ique que, quel que soit ^, les z^; sont « presque » régu-
lièrement distribués autour de Ç, a moins que ^""^©(T) =o.

Degré d'approximation, en un point, par les moyennes de Hôlder.

Dans le cas d'un zéro simple ^, la relation ( i 7 ) donne

'^Lfwi=^ ̂ ^r1^'^'
de sorte que

^ ̂ ) ! (î -' = TT '̂̂  C'^
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et dans le cas d'un zéro d'ordre /«•^2, la formule (6) donne

i^ ;/(ç) \ = ( - ï/'^^it^r25^)
et ^"^9^ ' 2 ) é tant asymptotiquement égal à ( / • — 2 )! ' os^) ( / l ~ < 9/^ on obtient

^^^^^'(lo^-^'^^'-'^^-

Si maintenant ^ est un point quelconque du cercle de convergence de /( ^) et si
l'on pose

F(.-)^/(G)-/(Ç),

Ç sera un zéro de V ( ^ ) et l'on aura
/ ^ { F ( ^ ^ A ^ { / ( ^ ) i - / ( 0 .

AÏ ^ ̂  un zéro simple, on aura

JimJ/^ i / (Ç) i -/.Ç):| (Î,̂ T = ̂ yfW <^^

et 67' ^ ̂ ^ ^/î ^^o d^oj'dre de multiplicité k^^ ->», o/i îzm

^[^^/(^^-/(^^(^^-(-^^^^^•^(O ( r^2)-

CHAPITRE VI.

SUR LES ZÉROS DES POLYNOMES DE CONVERGENCE MAXIMALE.

Introduction et notations ( ' ) . — Soit C un ensemble fermé et borné du plan
des z dont le complémentaire K est connexe et régulier en ce sens qu'il possède
une fonction de Green G(.r, y ) ayant un pôle à l ' infini. La fonction

tv^cp^):^^",

ou H est conjuguée de G dans K, réalise la représentation conforme de K sur
l'extérieur du cercle-unité dans le plan des w, de sorte que les points à l ' infini
se correspondent.

Appelons C^ la courbe du plan des z définie par | y (^ ) i =R^> i. Cette
courbe est composée d'un nombre fini de courbes analytiques de Jordan,
bornées et extérieures les unes aux autres ou bien ayant un nombre fini de
points communs .

(1) Voir J. L. WA.LSH, Interpolation and Approximation by Rational Fonctions in thé Cornpiex
Domain, p. 65 et suiv., New-York, 1935.
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Soit /(^) âne fonct ion analytique et uniforme dans C. 11 existe alors un plus
grand nombre ( f i n i ou inf in i ) , que nous désignerons toujours par p, tel que
V(^) soit analytique et uniforme en chaque point intérieur à Cp.

Nous dirons qu 'une suite de polynômes /,z(^), de degrés respectifs n,
converge maximalementvers / (^) sur C si à tout nombre 1{, tel q u e p ^> R ^> i,
il correspond un nombre fini M qui dépend de R mais non de n ni de z et tel
que ^.(i) \f(^)-Mz) :--€€).

De (i), on peut déduire ( 1 )

(2) !/^)-/^)1^ (--eC^,

ou i <^ a <^ R et Mi est indépendant de n et de z mais peut dépendre de a et
de R.

LEMME. — Soit C un ensemble fermé et borné dont le complémentaire K est
connexe et régulier. Soit fÇz) une fonction analytique et uniforme dans C et t
un zéro d'ordre de multiplité k de fÇs\ qui est à I''intérieur de Cg mais n1 appar-
tient pas à G. Soit /n(^) une suite de polynômes convergeant maximalement
vers f(z') sur C, et ̂  Vun des k zéros de fn(^) (fui tendent vers Ç. Alors, si
(^== o(^) est la fonction qui réalise la représentation conforme de K sur f exté-
rieur du cercle \ w \ ̂  i du plan des w, de sorte que les points à l } infini se corres-
pondent^ on a

?(;) 'l im ; tnj— t
ii ^ x

Choisissons une courbe équipotentielle C^(i <^ o <^ R <" p) telle que C^
cont ienne le point 'C en son intér ieur et posons

/^)==(^-Ç)^(^ ^(O^o.

On a, avec les notations du lemme et en tenant compte de (2),

(3) !(^-Ç)^(Ç.y) =!/(^/) =1/(Ç./)-/.(Ç./)1

^ l. Ç /(-o"/^)
"'^Jc ^—^j

i^i^^L(G.)^M^

où L(Ccr) désigne la longueur de C^ et On le m i n i m u m de | z — ^nj quand z est
sur Ça.

^ étant à l ' intérieur de C^ et tC„/ tendant vers *€, le nombre S,, a une limite
inférieure positive. De plus, g'ÇCij) tend vers §'(0 7^ o et l'on déduit de (3)

(4) l i m ! Y • Y [,n ^jlm i ^n/ — Ç | .̂-.: p -
n^w SA

(1) WALSH, loc. cit., p. 81.
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Mais R peut être pris aussi voisin que l'on veut de p et C^ étant soumis à la
seule condition que t soit en son intérieur, on peut prendre o ^> ] 9(01 mais
aussi voisin que l'on veut de | y^C) [ et (4) donne alors

( o ) îi^^^lî^L •
M ->- SB t'

Remarque. — II est év ident que dans (5) le signe d'inégalùénest pas toujours
exclu; car, considérons encore

/(;)=(3-;)^-(.3), ^(Ï)^0,

ou ̂ (^ est analytique dans G. Soit ̂ (^) une su i te de polynômes qui convergent
maximalement vers ^(^)sur C.

On a, d'après (i),
^(.-)-^(..-)|^M\^j , R > i , se G.

et par suite
1 (-- - Ç)' { ̂ ) - ̂ (--) ! ^M, (pj\

où o est le maximum de |^ — ^ | pour z € C.
Cette relation peut s'écrire

Posons

on aura

!(---;)^(--)--/(^) ^^(n)5 ^c-

/^(.^)=(,s-Ç)^,(^),

l.A(--)-/(--) !^M,(^) , ^eC.

La suite de polynômes fn(^) converge donc maximalement vers /(^). Mais
fn(^) admet le zéro ̂ n=t et l'on a

k 'L
Ç.-0"== Ç-Çi^o,

ce qui montre que dans (5) c'est l'inégalité qui est vraie.
Le théorème suivant donne une classe de polynômes, de convergence maxi-

male, pour lesquels on a exactement

iTm | tn;- ^== ̂ a)- (i^./^./.).
n > ̂  ?

THÉORÈME. — Supposons, avec les notations du lemme^ que /n(^) soit de la
forme ii

f^^^^^P^^^1^}^=-^^?^
') - -; 0
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où les ^ sont des constantes et les pv(^) des polynômes de degré v. Supposons de
plus [p et y(-3) ayant leurs sens usuels] que Von ait

(<?i ) lim ! an |^ r= -— »
/ / > . ' ap

(<-) lim j ^ ( ^ ) ^rr: a j o ( 3 )
U^- 30

uniformément dans un voisinage de ̂  extérieur à G, a ̂ ^/^ ///^ constante.
Dans ces conditions, on a exactement

__ -1 j ^ i >•} 7<
Hm j^-rr^ -^ , (i^/^/-).

Posons
/ ( ,3)==(3-Ç)^(3) ;

^les polynômes fn+^s) ayant exactement /• zéros ^ij(i^/^/') tendan t7 7 4 - ^ v - . ? » civaiit c/Aci^tt/inc'iit /i f^^i^i^ ^n+i.f

vers t, on posera aussi

(6) /^L(^}='O'(.^-Ç,^./),^M(^).
7=1

Montrons que ^, /^) tend versg'(^), un i formément dans un voisinage assez
petit de ^ intérieur à Cp.

On a

:—av.^)--/(.^) H (-'" - r7 / / )
„ .^ „ ̂ ^-. A^) /^) - ______________L______fn(^) f(^

(Z-^^ ' i \ - ' ) ^ { - - ) — ___ f ^ ^\k— ___

0 1 - 9- \ ( z ^ ) / ^ ^•v-'n^- ^l- -- ^n/) { - — ^ ) j_J[ V- — ^»,

/ 7

1^ - o'-n (~'-" ̂ ^ •/n(;) + n(= - ̂ ^; ̂ "^^ -•^<:___ 1 1 /. ___ ̂ .) / ̂ (.;) + | | (= ___ ç,./) ;/;,(S) -/(,-) ;

f / 5_______i_______________j_______;______/_(---ç^-n^
/'

^-^n^-ç./)

On voit sur cette formule que g'nÇs)—^'(^)| tend uni formément vers zéro sur
la frontière d^un petit cercle de centre Ç, intérieur à Cp (chacune des deux
accolades tend vers zéro). Mais^(^) et ^/;(^) étant holomorphes, on en conclut,
par le principe du module maximum, que \ g ' ( ^ ) — ^ n ( ^ ) tend uni formément
vers zéro dans un voisinage de ^.

On a donc

lim gn+1 ( ̂ n, ) =-= g ( S ) 7^ ( ̂  ] l in 1 é^ --1. ( Ç/V ) 1 "' '=- I •
// > 00 // ->- SC

Considérons maintenant la formule (6), on a, si l'on désigne par î^ l'un des
k zéros de /^(^) qui tendent vers ^

fn+i ( Ç/« ) == â?//.-+-i 7^-T-l ( ^«- ) ̂  | | ( Ç/« — Ç//+1,/' ) é^+1 ( Ç/;; )?
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et par suite,

(7 ) iim 1 1 (^—— ^4-1 , / ) == îl"l ^ ̂  ^"l iT^-h-J (Ç^) ' / 1 == -1- ^ ' ?(0 ; =: -̂)

;, -^ y -• -•- // ̂  X // -Y X a P ^

en tenant compte de (c, ) et (c^) et en particulier de l 'uni formité de la conver-
gence d a n s ( c ^ ) •

On a, de plus, d'après le lemme,

( ^ )

(())

Iim •'Cni—t " ̂

Jim \tn^j-t
n^^

(i^./^).

On déduit de (8) et (g),

?(S) | '
Iim tnl— ^^-i./T'^r

Supposons que pour un zéro C/,y, on a i t

( l l ) î™ l ^ / 7 o — î i 7 ' <
/?> x

on en déduirait

( i ^ ^ y ^ ^ ) -

- (S ) /-
liîii Ç / / /o— ^+i, /ol"<

et par suite, d'après (10),
i.

/• ' n />:r]m 1 1 ^///o — ^^/1 ^nTïm i î/v-o — ^+i,/1" <
/ / > x - " - - " - -•--M•7^>^

9(0

contrairement à ( 7 ) . L'inégalité (n) est donc impossible et le théorème est
démontré.

Applications.

Les condi t ions du théorème sont, par exemple, vérifiées dans les cas sui-
vants .

Cas des polynômes orthogonaux. — G est supposé limité par une courbe recti-
fiable de Jordan F. Les polynômes pv(^) sont orthogonaux et normaux sur la
courbe F. Si l 'on détermine les ̂  par les relat ions

v^ / /(^/M^)^ (^=zo, ^ ^ • • • ) .
Jr

Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 2. 23
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les fonctions

AC^^^^F^-)
V-=0

convergeront maximalement vers /(^).
De plus, on a (1)

i
(^1 ) lini | an \tl •==. -i

ti>^ ?
i

(6-,) lim \ p n ( z ) ^^ |?(--) ,
/ / > ^

uni formément clans un voisinage de t, pourvu que ^ ne soit pas un zéro
de ^{z ). Toutes les conditions du théorème sont donc satisfaites.

Cas des polynômes d'interpolation. — Soit ^/<), ^w, . . ., [ ,̂ un ensemble de
n 4- i points z^ de C (points de Fekete) tels que le module du produit (déter-
minant de Vandermonde)

soit maximum.
Ordonnons les points du tableau

Q(0)
Î J \ 1

/ < ( i ) Q ( l )
^\ •> ^•l •>

(-{W ,^W P.W^, , ^ ' • 2 7 • • • . \Jn+\ '

en une suite simple ^i, j.j, . . . , ^, . . ., les éléments étant pris suivant leur
ordre dans chaque ligne et les lignes étant prises dans leur ordre.

Dans ces conditions, on a
(c.) lim I (z - .^ ) (,s -- z,) . . . {z - z,) r7^ A I œ ( ^ ) I,

^>=0

uniformément dans tout ensemble fermé et borné, intérieur à K, A étant la
capacité (diamètre transfini) de C^ 2 ) .

De plus, la série d'interpolation
( l 2 ) r t o + ^ l ( ^ — — ^ . ) + < 2 2 ( ^ —— ; , ) ( - ^ — — ^ ) + . . .

de la fonction /(^) aux points ̂  converge, maximalement vers f(jz) sur C (3).
Enfin, on peut montrer que l'on a

:i.
{ c l ) J^^'^Ap'

(1) WALSH, loc. cit., p. 128 et i32.
( 2 ) WALSH, loc. cit., p. i5'7.
( 3 ) WALSH, loc. cit., p. IÔQ.
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En effet, la série (12) étant convergente en tout point j intér ieur à Cp, on a

l im | ̂ (.; — ,3i ) . . . (^ — Zn) y = ^ini | tfn " -\ I ^ ( . ^ ) ; ̂  i,
// ^ x ' // > y-

et par suite,

J i m ! <^ i" .̂  -.——-——
n>^ — — A | 9 ( ^ )

^ pouvant être pris aussi voisin qu'on le veut clé la courbe Cp, définie par

? ( ^ ) ! = p .
on o.btient ainsi

lim Un i" ^- .— '
n^^n ~ A p

II est de plus fac i l e , en faisant directement usage de deux théorèmes de
Walsh (1), de voir que l'inégalité

lim On " ^- •^ . l - A p
est impossible.

Les conditions de notre théorème sont donc satisfaites.

Cas des sommes partielles d'une série entière. — ^ étant un zéro de multipli-
as

cité k pour la fonction j\z)=^a^\ in tér ieur au cercle de convergence de
') •=. 0

rayon p , de la série, choisissons pour C un cercle centré à l'origine et de
rayon a <^ | ^ l .

La fonction ç(^), qui réalise la représentation conforme de l 'extérieur de G
sur l 'extérieur du cercle w ^i, est évidemment y(^)== ^ ' La courbe Cp est
définie par

l9(..-)|==p, ^ ==p, |.--';=ûcp

et l'on a évidemment pi= ap. //
Les///:;) étant les sommes partielles^^^ et lesp/,(^) étante", on a

V = 0

(,,) ^j^l"^^=^,
1

(c.) lim ; .̂  |" =: ; ,3 I ==Œ ^ ==x û(^)
/ / -^^ ' a

Nous retrouvons a ins i le résultat de M. Fekete concernant les sommes par-
tielles des séries entières.

C) WALSH, loc. cit., p. 83 et i57.
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CHAPITRE VU.

SUR UN PROBLÈME INVERSE.

Soit une suite de fonc t ions holomorphes//,(;?) qui tendent, uniformément
dans un domaine (<^), vers la fonction /(^)^o, ayant au point ^ un zéro
d'ordre k de multiplicité et X,,, une borne supérieure de \fn{^)—/(^)| quand
z appartient à (^3). Si l'on pose

• f(.:.) ̂ (.,-:)^(,^, 9(0^o.
on aura

/,(.-) -/(..-) =/^) - (.. - Ç)^(^),

et, par suite, ̂  étant un zéro de //,(^),

i ç.- OM^) i - ̂ (ç.) +/(^) | ̂ ^
_ /^ _ i
lim Ç^— ri^ lim (A,/)" .
n > as /; ->- 30

Cette formule donne une limitation de la distance des zéros quand on possède une
limitation de la distance des fonctions^ c'est-à-dire de la rapidité de l'approxi-
mation.

Inversement , on peut se poser le problème suivant :

Étant donné une opération U(y) qui associe, à toute fonction f d'une
famille (êP) de fonctions holomorphes dans un domaine (^3), une suite \fn\ de
fonctions qui tendent vers f uniformément dans (û3); si F on possède une limi-
tation de l'écart des zéros de f et f,^ valable pour toutes les fonctions f de la
famille^ trouver des propriétés d^ approximation de V opération U.

Il est évident que si l'on ne sait rien sur la famil le (^), ni sur la structure de
l'opération U, le problème reste vague; on peut le préciser.

Posons
u(/)=iy.;.

Nous supposerons que la famille (^F) contienne^ avec f, toutes les fonc-
tions f -{- a où a est une constante et que, de plus,

LT(•/4- a)= \fn-\- ^ i.

Enfin, on supposera donnée une fonction positive u(z), inférieure ou égale
à i dans (û3) et telle que, ^ étant un zéro d) ordre k de multiplicité de fÇz), on ait

k

î ïmlÇn-Çl^/^Ç).
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Avec ces hypothèses, on peut affirmer que, pour toutes les fonctions f(z) non
constantes^ on a V inégalité

î  \M^)-f^)\n^f{•(::)'
Soit, en effet,

h{z)=(z-^)^(z), ?(0^o'

une fonction de la famille (c^) et U(A) = [ h,,^ ) ;. Posons
/,:

M^)=fF---^?^(-^
/: — 1 •

9(/,,)(s) tend vers ç(^), uniformément dans le voisinage de ^ et par suite ç^CC»/)
tend vers 9(^)7^ o.

On a donc

jTm | hn(t) [ " •=- lim
// > ̂  // ̂  x n î.ii n lim ir-^r'^^o./;> ^

Soient maintenant /(;?) une fonction non constante de la famille (^) et C
un point de (^9).

La fonction h{z ;) =/(--) —/(O appartient à ( ̂ ). Par hypothèse,
//,(,^) =/.(.-)-/(O,

et par su i te ,
i i_

lim | fnW—fW^^ Tïm lAJ.Ç);77^/^;),
K -^ x t ' // > x

ce qui démontre notre assertion.
On peut particulariser davantage et considérer la famille (^) des séries

entières avant le cercle Cp, de centre zéro et de rayon p pour, cercle de conver-
gence, puis choisir pour u(z) la fonction —— pour | z \ <^ p.

L'opération U(/) sera définie par l ' intermédiaire de la matrice de Tœplitz

• ^09l ^Qi! ^02<» • • • 7 ^O/m ' • • '

^ 1 0 ? ^ll? ^12? • • • i ^ïin, - - • 5

. . , . . , . . , . • . , ' • - 7 • • • '

^//05 ^ / / î 5 ^/i'2; • • • 5 ^nniî • • • •>

. . , . . , . . , . • . , • • - ^ • • • ?

dont tous les éléments sont positifs et vérifient
lim bnm~= o (m == o, i, 2, . . . ),
//>-<»

^^m==I (^==^ I ? '-̂  • • • ) •

///.

Soit la fonction
/(.;)rr:ao+ a^z + a2^2+. . .
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de la famille (^), posons

.^„(:•)=^aV•^•

„. .„„, i./;,(,>.,,.,,, »̂ .,., « ?-'"•"''<• '» '»«"'"• ''« lte/IA»• '""• l'"''"""•wl

f,,(:.)=^/',„„••<,.(:•)•

^ f^^ /„(--) conve^n. ve,.s",A.), ,.n.for»e,n,.n> d,,. to.t ce.cl.
(\ ( l5 !^ :?-<?)et l 'ona

' '"" y;,^^^^--'^"-'--)-^'
/.'/

a désignant une constante. ,•.,,„ 1^ fonctions f,,(^ convergent
^ ̂  ..n.,,,̂  ^^^ ̂ - ^^ ̂ ,̂̂ ^^ „„,

s^T:̂ ;̂̂ :̂ ^ —• •r r""'6 M '""""'̂
,1e „ et ,k .-, mû fouw,,t di,,endre ,1e •, et rf,- r, «•(/<• »"<•

,^,)_,A,,.,,»I(J.)", 1 . ^ -

L, dé.o,,st,>tio» est im»é<li>te. On a, co.».. on 1-, v» plus haul,

Tii.../;,(;l-.«:)l"^^ ^[é°•
I I > ̂  ^

La fonction ^^^+|,,|,4-|^+..-,

appartient à la famille (^), donc,

luniF^--)-»^.--)'"^^ 1 ; ^-

jr;;;:;̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^
suite, F^)-iW^i/(=)-.A(^ l 3 1 ^ 7 -

De l'inégalité

on déduit,

Ïim]F,.^)-F(^^'"^I'
„>» '

F(^_F.(ff)^M^,),

,oel que soit r<?, M étant une constante qui ne dépend que de . et de . et

non de n. Donc
, ^ - ^ n , ) | ^ M • Q . \^\^'
\Jn\- ) J V ^ ! 1 —— ^ / ' y


