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SU H

LES FONCTIONS CONTINUES MONOTONES

PAR iM. CHI-TAI CHIJANG.

INTRODUCTION.

Le théorème général de M. Borel sur les fonctions croissantes ( } ) a été mis
sous une forme très précise par M. Nevanlinna comme il suit (2) :

Soit uÇî^ une fonction positive et non décroissante pour r^>o. Soit y(^) une

fonction positive et décroissante pour t^> o telle que f (DÇt)dt converge. Soit 1\
v /

une valeur de r. Alors la longueur totale des intervalles pour lesquels

(i) uÇr-^o[u(r)])^u(r) + i f r> r,),

ne dépasse pas la limite

?(^o )+ / ?(0^ ou /o=:^(ro).
J i.

Dans ses recherches sur les fonctions méromorphes d'ordre inf in i , M. Valiron
a obtenu le résultat suivant (3) qui appartient à la théorie des fonctions-types
créée par MM. Blumenthal ( 4 ) et Kraft (5).

( 1 ) É. BOREL, Sur les zéros des fonctions entières (Âcta Math., t. 20, 1897, p. 375-377).
(2) R. NEVANLINNA, Remarques sur les fonctions monotones ÇBull. Sci. matli.^ ^ série, 55, i93i,

p. 142-143).
(3) G. VALIRON, Directions de Borel des fonctions méromorpJies (Mém. Se. math., fasc. 89,

i938, p. -24-29).
( 4 ) 0. BLUMENTHAL, Principes de la théorie des fonctions entières d ' ' o r d r e infini (Collection Borel,

1910, Chap. II).
(5) A. KRAFT, Ueber ganze transcendante Functionen von unendiicher Ordnung (fnaug. Diss.y

Gôttingen, 1903).
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^ioit /(s) une fonction méromorphc d'ordre infini. Soit co(a-) une fonction

décroisante telle quef " ̂  ̂ . ,̂ ,̂  ̂  ̂  co(^) ̂  > i. &„< T un nombre

positif. Alors il existe une jonction non décroissant p(/-) telle que la fonction
(J ( r) -= r? "' possède les propriétés suivantes :

i" A partir d'une râleur de r, on a

(2) U(/ '+"f lK/')J)<^Lî(/-).

2° '\\r, /) étant la/onction caractéristique de f(s\ on a

Tïmï^Z)-,
. ' •> -< ^ ( r ) -'•

Le présent Mémoire est une suite de ces travaux de M. Nevanlinna et de
M. Valiron. Nous considérons les fonctions/^) continues monotones pour^o
En employant les méthodes de M. Borel et de M. Blumenthal, présentées sous
une forme nouvelle, nous établissons deux propriétés générales de ces fonc-
tions. Notre contribution principale consiste dans la substitution des constantes i
et -, figurant dans les inégalités (i) et (2), par une fonction â(.c) à décrois-

sance assez lente pour que l'intégrale J ^ x ~ ) d x diverge.
17 0

PREMIÈRE PARTIE.

PREMIÈRE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE DES FONCTIONS CONTINUES MONOTONES.

I. — Théorèmes fondamentaux.

\. THÉORÈME 1 . - Soient f{x\ ̂ ) et â(^) trois fonctions vérifiant les condi-
tions suivantes :

a. f\x) est continue et non décroissante pourx^o ; /\x) ̂  o pour x^ o.
^. y(0 est positive, continue et non croissante pour t^o et est teÏÏe que

I ^{t^dt converge.
t/ 0

c. ï(x) est positive, continue et non croissante pour x^o et est telle que
j S(x} dx diverge. Alors on a

^ u

/(•r + -;'r/(^):i) -/(A-) < §(x),
sauf au plus dans une suite d'intervalles dans lesquels la variation totale de

j ï{x)dx ne dépasse pas o(o)y(o)+ f f(t')df.
u ^o
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'2. THÉORÈME '2. — Soient f^x\ v(^) et ^(x) trois/onctions vérifiant les condi-
tions suivantes :

a. f(^) est continue et non croissante pour a' ̂ o; o <^ /'(\r)^ i pour .r^- o.
h. y(?) est positive, continue et non croissante pour o <^ t ^_\ et est telle que

/ " • )

j y ( t ) dt converge.
Jo

c. o(.r) ̂  positive, continue et non croissante pour x^-n el est telle que
p -r.

^ SÇx ) dx diverge. Alors on a

/(.r + 7[ J\X}\) -/( .7-). > - O(^),

,îw// a// /}/?/A' rf^m' une suite d ) intervalles dans lesquels la variation totale de

f o( x '} dx ne dépasse pas f ^ { t ) d t .
u {> v {)

II. — Lemmes de base.

3. LKMME I. — Soit X(a") une fonction dé/înie pour .r^o satisfaisant aux
conditions suivantes :

1 ° X(;r)^> x pour x'^o.
2° A cliaque nombre positif A correspond un nombre positif l tel que pour

< ) ^ x ^ A on ait X Çx ) >^ x + /.

Soit XQ une valeur de x. Alors la suite

x^ x, =: X ( ̂ o ), .r. == X ( A-i ), . . ., x,, :— \. ( Xn- -i ),

est croissante et tend vers l'infini avec n.

D'après la condition 1°, la suite x,, est croissante. Supposons que la suite x,,
soit bornée. Désignons par Ao sa borne supérieure. Alors, si petit que soit le
nombre posit i fs, il existe un entier n tel que la valeur x'-==-• .x,, vérifie les iné-
galités

0 ̂  X' < Ao, \ ( X 1 ) < Ao < X' + £,

résaltat qui est incompatible avec la condition 2°. Donc la suite x^ est non
bornée et tend vers Fintini avec n,

4. LEMME 2. — Soit E un ensemble fermé de points de V intervalle .r^o.
Soit X(.r) une jonction définie pour x^o satisfaisant aux conditions 1° et 9.°
dans le lemme 1 . Alors :

A. si E est non l)orné^ il existe une suite infinie de points de E:c/,( n - - . . o ) telle
que :

i° \{c,,)^c,,^pourn^(}\
•4° chaque point de E appartient à run des intervalles c,,^x <^ X( r,,)(/î^o);

Aiin. Éc. Norm., (3 ) , LXIV. — FASC. .). 2/1
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B. si E est borné, il existe une suite finie de points de E : c,, ( o. n ̂  k} telle que :

i° X(c,/)^c^, pouro^n^li—i;
2° chaque point de E appartient à F un des intervalles c^, .r^ X(^) (< >.̂  n^jf).

Examen du cas A. Soient E non borné et X(.r) satisfaisant aux conditions
du lemme 2. x é tant un point de l'intervalle .r^o, désignons parP.^ l'ensemble
des points communs à E et à l ' intervalle ̂ ^X^), et par y(.r) la borne infé-
rieure de P.,. Évidemment :

a. ^(^) est un point de E;
?• XO^^X^);
y. il n'existe pas de point E qui, à la fois, appartient à E et vérifie les inéga-

lités X(.r)^E < )c(^).
L'inégalité ((ï) montre que y ^ ( ^ ) satisfait aux condi t ions i° et 2° dans le

lemme 1. Désignons par Co la borne inférieure de E. Co est un point de E.
On peut donc appliquer le lemme 1 a ' / ( x } et Co. Par conséquent, la suite

<0î ^r-^ /.(^o)» ^^ /.(^l ), ' • ' , f'n=^ %(^/-l ),

est croissante et tend vers l ' inf in i avec //. D'après (a) , les points Cn appar-
tiennent à E. D'après (?), on a c,,=^(<v „, )^X(c^_i). Considérons un point Ï
de E. Soit n l'entier tel que c/^E <^^n = %.(^)- D'après (y), on a E <^X(c/,).
DoncE appartient à l'intervalle ^n=^<^ X(c^).

Examen du cas B. Soient E borné et X(.r) satisfaisant aux conditions du
lemme 2. Désignons par M la borne supérieure de E, et par S la somme de E et
de l'intervalle ^=:M+ï. S et X(,^ rentrent dans le cas précédent. Soit
donc c^(n^o) la suite correspondant à S et X(.r). Alors CO^M et c/, croît
indéfiniment. Soit k l 'entier tel que c/^M pour o^ln^k et que c/ /^>M
pour n^k+i. On voit immédiatement que la suite Unie c^(o^//^/ ' ) pos-
sède les propriétés exigées.

111. — Démonstration du théorème 1.

5. Soient /( ̂ ), ^(0 et û(.r) trois fonctions vérifiant les condi t ions a, h et c
du théorème 1. Désignons par E l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles

/(^+Y[/(^)])-/(^)^ô(^).

Distinguons trois cas suivant que E est non borné, ou borné, ou n u l .

Premier cas. — E est non borné. Alors Ë et X(.r ) = .r+ y[ f {x ) ] rentrent
dans le cas A du lemme 2. Donc i l existe une suite in f in ie de points de
E:Cn(n^o} telle que :

i ° X ( C n ) ̂  c,^ ^ pour n ̂  o ;
2° chaque point de E appartient à l 'un des intervalles c,,^^<^X(c^)(/î^o).
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Nous allons démontrer que
y- ^.X(^) ...

( i ) Y ^ ^(^) ^^ô(o)Y('o) -4- ^ v { t } d L
^ < ' , t ^ o

Posons rf,,= X(c,/). o(^ ) et v( / ) étant non croissantes, on a
^n - ,

( 3 ) / o ( x ) dœ .^ ô ( <•,/. ) ( d,, — ^// ) —: ô ( c, ) Y [ /(• ^-/, ) |,

...f^n ^ •

(3) ' / ï(^)^^ï[/(^i): | [ /(^/- i)--/(^--) l-
J/••/•« i'

Mais d'après i° c,,-\ <^Cn? ^ ^"i est un point de E; on a

( 1 ) o(c,0^ô(^-0^/(^.--,) -- /(^-,) .

D'autre part, d'après 1° dn-^^c,„ et Y[/('^)J est non croissante ; on a

(5) Tl7(^--i)]^ï[/(^)J-

Enfin, en tenant compte du fait que o(^') et y( ^ ) sont positives, on tire de (2),
(3), (4) . (5)? les inégalités suivantes

^
' 1 ^ ^d,, ^f[ff„.--l}

çH^)^.-^ô(/,\))Y[/(co)|, ^ Q{x}dx^ \ ' ( ( t ' ) d t .
-r. '̂« ^./^n > '

D'où on trouve que
^n

Y ^ o(^)<&^ô(^yf / (co) l+ / ï(Q^,
.-o^" l ̂ 1

ce qui donne l'inégalité (i).

Deuxième cas. — E est borné. Alors E et K(^)=^-î^^[f{^)] rentrent
dans le cas B du lemme 2. Donc il existe une suite finie de points de
E:c^( o^/? ^^) telle que :

i ° X(c,, ) ̂  c,̂ . i pour o ̂  n ̂ k — i ;
2° chaque point de E appartient à l ' u n des in terval les ̂ ^^<^X(c^)(o^^^).

Comme dans le cas précédent, on démontre que

^ ^^ /-
Y \ ^{x^dï < ̂ ( o ) Y ^ o ) + ^ ^(t)df.

Troisième cas. E est nul. Alors on a

/f^- ^- y[/( ^)J) — /(^•) < o(^ ) pour ^ ̂  o.
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I V . — Démonstration du théorème 2.

6. Soient /( œ), ̂ \t} et o(^) trois fonctions vérifiant les conditions a, b et c
du théorème 2. Désignons par E Fensemble des valeurs de x pour lesquel les

/(^+ï[/(^)])--/(^)^-o(^).

Dist inguons trois cas suivant que E est non borné, ou borné, on n u l .

Premier cas. — E est non borné. Alors K et X(^) = x+^\ j\oc}\ rentrent
dans le cas A du l emme 2. Donc il existe une suite inf in ie de points de
E'.Cn(n^o) telle que :

i° X(c,,)^-c,^i pour /î^o;
2° chaque poin t de E appart ient à l'un des intervalles c,,.^, x <" X( Cn ) ( ̂  ^< > ).

Nous al lons démontrer que

^.X^,,) l

(6 ) ^ ^ o(,c}d.r.^ y ( / ) < / / .
* - r *' o

Posons dn= X( ̂  ). o(.r) et y(^) étant non croissantes, on a

,̂
( 7 ) ^ o ( x ) dx -^ o(<- , , ) (</„ -- c,,) ̂  o (^}v | /(^.) |,

.../•^
(8) / ï(<}^^ï!'/(^) \J\cn} -f(^:)]-

J/'^.'1

Mais c,, est un point de E; on a

(9) ^(^)^:/(^} —f(^n).

En tenant compte du fait que y(^ ) est positive, on tire de (7), (8), (9), l'iné-
galité suivante

^ pf^n-

^ û(.v)dï.^ ^ { t } d f .
'^-n J.f[d^

D'où, moyennant 1° et la non-croissance de /'(.r), on trouve que

__, „ ./•.o-

^ / o(^)^r,^ Y(^^,

//.-.o r" " ( )

ce qui donne l ' inégalité ( 6).
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Deuxième cas. — E est borné. Alors E et X(^) = x-\- ̂ [f(x)] rentrent dans
le cas B du lemme 2. Donc il existe une suite f in ie de points de E:^(o^/^^)
tel le que :

i ° X ( c/< ) ̂  c,^. i pou r o ̂  ̂  ̂  /• — i ;
2° chaque p o i n t d e Eappar t ientà l 'un des in terval les ̂ ^<^X(c,,)(o^/^Z-).

Comme dans le cas précédent, on démontre que

•^ f ' "o^Q^^ f ^ ( t ) c / t .
*-' c 0

Troisième cas. — E est nul . Alors on a

/(^ -+- ïf/^)]) —/(- r) > — ̂ ) P01111 •r^0-

V. — Une conséquence du théorème 1.

7. Considérons une fonction /(^) satisfaisant aux conditions suivantes :

1° f\x) est cont inue pour ^^:o;
2° Sur chaque segment situé dans l ' intervalle x ;^o, /(.r) est à variation

hornéo.

Désignons par V(^ i , ^, ; /) la var ia t ion totale de f{x) sur le segment
x\ ^-x <".r^( 0 rrl.ri <^rd) et posons

W(.r ;/)--= V(o, .r^ / } pour .r > o, W(o ; /) --= o.

On peut démontrer que ( ' ) :
W(.r; /) est continue et non décroissante pour -r^o; W(.r; /)^o

po^/1 .r ̂  o ;
V(.r,, ̂  ;,/') == W^, ; /) — W(.r, ; f)pour o ̂ x, < .r-,.

Donc le théorème J fourn i t cette conséquence :

THÉORÈME 3. — Soient f(x ̂  ^\t ') et S( ' x) trois fonctions satisfaisant aux con-
ditions suivantes :

/(.r) satisfait aux conditions 1° et 2° ;
'y^et 8(.r) satisfont aux conditions ( h ) et (c) dans le théorème 1. Alors on a

V(^ .̂  + y[W(^; /)];/) < ô(.r),

.sr/^/1 au plus dans une suite d'intervalles dans lesquels la variation totale de
c r * x

( S(x)dx ne dépasse pas §(o)^(o)+ f ^Çt)dt.
«A " x / J{}

( ' ) Voir É. GOURSAT, Cours d'analyse mathématique, t. 1 , 2e édit., Chap. (.
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DEUXIÈME PARTIE.

DEUXIÈME PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE DES FONCTIONS CONTINUES MONOTONES.

L —- Déûnitions.

1. Définition 1. — Soient ^Çt) e to(\r)deux fonctions vérifiant les conditions
suivantes :

a. v(t) est positive, continue et non croissante pour /^o et est telle que
C x
\ ^{t)dt converge.

*'(i
p. S ( x ) est positive, continue et non croissante pour -r^o et est telle que

F oo

\ o(.r)dx diverge.
JQ

Une fonction /(.r) est, par déf in i t ion , une fonction-type par rapport à Y<Y)
et SÇx\ si/(.r) satisfait aux conditions suivantes :

i° f(x} est cont inue et non décroissante pour x^o et tend vers l ' inf ini
avec x\

2° /(.^)^o pour .r^o;
3° /(^-i ï[/(^)j) —/(tr^<^o(lr) P0111* 'y:::^0-

2. Définition -2. — Soient ^ ( t } et S(.r) deux fonctions vérifiant les conditions
suivantes :

a. Y(Î) est positive, continue et non croissante pour o<r^i et est telle

que f ^Çt)dt converge.
•^o

P. 8(rr) est positive, continue et non croissante pour .r^o et est telle que
/»OC

^ ï(x}dx diverge.
*-'fl

Une fonction /(^) est par définition une fonction-type par rapport à -y(Y)
et 8(^r), si /( -r) satisfait aux conditions suivantes :

1° /'(.r) est continue et non croissante pour «r^.o et tend vers zéro avec *
2° o<^/(.r)^i pour^'^o.

3° /(.r + T[./'(^)1) —/(al) > — ^(O P01111 ̂ ^ 0-

3. Définition 3. — Soit /(^) une fonction définie pour ^'^o. Une fonc-
tion ^(x} définie pour ̂ ^o est par définition supérieurement adjointe à/(^),
si f ( x ) ^ ^ ( x } à partir d'une valeur de.r et si/(.r)===^(.T) pour une suite de
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valeurs de ^tendant vers l ' infini . Une fonction ^( . 2 >) définie pour ^l^o est
par définit ion inférieurement adjointe à/(.r), si f { x ) ^ g ' ( a ' } à-partir d'une
valeur de x et si /'(^)= g\x} pour une suite de valeurs de x tendant vers
l ' infini.

I I . Théorèmes fondamentaux.

4. THÉORÈME 1. — Soient /( ,r \ ^ Ç t ) et o([x} trois fonctions vérifiant les condi-
tions suivantes :

/'(a?) est continue et non décroissante pour x ̂  o et tend vers F in fini avec x :
y( t } et 3(x} vérifient les conditions ( a ) et ( j3) dans la définition 1 .

Alors il existe deux fonctions j\ (x) et j\ (x ) jouissant des propriétés suivantes :

i° /'i (x ) et fï(x) sont fonctions-types par rapport à y ( t ) et o(x);
2°/^(.r) et / } ( x } sont respectivement supérieurement et inférieurement

adjointes à f{ x ).

5. THÉORÈME 2. — Soient /'('x\ ̂ (t} et § ( x } trois fonctions vérifiant les condi-
tions suivantes :

f(x) est positive, continue et non croissante pourx ̂  o et tend vers zéro avec ï ;

^ { t } et S(.r') vérifient les conditions (a ) et ( ̂ ) dans la définition 2.

Alors il existe deux fonctions j\ Çx) et f^{x) jouissant des propriétés suivantes :

i° fi(x) et f^(x) sont des fonctions-types par rapport à ̂ (t) et o(x') ;
2° fi(x) et fi^x) sont respectivement supérieurement et inférieurement

adjointes à f(x}.

III. — Lemmes de base.

6. LEMME 1 . — Soit u,^n^î) une suite de nombres positifs tendant vers zéro.
Alors il existe une suite croissante d^ entiers positifs ^(/•^i) telle que la suite
U/ == u^ soi/ décroissante.

n étant un entier positif, soit N = = N ( ^ ) le plus petit entier positif tel que

N >- //, • u^ < / / / / .

Alors la suite d'entiers positifs

/ii:=i, n.-=-^(n,), / ? ,=N( / i , ) , . . . , /^.=:N(^-i),

possède les propriétés exigées.
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/. LEMM, 2. - Soitf(^) une fonction positive, commue et non creusante pour

^o et tendantvers zéro avec ̂  Alors il eœzste deux fonctions /.(^) etf^}
/ouïssant des propriétés suivantes :

1 ° .A(^) et j\(x) sont positives, continues et non croissantes pour o^o
et tendent vers zéro avec -L •

2\/.^)^^^,W.^^^
dérivée droite j . , (a-) > - i pour x ̂  o ;

3° f^x) et f,(œ} sont respectivement supérieurement et inférieuremeni
adjointes a /(se);

^ f, ( .r) ̂ /(o) pour x ̂  o. /, {xY^f(o) pour a- ̂ ...

Pour l'établir, nous distinguons deux cas :

Premier cas. — On a /'( o ) < -'-.
' ' ' ' 2

Second cas. — On a /(o )^ * .

Examen du premier cas.

Soitj==/^) une fonction satisfaisant aux conditions du lemme 2 et telle
que/(o)<^. Considérons sa courbe représentative (: et la suite de droites
parallèles

1 ) " ' .^-^-M) (W^.I).

La courbe C coupe la droite D« en des points? dont les abscisses sont toutes
comprises entre n - r et /,. Des points p, soit p^, b,^) celui dont l'abscisse
est minimum et soit (̂c,,, <) celui dont l'abscisse est maximum 41ors
évidemment la courbe G est au-dessous de la droite D/, pouro^ r <-a et au
dessus de la droite D,, pour x >c,,. — "

Construction de la fonction /, (^). - Considérons la suite de points
P_(.an, t>n){fi^i). La suite 6,, est positive, non croissante et tend vers zéro
Donc d'après le lemme 1, il existe une suite croissante d'entiers positifs
n^A-^i) telle que la suite 6,,, soit décroissante.

Considérons la suite de droites D,, et la suite de points p^. A chaque point p
associons le pointa de la droite D,,, dont l'ordonnée est égale à celle deD
Sur 1 axe des y, marquons le point p, dont l'ordonnée est égale à celle du
pointa.

Considérons la suite de points

(S,) P'»^ Pn,, P\, /?„„ [)'.„ ..., p^, p'^
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Soit LI la ligne polygonale dont les sommets sont la suite de points (Si).
Soit y == f t ( ' r ) la fonction définie pour x^o et représentée par la ligne L ^ .

Construction de la fonction f^(.r) — Considérons la suite de points

7 n(Cn, dn ) ( ̂ ^l).

La suite d,, est posi t ive , non croissante et tend vers zéro. Donc d'après le
lemme 1, il existe une suite croissante d'entiers positifs m,, (Z-^i) telle que la
suite d,^ soit décroissante.

Considérons la suite de droites D/^ et la suite de points y, / / / . A chaque
point q,^, associons le point y/ de la droite D/^ dont l 'ordonnée est égale a celle
du point q,n^ Sur l'axe desj, marquons le point q'^ dont l 'ordonnée est égale
à celle du point q,,^

Co-nsidérons la suite de points

(^2) </(P 7///P ^ 7/^ 7^ • • • ' <///^ q'h, • • • •

Soit L^ la l igne polygonale dont les sommets sont la suite de points (S,,).
Soit v == /^(.2') la fonction définie pour .2'^o et représentée par la ligne Ls.

On voit aisément que les fonctions /i(^') et fï(^} jouissent des propriétés
énoncées dans te lemme 2.

Examen du second cas.

Soit /(.2*) une fonction satisfaisant aux conditions du lemme 2 et telle

que/(o)^^ • N étant le premier entier positif tel que /(N)<< i-, considérons
la fonction ^(•2') définie pour .^^o de la manière suivante

^•(.r)^r/(N) pour o-^^<\,
^ ( x ) -—i- y( x ) pou r ,r ̂  ^.

La fonct ion '̂(.2*) satisfait aussi aux conditions du lemme 2, mais on a ,§'(0) <^ •
Le cas présent est alors ramené au cas précédent. Soient donc f\Ç-r) et /\(^}
les fonctions correspondant à la fonction g'Ç'x'Y Alors les fonctions / i (.r) et /a (x)
jouissent des propriétés exigées.

I V . — Démonstration du théorème 1.

8. LEMME 3. — Soit v ( t ) une fonction positive y continue et non croissante
,/-*x

pour î^o, telle que f ^Çt^dt converge. Alors il existe une fonction A(E) définie
J^

dans un intervalle fini o ̂  E <^ A vérifiant les conditions suivantes .;

i ° h( ̂  ) est convexe et croissante pour o ̂  - E <^ A ;
Ann. Èc, Norm., (3), LXIV. — FASC. Q. 20
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•2° h(o ) == o ̂  lim /<($) = oc ;
30 ° < ̂  -+ T [ A( ̂ J < A pour o ..: ; < A :
4" ^(S) étant /a dérivée droite de h(^\ on u

~{ \ l l ^ ) \ l l ' ( ^ \ - i ' | / /(t) j). ., pou,. «^<A.

Ce lemme sous une forme différente, a été donné par M. Yaliron (/oc: ̂  )
Pour 1 établir, considérons le nombre positif /

A==Y(o ' )+V Y ( w ) ,

/// ~7~ 0

et la suite croissante de nombres ̂ (/^o) définie de la manière suivante

</„ --,:: y ( o ) -+- ̂  y ( rn ), n _ •<.
' tn ~ (1

Evidemment a,, tend vers A.
Soitïi=À(^) la fonction définie dans l'intervalle o^$<A et représentée

par la ligne polygonale dont les sommets sont la suite depoints epresenlee

pnî 'in-^-an, •fïn^n (n^o).

Le coté p^ de cette ligne polygonale a pour pente —————, qui ne décroît
pas lorsque /; croît, car on a - ")

———=—— ' -
«i - «„ T(") ' ^+. - a,, ~ Y(/ î - i ) (rt^ l)-

II est clair que la fonction h^) vérifie les conditions i° et 2°
5 étant une valeur de l'intervalle o^< A, soit n l'entier tel que./ ̂ ^a

Alors on a 1 "^\«'t-r
Ï + T [ h (: î, )] < «»+, 4- y [ h ( a,, )] == ̂ , + Y ( w, ) = ,/,,̂ ,.

Par suite

A'(; +y(7, (;)1) ̂  ———'——— _, ___ ^ ' ^ >:
M,,+2 - U,^ , y ( /( ) y | /;.(»„)!==- y|7l(Ç)| '

Donc la fonction /<(?) vérifie les conditions 3» et 4".

0. Considérons trois fonctions/^), ̂ ) et o(.r) vérifiant les conditions du
théorème 1. Nous nous proposons de démontrer qu'il existe deux fonctions W)
et .A(r) jouissant des propriétés i° et 2° énoncées dans le même théorème
Uans la démonstration suivante, nous supposerons que la fonction /(.r) vérifie
la condition/(o)^o. Cette condition ne restreint la généralité qu'en appa-
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Cela posé, considérons la fonction -^ = = = / < ( E ) ( o ^ E <^ A), fournie par le
lemme 3, correspondant à la fonction y(^). Soit ^ = = A ( ^ ) ( ^ ^ o ) sa fonction
inverse, m étant le plus grand des nombres S(o) et i, considérons la fonction

•F^ • - - A - ( . r ) — : - f o{x)dx (^-^o).

Soit .r= ;^(j)(y^o) sa fonction inverse.
Considérons la fonction

^0 ' ) -A-Àj / [^ ( j ) ] |

qui est positive, cont inue et non croissante pour y ̂ .o et tend vers zéro avec -1--

Soient Ci (y) et ÇsCj) l^s fonctions, fournies par le lemme '2, correspondant à
la fonction ̂ {y\

Alors les fonctions
/, ( x } --=. h \ A - ̂ [k{x)}}, /.(^) == À j A - 9, |:Â-(^)] j

jouissent des propriétés exigées.
Pour l'établir, nous nous bornons à démontrer que la fonction /i(.z-) jouit

des propriétés suivantes :

i° /i(^) est une fonction-type par rapport aux fonctions y(î) et o(-r);
2° /i(^) est supérieurement adjointe à la fonction /(.r).

Démonstration de la propriété 1°.

La fonction f\ (.2-) s'écrit
f,\x)^h{W^)},

en posant
y,(^)=:-A —^[k(x)},

/j ( x ) est définie pour x ̂  o.

Car on a
( ) <- ?9 ( y ) ̂ : 9 ( ° ) -^-. A-

et donc
o^W,(^)<A.

/*i(.r) ̂ ^ continue et non décroissante pour x^o et tend vers Vin fini a^ec x.

Nous omettons la démonstration.
/', (.r) ̂  o poî/r .r ̂  o.

C'est évident.
/i (.r) vérifie V inégalité

/i(^+y[/i(^)]) —/i^) < <î(^) ./w<r ^^ 0-
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En effet, ./'i(a-) admet une dérivée droite

/'^<)-/(';»F,(.z-);*I'',(a;),
où ' '

^"2 (•<••)< ' , W",(.r)<ô(A-),
ïl/ ̂ JA' ; ^(.c) + -{\J\(x)] ! ̂  ,.

Démontrons le fait suivant. Quelle que soit la valeur o^o, on a
(i\ / - / _ . x .- 6(a}
" y l / " '7TZ(^) | POUI' a^x<a+^A(^}}•

En effet, considérons deux valeurs ./• et a assujetties à la condition

" -== "' " ̂  •r < 1> -^ i l -4- '; [/i ( a, ) |.

Alors, d'une part, on a

•r'.^) ̂ .W,(b) < *y,(a) + Y[/i(a)],

d'autre part, on a

Donc

II' j «F, (a; ) ; ..̂  /,/ | q-r., (n)+ v r /, ^ « ) | j ̂  ' ,
'~';\AW

W.^x) < y(' , /-)^;ô(//) .

f ' ( r } - à(u)

' ''TiTT^T
L'inégalité (i) et la continuité de la fonction/.(^) entraînent l'inégalité

./«(« + ïf./i(a).l) - J \ ( " ) < o(/-<).

Démonstration de la propriété 2".

La fonction y,(y) étant inférieurement adjointe à la fonction

? ( 7 ) - - - A - - / , ! / - ( J . ( r y ] j ,
on a
(2) ' ?(,r)^v.(.:^,

à partir d'une valeur Y de y, et l'on a

^ ?(.'»') =<?'(.•>•)

pour une suite de valeurs r,. dey tendant vers l ' in f in i .
De l ' inégali té (2), il s'ensuit que

AfA-y.( j ) ; :^ / |^( , , ) [ pou,. , ,^y_

Posons X== u.(Y), alors on a

h{K-v>,[k{x)\\^f(x) pour a-^.X.

Donc /'(a-) ̂  f\ (a;) « joa/-^/- d'une valeur de x.
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De l'égalité (3\ i l s 'ensuit que
h { A — ^(. r) ; ̂ /[^(j).] Pour y :=)•/,.

Posons .fn= ^(J//)? alors on a

A •î A. — ^•2[^- '(^ ') | 1 '-^fÇ^') pour j" -̂- ,r//.

Donc /{'v) = /i (<^) po/^' ^/^ .y^^ r/^ valeurs de x tendant vers V in fini.

V . — Démonstration du théorème 2.

10. Considérons trois fonctions /(•^), v(/) et o(^) vériliant les condit ions
du théorème 2. Nous nous proposons de démontrer qu'il existe deux fonc-
tions /i(.^) et /2(^) jouissant des propriétés i° et 2° énoncées dans le même
théorème. Dans la démonstration suivante, nous supposerons que la fonc-
tion y(.r) vérifie la condition /'(o)^i. Cette condition ne restreint la géné-
ralité qu'en apparence.

Cela posé, considérons la fonct ion

Ï^n-n). -- f ̂ t)dt (o<ï^i).
J-r

Soit

•^ ^ - -- // ( j ( o ̂  ; < \^ ) , A -:: f y ( / ) dt
•-'o

sa fonction inverse, (considérons la fonction

y :_- k{x) ------ f ô(^) dx (x~^o).
^o

Soit x ==. y \ y ) ^ y ' ^ { ) ) sa fonct ion inverse.
(considérons la fonct ion

^ 0 - ) ^ À - À { / [ ^ ( j ) ] i

qui est posit ive^ continue et non croissante pour y^oet tend vers zéro avec- .

Soient Çi( y) et 92 (7 ) les fonct ions, fournies par le lemme 2, correspondant à
la fonction c p ( v ) .

Alors les fonc t ions
j\(x) ==. h ; A - ̂ fÂ-^)] j, f,(.r) =: h { A - ̂ .[/.(x)\ ;

jouissent des propriétés exigées.
Pour l 'établir, nous nous bornons a démontrer que la fonc t ion j\ (.r) jouit

des propriétés suivantes :

1° ./i(^) est une fonction-type par rapport aux fonct ions y( / ) et ^(.r);
2° /', (.r) est supérieurement adjointe à la fonct ion /(•^).
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Démonstration de la propriété 1°.

La fonction /, (.2-) s'écrit
J \ { x ) ^ k \ W , ( . r } \

en posant
W,\x)-^^-^,\k(œ)\.

y'î ) est définie pour x 2^ o.

Car on a
( ) < ? i ( j ) ^ = ? ( ° ) f = ^

et donc
o^^,(^)<A.

Y! (a") é^ continue et non croissante pour x ̂  o et tend vers zéro avec - '

Noas omettons la démonstration.
0 <^ fi (tr) •é=I J00^7' •r ̂  °-
C'est évident.
/i ( x ) vérifie F inégalité

/i(^+Y[/i(-^)J) —/i(^) >— ^(^) po^/,/- ^^o.

En eiïet, /i(^') admet une dérivée droite
/ /,(^)=:^^iy,(^)i.vr,(^),

où
/,/ ( nj' / y^ ' --- ____'____
^^^'--^M^

W , ( ^ ) < o ( ^ ) .

Démontrons le fait suivant. Quelle que soit la valeur a^o, on a

(4) ^^^"TT^J pour '^^
En efiet, considérons deux valeurs x et a assujetties à la condition

a -->> o, .v^a.
Alors, d'une part, on a

// { \ i j ( ̂ \ i — __'__ __!__.
( 1 ( ) ) ~- ï [^ ( - )J -~ ï lA(^}J ?

d'autre part, on a
^'i (•f) < o(-y) ^ ^ \ o ( a ) .

Donc
f ( r } ^ Q(a)
/ 1 ( }" "T l^ (^ ) j

L'inégalité (4) d la continuité de la fonction /i(^) entraînent l'inégalité

/i (a + ïf^K^)]) —./^(a) > — Q^)-
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Démonstration de la propriété 2°.

La fonction Çi (y) étant supérieurement adjointe à la fonction

?( j ) -A-Ai / [^ ( j ) ] j ,
on a

(^) ?(j)=?i(j)<

à partir d'une valeur Y dey, et l'on a

(6) c<r)=:c?,(r)

pour une suite de valeurs y,, dey tendant vers l ' infini .
De l'inégalité (5), il s^ensuit que

h { A — c?i ( y ) ; ̂ /[ p. ( r )J pour j ̂  Y.

Posons X = [j-( Y), alors on a

h{ A — 9i[A-(.r)] j^/O) pour .r^X.

/Jo^c f\x'Y^_ /, (^) û partir (Vune valeur de x.

De l'égalité (6), il s'ensuit que

// ; A — 9,1 ( v } ; ^/[^(r)") pour j' -^yn.

Posons Xn= [^.Yn\ alors on a

h ; A — ^i| /•(.c)] ) ==:/(.z-) pour .r=:..^/.

Donc f{^x^) •= /i(,r) pour une suite de valeurs de x tendant vers l'infini.

Une conséquence du théorème 1.

11. Considérons une fonction /(^•) continue pour .r^o et telle que
lim/(.r) == oc. Soit /'(.ï) la fonction définie pour .r^o de la manière sui-

.r-^

vante
/ ( .r ) == maximum d e j ( x ' ) pour < > ^ x '

On peut démontrer que (/ ) :

f{x} est continue et non décroissante pour .-y_^o et tend vers ^infini avec x ;
Toute fonction F(.r) qui est non décroissante pour x^o et supérieurement

adjointe à f(œ), est supérieurement adjointe à la fonction fÇx\

( 1 ) F'ar BLUMENTHAL, loc. cit.
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Donc le théorème 1 fourni t cette conséquence :

THÉORÈME 3. — Soient f(x\ 'y(^) etSÇx) trou fonctions vérifiant les conditions
suivantes :

f (^) est continue pour x ̂  o et telle (pie 1 i tn / ( ,r '} = oo ;

Y(^) et û(.r) vérifient les conditions a et ^ dans la définition 1 .

Alors il existe une fonction F (a") jouissant des propriétés suivantes :

1 ° F (.2- ) est une fonction-type par rapport à y(<) et o(.r);
2° F(.2; ) est supérieurement adjointe à f(^v\

Remarque. — Dans les deux parties qui précèdent, nous avons établi deux
propriétés générales des fonc t ions /( x ) continues monotones pour^^o. Ces
deux propriétés générales peuvent cer tainement s'étendre à la classe plus large
des fonc t ions /(.2-) monotones pour.r^o. Nous reviendrons à cette question.


