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SUR

LA SYNCHRONISATION DES SYSTÈMES

PLUSIEURS DEGRÉS DE LIRERTÉ

PAR M. JULES HAAG.

INTRODUCTION.'

L'entretien d'un mouvement pér iodique se fait, en Horlogerie, de deux
manières différentes : échappement et synchronisation. Dans le premier cas, le
plus fréquent, le balancier reçoit une impulsion chaque fois qu'il parcourt un
angle déterminé, dans un sens ou dans Fautre. Dans le second cas, les impul-
sions sont fournies par un couple qui est une fonction périodique déterminée
du temps. On peut aussi combiner les deux procédés. Dans tous les cas, les
impulsions sont très faibles, parce qu'il en est ainsi des résistances passives.

La question qui se pose est de savoir si, en choisissant au besoin et approxi-
mativement les conditions initiales, le mouvement tend asymptotiquement vers un
mouvement périodique.

Ce problème est élémentaire et bien connu dans le cas de l'entretien par
couple sinusoïdal, avec résistance proport ionnel le à la vitesse. Mais, en Chro-
nométrie, ces conditions ne sont jamais réalisées. En particulier, dans le cas
de l'échappement, le problème est totalement différent, la période du mouve-
ment éventuellement entretenu étant inconnue.

Le même problème "se pose tout naturellement pour un système avant plusieurs
degrés de liberté; il a d'ailleurs des applications pratiques.

Après avoir résolu la question pour un seul degré de liberté, d'abord par une
méthode intuitive, puis par une méthode ent ièrement rigoureuse Je l'ai ensuite
résolue pour un nombre quelconque de degrés de liberté. C'est Pexposé de cette
solution, illustrée de quelques applications concrètes, qui fait l 'objetdu présent
Mémoire.
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Toute la théorie repose sur un théorème très général sur les solutions périodiques
de certains systèmes différentiels^ que j'ai dû établ ir au préalable, pour donner
une base rigoureuse à ladite théorie. Deux démonstrations successives de ce
théorème ayant paru dans le Bulletin des Sciences mathématiques, je me suis
contenté d'en reproduire l 'énoncé au début du premier chapitre, lequel est
consacré à l'exposé de la théorie générale.

Dans les chapitres suivants, j 'étudie diverses applications, dont certaines ont
d 'ai l leurs été le but in i t i a l de ma théorie et m'ont guidé dans son édification.

Dans le Chapitre II, j 'envisage le cas s imple, mais important, de Fentretien
d\in seul balancier par échappement ou synchronisation harmonique ou sous-
harmonique. C'est le problème classique qui se pose en Chronométrie. Je ne l'ai
pas développé ici dans toute son ampleur, parce qu'un exposé plus détaillé a
été pub l i é dans les Annales françaises de Chronométrie.

Dans le Chapitre III, j ' é tud ie le problème des balanciers à support mobile.
J ' indique la marche à suivre pour déterminer les régimes synchronisés et étudier
leur stabilité.

Le Chapitre IV est une application particulière du précédent, à savoir le pro-
blème de la montre oscillante. Ce problème, qui a une origine commerciale, a été
étudié expér imenta lement , il y'a une vingtaine d 'années, par MM. Jacquerod et
Mùgeli, au Laboratoire suisse de Recherches horlogères de Neuchâtel. J'avais,
à cette époque, entrepris son étude théorique; mais j'avais tout de suite été
arrêté par la complication des calculs dans lesquels je m'étais engagé et qui ne
pouvaient d'ailleurs me conduire à rien. La présente théorie en donne au con-
traire la solut ion immédiate, laquelle est bien d'accord, tout au moins qualita-
tivement, avec les résultats expérimentaux des auteurs ci-dessus et aussi avec
ceux qui ont été obtenus par M. Mesnage dans des expériences plus récentes.

Le Chapitre V est une application analogue à la précédente ; c'est le problème
des pendules sympathique^.

Dans le Chapitre VI, je considère le couplage en chaîne de plusieurs balanciers,
signalé par M. Bouasse dans le cas de deux diapasons et récemment étudié expé-
rimentalement par deux élèves de l 'Institut de Chronométrie dans le cas de deux,
trois ou quatre pendules.

Le Chapitre VII est une courte étude de i^entretien d'un pendule par le secteur.
J'avais déjà traité ce problème, dans le travail cité plus haut, en considérant le
pendule comme un système à un seul degré de liberté et faisant une hypothèse
contestable sur le courant qui traverse la bobine. Je le considère ici comme un
système à deux degrés de liberté : l'élongation du balancier et l'intensité du
courant. J'aboutis à cette conclusion qu'il n'y a pas synchronisation, du moins
avec de petites amplitudes. On peut, comme l'a fait M. Hirschi, limiter celles-ci
par une butée élastique. Mais, le couple introduit par cette butée est trop grand
pour qu'on puisse le considérer comme un petit couple perturbateur et, de ce
point de vue, le problème reste à résoudre.
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J'ai aussi appliqué ma théorie générale à l'étude de V influence de la vibration
parasite dans la suspension à lame d'un pendule. Mais, pour réduire l'étendue
du présent Mémoire, je n'ai pas reproduit cette étude.

Il existe probablement beaucoup d'autres problèmes, mécaniques ou élec-
triques, susceptibles d'être traités par la méthode générale que nous allons
exposer. Je songe en particulier à la théorie du pendule esclave de l'horloge
Shortt. Mais, je laisse à d'autres chercheurs le soin de l 'entreprendre.

CHAPITRE I.

THÉORIE GÉNÉRALE.

1. Rappel d^un théorème sur les équations différentielles (1). — Considérons
n fonctions/^, t)des variables indépendantes x^ x^, . . ̂ ' x ^ t . Nous faisons
les hypothèses suivantes :

i° Les/, admettent la période T par rapport à t,
2° Elles ont des dérivées premières et secondes par rapport aux x et à t; ces

dérivées ont un module borné.
3° Les/peuvent présenter des discontinuités, ayant lieu lorsque t traverse

certaines valeurs fonctions déterminées des x. Ces dernières fonctions sont
continues et ont, elles aussi, des dérivées premières et secondes de module
borné.

Pour faciliter le langage, nous appellerons M le point de l'espace à n dimen-
sions admettant les x pour coordonnées cartésiennes.

Cela posé, considérons le système différentiel
dac'

( 1 ) -^=:lfi{œ,t) ( i = i , 2, ..., n),

où X désigne un facteur constant, positif et arbitrairement petit. Nous appelle-
rons solution issue de Mç celle pour laquelle M est en M^ pour ^== o.

A chaque/ nous faisons correspondre la fonction

(2) i -r

F . ^ ) - f fi{x,t}dt,
^o

l'intégrale étant calculée en supposant les x constants. Considérons le système
associé
(3) ^ÂF,^).

( ' ) Bull. Se. jnath.^ t. LXX, 1946, p. i55 à 172.
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Supposons qu'il ait une solution constante représentée par le point P. Les
coordonnées de ce point vérifient donc le système

( 4 ) ^ F,(^)=o. ,

Nous appellerons équation de stabilité l'équation caractéristique des solutions
inf in iment voisines. Nous avons alors le théorème suivant :

THÉORÈME FONDAMENTAL. — Pour que le système (i) ait une solution périodique
stable voisine de P, lorsque \ est suffisamment petit, il faut et il suffit que les racines
de Inéquation de stabilité aient toutes leur partie réelle négative (A ) .

Précisons la signification de ce théorème.
Supposons qu'une racine au moins ait sa'partie réelle positive. En choisissant

R et X assez petits, on peut trouver une in f in i t é de points Mp situés à une dis-
tance PMo <^ R du point P et tels que la solution issue de Mo amène M à une dis-
tance PM ^> R, pour t suf f i samment grand.

Supposons maintenant que toutes les racines aient leur partie réelle négative.
En choisissant R et À assez petits, la solut ion issue de tout point Mç tel que
PM()<^R vérifie, q u e l q u e so i t^^>o , la condi t ion PM <^ R. En outre, elle tend
asymptotiquement vers une solution périodique parfaitement déterminée du
système ( i ). Pour celle-ci, la distance PM est in f in iment petite, de l'ordre de A,
quelque soit t.

La limite supérieure X, que ne doit pas dépasser X pour que la validité de ce
théorème soit assurée est, grosso modo, inversement proportionnelle à la limite
supérieure des modules des dérivées premières et secondes dont il a été question
plus haut.

J'ai aussi démontré que si l'on considère les solutions des systèmes ( i )et(3)
issues d'un même point Mo, leur écart PP^ est de l'ordre de X 2 ^ 2 ; il est donc
inf in imen t petit du second ordre par rapport à À, si t reste fini.

Tout ceci continue à s'appliquer si les/, dépendent de Xetsontholomorphes
au voisinage de X == o, à condition toutefois que les bornes supérieures de 2°
puissent être choisies indépendantes de À. Dans ce cas, les quotients des r, par X
sont des fonctions de À; mais, ce sont leurs valeurs pour \ = o qui doivent
avoir leur partie réelle négative.

2. Énoncé du problème général. — Considérons un système dépendant des
^paramètres ^i, y.j, . . . , qn et sur lequel nous faisons les hypothèses
suivantes :

( 1 ) Los conditions que doivent vérifier les coefficients de Inéquation ont été mises sous différentes
formes par divers auteurs. On pourra, par exemple, consulter un travail de M. MonlG\(Mcït/iematica,
vol. V, p. 110-129) et un autre de M. Couffignal (Revue scient., 1945, p. 195 à 210).
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i° Sa force vive est

(5) 2T=M(^;.2

2° II est soumis à des forces principales dérivant de la fonction IJ définie par
la formule

/ ' \
(6) 2 U = - M ( ̂ îqî ),

les co, désignant des constantes positives.

3° II est soumis à des forces perturbatrices dont le travail virtuel est

/ " \
(7) ^=ÀM( ^Q^-).

\ < = i /

Le coefficient À est un nombre constant, positif, arbitrairement petit, auquel
nous ferons jouer le rôle d'infiniment petit principal. Quant à M, c'est un facteur
constant et positif, qui pourra représenter, suivant les cas, une masse ou un
moment d'inertie.

Les Q< sont des fonctions déterminées des y/,, q^ de t et de A. Elles sont holo-
morphes par rapport à \ au voisinage de À = o. Par rapport à /, elles admet ten t

la période—L' Considérées comme fonctions des q, c / ' y elles sont f in ies et

admet tent des dérivées premières et secondes également finies. Elles peuvent
présenter des discontinuités, se produisant lorsque t traverse certaines fonct ions
de (y), continues et à dérivées premières et secondes également continues.

Cela posé, nous nous proposons de rechercher les mouvements périodiques du
système et ^ étudier leur stabilité,

3. Principe de la méthode, —- Supposons que les oj/ soient de la forme

(8) ^•^M^-VI+ÀS,,

N et les mi désignant des nombres entiers et les £/ des constantes. Écrivons les
équations de Lagrange

(9) ^+ ̂ ^-7^= Am,- q^mî ^'y

Puis, faisons le changement de variables

/ , o t dqi(10) ^':=^ y<==7^oscpo -^-==—^^smîp,, 9,==w^+^;
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nous obtenons le système

( 1 1 ) y^^^cOSÎ^ ———==/y;.siîl(p,,

en posant
( 1 2 ) /;^,^,_^Q,

Les seconds membres de ces équations différentielles admettent la période 27;
par rapport à ç. Si l'on écarte les valeurs nulles des y,, ils possèdent les propriétés
requises au n° 1 pour les fonctions//. Le théorème général énoncé ci-dessus est
donc applicable au système (n).

Le système associé est

(.3) ^=^ Ï-^"

avec

(i4)

v z r ^ ^ rniWi N2 f ^ ,X,=^^ f^os^d^-———-^^j^ Q.cos^
,37:

2TT / ^ ' " ' 2

, /^ ^2 ^

Y,==r— ( /;sin (Oidco -==:—————; / O^sinq^cp,
2c.)J • / î T 1 27rm,^J v Tl T /

les intégrales étant calculées en supposant les .r/,, y/, constants. Les X,, Y, sont
dés fonctions déterminées des oc^yi,\ elles admettent la période 2Tc par rapport
aux x,,.

Signalons l'identité suivante. Soit % le travail total des forces perturbatrices
lorsque ç croit de zéro à 271, les ^, y/, étant constants et \ ayant la valeur zéro
dans les Q(. On a vis iblement

(i5) ^m^-Y mpy.y,^^-
N2

Remarque, — Nous avons écarté ci-dessus les valeurs y•=== o. Elles peuvent
toutefois être conservées, si./, est divisible par y,.

4. Régimes synchronisés. — Nous appellerons point de synchronisation tout
point P de l'espace à 2/1 dimensions dont les coordonnées {x, y) vérifient les
équations de synchonisation
(16) X,=:o, Y,==o.

V équation de stabilité correspondante s'obtient en annulant le déterminant
D(r) du système linéaire
(17) ryii^'kdXi, rytru=^^d\i,

dX.i et â?Y, désignant les différentielles totales des fonctions X, et Y/, où Fon
remplace rf^ par ^ et û?y< par y, ïj/.
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Nous dirons que le point P est stable si les racines de Inéquation de stabilité ont
leur partie réelle négative. Nous savons que, dans ce cas, si A est inférieur à une
certaine limite A i , les équations (i i ) admettent une solution de période 271 par
rapport à y, vers laquelle tend asymptot iquement toute solution issue d^un
point suffisamment voisin de P. En se reportant aux formules (10), on voit qu'à
la solution périodique ci-dessus correspond un mouvement périodique du système^
dont la période est N —^ c'est-à-dire N fois la période des forces perturbatrices.

Ce mouvement est stable; c^est-à-dire que si les condit ions initiales sont telles
que le point Mo correspondant soit suff isamment voisin de P, le mouvement qui
en résulte tend asymptotiquement vers le mouvement périodique,

La rapidité de la synchronisation est d'autant p lus grande que les part ies
réelles des racines de l 'équation de stabilité ont une valeur absolue plus grande.
Cette rapidité est mesurée, grosso modo, par la rapidité avec laquelle les fonc-

/• co t

t ions e N tendent vers zéro. On ne change par les cond i t ions de stabilité si,
comme nous le ferons souvent, on multiplie rpar un facteur positif.

SiA est très petite le point M reste, pendan t le mouvement périodique ci-dessus,
très voisin de P ; de sorte que chaque qi est sensiblement une fonction sinusoïdale
du temps, ayant pour pulsation —^—? soit approximat ivement sa pulsation
propre co^. Mais, l'amplitude et la phase subissent de petites fluctuations, de
période NT. Ces fluctuations sont d ' au tan t plus petites que A est plus petit.

5. // Sexiste pas d^autres mouvements périodiques que les précédents. — Suppo-
sons en effet que les qi admettent la période T. D'après (9), les fonctions Q/
admet tent aussi cette période, quand on y remplace les y, par la solution pério-
dique en question. On a donc, quel que soit r,

( 1 8 ) Qi^^1, ^+T)=QK<7,^ , t)'

Si ces équations ne sont pas vérifiées quels que soient les q, q' et ^, elles cons-
t i tuent un système de n équations différentielles du premier ordre, évidemment
incompatible ( ^ ) avec le système (9). Dès lors, les égalités (18) doivent être

des identités; donc, Ï = N —? N désignant un nombre entier.

6. Faisons maintenant le changement de variables (10), en laissant les m,
provisoirement indéterminés. Les ^ admettent la période 27: par rapport à <p.
Donc, il en est de même des y-^ coso/, sino^. Si cp augmente de 271, lesy.ne
changent pas et chaqu-e y, augmente de 2 T-i/-,, ̂  étant entier. Prenons alorsm,=À\.

(1) A moins qu'il ne soit possible de choisir les fonctions Q; de manière à réaliser la compatibilité/
Mais, un tel système de forces perturbatrices serait, s'il existait, tout à fait artificiel et sans aucun
intérêt pratique.
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La dernière formule (10) nous montre que Xi ne change pas. En définitive, les
x^ yi admettent la période 2/rc par rapport à y.

Soient a^ b^ leurs valeurs pour o == o. De ( 11 ), on déduit

j 'Ll——-' (]^ .^ o, I fi sin îy< d^ == o.
'/ Yi ' Jn ' l l

Dans ces intégrales, on doit remplacer les .r/, y, par la solution périodique
ci-dessus. Si on les remplace par les a^ &/, on commet une erreur ( ^ ) de l'ordre
des différences x,— a^ y,— b, et l'on sait que ces différences valent 0(A). On a
donc

X,(a,b)=ai, Y,(a,b)=^, a, et 16,=== 0(À) .

On en déduit , d'après le théorème des fonctions implici tes , qu'il existe un
point de synchronisation P voisin du point Ça, 6). Or, nous savons que les équa-
tions (n) admettent au plus une solution périodique voisine de ce point P.
Cette solution coïncide donc nécessairement avec la solution périodique dont nous
avons admis Inexistence.

7. Dans le cas où une racine au moins de l'équation de stabilité a sa partie
réelle positive, on peut trouver une i n f i n i t é de positions de Mo inf in iment
voisines de P et telles que, par la suite, M s'éloigne beaucoup de P. Il est
possible que, pour certaines positions de Mo, M tende vers P; mais ceci
nécessite des condi t ions initiales vérifiant certaines relations déterminées (2),
donc physiquement irréalisables. On peut donc dire que, dans ce cas, la syn-
chronisation est pratiquement impossible.

Il peut arriver que les conditions auxquelles nous venons de faire allusion
soient presque vérifiées. Dans ce cas, le point M commencera par s'approcher
de P, pendant un temps qui pourra être très long; mais il finira toujours par
s'en éloigner défini t ivement . Si l'on observe seulement la première partie du
mouvement, on aura l ' i l lusion d'avoir obtenu un régime synchronisé; cela
prouve que, dans une étude expérimentale du phénomène, il faut avoir la
patience dfi poursuivre assez longtemps les observations.

8. Les considérations du n° 6 nous conduisent à nous poser la question
suivante : co et les co, étant donnés^ comment peut-on trouver les mouvements
périodiques correspondants. Ceci revient à chercher comment on peut choisir N
et les m^ de telle manière que le système ( 11) ait une une ou plusieurs solutions
stables et qu'en outre la valeur de \ soit inférieure à la limite À , (n° 4), laquelle
dépend des fonctions/^ (n° 1).

(1) Gela résulte du lemme II de la seconde démonstration de notre théorème fondamental (loc. cit.).
( 2 ) Celles qui font disparaître les exponentielles devenant infinies avec t.
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Les fonctions Qi étant données, la valeur de À est entièrement déterminée
par la grandeur des forces perturbatrices. D'autre part, si l'on appelle ^
i> ^ /n? N2 , . p i / \ » / •1 erreur —^ — ^-? on a £,= .—^ et la formule (12) peut s écrire

^.^^,(^+^,)^_^+^,^2y ' •
\ ûôf ^f /

La limite X, dépend donc non seulement de la nature analytique des fonctions Q,,
en particulier de leurs dérivées premières et secondes(n° 1), mais aussi de la gran-

Ndeur des nombres m^ Si l'erreur ^ est assez petite, — est sensiblement égal

à ^; doncA£,-= —^ est voisin de zéro et peut être négligé dans la première
parenthèse de la formule ci-dessus. Dans ces conditions, les fonctions/^, ainsi
que leurs dérivées premières et secondes, sont approximativement propor-
tionnelles aux m^ Dès lors, si, dans le but de diminuer e^ on augmente N et
les m,, sensiblement dans le même rapport, la limite À, variera grosso modo dans
le rapport inverse et pourra devenir inférieure à la valeur effective de X. Cela
limite le nombre des régimes synchronisés.

Il n'est toutefois pas impossible que plusieurs systèmes de valeurs rf^N et des m,
puissent contenir. En particulier, il y a des chances pour que ceci arrive si tous
les rapports wl- sont très petits, car on peut alors approcher ces rapports par diffé-

rentes fractions — sans que les m^ deviennent très grands.
Observons encore que la condition X < ^ X i est une condition suffisante

pour la validité de notre théorie. Mais il est possible qu'elle ne soit pas
nécessaire (1).

Signalons enf in que si les forces perturbatrices dépendent de X, les bornes
supérieures des modules des dérivées premières et secondes des Q^ doivent être
indépendantes de X. Dans ce cas, les conditions de stabilité doivent seulement
être vérifiées pour X = o.

9. Supposons que les équations de synchronisation se partagent en deux
groupes (G^) et (G.^), tels que(Gi) ne contienne que les ^-, y, d'indice i^>p,
tandis que (G^) ne contient que les x^ j, d'indice i^p. La recherche des
points de synchronisation se décompose en la résolution des deux groupes
envisagés séparément. En particulier, les x^yi d'indice ^>p sont indépendants
des équations du groupe (Gy).

Supposons d'autre part que les équations de (Gi) ne fassent intervenir que
certaines des forces perturbatrices, soit (F). Nous ne changerons pas les x,, y ,
d'indice ^>p, si nous supprimons toutes les forces autres que (F) et si nous

(1) Exemple : Entretien par force sinusoïdale, avec frottement visqueux.
Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 4. 38



^94 J. HAAG.

annulons tous les j, d'indice ^p. D'après (i5), nous savons que, dans ce cas,
le travail % des forces (F) doit être nu l / lorsque ç croît de zéro à 2ix.

Supposons maintenant que les forces (F) soient uniquement des résistances
passives. Leur travail ne peut être nu l que si les 7, d'indice ^>p sont nuls.
Donc,

THÉORÈME. — Si les équations de synchronisation se décomposent en deux groupes
indépendants^ dont Vun ne fait intervenir que des résistances passives, les y ^ figu-
rant dans ce groupe sont nécessairement nuls.

10. Cas où les forces perturbatrices ne dépendent pas du temps. —.Dans tout
ce qui précède, nous n'avons envisagé que le cas où les forces perturbatrices
comprennent des forces fonctions périodiques du temps, c'est-à-dire le cas de la
synchronisation proprement dite; le mouvement se synchronise sur les forces.

Il nous reste à examiner le cas où aucune des forces perturbatrices ne dépend
du temps.

Dans ce cas, la pulsation co n^ est pas donnée; nous la considérons comme une
inconnue et nous prenons N = i. Pour déterminer co, remarquons que les <p/ ne
changent pas si l'on diminue y de la constante arbitraire C, en même temps que
l'on augmenter de m,;C. Comme les fonctions/,ne cont iennent ç que par l 'inter-
médiaire des <?/, elles ne changent pas non plus. Il s'ensuit que les fonctions X/
et Y, sont invariantes quand les Xi. subissent les accroissements m/C. Il revient
au même de dire qu'elles ne dépendent que des 2 n — i variables y, et, par
exemple, ^== xl — XL- Dès lors, les équations (16) sont en général incompa-
tibles. En é l iminant entre elles les in — i inconnues ci-dessus, on obtient ^équa-
tion déterminant co. Ayant une racine de cette équation, on en dédui t un point
de synchronisation, en prenant la solution commune aux équations (16).
Les X1- correspondants ne sont détermines qu'à une constante additive près, que
l'on peut choisir arbitrairement, car cela revient à choisir Forigine des temps.

H. En ce qui concerne la stabilité^ il convient de remarquer que, parmi les
solutions du système associé inf iniment voisines du point de synchronisation,
se trouve la solution suivante ^== m,C, T],= o, où G désigne une constante arbi-
traire infiniment petite. On en conclut que V équation caractéristique admet
nécessairement la raciner==o. Dans la théorie rappelée au n° 1, je n'ai pas
traité ce cas particulier. Mais, ici, cette difficulté n'existe pas. Il suffit en effet
de faire par exemple le changement de variables

O^"1--^, .^^-^
Wi ' mi mi

de sorte que
c0i== wi6, ^i=z m,(6 4- z,).
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En éliminant x^ on obtient un système différentiel déterminant les 2 /1—1
variables z-^ y, en fonction de 9. On a ensuite x^ par une quadrature, à une cons-
tante arbitraire près. La stabilité du mouvement dépend uniquement de celle
du système ci-dessus, laquelle est déterminée par une équation caractéristique
de degré in—i, qu i n'est autre, àO^^près, que l 'équation caractéristique
précédente débarrassée de la racine nulle. C'est cette équation qui constitue
Inéquation de stabilité.

Le même calcul montre que la^déterminat ion des points de synchronisation
et de co, par la méthode indiquée aun° 10, n'est exacte qu en première approxi-
mation.

12. On peut procéder à l'exclusion de la racine nulle en développant le déter-
minant D(r). On doit constater qu'il n'a pas de terme constant et l'on supprime
le facteur /••

Mais, on peut aussi former directement l'équation de stabilité, débarrassée
dudit facteur, en procédant de la manière suivante.

Les équations (17) sont de la forme
n n

ry^i=z^{aij^j-^ b i j r \ j ) , rj^==^(64-^+ b'ijfï,).
7=1 7-1

Elles admettent la solution r=o, £,= m,C, YI,= o, quel que soit C. On a donc

^a;ymy==o, ^a^m;==o.

• i ï

Posons alors ^===^+m^. Le système devient, en tenant compte des identités
ci-dessus,

^^;Ç/+^^Yîy~ ryi^ ryim^
î j

Z^ ̂  Sy+ ̂  ̂ 7 ̂  — ry^i == ° •
7 7

Si r est racine de D(r), ce système en ^ , Y); admet une solution quel que soit $.
Or, son déterminant est D(r); comme il est nul, tous les déterminants caracté-
ristiques doivent être nuls. L'un de ceux-ci s'obtient en remplaçant par exemple
l'élément appartenant à la première colonne et à la ligne de rang i par /y,m,-Ç,
les autres éléments de la première colonne étant remplacés par zéro. Le déter-
minant ainsi obtenu contient le facteur ?\ En le supprimant, ainsi que le facteur
arbitraire ^, on obtient l 'équation de stabilité. D'où la règle suivante :

Véquation de stabilité s'obtient en annulant le déterminant déduit de ï)(r) en
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remplaçant les éléments de la première colonne par les nombres

Y\ ̂ i? j2 ̂ 2, . . ., Yn ïi^n, 0 , 0 , . . ., o,

écrits de haut en bas.

Bien entendu, on peut remplacer la première colonne par une colonne quel-
conque de rang ̂  n.

CHAPITRE II.

ENTRETIEN D'UN BALANCIER.

13. Entretien par un couple synchronisant dépendant seulement du temps. —
Appelons ( ^ ) q l'élongation du balancier, évaluée en radians; M son moment
d'inertie; coi sa pulsation propre. Nous supposons que les couples perturba-
teurs comprennent :

i° un couple périodique AMco2/^), de période T =
2° un couple de la forme XM(O^ F(y, q'\ donc indépendant du temps.

2-7T

"G)"5

Ce couple comprend toujours le moment des insistances passives'^ il peut aussi
comprendre un couple coirectif provenant de ce que le balancier n'est pas exac-
tement un oscillateur harmonique, le couple exercé par un échappement^ des
couples résistants provenant de l ' en t ra înement de divers organes, etc.

Les fonctions X e t Y comprennent chacune deux termes correspondant respec-
tivement aux deux couples ci-dessus. Calculons d'abord les termes provenant
du couple synchronisant.

Nous avons Q == ro2/^); d'où, d'après (i4)?

X=-—^— f /( /Nî^cos(mlîp-^-^)^,
2^1 Je ' V CO ) T / T ^

^2 ^ / N c p \
Y =z— ——— I f( — sm(wiCp -4- x) d^.

2nm,J, ^ w } ^

La fonction / (— ?) admet la période ^-r p^r rapport à ç. Donc, son développe-

ment en série de Fourier necont ientque les sinus et cosinusde multiples de No.
Il s'ensuit que les deux intégrales ci-dessus sont nulles si m^ n'est pas un
multiple de N. Donc, la synchronisation n^ est possible que si la fréquence propre
du balancier est multiple de la fréquence du couple.

(1) Dans ce chapitre, nous supprimons les indices de ÇT, ^1571, £i.
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Dans ce cas, on doit prendre N = i , pour que la fraction f^- soit irréductible.
Si l'on appelle Acos/y^y + Bsinm^ ç l'harmonique de rang m^ de la fonc-
tion / ( ' ) » on aJ \ w )

Acos^—B sin^ „. Asin^+BcoSoC
X == ———————•————) Y === ———————————— •

— 2 mi — 2 /ni

C'est aussi ce qu'on obtient en remplaçant la fonction /(?) par

A cos my cp 4- B sin mi <?.

Donc, on ne change rien au phénomène de la synchronisation en remplaçant le
couple synchronisant par son harmonique de rang m^. Nous sommes ainsi ramenés
au cas où le couple synchronisant est sinusoïdal et a une fréquence voisine de la
fréquence propre du balancier.

14. Nous pouvons maintenant prendre N = = m ^ = i e t / (^)==ÀCOS(O^ Les
formules ci-dessus se réduisent alors à

_ h COSJP _ h sin -x
9. 2

Pour le deuxième couple perturbateur, on a Q==co^F(</ , q'\ Les fonctions
totales X et Y sont données par les formules

(19) 2 X == s. y — h COS-T—II (j7), 2 Y = = — h ^ m x — 3 . ( y ) ,

en posant
i r271

H(j)== - f F(jcosî j^—c*)j sinîp) cosîp d^^

J(j)=: - i F(jcosîp,—ûùj sincp) sinep G?ÎP.

(20)

71 ^0

Les points de synchronisation sont donnés par
(21) hcos^==zy—H, / i s in^ '===—J

OU

( 2 2 ) / l 2 = ( £ r — ^ [ ) 2 - ^ - J 2

et
(28) tang^=. ,———.11 — £-}'

L^équation (22) détermine I1 amplitude du mouvement entretenu et la for-
mule (23) donne son avance de phase sur le couple.

Les équations (17) s'écrivent, en posant r= t- et tenant compte de (21),

PJ^-SJ+J^-H^ 9}^=Ï(î{-^)-yrîJf.
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D'où V équation de stabilité

(24) (pj+JXp+JQ+^-sjXtr-iQ^o.

Les conditions de stabilité sont :

(a5) , j+jj/>o, j.r-^H-Êj^tr-^x).

Elles expriment que les fonctions y ] etî^+Çîî — £j)2 sont croissantes au point
de synchronisation.

15. C^^ o// ?7 n!y a pas de couple synchronisant. -- On a h == o. Les équations
de synchronisation se réduisent à

(26) zy = II, J = o.

La seconde détermine V amplitude y du mouvement entretenu. La première nous

donne ensuite £ = — -y
L'accroissement de période AT provenant des couples perturbateurs est

donnée, au second ordre près en X, par la formule évidente

AT Aût) Wi — G) ' T.S
T ûi) 6t) 2

On en déduit le retard diurne, en secondes,
À H

(27) R = 43200 À£ = 43200 -—•

Si Fon appelle C le couple perturbateur total, on a, d'après (20),

(28) ' R= 4.3200 f^Gcos^^.^MC^J.^ Y Y

On retrouve la formule d^Airy, classique en Chronométrie.
L'équation (24) admet visiblement la racine p =o, qui est à écarter(n° 11),

et la racine p =— «T. La condition de stabilité est donc î'^> o.
On peut l'interpréter d'une façon concrète. D'après les formules ( i5)et (ïp),

le travail %(y) des forces perturbatrices pendant une période est, à un facteur
constant et positif près, égal à — y î . Donc, ^(y) a le signe contraire à y Y 4- J,
c'est-à-dire à F, d'après (26). Pour que le régime soit stable, il faut donc et il
suffît que le travail %(y) décroisse quand y traverse^ en croissant, l'amplitude y,
des oscillations périodiques\

Ce résultat est d'ailleurs intui t i f . Si y est légèrement supérieur à y ^ , le tra-
vail est négatif; l 'amplitude diminue. Si y est légèrement inférieur àji, le tra-
vail est positif; l 'amplitude augmente. Dans les deux cas, y se rapproche de ji.
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16. Calcul des fonctions H et J pour un échappement. — Dans tout ce mémoire,
noils emploierons, en ce qui concerne les échappements, les notations
suivantes.

La valeur absolue du couple exercé sur le balancier pendant chaque impul-
sion sera XMcofr , en appelant toujours M le moment d'inertie du balancier
et CD, sa pulsation propre. Quant à F, c'est évidemment un nombre positif, que
nous supposerons constant (1).

Dans la pratique, l ' impulsion commence avant le point mort et se termine
après; nous appellerons i\ et i^ les valeurs correspondantes de Pélongation,
prises en valeur absolue. V angle d'impulsion est i= ̂  + i^ V angle de dégage'
ment est D = ^— ^; il est toujours positif, sauf pour les échappements à coup
perdu bien réglés.

Posons
7T

î ' i==rcosa^ ^==j'cosa^, o <; a-^<< a i < < — •
*-• '"' 2

On a

F:==—r pour ai< ©i< TT — a,, Fr=+r pour ai-h TT < q?i< 271 • — a g ,

et F === o pour les autres valeurs de ©i comprises entre zéro et 211. On en déduit,
par un calcul élémentaire,

"= ̂ ——>= ï(V^ -v/^)- ̂  -->
d'où la formule approchée, si y est grand vis-à-vis de 13,

1 T r îD(29) H=:——^-.\ y / ^yï

De même, J =— ^—(cosaa-h cas a^), soit, rigoureusement,
2F/ E (

(30) J = — — — = — — - >\ ) ^y ^y

en appelant ÀMco;El' 'énergie fournie par période. Cette dernière formule résulte
aussi de la formule (i5).

17. Même calcul pour un frottement visqueux. — Nous désignerons toujours
un tel couple de frottement par la notation —XM^co^7 , de sorte que ̂ décrément
logarithmique correspondant sera o = À ^ T â ^ . O n a F = = — —; d'où, en confon-
dant OL^ avec oo,
(31) H==o , J=za}\

( 1 ) C'est à peu près ce qu'on s'efforce de réaliser dans l'industrie horlogère. Mais, il y aurait inté-
rêt à faire décroître le couple pondant Fimpulsion, pour diminuer le défaut d'isochronisme apporté
par l'échappement (Gyf. annales françaises de Chro nome trie, 193^).
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18. Même calcul pour un frottement constant. - Nous désignerons toujours
un tel couple de frottement par la notation XMœ:/, / désignant un nombre
constant et positif, représentant la moine de l'angle d'équilibre évalué en radians
On a

F==+/ pour o<9,<7r, F=-/ pour 7r<y,<27r;
d'Où

(3 2) H=o, J = V
7T

La seconde formule résulte aussi, en toute évidence, de la formule (i 5).

19. Même calcul pour un couple correctif proportionnel à qî. — Écrivons-le
\m^q\ k désignant un coefficient constant. Par exemple, pour le pendule,
U-=g. On a F=^3; d'où

(33) H=^r'. J=o.
4

20. Même calcul pour une butée élastique. - Supposons qu^un ressort très
faible exerce sur le balancier le couple AM^k^a — y) pour q > a > o, k ' dési-
gnant un facteur constant et positif. Posons

. a == y cos a, o < a < n.

On a
F===/:'j(cosa — coscpi) pour — a < c p i < a .

D'où

(3 / 4) 11== —^-(sinacosa — a), J==o.

Bien entendu, H = o si y <^ a.

^ 21. Synchronisation par les forces précédentes. - En addi t ionnant les valeurs
ci-dessus calculées, on obtient

/ o > * » \ L j r ^ D S Â ' , / : ^ . or/ / / •
(30) H=——ï+/- r •+^ 2 - (s lnacosa-a) , J^-^+^+V

c/ ^ ^ T^J.,- ^ ^

L'équation (22) est compliquée. Si l'on supprime la butée, l'échappement et le
couple correctif, elle se réduit à
os) ^=^+^-+vy.\ ^ /
Elle est du second degré et a une seule racine positive, à condition que l'on
ait A> ̂ . Cette condition montre que la synchronisation par couple sinusoïdal
n'est possible que si le couple maximum dépasse une certaine limite proportionnelle
au frottement constant, ce que ne prévoit pas la théorie élémentaire.
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En supprimant le frottement constant, on doit évidemment retrouver les
résultats donnés par cette dernière théorie. C'est ce qu'il est aisé de vérifier,
en se reportant aux formules (22) et (23).

L'équation (24) a pour racines p = - a±jz\ d'où, en prenant le temps pour
variable indépendante, / •=^ (—û±/£ ) . L'équation caractéristique des

oscillations a pour racines — -^ ±yco. On voit que, dans le régime transitoire
précédant le régime synchronisé, les fluctuations d 'amplitude et de phase
s'amortissent avec la même rapidité que les oscillations libres; mais leur fré-
quence est beaucoup p lus petite; elle est égale à celle des oscillations multipliée
par ̂  = —^—? conformément à la théorie élémentaire des battements.

22. Examinons la stabilité.

La fonction yî=ay2+ ̂ y— <î-^- est croissante; donc, la première condi-
tion (25) est vérifiée. La seconde est plus compliquée. Écrivons-la dans le cas
D == h == k' === o ; on trouve

(37) ^(^+^4-4^^+8^J-4P^>o.

Le premier membre admet une seule racine positive ji; pour que la synchroni-
sation sur l'amplitude y soit stable, il faut et il suffit que cette amplitude dépasse y\.
S'il n'y a pas d'échappement, cette condition est toujours remplie.

Supprimons l'échappement et rétablissons le couple correctif (cas du pendule
ayant de grandes oscillations). Nous obtenons

2 H À"2 / n f
-^-r— 3£Â•J ;5+J(a24-£2)+ -̂ - >°-

D'après le théorème de Descartes, le premier membre a zéro ou deux racines
positives. Dans le deuxième cas, il faut que y soit extérieur à ces racines. Si
£ = o, c'est-à-dire si l'ouest juste à la résonance^ le mouvement est toujours stable.

23. Entretien par l'échappement. — L'amplitude du mouvement entretenues!
donnée par l'équation du second degré

7r^j2+ 4/.7-—2l\'=o,

qui a une seule racine positive. Le retard diurne est donné par (27) et (35). Il
est nul si D=o; nous dirons alors que Féchappement est isochrone.

La condition de stabilité .T^> o est vérifiée identiquement.

24. Oscillations libres. — Supprimons aussi l'échappement. Si/^>o, l'équa-
tion J = o n'a plus de racine positive; le mouvement ne peut pas tendre asympto-

Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 4. 3g
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tiquement vers un mouvement approximatù'ement sinusoïdal. Effectivement, la
théorie élémentaire des oscillations libres avec frottement visqueux et frotte-
ment constant nous apprend que le mouvement s'arrête définitivement au bout
d'un nombre fini d'oscillations, la position finale du balancier étant une posi-
t ion quelconque intérieure à l 'angle d 'équilibre.

Par contre, s ' i l n ^ y a pas de frottement constante Inéquat ion J == o a la racine
y=o. Cette racine est acceptable (remarque du n° 3), car la fonction/^ de la
formule (i >') est divisible parj. On pourra i t calculer les valeurs asymptotiques
de x^ y et q et comparer avec ce que donne l'intégration directe, qui est
évidemment plus simple. Mais, ce calcul n'a pas grand intérêt.

CHAPITRE III.

LES BALANCIERS A SUPPORT MOBILE.

25. Définition du système. — Nous avons n balanciers (Bi), (B^), . . ., (B/,),
dont les axes sont fixés à un même support (Bp) , lequel possède un degré de
liberté^ représenté par la variable q^. Nous appelons qi l 'élongation de (B^) par
rapport à un trièdre de référence lié au support.

Chacun des mobiles (B^) est soumis à nne force ou à un couple de rappel y pro-
portionnel à q^ et à des forces perturbatrices dépendant uniquement de qi et q\.

La force vive du système est de la forme

/ ' ' \
(38) 2 Ï=M( ^^+2À^^<7;.j,

\ i=o i=i /

les c, étant des facteurs constants, que nous supposerons finis, de sorte que
le couplage par inertie est très faible.

Les forces principales sont toujours définies par 1̂  formule (6), sauf que i
varie de zéro à n. Les co, d'indice > o sont les pulsations propices des balanciers
(support calé); ooo est la pulsation propre du suppoj^t (balanciers calés).

Les forces perturbatrices sont toujours définies par la formule (7); mais,
chaque fonction Q, dépend seulement de qi et de q\. Comme au n° 13, nous
poserons

q,==wf¥i(qi, q'i).

26. Forces perturbatrices fictives. — Les équations de Lagrange s'écrivent

q'\^-^qi^=i\{(^i—Ciq"^ (i>o);

( n \
Q;+co^o=^Qo-^.^J.

\ i=i /
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On en tire
^4-c^=ÀQ, . (i==o, i , 2, ..., /z);

avec
n / n \

Qo+^^?^—^ ^^/o+^^Q, )
0 __ i-=-i___________v (=1 /vo-—————I-À^-————>

r ' i^^o+^ -Qo+^^(—^^4-ÀQO
Q^Q.+c.—————L———^-^————————l (,>Q),

/i
9 V ^6-==^^-.

/==!

On retombe sur le problème du n° 2, à condition de considérer les Q, comme
les coefficients du travail virtuel de forces perturbatrices comprenant les forces
perturbatr ices véritables et des forces perturbatrices fictives. Ces Q/ dépendent
de A; mais, notre théorie con t inue à être valable, moyennant la réserve faite à
la fin du n° 8.

Or, dans/ocosyo par exemple, figure le terme^cosyo^r/coso.coscpo» qui
n'est pas divisible pa ryo . Ses dérivées par rapport àjo et^o n'ont pas de bornes
fixes, sijo tend vers zéro en même temps que A. De même, la présence du
terme </o cosç, dans Q, nous conduit à une conclusion analogue, si y , tend vers
zéro avec A. On en conclut que siun point de synchronisation est telque,poiir\==o,
le support ou un balancier sou au repos, notre théorie cesse d'être justifiée. Il sera
donc inu t i l e de poursuivre l'étude d'un tel cas.

Dans les autres cas, nous réduirons les Q, donnés par les formules ci-dessus
à leur première approximation, soit

n

W Qo=Qo+]^c^., Qz=:Q,+6^^.

Nous commettrons une erreur infiniment petite sur la position des points de
synchronisation; mais, rien ne sera changé en ce qui concerne leur stabilité.

27. Calcul des fonctions X,, Y,. — Nous sommes dans le cas n° 10; donc,
N= i. Appliquons les formules ( i4) - On a

^ ^
\ coscp,cos(p^9 == TT cos(^— Xi), \ coscp.sinîp^cp == TT sin(^— xi},

^o */o

si m,== m/,; ces intégrales sont nulles si m,y^ m^
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Dès lors, supposons //?,== m^ pour i^p et m^m^ pou?- i^>p; le nombre p
étant ̂ o et ̂ n. On a

(4o) 2X,=:m,K^ 2 " Y , = — /^J\-, pour ?>/?;

(/ '!) ( 2X,=:m,[K,—j,c,cos(^—^o)J, 2Y,=mo[—J, .—y,^s in(^-^) ] ,
f pour o < i ^ p ' ,

W

p
\^-==.m^\ .^o— ^^•j^-cos(^— ̂ )2Xo==mJ KO—^^J^-COS(^—^) l ?

L -1 j
r / i2Yo=mJ —J^4-^^.j^.sin(^—^) ;
L /=i J

en posant

(43) K,=£,r,-11,

et calculant les H,, J^ par les formules (20).

28. Points de synchronisation. — Nous avons d'abord

'MjO^0? ^=: ——— pour />/?.
J ;

Puis,
(44) j 'o^cos(^—^)==K^ jo6- , s in(^—^o)=-—Jo o<i^p\

P P
(45) ^^j',cos(^— ^y) = K,, ^^j,sin(^— ^)=:J,.

;==! /=!

D'où ron déduit
(46) j^^K^+J^, o<i^p,

P
(47) .roK,=^j-,K,,

/^

(48) ^y^=o.

Nous obtenons ainsi p+ 2 équations entre lesp+i inconnues jo> Ji? .. . , y , .
En é l iminant celles-ci, nous aurons une relation (E) ̂ ^ &o, s^ . .., c». Cette
relation étant satisfaite, la solution commune aux équations (46) à (48) nous
donnera jo» Yi» • • • ? y ? ' Nous aurons enfin les x;—Xo par (44)-

29. La relation (E) détermine co, donc ^période du mowement entretenu.
Posons
(49) C^=7^2^(I+^•),

il étant arbitrairement choisi, sous cette seule réserve que les a, soient finis.
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D^où il résulte que l'on peut imposer aux a, une relation linéaire et homogène
à coefficients constants arbitraires.

A l ' inconnue oj substi tuons l 'inconnue z définie par

(5o) (^^^( r+A.s) .

En comparant avec (8), on a

W "^=^^
y-i— Z

1 + À ^ 1

ou, en première approximation,

(5a) £;==a/:—^.

Portant dans la relation (E), on obtient V équation déterminant z y donc co. Ayant
une racine, on en déduit tous les £/, en particulier ceux d ' indice ^>p. Portant
dans (5a), on a les a/ d'indice ^>p, à 0 (X) près. Donc., pour que le système
puisse avoir un mouvement périodique, il faut que les oj, non voisins de ojo (lient des
valeurs déterminées, à 0 (X 2) près; tandis que les co^ voisins de coo sont seulement
déterminés à QÇk^près.

Cette condition étant supposée remplie, chaque y , d ' indice ^>p est déter-
miné par J,(y,)==o; mais, nous ne pouvons pas calculera. Ceci nous prouve
(m'en première approximation, chaque balancier (B^) dont la fréquence propre
est éloignée de celle du support, oscille comme en régime autonome, c'est-à-dire
comme si le support était fixe.

Si l'on veut calculer l'effet du couplage sur ces balanciers, il faut garder
l'expression exacte des Q,(n° 26) et à condition que le support et aucun des
balanciers ne soit au repos en première approximation.

30. Retard diurne de chaque balancier. — Supposons que le balancier (B,)
soit Yorgane réglant d^un appareil horaire (montre ou pendule) et cherchons
quel sera le retard diurne que manifestera cet appareil sous l } effet du couplage,

0 TT

L'heure indiquée au bout de p oscillations doubles est H =p— Or, si t

augmente de 27 r? ç; augmente de 2î:m/, puisque x^ reprend la même valeur.

Donc, (B,) accomplit m, oscillations pendant le temps t= —— Le retard pris
pendant ce temps est

- /i mA a)/-— m,ûi)
t — H ==27: - — — ==27T————————•

. . \(jû ûi); / GJGû;

- - , ,. . T• . , . i • r „ 86400 SÔ^OO ÛL> . 1Le retard diurne s en déduit en mult ipl iant par—— = ———? ce qui donne

, 864QQ ̂ -^^ = 864oo[i - (14- ̂ )-^864oo f^ - 3^ 4-. . . V
Où/ \ ï o j
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Ceci représente le retard provenant de l 'ensemble de toutes les perturbations.
Pour avoir le retard dû au couplage seul, il faut retrancher la valeur correspon-
dant à c^=o, qui représente le retard autonome de (B,). Si Von appelle z\ la
valeur de Zipour c, -===. o., on voit que le retard dû au couplage est

(53) • R=/432ooÀ(£ , -£° ) r i - -^ . ( s .+s 0 )^ . . . ' ! .

Si Fon s'en t ient à la première approximation, on réduira le crochet à l 'unité.

31. Stabilité. — Les formules (4o) nous mont ren t d'abord que la stabilité des
balanciers d^ indice ^>p est la même qu^en marche autonome (n° 14). Pour les
autres, posons

2 r = = p À m o , K,=:£,J—IL, ^—^=:^.

En nous reportant aux formules (41) e^ (42)? puis tenant compte des équa-
tions (44)? nous avons le système

p
pj^ to == ̂ y'ï K.o — ̂ }'i \^i K. + U i3 i ] ,/ o -o — ^OoJ'o "• o

PJ^o + Ui) =: f]iy,Ki — [yîo K< 4- iiiïi\,
P

py^yô^—^oj'o^o—'y.j^^J^—^•^•J^

pYh-Jz==— rnyiï'i — [— YîoJ;+ Ui^i\'

En él iminant Eo? Uh ^i et supprimant le facteur p de la première colonne du
déterminant, on obtient directement l'équation de stabilité sous la forme que
donne la règle du n° 12 :

yl jiJi y^î ' " y ^ i > —j^o ^i - ^ 2 ... K,,
y\ P^i+^i 0 • • • 0 t^i — '̂i ° • • • o
J-2 0 PJS+JÎ • • • û ^2 ^ — — ï ^ 2 • • • 0

^ o o . . . . pjy4-J/, K,, o o . . . -K;, ^
o —j iKi —jîK:. ... — J ^ K ^ y ^ ( û 4 - J « ) Ji Ja . , . J^ --

o K-i o . . . o — Ji p — J T , o .., o
o o Ka . . . o — J 2 o p -{-)'., ... Q

o o o ... Kyo — ip o o ... p + S'p

32. Cas où toutes les périodes propres sont voisines. — Tous les m^ sont égaux
et l'on peut les supposer égaux à un. Un a p === n et les équations (4o) dispa-
raissent.

Supposons que les forces perturbatrices se réduisent, pour chaque (B(), à un
frottement visqueux et à un échappement isochrone à force constante^ adoptons
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les notations des n08 16 et 17. Nous obtenons immédiatement
17

(55) H,==o, ïi^âiyi— —^

Les équations (46) à (48) deviennent
/ E • v2

(56) ^ y ï - ^ - [ — - ^ y i } =^y^ ^i^-n\\ ' l • r l /
n n ri

(57) SoJ^^O^ Si^S^7'
i=\ i=0 i=0

L'élimination des y, est encore compliquée.

33. Supposons qu'il n'y ait qu'un échappement, affecté au suppoi-t. Nous
avons

(58) ^^y^y oi=zf-^^.
Portons dans (07) :

n
v w

(^9) ^Jj-ôT

„ , Y ^^
(60) - Eo==7TJo aft+^"~§~ |

| i=ï J

L/équation(59)est l'équation de compatibilité. Si l'on y remplace £,par a ,—^,
on obtient une équation de degré 2/1-4-1 en z; donc, il y a 2^4-1 points de
synchronisation^ réels ou imaginaires.

Ayant une racine de cette équation, on a y , par (60), puis j, par (58) et
enfin les x^— x^ par (44)-

34. Supposons maintenant que l'échappement unique soit affecté au W<7^-
cw(B,). On a encore (58), sauf pour ?'=i. Puis,

n

(61 ) £i7Î=Pj^ P=£o-^ •^L; -

n

(62) 1—^y^Q^ Q^o+^^
^==î

sî^t+Q^i=^75yL
ou
(63) ^(P^Q2)^?.

Cette dernière équation est de degré l\n—\ en 3. Donc, il y a (\n—\ points
de synchronisation,



3o8 J . HAAG.

Ayant z , on a
(64) -^(P^Q^
puis, jo par (61) et les y, par (58).

35. Cas où il y a un seul balancier. — Nous avons n = i. Les équations (46)
à (48) se réduisent à ( A )
(65) ^ - j^K^+Jf , joKo==yJ<i, joJ^-h-jiJ,=ro,

en reprenant une notation du n° 31.
Supposons que le support soit seulement soumis à un frottement visqueux ; on a,

d'après (55),
Ho=o, Jo==aojo, ^o==£ojo.

Les deuxième et troisième équations (65) deviennent
(66) £^==:J^KI, ^ j^=—jiJ i .

Portons dans la première équation (65) :

(67) ' j^o--=jfc2.

Portons dans (66) : .
(68) SO^JI^^KI, Oo^ji^— <U-j.

Il reste à éliminera entre les deux équations.
Supposons que le balancier soit soumis à un échappement^ à un frottement

visqueux et à un frottement constant et adoptons les notations des n0' 16 à 18.
Nous avons

T -E V ^ KD. J1=^+^1+-T^ kl=£lj1-^-
Portons dans (68) :

(69) rî=^^)> ^^A^^-^o.

L'élimination deji est élémentaire et donne une équation du huitième degré
en z , trop compliquée pour qu'on puisse en tirer parti.

SiVon suppose l^ échappement isochrone^ elle se réduit a

(70) £ i ( £ ^ + a S ) —SoC^o,

qui est du troisième degré en ^ et qui dépend uniquement du coefficient de
couplage et du frottement visqueux appliqué au support. Dans ce cas, y^ est la
racine positive de la deuxième équation (69).

(1) Nous supprimons Pindice de c'i.
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36. Étudions la stabilité. L'équation (54) se réduit à l 'équation du troisième
degré

yï
ji
0

0

JlJl
PJl+Jl
-JlKl

K,

v^K'—— J 0 lv 0

K,
J5(p+J'o)

-Ji

Ki
— K/!

J,
p -T- J'i

On a avantage à développer par la règle de Laplace, suivant les deux
premières lignes.

On peut aussi remarquer que le support et le balancier jouent , dans le cas
actuel, des rôles symétriques. En gardant les variables Eo, ^i du ^31, on obtient
l 'équation caractéristique sous la forme symétrique

PJo+Jo — Jo JoKo Ko
— J i PJi+Ji Ki —Jil^i

Ko — K O J o ( p + J o ) , . — J o

-K, K. y i (p4-J;)

On vérifie qu'elle n'a pas de terme constant et, après suppression du facteur p,
on obtient, tous calculs faits, V équation de stabilité du troisième degré

p^A?^ Bp+ C=o,
avec

Jl

Joji

A = J , + J ; 4 - ^ 4 - ^ ,
Jo Ji

B^JoJ^Jo+J.;)^^111)^-
a K o K i — J o J , KoK. KiK;

v o y\ /
C = ^ ( J o J o + K o K o ) + ^ ( J l j ; + K , K ; )

( 7 1 )
Jo

Jo Ji ,
, K o K i ( J o + J ; ) + J o K i K ; + J i K o K o ^ J o J i \ K o K i — J o J ij_\ K o K i —

/! / JoJ.Joji \Jo Jl

Les conditions de stabilité sont

(72) . A > o , C > o, A B — C > o .

37. Voyons ce qu'elles deviennent avec les hypothèses du n° 35. En tenant
compte de (69), on a

J l=—Jl / f^o» J; ==Oo(Â- + 2 ^ ) ^ Ki==J iÂ-£o , K; = 3£i — 2 Â - £ o ,

en posant

(73) V^ ai/:== -^? a = — +
Ôo ^o TT^oJl

^/i/i. £'c. ^orm., (3), LXIV. — FASC. 4. 4o
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Portant dans (71), on trouve

A = = 2 a o ( i + ^ ) , B== ^[i-+- 2.Â-— À-2 4- 2^ (2 — À-) ] -+- £ ^ ( i 4 - k)2-^- 3 Z ' £ o ( £ i — ^ ' £ o ) ,

-c- == (À- 4- <7) r^<2 (I - ̂ ) + ̂  (I + ̂ )] + 3Â-£o(£ l - Â-£o) .
2 C7n

Puis,

A B — C == a^'îq -4- i 4- Â-) (2^ +1 — kq) + 5 ^ ( 1 + k} ( i+ Â'^) 4- 3 À ^ £ o ( £ i — ^o).
9^0

La première condition (72) est vérifiée iden t iquement , car y ^ > o . I I reste donc

(74) (À-4- q ) [ a ^ ( ï — k) + £5(1 + k)} + 3Â-£o(£i-- Â-So) > o,

(•75) a^q 4-i + A-) (2(7 + i — <yÂ-) -+- £ ^ ( i 4- A-) (i + kq) + 3Â-^£o(Si — ^£o) >o-

Z)ûn^ fe cû^ de V échappement isochrone^ on a, d'après (70)^ £ i = = / f £ o - La condi-
tion (74) s^ réduit à
(76) . ^ ( l — Â - ) - 4 - ^ ( l + Â - ) > o , ^

car k-}- q > o. Le dernier terme de (70) disparaît .

38. Courbes de marche. — Le balancier étant donnée supposons qu'on fasse
varier la fréquence propre du supporta proposons'nous de construire une courbe
représentant la variation de la fréquence du balancier quand le support oscille.

Appelons 43200 \x le retard diurne du support {balancier calé) sur le balancier
(support calé) et 4320oAX le retard diurne du balancier (^support libre) sur le
balancier (^support cale). iNous déf ini rons la courbe ci-dessus, que nous appel-
lerons courbe de marche^ en portant x en abscisse et X en ordonnée.

Dans la formule (49)» prenons iî = (Oi ; donc o^ == o. Appelons 43aoo XXo le
retard diurne dû à réchappe/Tient du balancier. Comme le support n'a pas de
défaut d'isochronisme, on a < r = = — a o — X o . Pu i s , d'après (53), X = £ 1 — X y .
Comme £ i = = £ o — a o , on a

(77) X=:5 i—Xo, ,r=:X—£(,.

D'autre part, si l'on appelle A Yamplitude autonome du balancier, on a (A)
(n°23)

UT\

(78) E^T^A^/A, Xo=^^.-

Posons S o = = û o ^ ; d'où §o===^(i+ ^< î)- Posons ensuite

(79) ^==^ ' -^-=a, -^1-==?.wy/ A î a^ 7TaiA t

( 1 ) On obtient aussi ces formules en faisant c == o dans (69).
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La deuxième équation (69), puis la première nous donnent

(80) v :
0,^î^_p

1 + U-

/ o \ U \.i\(81) e,=a^ ———, + —).i + u2 p3

Portant dans (77), il vient

(82) X==^ia—i—;,-+ Xo(-1 , — i ), ^ = = X — < 7 o ^ -

Posons enfin
(83) X'=aoX, x'-^a^x. ^rzr^oXo, p ==z a^

et supposons c=i , ce qui revient à changer X. Les formules (82) devien-
n e n t ( 1 )

(84) X'=^4-.(^-i), œ ' = X ' - p a .

Pour se rendre compte des différentes formes que peut affecter la courbe de
marche, on peut évidemment se borner à construire les courbes définies par les
équations paramétriques (84), lesquelles sont très accessibles au calcul numé-
rique^2) .

Remarque. — Au l i eu de porter ea abscisse une quantité proportionnelle au
retard effectif'du support sur le balancier , on peut porter une quantité propor-
t ionnel le au retard théorique du support sur le balanciçr, ce retard théorique
étant évalué en ne tenant pas compte du retard apporté par l 'échappement sur
la marche du balancier. Ceci revient à ajouter Xo au second membre de la
deuxième formule (77), donc s au second membre de la deuxième formule (84).
La nouvelle courbe de marche se déduit donc de la précédente par la translation s
suivant F axe Ox.

39. Sur la courbe de marche, il faut séparer Varc d'instabilité. Avec les nota-
tions du n" 37, on a

(85) k^—————. ^=^.' ' p (i+ u2) J py.v

( 1 ) Ces formules ne sont pratiquement exactes que si XX = ^— et X.r s= -— sont très petits.
Û,Q (ÎQ

(2) On peut même construire les courbes de marche dans le cas où les forces perturbatrices
appliquées au balancier et au support sont quelconques. 11 suffit de prendre yi pour paramètre. La
deuxième équation (65) donne fo. Portant dans les deux autres, on en déduit SQ et si. Portant dans
(77), on a x et X en fonction deyi. Mais, les calculs numériques peuvent évidemment être plus com-
pliqués qu^avec les hypothèses faites au n° 35.
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Les conditions (74} et (75} s'écrivent, en remarquant que s, - /•£»= ̂ -,
^ • «o^

(86) ^>^(/-+y)j/,_i_^(/,+,)^

(87) • î">^^+2<7-^I)(/>y--2y-I)-^(/.+^)(^+,)].

La première inégalité entraîne la seconde si l'on a

^+y)^-I-^+l)]>(/-+2y+,)(^_^_,)_^.^^^

En faisant tout passer dans le premier membre, puis divisant par <7+i et
tenant compte de (85), on obtient

(88) /'(Sy+ij+d-yni+Tw2:».,.

Quand cette dernière inégalité n'est pas vérifiée, c'est (87) qui entraîne (86).

40. Cas de l'échappement isochrone. - On a s=o. La courbe de marche est
alors une cubique unicursale (F), admettant l'origine pour centre de symétrie et
dont 1 équation cartésienne est (')

(8C») X[(X-^)'+^]=^(X-a-).

Elle ne dépend plus que du paramètre p. La condition (86) devient

(/(-^-l)lt^-^-l— k>o;

on vérifie aisément qu'elle équivaut à ̂  <o; on doit exclure Varc compris

entre les points à tangente verticale, lesquels n'existent d'ailleurs que si » < i
La condition (87) devient

(90) " 2 ( Â ' + I ) ( Â •y+ I )+(2<7+I+Â•) (2y+^-A•9)>o.

Elle est beaucoup plus compliquée, car elle/ait intervenir les paramètres a, 8
c est-a-dire les frottements du balancier.

41. Ordre de grandeur des coefficients?, a, ?, ,. - Le coefficient » dépend du
frottement visqueux du support comparé au coefficient de couplage. Sa valeur
numérique pent varier dans d'assez larges limites, suivant la manière dont
1 expérience est réalisée. lien est de même de a, qui fait intervenir le frottement
visqueux du balancier.

Le coefficient ? ne dépend que du balancier. Par exemple, dans le cas d'une
montre, voici les valeurs qui résultent des mesures faites par M. Langue à

(') Nous supprimons les accents de X' .//.
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l'occasion de sa Thèse. Pour une montre de S^11"1, en position verticale, on
trouve p = I J — ' Pour une montre de 23mm,5, en position verticale également, on

a p== 2-^ Si l'on suppose par exemple A = ri, on trouve p==o,38 et 0,71. En
position horizontale, ^ est de cinq à dix fois plus petit. Pour un pendule à sus-
pension à lame, ? est sensiblement nul . On peut donc admettre que P ne dépasse
jamais V unité ( l ).

Enfin, le coefficient s peut s'écrire s = y — ^ , en appelant R le retard diurne
dû à l'échappement. Pour une montre, ce retard ne dépasse guère une
dizaine de secondes. Si Fon se borne à considérer des valeurs dep^4 P^
exemple, on a donc s ^-——- Cette limite dépend évidemment de X, c'est-à-
dire du couplage. On peut par exemple n'envisager que des valeurs de s
ne dépassant pas F unité. Mais, bien entendu, cette l imitat ion est quelque
peu arbitraire.

42. Formes diverses des courbes de marche. — Les figures i à i5 de l'annexe
reproduisent les courbes de marche pour a == o, i ; i et 2; [3 == o et i ; p == 4» i
et o,25. Les valeurs de s sont indiquées sur chaque couçbe. Pour les valeurs
intermédiaires ou extérieures, il suffit d'interpoler ou extrapoler linéairement,
parallèlement aux droites reproduites en trait fin. P o u r p = = i eto,25, chaque
courbé a été arrêtée à l'arc instable; les régions instables sont couvertes de
hachures. En général, c'est la condit ion (86) qui limite cette région. Cependant,
pour a == i, p == i, p === i ; pour a = 2, p = o, p = o,25 et pour a == 2, ? == i,
p=o,25, les deux conditions interviennent; c'est particulièrement visible dans
le premier cas.

L^examen des différentes courbes montre que, pour s=o, il y a un seul
régime périodique sip^i et ce régime est toujours stable. S i j o < ^ i , i l y a trois
régimes périodiques^ dont un ou deux stables. Pour s^> o, on peut avoir deux
régimes stables pour p = i et pour des valeurs dep légèrement supérieures.
On voit aussi que, si s > o, pour des valeurs opposées de x^ le retard est supérieur
à l'avance^ à condition d'évaluer x comme il a été précisé au n° 33. Mais si
Fon évaluer sans tenir compte du retard dû à l'échappement, comme on l'a
expliqué dans la remarque du n° 38, on constate que la conclusion peut être
inversée pour les valeurs de x éloignées de zéro.

Remarques. — I. Lorsqu'il existe deux régimes stables^ celui qui finit par
s^établir dépend des conditions initiales. Il s'établit d'autant plus lentement que

(1) On pourrait évidemment obtenir des valeurs plus grandes, en augmentant artificiellement le
frottement constant; mais, cela ne présenterait sans doute pas un bien grand intérêt pratique.
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le point correspondant de la courbe de marche est pins près du point limitant
Farc stable sur lequel il se trouve.

Dans le cas p <^ i et s=o par exemple, on peut avoir deux points très
voisins d^un p o i n t a tangente verticale. L'un M est stable, l'autre M' estinstable;
il y a en outre un deuxième point stable M", éloigné des deux points précédents.
Suivant les condit ions initiales, le régime limite correspond à M ou à M", le
premier étant atteint très lentement. Il peut arriver que le régime se rapproche
lentement du régime instable correspondant à M7, puis s'en éloigne pour tendre
f inalement vers l 'un des deux régimes stables. Si r on n'attend pas assez long-
temps pour mesurer la période y on peut obtenir une période voisine de celle qui
correspond à M7; on obtient ainsi une fausse période stable.

II. Les formules (84) supposent que I ' 1 amplitude A reste constante. Or, si Ton
observe la marche du balancier pendant 24 heures par exemple et si l'échap-
pemeht n\est pas à force constante, A d iminue progressivement au cours de ces
24 heures. Dès lors, la valeur de Xo, dans le deuxième terme de la formule (81),
augmente. Si l'on calcule toujours le retard par rapport à la marche autonome
normale (c'est-à-dire support calé et ressort de barillet remonté à fond), les
retards du balancier et du support au bout de 24 heures sont supérieursà ceux
qui résultent des formules (84). Leur calcul peut être fait par une intégration,
suivant la méthode exposée par M. Langue dans sa Thèse.

43. Amplitudes du balancier et du support. — Le rapport de l 'amplitude du
balancier (support mobile) à l 'ampli tude autonome A est le nombre v. Le rap-
port de l 'ampli tude du support à l 'ampli tude A est, diaprés (67), ^==(^L
Les figures 16 à 18 reproduisent les courbes représentant les variations de v
et w en fonction de x (1), pour s==o. Pour toute autre valeur de s, i l suffit de
rappeler le point correspondant de la courbe de marche sur la courbe ^==0,
parallèlement aux lignes indiquées au numéro précédent; on prend ensuite les
valeurs de ^ et w correspondant au point ainsi obtenu.

Sur chaque figure, les courbes ((;) sont celles qui montent de gauche à
droite, tandis que. les courbes (w) descendent.

44- Cas où les périodes propres du support et du balancier sont éloignées. —
Dans ce cas, mo et m^ sont différents. En première approximation (n° 29), le
support est immobile et le balancier oscille normalement; V effet du couplage est
nul. Nous savons (n0' 11 et 26) qu'il est inutile de passer à la deuxième
approximation.

( 1 ) Pour p = 4 et i, on a seulement considéré les valeurs positives de x\ pour p == o,25, on s^est
borné aux valeurs de x correspondant à l'un des arcs stables. Si l'on change x en —.r, v et w ne
changent pas*
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CHAPITRE IV.

LA MONTRE OSCILLANTE.

45. Énoncé du problème. — Le problème de la montre oscillante a été étudié
pour la première fois par MM. Jacquerod et Mùgeli (Journal suisse d ' 1 Horlogerie,
1926), par une méthode purement expérimentale. Il a été repris plus récemment
par M. Mesnage {Journal de Physique, 1944 et 1946), qui a comparé les résultats
numériques déduits de ses expériences à ceux d'une théorie due à MM. Mercier
et Loudette, mais dans laquelle n ' in terviennent qu'une partie des données
concrètes du système. Nous a l lons le reprendre, avec les données véritables^ au
moyen de la théorie générale exposée au chapitre précédent.

Le problème, tel qu ' i l a été étudié expérimentalement par les auteurs pré-
cités, se pose de la manière suivante.

Vue montre est posée sur un plateau, lequel est suspendu à un fil de torsion
(Jacquerod et Mùgeli) ou à un bifilaire (Mesnage). 11 s'agit d'étudier les varia-
tions de la marche de la montre et de l 'amplitude des oscillations du balancier
et du plateau, quand on fait varier la fréquence propre du plateau.

On peut aussi réaliser l 'expérience en accrochant la montre à un clou; on
observe très bien ses oscillations. La question intéressante est de savoir quelle
est la répercussion de ces oscil lat ions sur la marche de la montre ( i).

46. Variables canoniques. — Appelons 9o Félongation du support et 9 celle
du balancier par rapport à la montre. Soient M le moment d'inertie du balancier
par rapport à son axe et I le moment d'inertie de tout le système par rapport
à l'axe de rotation du support. La force vive est

a ï ^ I Q ^ + M ^ + ^ M Ô ; ^ .
Posons

M
(9 1 ) 0==^n ôo= ̂ o, j^2;

il vient
(9^) ^ T ^ M ^ + ^ + a A ^ ; ) .

Cette expression est de la forme (38), avec n = i, Ci == i.
Soient coi et QJ(, les pulsations propres de la montre (balancier calé) et du

balancier (montre calée), quand on néglige les forces perturbatrices, en parti-

(1) Diaprés les renseignements qui m'ont été communiqués, il y a une vingtaine (Tannées par
M. Jacquerod, c^est cette question qui a provoqué les recherches des physiciens suisses. Elle avait
été soulevée par certaines épreuves de réception ayant conduit à des résultats différents, suivant la
manière dont avait été observée la marche au pendu,
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culier les défauts d'isochronisme introdui ts par le spiral et par le couple de
torsion. Les forces principales sont données par la formule (6).

47. Forces perturbatrices. — Nous avons d'abord les couples correctifs qu'il
y aurait lieu d'ajouter au couple dû au spiral et au couple de torsion. Le
premier est très petit, si le spiral est m u n i de courbes terminales vérifiant les
conditions de Phillips; nous le négligerons. Le second est également très petit
dans le cas de la suspension par fil simple ou double. Dans le cas de la montre
accrochée à un clou, il est proportionnel à 9^ ; comme 9o est prat iquement très
petit, nous le négligerons aussi.

Les résistances passives ne sont connues qu'imparfaitement. Nous admettrons
que le support est seulement soumis à des résistances visqueuses et nous appei-

^
lerons §o son décrément logarithmique. Le couple correspondant vaut — -^Icooôy-
Son travail virtuel est

- ôo Wo ^6o== - M ôo G)o^o <^o.

En comparant avec (7), on a
• ^

(93) . QO==—— -^O^o =——^0^0^^

en posant, conformément à la notation du n° 17,

^0(94) ^o=^-

Les résistances passives s'exerçant sur le balancier ont été étudiées expérimen-
talement par divers auteurs, entre autres M. Arcay et M. Langue, dans leurs
Thèses. On peut admettre, avec une bonne approximation, qu'elles se réduisent
à un frottement visqueux et à un frottement constant. Nous adopterons, à leur
égard et aussi pour l 'échappement, les notations des n0816 à 18. Nous retombons
ainsi sur les hypothèses et notations du n° 35.

Pour que notre théorie soit applicable^ il faut que tous les Q( restent finis, donc
que tous les couples perturbateurs, comparés aux couples principaux, soient au

plus de î ordre de À = i/ , •

48. Courbe de marche. — Avec les notations du n° 38, nous avons, en
appelant §o et ai les décréments logarithmiques du support et du balancier

• • - • TT2/^ . 2V ^ • • - • • - - •

(95) a=^ ^W ^ïi^'

Quant au facteur s, il vaut, d'après (83) et (78), s= a—.' Si l'on appelle F le
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couple exercé par l'échappement sur le balancier, on a, (Tautre part (n° 16),
XMc^E=2lY; d'où
/ /,, TD /Oo
^ ^À^MC^A^

Rappelons que i et D sont les angles d'impulsion et de dégagement du
balancier et que A es.t l 'amplitude normale du balancier, les trois angles étant
évalués en radians.

Avec les notations de M. Mesnage, que nous surlignons, pour éviter toute
confusion avec nos propres notations, on a

(g*-/) }.==A, Cïo== ̂ ) X==0o—=--î X — œ= Oo——-—•
k \r t.y

Si Ton néglige l'angle de dégagement^ la courbe de marche est représentée
par l'équation (89), qui devient, d'après les formules ci-dessus,

(98 ) (~y - i ) [(j - ̂ > + ~r:^- ] = ̂ ?(j - ̂ ).

Cette équation ne diffère de l 'équation (i) de M. Mesnage que par le terme
y^y2 du crochet, que M. Mesnage remplace par r^y. Comme, dans la pratique,
y est très voisin de un, cette différence a peu d'importance.

L'équation ci-dessus est valable pour un chronomètre de marine, qui est muni
d'un échappement à détente, donc sans angle de dégagement. Cela explique
les résultats obtenus par M. Mesnage dans son deuxième travail. Mais, avec une
montre ordinaire, il n'en est pas de même. Prenons par exemple Vune des
montres expérimentées par M. Langue dans sa Thèse et dont i l a déterminé toutes
les caractéristiques. Pour cette montre, de SQ"11" de diamètre, on a en
unités C. G. S.

D ==i3°,5 == (y',236; i= 28°, 5 •==. o' ,4i ; ^ ==0,0104;

r=67 pour A = = — = = 4 , 7 1 ; ûûi=:57T; 1 = 0 , 1 7 5 .
2

Quant au frottement constant, il dépend de la position de la montre et de la
forme du pivot de balancier. Par exemple, en position horizontale et pour un
pivot plat, on aX/=o,oo3; si le pivot est pointu, X/= 0,0006. Adoptons la
valeur moyenne \/== 0,002.

Comme support, prenons celui qui a servi à M. Mesnage. On a approximati-
vemen t ( 1 ) I=i43oo, âo=o?o°8.

(1) La valeur du décrément est une valeur moyenne, car M. Mesnage a constaté que ôo variait
entre o,oo4 et 0,009, suivant l'amplitude des oscillations. Cette variation prouve que le couple amor-
tisseur ne se réduit pas en réalité à un couple visqueux. L'hypothèse faite au n° 47 n^est donc pas
justifiée et il y aurait lieu dé reprendre nos calculs avec le couple véritable.

Ann. Éc. Norm., (3), LXIV. — FASC. 4. 4l
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De ces données, on déduit

- . 0 , 1 7 5 „ .. . - ,/ „ 1 , 225 . I0-ti7^2 .,,À2 === ^ = = i , 2 2 5 . i o-0 ; /. ==: 3,5. i o~" ; a == ———5—————- == ï ,45
i43oo o,oo8.o,oio4

oa approximativement i,5; ^=——:——==0,0826 ou approximative-
/?/

ment 0,1 ; p ==-^——7 === o,53 ou approximativement o,5 ;
( 0 , 0 7T ) "

6 7 . 0 , 2 3 6 . o , 4 i . 0 , 0 0 8 . i n — ' - „
s ==————^ ^ . ,——-———-==0,095 ou 0 , 1 environ.

I , 2 2 5 7 T 2 . 2 ^ 7 T ' Î . ( 4 , 7 I ) " . 0 , 17^ "

Adoptons a === ï ,3 ; (3 = o, ï ; p = o,5 ; ^ = o, ï . La figure 19 représente la
courbe de marche en t ra i t p le in . L'arc instable AB a été tracé en pointi l lé.
Les points l i m i t e s A et B sont sensiblement les points à tangente verticale.
On a tracé en trait mixte la courbe théorique correspondant à un échappement
isochrone.

L'origine 0 correspond aux formules (77); c'est-à-dire que le retard du
support sur la montre est évalué en tenant compte du retard dû à V échappement.
Avec l 'origine CV, ce dernier retard est négligé, comme le fait M. Mesnage.
Si l'on trace l'arc symétrique de l'arc infér ieur par rapport à (Y, on obtient une
courbe légèrement au-dessus de Parc supérieur, à gauche du point d'abscisse
—0,6 et au-dessous, à droite de ce point. Autrement dit, Y avance remporte
sur le retard quand on est loin de la résonance; on a la conclusion inverse au voisi-
nage de la résonance. Ceci est bien d'accord avec ce qu^a obtenu M. Mesnage
(cf. fig\ 2 de son premier mémoire).

Signalons aussi que le retard a été évalué sur i!\ heures. Dans la première
série d'expériences, effectuée sur une montre ordinaire et non sur un chrono-
mètre de marine, Péchappement n'est pas à force constante; il y aurait donc
lieu de tenir compte de la remarque II du n° 42. Les retards expérimentaux
doivent être p lus grands que les retards théoriques.

Il serait intéressant de reprendre systématiquement ces expériences, en
déterminant toutes les caractéristiques de la montre et du support et tenant
compte de la décroissance de la force de Péchappement, afin de voir si les
résultats expérimentaux sont numér iquement d'accord avec les résultats
théoriques.

49. Cas où les fréquences propices sont éloignées. — Comme on Pa vu au
n° 44, notre méthode ne s 'applique pas à ce cas. Nous savons seulement qu'en
première approximation, Reflet du couplage est nu l ; mais, nous ne savons pas
évaluer la seconde approximation.
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CHAPITRE V.

LES PENDULES SYMPATHIQUES.

50. Données. — Considérons n pendules (P/), dont les axes (0^) sont fixés
à un même support (S), lequel peut prendre un mouvement de translation
suivant une direction horizontale Ox perpendiculaire à tous les axes (0(-).
Nous appelons M la masse totale du support et des pendules ; x l'abscisse de (S)
rapportée à l 'origine fixe 0. Nous appelons M/ la masse de (P,), supposée très
petite vis-à-vis de M; G, son centre de gravité; R/ son rayon de girat ion au tour
de (O/); L, la longueur de son pendule synchrone; 6^ son élongation, c^est-
à-dire Sangle que fait la verticale descendante 0^, avec la droite O;-G(, le sens
positif de rotation étant le sens de O,^ vers l'axe Qx. Nous posons (o^= f-9
dùi désignant donc [si pulsation propice de (P/).

Le support est soumis aux forces suivantes :

i° Force de rappel. — Mco^, oûo désignant la pulsation propre du support
(pendules calés).

2° Résistance visqueuse. — X M c O o ^ o ^ .

Le pendule (P() est soumis à son poids Mig et aux forces perturbatrices
suivantes :

i° Couple résistant. —XM(OL)tR2 aft[.
2° Échappement isochrone à force constante, dont le couple a pour valeur

absolue XM.RJ^r,.

Rappelons que chaque a^ est le quotient du décrément logarithmique par XTI.

51. Variables canoniques. — Posons

(99) L"' V M' == hch x = Â<70? ciLiQi'==L ^0 ci> °-

On a
/ /' " \

2T= M ^^+2^6^^, ,

( //2 i j = = - M ^c^?y
^o /

On retombe sur les formules (38) et (6). Toutes les conclusions obtenues au
Chapitre III sont donc applicables au cas actuel.
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52. Cas de deux pendules identiques. — L'étude du cas général est
compliquée. Nous la ferons seulement en supposant qu'on a deux pendules
identiques ( ' ) et que les trois pulsations propres sont voisines.

Nous pouvons prendre c^=c^=c et poser les formules (43), avec m,= i et
a i=o^=a. Nous sommes dans le cas du n° 32, avec a, = a^= a, E, =Eo=E.
De plus, £i== £3== c.

Posons
F

(100) - =A, y:ï=:À//i, j^A^, Mi+^==^ u^u.=w, Â-==^-.
7T " - £o

La première équation (57) nous donne

(101) j '^=: / -Ap.

Les deux équations (56) et la deuxième équation (57) s'écrivent alors

£2 li\ -+- (l — UUi y==z /612 ( '^,1,

(102) e2^! + ( i — 0^2)°= ̂ r/^,

P ( a + Â-Oo) == 2-

Par soustraction des deux premières, on obtient, en écartant le cas u^=u^

(lû3) ^(^-h a2 — Â-6-2) == 26?..

En éliminant ^ entre (io3) et la troisième équation (102), il vient

(104) ££o = C2 + 6?^o

ou, en prenant ao=o, de sorte que £= a — ^ et £0== —^?

(105) ^ 2 — a ^ — c 2 — a a o = = o .

Cette équation admet deux racines de signe contraire.
En addi t ionnant les deux premières équations (102), on a, en tenant compte

de( io3) ,
(106) «'(s2^- a2) z = i .

Ayant une racine de (io5), on en d é d u i t e et/:; d'où v et (F; d'où u^ et IL,, donc
y^ etja.

53. Reste à examiner le cas particulier u^ = u^ = u = —l En nortant
a + ka^ r

dans la première équation (102), on obtient

£ ( £ £ ^ — 2 6 ' 2 £ o + 6 < 2 £) == 0.

(1) Le cas n = i est identique au problème delà montre oscillante.
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On a d'abord la solution £== o; d'où u= ï- etjo= o? en supposant Oo^ a. Les
équations (44) se réduisent à des ident i tés; les équat ions (45) donnent
x^—x^=r.. Le support est immobi le ; les deux pendules oscil lent symétri-
quement avec leur fréquence propre.

Mais, nous savons (n° 26) que, dans ce cas, notre théorie n'est plus justifiée.
On a ensuite l 'équation

( 107) ££(2) — 2c 2£o+ ̂  £ = 0,

qui est du troisième de^ré en ^. Ayant une de ses racines, on en déduit £, £o
et k\ d'où u et yo-

Dans le cas particulier où la fréquence du support est exactement égale à celle
des pendules^ on a

1 I ^ A
£ = £o, k = ï y If == ————— i Jo = 2 A U,

Jo==JiV/2 =j2\/^ c'-mac2— a^

Les formules (44) donnent ensuite, pour i = ï et 2,

cos(^-- .ro) ==—;=> s in (^ -—^o)==—°=-
C y 2 C \/ 2

L^ deux pendules oscillent parallèlement.

Dans le cas particulier où ao==c \/2, on a £ = £o== o, r p i — x ^ = x ^ — ^ 0 = = - -
Les deux pendules sont en quadrature avec le support.

54. Stabilité. — Examinons d'abord lé cas du n° 52. On a

H,= o, Kf== £,j^ Jo= <-/ojo< JiJi= A (^fu, — ï ), j2J2= A.(au^— ï ).

L'équation (54), où nous mult ipl ions les deuxième et cinquième lignes et la
cinquième colonne parji, les troisième et sixième lignes et la sixième colonne
parj2» devient

kv c t i / i — ï aiiî—ï — z v £^i s^2
u^ (p-T-a)^i-i o £^i —-£^i o

u^ o (p + 0 ) ^ 2 — 1 £ « 2 o — £ ^ 2
o —s^i — £ ^ 2 À-p(p+ao) aî/i—i au^—i
o z i / i o ï — ârMi ( p 4- a) Ui +1 o
o o £;/2 ï—au^ o ( p+^ )? /2+T

: 0.

On peut développer ce déterminant et l 'ordonner par rapport à p. Mais, il est
inutile de calculer tous les coefficients. En effet, le coefficient de p5 est visi-
blement P^0^2. Le terme constant se calcule aisément en faisant p ==o; on
trouve — 4£ ^ (^ + i )^(^— u^)\ Or, d'après ( io4), £ et £, sont de même signe;
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donc k > o. On en conclut que V équation de stabilité admet au moins une racine
réelle et positive; donc, tout régime synchronisé est instable.

55. Examinons maintenant le cas du n° 53. En changeant p en P et déve-
loppant le déterminant ci-dessus (1) , on constate que Féquation de stabilité se
décompose en

P^+^p^+^+s2)^!:^ et ^p^+^p-^+^p+^^o/
avec

r'o==/c2, c^=z9^(/cuu-^-i—au) •=='2^0(0-^ ao),-

c,=k(9. — / c ) ( l — a e i u • î ) - ^ ( ï - auY-v-^ u^k-{-1)\
6-,= 2 ( i — Â-)( i — au)-2-^- ï^ii^k -4- i ).

Les conditions de s tab i l i t é se réduisent à

(^-^^)^->ï, C,>0, C,C,—CQC,>O.

On vérifie immédiatement que la première entraîne la seconde et, moins faci-
lement, quelle entraîne aussi la troisième. // ne reste donc qu 'une condition,
qui s'écrit, en tenant compte de (107),

(I08) £(^£o--£^-£o^J>o.

56. Courbe de marche. - Comme au n° 38, appelons 43200?^ le retard
diurne du support {balanciers ça! es) sur les pendules (support calé) et 43 200 XX le
retard diurne des pendules {support libre) sur les pendules {support calé). On a
û)i —— WQ À , f ) __ f\ ~^

—^—=^a;donc,a'=a;demême,.—^=^£;doncX=£.
^ Portant dans (107) et tenant compte de £o=£-a=X-,r, on obtient

1 équation de la courbe de marche

X(X-a-)2-ac2(X-A-)+f f l iX==o.
Posons

(^9) X=^!x', .r= ,̂ ^--n.
f'o r<o • ^cî~v1

après suppression des accents, nous retombons sur l'équation (8q). La courbe
de marche est la même qu'au n° 40.

La condition de stabilité ( 108 ) s'écrit maintenant, en posant "- = a
ffo "'

( I I 0 ) ^ ( ^ y — i ^ a / ^ y + i ) — ! .

Connaissant p et q, il est facile de séparer l'arc stable sur chaque courbe de
marche.

(') On peut aussi écrire les équations (17) et éliminer -rip, -ri,, r,,, ç,-^, ̂ _^.
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CHAPIÏJŒ VI.

LE COUPLAGE EN CHAINE ( 1).

57. Définition du couplage. — Considérons /^pendules (P/), dont chacun
reçoit une impuls ion électromagnét ique pendant que le pendule précédent
(P/-i) a une élongation 0,__i positive (> J) . Bien en tendu , pour / = ^ i , on doit
remplacer (Pô) par(P,,); de sorte que les pendules forment une chaîne.

Nous supposons que le couple s'exerçant sur (P,) est constant pendant toute
rimpulsion (3). Nous rappellerons AM.cojT,, M, désignant le m o m e n t d ' inert ie
de (P/) et (o, sa pulsat ion propre; F, peut être positif ou négatif .

Supposons que les résistances passives s'exerçant sur (P/) se réduisent à u n
couple de frottement visqueux, que nous appe l l e rons—) .M/^ /co /0^- , de sorte
que le décrément logari thmique est ÀTC^. On a

O;7 + ̂ f^== /.(C.JJT/— ai Wi^'i ), . .

en convenant de remplacer F, par zéro, lorsque 6,_i<^ o. Les variables cano-
niques sont donc les élongations et l'on a

q, ==0;, Q; == (t),2 F, — a, ex)/ </;• .

Nous supposons que les fréquences des n pendules sont voisines ( 4 ) . Nous
prenons donc m,-===. N = i.

58. Fonctions X<, Y(. — A l ' in té r ieur d'une période convenablement choisie,
F, n'existe que pour — T C < ç / - l < ^ • ï-es formules (i4) donnent immédia-
tement

" ^ 2X,== £,.j,—^r;cos(.r,—^-i),

( 1 1 1 ) . \ l .
^ 2^ ,^— ciiyi— -r, s in(^— ^-i).
\ ^

59. Régimes synchronisés. — En annulant X/, Y/ et posant u,=x,—x^^

on a
r^iVi . r^nyi . en

( 1 1 2 ) cosui=z——-î sïnui=———? tgM;=——-
2 l / 21 < e.;

(1) Signalé par M. Bouasse (Pendule, spiral, diapason, t. II, p. 3io) pour deux diapasons.
( 2 ) On pourrait, plus généralement, remplacer cette condition par 6;_i> p;_i, p;_i étant un angle

donné, compris entre — 7r et -i- TC • Les calculs seraient plus compliqués, mais abordables.

( ? ) ) On pourrait, plus généralement, supposer qu^il est une fonction déterminée 6; et 0;-.
( 4 ) On pourrait aussi supposer quelles sont proportionnelles à des entiers 772;.
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Les U[ ayant une somme nul le , on en déduit l 'équation

( i i 3 ) ' S i—S,+S,- . . .=9 .

en appelant S^ la somme des produits p à p des —t—' Si l'on pose toujours (49)
et (3o), donc (52), on voit que cette équation est de degré n— i par rapport
à z ; il y a donc n — i points de synchronisation. L'amplitude y/ vaut

(n5) ,,=__I__;
7TV/S/- -4- ̂

la différence 'de phase vaut ^=arctg ^—» la détermination étant choisie pour
que r,sinî/;<^ o.

60. Stabilité, — On a le système

r^i^Wi— a ; (^—^_, ) , r^==—arni—ei(^i—'ci-i).

Éliminons Y]/.; nous obtenons

^•(r2-!- î îAY^+a2^- £?)=^-i(m,+ a,2-h £?) ,

Multipl ions membre à membre toutes les équations analogues; nous obtenons
^équation caractéristique

n n(i i5) n^7 2 "i"2 rai~}~a? "4- £? ) ::=r^-[(r^•+a? +£! )•
; =1 ;'==!

Elle admet visiblement la racine / '==o ; après suppression de cette racine, il
reste une équation de degré in — i, qui est F équation de stabilité.

Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers simples.

61. Cas ou les n pendules sont identiques. — Les a, sont égaux, ainsi que
les s,; donc aussi les u^ à k^ près. On en déduit /^/==NTT, N désignant un
entier quelconque. En prenant tous les a^ nuls , on a la formule

/ ^ N7r
(no) z == a co t——>

où a désigne la valeur commune des ai. Cette formule nous donne n — i valeurs
de z, obtenues pour N = = 1 , 2 , ^ . . , ^ — i. On a ensuite

/ ., 2 | r j . N71(IJ^ y^-^r^^'
L'équation (n5) se décompose en n équations du second degré

r2 4- 2 ra 4- a2 + s2 27^ . /——
ra-^-c^^ ^e ? ^V-^ (Â-=:o,i, ..,^-1).
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•L'équation ci-dessus s'écrit, en posant —7r = a, —7T = (3, donc £===— ^cotp,

(118) r 2 + m ( 2 — ^ a ) 4 - - ^ ( I — ^ a ) = = o .

PourZ-=o , donc a=o, on a la racine étrangère / '=o et la racine négative
r = — a. Pour les autres valeurs de k, on a

2 7- = ̂ 'a — 2 ± y/A,

avec

A^e^—s)2^- ——— (e1^-— i ) ===1 4- 8 sin4 a — 8 s m ^ + 2 / s i n 2 a ( . - — 1 — 2 s i n 2 ^ ) •v / sin2 (3 v / sin2? " ^sin2? /

Posons \/A ==^? +7y? .r2:^ X ; on a

/(X) = X2- xfi + 8 sin^a - 8 sln2a ) - sm2^ a ( ——— - 1 - 2 sin^aY^.o,*' x / \ sin2^ / ^s in 2 ? /

dont il faut prendre la racine positive.
On a ensuite

27^
— =: e2^— 2±(^+yj).

La partie réelle de — est — i — 2 sin2 a ± .r. Pour qu'elle soit <^ o, il faut et il

suffit que l'on ait X < ( i + 2 sin'a)2 , donc /[i + ̂ sin 'ayj^o; soit, en
posant sin'^a = u,

(I+2.y--(I+2.)2(I+8.2-^)-4.(I-.)(^-I-^)2>o

. . . . 8^ou, en divisant par——^

3sin2[3(I + 2 s i n 2 a ) — 2 c o s 2 a > o .

Cette inégalité doit être vérifiée pour les n—i valeurs de a. Il faut et il suffit
qu'elle le soit pour celle qui rend le premier membre min imum, c'est-à-dire

pour a = -• La condition de stabilité s 1 écrit finalement

(no) 3 sin2— ( ï -(- 2 sin'2— } — 2 cas2 — > o.v î / / n \ n ] n

Le premier membre est minimum pour N = ï . Donc, pour que tous les points
de synchronisation soient stables, il faut et il suffit que l'on ait, en posant
. « 7T - -'

sl" -n^

6 ( ^ + 5 ^ — 2 >,o, soit p > 0,296 environ ou sin->o,543.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXIV. - FASC. 4. 4^
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La plus grande valeur de n yérifiant cette inégalité est 5. Donc, s ' i l y a au plus
cinq pendules identiquesy tous les points de synchronisation sont stables.

Si n^>5, les points correspondant à N = = i e t N = ^ — i sont instables.
Pour N== 2, l ' inégalité ( i 19) s'écrit

12 r2 4- 6p — i >> o, soit v >» o, i33 ; sin — "> o, 363.n

La plus grande valeur de n satisfaisant à cette condition est 8. Donc, s ' i l y a
six, sept ou huit pendules, tous les points sont stables, sauf les deux qui corres-
pondent à la fréquence la plus éloignée de la fréquence r^toyenne.

On pourrait continuer pour N = 2, 3, etc. Contentons-nous de chercher s'il
existe toujours au moins un point stable.

Si n est pair, le premier membre de (i 19) est maximum pour N === - et vaut
2

alors 8^+1; il est ^> o. Si n est impair, le maximum est obtenu pour
N==: ——. il vaut -(i + ̂ )(3 — 2 ̂ 2) — 2^2, en posant <^=== cos~» On vérifie
facilement qu'il est positif pour o<^^<^ i . Donc, la synchronisation sur la
fréquence la plus voisine de la fréquence moyenne est toujours stable,

62. Cas où il y a deux pendules. — L'équation (i i3) se réduit à Si = o; d'où
'on tire

0(1^2-4- cxoOl
a y 4- a^

puis
( l20) (»)2 :

Puis, d'après ( i 12),

ûo-, a^ 4- c») ̂  ai
a.i -4- a^

tang(er-i — x^} : ^1 -4- ^2
^2 —— ^1

Le pendule qui a la plus petite fréquence est en avance de phase sur Vautre
pendule. Cette avance croît avec l 'amortissement et quand la différence des
fréquences diminue, ï^es mouvements sont en quadrature quand les périodes
propres sont égales.

De (n4)» o" déduit
2(^1 4- ^s) ! Ti j

;12l) Ji=
7:01 V^— ^1 )2+ (^i+ ^s)2

Cette formule et la formule analogue donnent les amplitudes des deux pendules
en régime synchronisé. Elles sont proportionnelles aux couples et aux inverses
des décréments correspondants.

63. Étudions la stabilité. L'équation (i i5) s'écrit, en divisant par /',

713 + 2 z12 ( 0) -+- ciî ) -4-.r ( ôi -{- (̂  4- 3 Oi 03 ) + Oi 62 4- ^2 ôi == o, o; ==: a? 4- s;2.
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Les conditions de stabilité se réduisent à

ôq ( 2 a\ 4- a.j ) 4- ôi ( 2 «2 -+- ^i ) 4- 6 ai a^ ( a^ 4- ^/o ) > o,

laquelle est vérifiée. Donc, le régime synchronisé est toujours stable.

Remarque. —Dans le cas particulier où les deux pendules sont identiques,
on a £;•= o, â/= a2 ; l 'équation caractéristique admet la racine double — a et la
racine simple — la. L'un des décréments de la synchronisation est égal à celui
de l 'amortissement de chaque pendule ; l'autre est double. Ceci donne une
indication sur la rapidité avec laquelle s'établit le régime synchronisé quand
on part de conditions in i t ia les quelconques. Cette rapidité est du même ordre
que celle de l 'amort issement des oscillations libres. Si les conditions initiales
sont très éloignées de celles qui correspondent au régime synchronisé, la durée
du régime transitoire peut donc être très longue, d'autant plus longue que l'amor-
tissement des oscillations libres est plus lent,

64. Cas où il y a trois pendules. — L'équation (n3) devient, en supposant
2a,=o,

(122) ^ (a\ 4- a^ + a:;) 4- z (ai a\ 4- ao a^_ 4- 03 a^) 4- (a\ ̂ î a.-. 4- ^o a:^ ai + ^3 0102 — ai a, a.i) :=: o.

En écrivant la condition de réalité des racines, remplaçant 03 par —(a i+oca )
et posant a^-\- a^-+- a^-= a, on obtierft

o ̂  [ ( ̂ i — ^3 )2 4- 4 af/2 j -4- 2 Oi as [( </3 — ai )^( ̂  — ^2 ) 4- 2 a ( a — 2 a... )]

4- a ^ [( 09 — a-, )2 4- 4 ̂ ^i ] 4- 4 ̂ ^-i ^2 ̂ :î > o •

Le trinôme constitué par les termes en ai, a^ a pour discriminant
—36^1^2 û3-<o. Donc, ce trinôme est identiquement positif; l ' inégalité est
toujours vérifiée. Donc, les deux points de synchronisation existent toujours.

L'équation de stabilité (n5) s'écrit, après suppression de la racine nulle,

r °4- <"i r'' 4- Co r 4- <":; r2 4- ̂  /l 4- c, == o

avec
^l=25i, C2==-0"l4-4^2» <?:;=== 22[ô i (^2+^)] 4-75.,,

(?/, == 0-2 4- 3(2 ̂ i ^2 ^3 ) ? <^5 ==: ̂  ̂ 1 ̂ 2 :̂1

et
5i ==: ai + â^ 4- ^s, 5.2 == ^2 ̂ :i 4- a?, ̂ i + a^a^ s^ = a^ a^ a^,

o-i === ôi 4- ^2 4- os 7 ^ == ^2 ̂ :; 4- os ^1. 4- ôi ̂ 2 ;

les sommes 2 indiquant qu'on doit permuter circulairement les indices et
additionner.

Tous ces coefficients sont positifs. Vunique condition de stabilité s'écrit

(123) (C , ,—— C i < ? 2 ) ( ^ 2 ^ : > — — ̂ J —— (C .——C,^)^ 0.
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Elle permet, avec des données numériques, de reconnaî t re si Fune ou l'autre
des racines de l'équation (122) correspond à un régime stable. Mais, une
discussion générale semble inabordable. Nous nous contenterons de la faire
dans le cas où les trois pendules ont le même amortissement.

65. Les ai ont la même valeur, que nous appellerons a. L'équation (122)
devient
(124.) S-s2^:^^-(3, ^a^==2j3 .

L'hypothèse £a/= o entraîne £0203==-— 8, £a^a!=== P2. Les cç sont racines de
l'équation Y 2 = X ( X — R ) 2 , en posant ^=0^0(203. Ces racines ne sont toutes

trois réelles que si y2^ — P3.
Si l'on pose r+ a== p, l'équation ( i ï 5 ) s'écrit

( p 2 + ^ ) ( p ^ + £ j ) ( p 2 + ^ ^ ) = ( p a + £ ? ) ( p ^ + £ j ) ( p a 4 - ^ ) •

Elle admet visiblement la racine p = = o , à laquelle correspond r=—a<^o.
Les autres racines sont données par l'équation du quatrième degré

r14- c.\ r"' + c.î r2 4- ("n /' + c^ =: o,
avec

c,=^a, C .^I I^+SP, c^ïn\^a2^- 3(3),

3c4:=l6^4-^- 2o^ 2 (3^+4P 2+I8T^•

Les conditions de stabilité sont

C4> 0, ^C'^ C:;((?i.^— <?..),
soit
(i25) T^>- ̂ -bp^^-t-^^-F^),

(z26) .z48.^877^-P^62p^^^^
L(OO .

Appelons z ' la racine qui a le signe de y et ^ l 'autre racine. La première
vérifie toujours ( i25); la deuxième vérif ie toujours (126).

Pour que z " convienne, il faut et il suffit que l'on ait

(i.7) ^^^-^(^^^(^^P)2-

Le second membre étant > -4 ?% cette inégalité est toujours vérifiée. Donc,
^7

la racine z1' est toujours stable.
Pour que z ' convienne, il faut et il suffit que l'on ait

3G'(a) „, ,
(-8) . ^<-^J-^
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On vérifie facilement que la fonction H^/) est croissante. Son m i n i m u m
H^O ) =6^(o ? 2 3 8 5)2P3<^P3•D è s l o ^ s ?^T<0^3 8 5^
sont stables; si y > o,2385 ? \/P, elles ne sont toutes deux stables que si a dépasse
la racine de F équation y2 = H(û).

66. Cas de deux pendules dont le rapport des fréquences est voisin d'un nombre
entier. — Supposons m^ = i, m^ = m > i. Le couple 1̂  existe pour

7T / 7T .
— - 4- 2Â7: < me? + ̂ -2< - + 2 Â 7 T ,

soit
7; ^2 2 Â 7 T 7T .17., 2 Â - 7 T

— —— — — -+- —— < ? < —— — — + —— ; ( k ' == o, i, . . ., m — i ).2 m in in T 2m m m ? v ) ^ 7 /

On en déduit

fJ^^,œs9^cp^y^Jsm(^-^+^+2Â-^-smf-^-^+^+2^
Ju • T .̂̂  L V2^ /n w/ \ 2m m 1 m;

Â-==l ' —

l i t — 1

^ . TT Y< / X^ , TT \
== 2 Fi Slll ——— 7 COS ( X[ — — + 2 À- — ) == 0.

2 m ̂ d \ m m /
^•=0^^

De même, ^ F^ siny^y = o. Donc, X ,=T i£ ,y^ , Y,=—r^,yt . En annu-
^0

lant Yi, on obtient j i==o; donc, to synchronisation est impossible. Ceci
s'explique par le fait que le pendule (Pi) reçoit, au cours d'une période,
m impuls ions dont l'effet total est nul .

CHAPITRE VII.
ENTRETIEN D'UN PENDULE PAR LE SECTEUR ( / 1 ).

67. Variables canoniques. — Le pendule porte, à son extrémité, un noyau de
fer doux, s'engageant dans une bobine alimentée par le secteur et dont le
circuit comprend un condensateur. Appelons 9 Félongation du pendule,
évaluée en radians; L(9) l ' inductance de la bobine, C la capacité du conden-
sateur, p la résistance du circuit, Usincorla tension, ^ l ' in tens i t é du courant,

q=jidt\ (Oi la pulsation propre du pendule, ^a^ son décrément logarith-
mique, 1 son moment d'inertie. Nous avons les équations différentielles

^'L(O) + ^0 /L'(0)+ p^+ ^ = U sinc^, O^ a^O'+ co? 0= uw q ' ^
^ 2l '

(1) Voir à ce sujet une communication de M. Béthenod (C. R. Acad. Se., t. 207, 1938, p. 847).
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Supposons le circuit en résonance pour 6 = O i , de sorte que

(129) , c ^ C L ( 0 , ) = = i .

Si le pendule est maintenu dans la position d'éiongation 61, l ' intensité du.
courant est — s i n o D ^ et l'on a q=——cosco?. Nous poserons, dans le cas

général, q=—q^ de sorte que q^ sera un nombre sans dimensions. Nous
poserons ensuite 9 == y, ; q^ etq^ seront les variables canoniques.

Nos équations deviennent

( i3o) q\ + Ci) 'f<7i== Qi, q\ + c^^:= Q^

avec(1)

Qi^KV^)^2--^,^,, / == ^p^^

^3^ ^ P^ . L^^i) / , P , L ( O j — L ( O i )Ç^==7--——smGû^— , v / ' q',q'.,— ——-, q., 4- q^'1 ——————i- •—— L(^i) . L ( < 7 , ) 7 1 / - L(^)^ ï - L(0)

68. Observons maintenant que les impulsions reçues par le pendule ont une
fréquence double de celle do courant. Dès lors, appelons N un nombre entier
voisin de —? donc prat iquement très grand. Posons

(i32) co-i==: -^-v/i4-£i.

La première équation (i3o) devient

„ 4e'02 ^ , ûû2

^+ -Ni-.^^Qi—^1^^1-

Faisons maintenant le changement de variables

(i33)
2 ûû t dcfi
-^-=? <7i=jicoscpi, ^- ==—jismcpi, cpi=cp+^i,

.̂, , N . N
^2==j2COS(p2? -T~ ^^——JsSinq?^ o.^ =:--<?+ ̂ ^^ ^^ -̂ - •^2.

En répétant le calcul du n0 3, on obtient les équations (i i), avec

(i34) f,=^-^, /.=-^Q..

On vérifie facilement que les fonctions //cosç, et / / s iny , admettent la
période 2n par rapport à y.

(1) Nous supprimons le facteur X. Mais il demeure bien entendu que notre théorie n^est applicable
que si les Qi sont assez petits.



SUR LA SYNCHRONISATION DES SYSTÈMES À PLUSIEURS DEGRÉS DE LIBERTÉ. 33l

69. Fonctions'X<-, Y/. — On a, par les formules (i4),

N2 „ rN^
4TT -,
N2 , .. r271

•îXi^ £1^1— -r^ky^ L /(^l)sin•29.,cosîplûfcpl,
«Ai

N2 ., f271

3Yi=:—ai j i— 7—^JJ; ^ L/( </i ) sin2 92 sin 9-1^9.1,
' v o

N p /"l i . N9 , Ny., r^ L ( < 7 , ) — L ( 0 , )
^•--dH L^-111^00^^-^-^ -"i:^—2-2^^

Np r ̂ 81119.0059, , r^V(q^ .
- ̂ J^ L(^) ^^y^^ -^ysm9,sm9,cos9^9,,

v NP f271 I • N9 . , Nr. r^L^) — L ( 0 )
^———^j, L^)8111^8111^^1-——^ -^^eos9.sm9,^

N p r-^sin^, , ^^L^^i) .
-^ L^)^^"1"^ L^y-^sm-9^9.

On peut écrire 2 ( p 2 = N < p , + ̂  en posant
(i35) , ^== 2^— N^i.

Dès lors, posons

(i36)
An^f L/(^)cos^9^/9„ B^f"005^1^,

^U ^0 M^l)

f^L^^)c—^ r^y^1^-
On vérifie facilement que l'on a

N2

2Xi=r: £iji+ YÔÏ^^^^1"^^-1)00^""2^^

N2

2 Yi == — 6<ij'i + ^^ Â-JJ ( A^+1 — A^_^ ) sin ̂

27rX2= —>[BoS^-l^+ B N s i n ( ^ , — ^ ) j + -^ j, [(BNCOS^ + Ho ) L ( O i ) — 27:]
(i37) 4 ^ _ 4

- y-£j,B^sin^4-^-^ (CN_,-CN4-i)cosÇ,
4 ( ^ ) 4

27rYt2== Ic^"" Bo c o s• r2+BNCOs(^,—^)] + - j2L(0i)BNsini ;

l̂.. /R ^ï R ^ , }j_Z^^
4+ ^J.(B^cos^ - Bo) + J-^ (C^- CN+i)smS.

70. Il n'est évidemment pas possible de calculer les intégrales A,,, B/», €„ si
l'on ne connaît pas la fonction L(6). Signalons cependant quelques propriétés
évidentes.

Au facteur ^ près, A,, est le coefficient de cos/iy, dans le développement de
L^jicosy,) en série de Fourier. On en conclut que si L(9) est un polynôme



332 j. HAAG.

de degré ^_n. A,, est nul. Donc, si L(6) est un polynôme de degré <^N, Y^ se
réduit à —n^i j i et l 'équation Yi=o donne 71=0; donc, la synchronisation
est impossible^). C'est ce qui arrive par exemple si Fon suppose, comme l'a
fait M. Béthenod (2), que L(9) est linéaire.

Si la fonction L(9) est paire et si n est pair , A,, est nul ; donc, si N est impair^
la synchronisation est encore impossible. Cela tient à ce que les impulsions
pendant [oscillation de retour neutralisent celles de F aller. ^

71. Cas où la fonction L(9) est analytique. — On a visiblement
^

An= L'(q,)e^d^.
J \}

Dès lors, posons e^'=z\ nous obtenons

(i38) A,=-y Ç \j(y^±^\^d^
J(C] \ 2" /

l 'intégrale étant prise le long du cercle (C) de centre 0 et de rayon un. Cette
intégrale peut se calculer par la méthode des résidus. On peut faire un calcul
analogue pour B,, et C,,.

Si le pendule esttrès éloigné de la bobine, L(9) a une valeur constante, f inie
et non nulle; 1^(9) est nu l ; on en conclut qu'aucune des fonctions analy-

T T /

tiques I/, -.- et .- ne peut devenir infinie avec 9, donc ne peut admettre z=o
pour pôle. Les seuls pôles intérieurs à (C) correspondent aux pôles ou zéros
en 9. Soit R le maximum.des modules de ces pôles. Supposons que R ne soit
pas très voisin de un et prenons IV entre R et un. Au lieu d^intégrer le long
de (C), on peut intégrer le long du cercle (T7) de rayon R'. Si l 'on appelle M
une limite supérieure du module de L' sur (C'), l ' intégrale A,, a un module
<^ 2TlMR / / l . Comme R/ <^ i, cette intégrale tend rapidement vers zéro, quand n
augmente indéf iniment . Comme le nombre N est pratiquement très grand
(5o si le pendule bat la seconde, 100 s'il bat la demi-seconde), on peut
affirmer que les intégrales A^, A^ sont très petites vis-à-vis de A,. Dès lors,
dans la première formule (137), on peut réduire le crochet à — - 2 A , . En
annulant Xi et Y, , puis é l i m i n a n t ja, on obtient Inéquat ion

20] A,(189) sin;
£1 A^T+j — A^_4

(1) On s^en rend compte d'une manière plus concrète en remarquant que le deuxième terme de Yi
est, à un facteur constant près, l'énergie fournie au balancier à chaque période. Cette énergie est
nulle, si Pon suppose la synchronisation réalisée. On ne peut toutefois pas en conclure que Pentretien
du mouvement est impossible; il Pest seu'ement en régime synchronisé.

( 2 ) Même conclusion si Pon suppose, avec M. Béthenod, que le courant est la superposition de
deux courants sinusoïdaux de pulsations co et c o — œ j , à moins d'admettre que le rapport ̂  n'est

cl)!
pas entier, auquel cas la période du mouvement devient plus grande ou bien n'existe plus.
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La valeur absolue du second membre est très grande ( ^ ) et dépasse l ' un i t é ;
cette équation ne peu t donc pas être vérifiée. Nous devons donc supposer que
l 'un au moins des pôles de 1^(6), considéré comme fonction de z, a un module
très largement inférieur à un. Or, soit a = a+ ?'p un pôle de 1^(9) par rapport
à 0. Les pôles correspondants, par rapport à ^ , sont les racines de l 'équation

y (z2 + j ) — 2 az == o.

Ces racines sont inverses. Pour que l ' u n e d'elles ait un module légèrement

inférieur à un, il faut et il suffit que leur demi-somme a- ait une partie imagi-

naire très petite. Donc, r doit être petit et, d'autre part, a e s t < ^ i ; de sorte
que 6 passe nécessairement par la valeur a au cours de l 'oscillation. A ce
moment, la distance de 6 au pôle a est (3. Si y n'est pas très grand, ? est très
petit et L^O) devient extrêmement grand. Comme ceci ne semble pas être
réalisé physiquement, on voit qu'il faut que y soit très grand par rapport à la
partie imaginaire du pôle de L^(9) le plus rapproché de l'axe réel.

On en conclut que la synchronisation ( 2 ) n^est réalisable qiC avec une grande
amplitude. Et c^est bien ce qui semble ressortir des expériences de
M. Hirschi (3), qui a dû l imiter l 'amplitude des oscillations par des butées
élastiques (4).

On pourrait essayer de reprendre la théorie en tenant compte de ces butées.
Si le couple qu'elles exercent sur le balancier était assez petit pour pouvoir
être considéré comme un de nos couples perturbateurs habituels, on
calculerait l'accroissement correspondant de Y\ par la formule (34). Mais,
dans ce cas, la butée serait insuff isante pour limiter les amplitudes. Dès lors,
il ne semble pas qu'on puisse aborder le problème par notre méthode.
Il faudrait étendre celle-ci au cas où le couple principal change au cours de
chaque oscillation, ce qui paraît difficile. Nous ne pousserons donc pas plus
loin l'étude de cette question, qui semble extrêmement compliquée.

( 1 ) A moins que -^ soit extrêmement petit, ce qui nécessiterait un amortissement beaucoup plus
faible qu'il ne Pest en réalité.

( 2 ) Nous disons synchronisation et non entretien du mouvement.
( 3 ) C. R. Acad. Sc.^ t. 219, 1944^ P- 53. Ces expériences ont été reprises ultérieurement par un

autre élève de Hnstitut de Chronométrie, M. George; les conclusions ont été analogues.
( 4 ) Si ces butées ^existent pas, c'est la tige du pendule qui vient buter contre la bobine.

Ann. Éc. Norm., (3) , LXIV. — FASG. 4. 43
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2 3 4 5
La zone hachurée est instable.

a == i. p -=. o. p ==-- i.

FIS. 7.
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Fig. 8.
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ŷ^y>K̂
<̂ \̂
<

^
//
^̂
^̂
î
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