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THEOREMES I’UNICITE

Par M. S. MANDELBROIJT.

Introduction.

Nous démontrons dans ce Mémoire plusieurs théorémes d’unicité qui
concernent successivement I'approximation polynomiale sur I’axe entier (en
fournissant des suites fermées et complétes sur 'axe), la détermination des
noyaux itérés d’'une équation intégrale du type Carleman, et, enfin, différents
problémes des moments. Les démonstrations sont toutes basées sur un
théoréme sur les séries asymptotiques que j’ai démontré dans un Mémoire paru
récemment dans ce méme Recueil.

Rappel de quelques notions.

THEOREMES PRELIMINAIRES.

1. Soit {1, } une suite positive croissante, et soit N(1) le nombre d’éléments

de {4, }inférieurs a 20 > o0).Posons D(1)= N—(Xl—l Les fonctions N(2) et D(7.)

sont respectivement appelées fonction de distribution et fonction de densité de
la suite. La fonction D'(.) = borneD () est sa fonction de densité supérieure.

x>h

(’est la plus petite fonction non croissante supéi‘ieure a D(n). La quantité
D':ED(X):]LH:D'(X) est la_ densité supérieure de {%,]. On posera
D'(0)=D". La fonction ﬁ(?\):k—‘f)\b(x)dx (% >o0) est la fonction de
densité moyenne et la fonetion D'(%) ;— B‘B—frjéﬁ(x) est la fonction de densité
moyenne supérieure de la suite. La quant;t—é ﬁ:)ﬁﬁﬁ(k)#\}imﬁ(k) est la

densité moyenne supérieure de la suite. On posera D' (e0)=D.Ona D 2D,
Adnn. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 2. 13
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etil existe des suites pour lesquelles D'<’ D" [6]("). Dans tout ce quisuit, D'< o
(En réalité, les applications des théorémes de ce Chapitre porteront unique-
ment sur des A, entiers, donc D"'<_1). La fonction

v(l))-—‘hmne (r(l)-—-D):l)pmlef (I)(./I:)—T))Il.r,‘

que nous définissons ici seulement pour D> D', est appelée fonction d’exces
de la suite {7, ]. Cette fonction est non négative, continue et non croissante.
On posera
y(D) =1limv (D).
n-on®

Comme D<=, les quantités

S
\,= I [ —_— nos I
B | By e CE

m [

sont positives finies. La suite |\, ] est appelée suite associée i la suite |7, I

n)

Soit A un domaine du plan s = 5 -z dont I'intersection avec aucun demi-
plan 5 > 7, n’est vide, et soit F(s) une fonction holomorphe dans A. Soit {d, |
une suite de nombres réels ou complexes. Soit, enfin, p,(s) une fonction

définie (pour n donné) pour 5 assez grand, croissante vers I'infini avec 5.

v "

7S

9 . ’ ’ M ~ 3 \? > 2 (-
[entier n étant donné, on dit que, pour m_-n les sommes Zrlﬁ.(, repre
1

sentent F(s)dans A avec une précision logarithmique p,,(f‘) si pour a suffi-
samment grand; s appartenant i A, on a

m

(1) borne borne | I (s) — E dp =t | =P,
G .
no_n fo—1

Onale théorémé suivant [6|.

A. Soit ]*( ) une fonction holomorphe et bornée dans un domaine A défini
par 7 >¢,, <"o< ), ou g(= ) est une fonction continue, croissante,
hornée(o—>c Soit, dans A:

F(s)| < M.

B. Soit |4, | une suite positive croissante, avec D <lim g(=). Soit {d, | une
o= "

. , ~ s ,

suite telle, que, pour n donné, pour m>=n, les sommes Zrlm " pepré-

L
sentent F(s) dans A avec une précision logarithmique p,(7).

(1) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie qui se trouve a la fin du Mémoire.
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C. v(D)étantla fonction d’exces de | 4, |, supposons qu'il existe une fonction
continue non croissante 4(c) avec lim/(z)=1", (h(ec)=1D"), et une fonction
non décroissante C(7) telles que : ’

. ‘ * 1 7 du
(») o[ h(e)] — pu(e) << — C(a), [ (’J(r;)g’"if gun—=hin g — oo,

1l existe alors une constante A >>o0, et une constante réelle «, toutes les
deux ne dépendant que de | ., | et A, telles que

(3) ' il | < A M b,

Ce théoréme n’est qu’un cas particulier du théoréme principal de mon
Mémoire | 6], donné sous sa forme D. Sa démonstration est difficile et il ne
peut étre question de la reproduire ici. Faisons seulement les remarques
suivantes : le cercle (i(s,, nR) de ’énoncé du théoréme F (théoréme fonda-
mental de lt)]) a été choisi de sorte que le point s,=u soit sur I'axe réel el
qne R, tout en étant supérieur a ), soit assez petit pour que le cercle fermé de
centre s, et de rayon = R, C(s,, =R), appartienne & A. D’apres la conclusion du
théoréme F on peut alors poser '

A = o= R e, 4

[’énoncé de la forme D du théoreme F est plus général, méme en ce qui
concerne g(a), bien qu'on y suppose g(7) >D dans tout le domaine; mais il
est clair que I’énoncé que nous venons de donner est équivalent 4 celui qu’on
obtiendrait en v remplacant ¢, par une quantité a telle que g(s)>D

pour s > a.
2. Nous avons démontré dans [ 6] que
vlf)'(p)]::o(p), v[D(p)|=o(p) (p — o).

Par conséquent, quelle que soit la constante positive v, et quel que soit
» <2 7 suffi t grand
0 <5< 1, on a pour 5 suffisamment grand

:av[l—).<‘}’]/,,(0')>J —pu(7) <—dpu(7).

l.a méme inégalité a lieu lorsque D" est remplacé par D".
Comme D'(pa(a)) | D'(5 ), on voit que I'hypothése C est certainement
satisfaite si la condition suivante est remplie.

(.. Il existe une constante positive v telle que

1 p” du

. ‘ s 31 .—— D —
(4) / pu(a)e =S £ =" ptn) g = op
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SiD'=D), lacondition C, peut évidemment étre remplacée par une condition
semblable ou D’ est remplacé par D". Si par contre D> D’ la condition

Cy. hmg(s)>Ds 1l existe une constante positive y telle que

7 du

‘ - S —
(3) f pu(o)e 2 s =0"p ) dg — o

est plus restrictive que la condition C,, I'intégrale figurant dans I'exponentiel
de (5) étant plus grande que I'intégrale correspondante dans (4). 4

Les conditions C,, C,, avec y=1, sont celles qui figurent respectivement
dans les formes B et A du théoréme F énoncé dans [6].

3. Soit {A,(7)] une suite de fonctions dont chacune est continue, non crois-
~sante, toutes définies pour 5 > 5,, tendant vers zéro lorsque 5 tend vers I'infini,

et telles que
A,,(a'):O(A,,_i(a)) (g —> o).

Vest-a-dire, il existe des constantes finies I, >>1 telles que, pour s> 5,
A/l(c>élnA/l——‘l<G>y (néz)'

Posons ,
e "% —=A(c)=DborneA,(c).

n>1

Si, dans‘A, on a pour tout n>>1, 5 >4, (g, indépendant de n)

n

F(s) —de el
|

(6) < Au(o),

n

on peut affirmer que, n étant quelconque, pour m>>n les sommes Zd,,.e_"“

’ . 1
représentent F(s) dans A avec une précision logarithmique p; (), ou
¢ 9= bhorneA,,(¢) ZL,1;... I, borneA, (¢) = L,A (o).

m>n m>1

~

Autrement dit p,(7)>p,(a) —logL,(L,= LI, ...1,), Par conséquent, si
les conditions C, C,, C, sont remplies lorsqu’on y remplace p,(s) par p,(o),
elles sont remplies a plus forte raison lorsqu’on y remplace p,(s) par
p.(2), (n=1). | |

On voit ainsi que si, dans I'hypothése B, le fait que, pour m>n les

n

¢ . . , e . N .
sommes Za’;,.e_"*" représentent F(s) dans A avec une précision logarith-

mique p,(), est remplacé par I'hypothése que les inégalités (6) ont lieu
pour n>x1, et si, dans I'hypothése C (ainsi d’ailleurs que dans C, et C,)
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p.(7) est remplacé par p,(7) ou
Po(e)=—log A‘(a).

les inégalités (3) ont lieu pour n .1
4. Supposons que limg(g)=a, avec
(7) [ la—ste)dese.

Comme a > D', on a (lim h(c):ﬁ')

’ du ” du a—g(u)|du . -
S o= ) =i f g(u)_h(i)“a_h(u”~0(‘> (7> ).

o

et, en particulier

o}

du ’ du )
' T - ———=——— =00 o).
f g(u) =D [yp(u)) f a—D[vp(uw)] (1) (¢ =0}

Sia> D, cette derniére relation est encore valable lorsque Dy est remplacé
par D". '

Si (7) alieu, les relations (2), (4), (5) sont équivalentes a celles qu’on
obtient en y remplacant g(u) par a.

5. Soit {M,} une suite positive, {v,| une suite positive croissante vers
I'infini, {¢,} une suite positive croissante, et supposons que, dans A
, P

(8) éM,/ V7 (fjnéq < qll+1)'

F(s) —de e
1

Les relations (6) ont alors lieu avec

A.(g)= borne M,e" et A (o) =borne\,(g) =borneM, ¢="4°.
TnSq<n+1 nt g>m

La fonction p, (o) étant définie comme plus haut, on a

po(@) =borne(v,o — logM,).
T2 :

Si , LN

1

. v,
limM,"<oo,

on épour 5 suffisamment grand p,(s)=, et les conditions C, C,, C, sont
satisfaites automatiquement. Supposons maintenant que

. 5 . logM
limM, /= o0, op—= min ——
gt V:/
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et désignons par l(x) l'ordonnée du point d'abscisse 2 du polygone de
Newton « modifié » de la suite des points |(v,, logM,)|, c'est-a-dire,
ordonnée de la plus haute ligne polygonale convexe dont tous les cotés sont
- a pente non inférieure 4 g,, et telle qu’il n’v ait aucun point (v,, logM,),
du-dessous de cette ligne. On écrira '

logMy"=1l(v,) (*).

Siv,= r/(r/,_gl) on omettra l€signe v, et 'on écrira M/ pour la valeur corres-
pondante de M. '
Il est gcometru,uement évident que pour 7 -7,

(9) /;(a):l)ox‘ne(~z,,r:—~logM,,)al)ome(v g -—logM”).
gt /S|

On voit aussi que pour 7 assez grand

(9) po(@) =p(e)=horne(v,o — logM,) = home(vw — logM¢7).
. 7t 721
La suite
logMy” — log My”,
b

vy — Vg

E\[";"': i, V== 0

croit vers linfini avec ¢. Deslgnons par u, le terme général de cette suite (7> 2),
en posant u, =v ' logM;”, et définissons n,( ) de la maniére suivante :

ny(p)=o pour oy,

. n,\,(g) =y pour  p, <P Py
On a le lemme suivant :

Lenye 1 (?). — On a pour s suffisamment grand

o

. /;(a):f ny () du. .
L

[t d

Pour p,<7Zu,.,0ona K
o —1
f ny(u) d// —Z( Lt — Pk )V (T — Py) vy =v,0 — lo"M,,".
P k=1

(") La définition et la construction de la suite { M;’;"} sont cncore valables lorsque plusicurs M,
sont égaux & + o, une infinité de ces quantités étant toutefois supposées finies (positives).

(*) Pour le cas vy =¢(g 1), cc lemme est démontré dans [8]. D'ailleurs ce cas particulier esl
fréquemment utilisé dans la théorie des fonctions emtiéres par M. Valiron,
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Mais pour o < n<y¢;

A O
VG — logMj;’:}_i(p.,H_, e W)V (T — ) Yn
bt

4
n -1 . g1
Al N
:) (Pebsr — o) Vi Vn E( Pk = Pk ) = (T — Py ) v

k-1 i k=n

. ’/—l
.;'22 (Ptrs — Pa) Vit (7 — py)vg= v, — log M','/"
=3
et pourn >yq
. =1 n
AT O * .
YT — logl\"[n”:}] (P’A‘H - {«’-I;)V/\"F (7 - Au"/)v’l "—L (J'/-'(,W-t == Yy )+ (‘}IL_ vy)o
’ k=1 g1

n
=v,7 — logM;” ——Z (Pn— @) (vi— Vi) Z vy — log M7,

q+1

Le lemme est ainsi démontré.
1l résulte en particulier de ce lemme que pour 5 assez grand

7

(10) . _ /»(O‘)j__;\:f ny(1e) duzn,(z —1).
71

6. Lafonction p(s) étant donnée par(g), posons, lorsque @ > I,

By (u)==o—" [a — D'<~{p(u/)>'l“1
et, lorsque « > D),

Bg(‘ll) = 2—1[a — D'(ylj(u))]—'-
On a

s —

hmB,(u)= ! lim B, ()= — > 0.

1
—_ >0, ———— e
s 2(u—D") = 2 (a— D7)
Nous allons démontrer le lemme suivant :

Lesme 2. — Pour chaque valeur de i(i =1, 2) les deux expressions

' |
‘ * _ /‘:Wl;ir'llw/ll ( 1\1"17 "l]'—"’l -1
11) oo Yy — Y1) 1, = log -—"-—-)
(1) E (vy /=1 \I/ "(M;)_',/ ’
' . © — ‘l;;(u)(lu
(12) [ pla)e S da

convergent stmultanément.
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En intégrant par parties (en tenant compte du lemme 1), on obtient
~ -
(13) f p(o-)e_i[ BL(")’[”Bi(o') ds
o
oN W-IIHI — ﬂv///n ¥ X [ w)du
:_j plo) de—j bt =—p(o)e / it ] +f n,(g)e [ P s,

% 2 &

Par conséquent la convergence de

(14) f n.,(a‘)'c_f Bi (1) du ds

entraine celle de (12), car B;(#) tend vers une limite positive lorsque u — oc.

Si, par contre, I'intégrale (12) converge, il existe une suite { N;} tendant vers
I'infini, telle que

5
. — B; (1) d.
]}mp(N;)e f “ ”—._-o,
j==

et, comme la limite de B,(«) est finie, on voit, d’aprés (13), que

. Ni __/-'r B;(0) du
Iim ny(g)e - do <.

i==dJy

Lesdeux expressions (12)et(13)convergent, par conséquent simultanément.
On a aussi :

A

et, un raisonnement analogue au précédent prouve que 'expression (14) et

N

T .7 N N -7
— Bi(u)d — B (u) d. — | Bi(u)d
ny(a)e f “Bi(a) do = — n,(c)e -/ " (u] —I—f e / " ”dnv(a')
o 3

(13) f e—'./ Bl dn,(o)

convergent simultanément. Or Pexpression (15) n’est autre que (11).

7. Comme D'(%) et D'() sont des fonctions non croissantes, on a, en vertu
de (10),
1

3 =
! 1(u)‘*‘2((t — D*[yn,(uw—1)]

= Cy (1t —1).

Donc la divergence de

» P

. o
~ zﬂ — Cy(n—1)du
(Ib) e ‘/‘ ' (V//“‘ V//—l);

i



I THEOREMES D'UNICITE. ' 100

entraine celle de (11) (i =1). Mais la divergence de

"l — Cy (1) du
(17) Ml T =),

entraine celle de (16), car
. Ha ‘ 1
lim f Ci(u)du = ——ere .

1== - 2([&—5.)..

Donc la divergence de (17) entraine celle de (11) et (12) (:=1). Mais on a,
pour p,— < up,, n,(u)=v,_,; on a donc, pour ces valeurs de u,

Ci(w)=o=[a—D'(yv,—0)[
et '

o —1

f‘qu (u)du’— IE (W“——-W)
1 2 ——:—_ —_——
Zk:la'._‘ D

Py (\.”v’l—l)

Des reémarques analogues sont valables pour i =2, D" étant remplacé par

D'(a>D).

8. Résumons. Soil {4,} une suite positive croissante dont D’, D', D'(%),
D'(1), v(D) sont respectivement la densité supérieure, la densité moyenne
supérieure, la fonction de densité supérieure, la fonction de densité moyenne
supérieure, la-fonction d’excés. Soit { M,,} une suite positive et {v, | une suite

1
positive croissante vers I'infini. Si limM!"= 120, on désignera par M" les termes
de la suite obtenue a partir des suites {M,}, {v,], comme il a été indiqué
page 105. Posons

(18) p(g)=borne(v,o — logM,). .
qgz21

Soit, enfin, @ une constante positive. Chacune des conditions U; qui suivent
(dites hypothéses d’unicité, étant donné le role qu’elles vont jouer dans les
théorémes d’unicité) marque une relation entre différents éléments précités.

U,. Soit p(a) une fonction croissante. Il existe une fonction continue non
crotssante h(w) et une fonction non décroissante C(u) telles que

23[A(e)] = p(a) <—C(9),
e 1 ” du
/ C(a)e‘?f «“—hl dg —oc,  u>D"

Cette condition sera aussi désignée par U,(%,, p(a), ). Sip(s) est donné
par (18) on désignera aussi cette condition pour U, (%, v, M,,.@) ().

(*) Dans la définition des conditions U; on peut admettre que plusieurs M sont ¢gaux & -+ =, une
infinité d’entre eux étant supposés finis (vocr la'Note (1) de la page 106.)
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 2. 14
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U,. Il existe une constante positive v telle que

d du

£ 7.]‘/ R e
f plo)e =D = 7 D

On désignera aussi uette condition pour U ( o P(3)s @), et si (18) est
l'(,lnpll pdr U?(’/u ny ‘ n? a)

Us. Cetie /l)’l)Ot/l(’b(’ duffere de U, parle fait que l// lettre V' y est remplacée
par D" (donc aussi a > D").

1

. lim M’l = et il-existe une constante positive v telle que, p( = ) étant dopné

pal (18)
B 1
Vot du —
N\ '/ v M \Yy =y —
2 e —hetn — o, ., = log M“ ) a>D,

:/I

cette condition sera aussi désignée par U, (%, v,, M., @).

Us. Méme hypothese que U, sauf que D) est remplacé par 1)'.

U;E lj;;(;xny ) i\[H: Ll).

.

, . .
limM" =, il existe une constante positive v telle que

\ .

20 '/"/(v,/~ vy 1) =,
o —1

' [} Al . |
hy= % (st — p) —————
! 2/:1 Presa P/)(Z*D(]’V/;)’

., Yomme dans U,, a >D . _
Us==U, ( ‘/nm Yy ‘I\'Im a )

U;. Comme U,, sauf que D" est remplacé par ).
l—jT:E 1J7()‘.”, Yy l\’lm ’L)-
1
lim M <o, a>D".

Cette condition sera aussi désignée par U,(%,, v, M, @). L'hypothése U, est
moins restrictive que chacune des hypothéses U,, U,. Lorsque p(5) est donné

par (18) et lim \1" =, les hypothéses U,, U,, d’une part, et Ivs hypotheses U,
U;, d’autre part, sont équivalentes.. ‘

L’hypothése U, est plus restrictive que ’hypothése U, et Phypothése U, est
plus restrictive que U;. L’hypothése U, est la plus restrictive. !
Et voici, le cas particulier du théoréme F du mémoire [6] sous une forme

qui sera utilisée dans les chapitres suivants.
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TuioriME PRELIMINAIRE 1. — Soit ¥F(s) une fonction holomorphe (/am un
domaine A du plan s = 5 +-1t, d('ﬁmpa/ :
s>, |t <T8(9)

ot g(7) est'une fonction crotssante, continue, telle que

TG £

lim g(o) =«, / '(\a -—g(a)) s <.

Supposons que dans A
| F(s) <M.

Sott { 1., | une suile croissante, positive, dont D, D, ]).('A), D*(7), (D), { A}
sont respectivement la densité moyenne supérieure, la densité supéricuge, la fonc-
tion de densité moyenne supérieure, la fonction de densité supérieure, la fonction
-d’excés et la suite associée. - : :

Soit ! M,l, une suite powtu(' et v, une suite positive croissante vers I'infini, ct

p().s()ns
p (@) ==borne(v,s — logM,).
n>1

Supposons que dans A
Y

n

F(s) —2 dpe | M, e™"" (gun // < Yui1)s

1

o {q,) €st une suite positive crossante vers I'infini.
Si Lune des hypothéses U; est satisfaite, il existe une constante positive A ef une
constante réelle u ( finies) ne d()pendam que de {1, et A telle que pour tout

entier n .1
[ dy| < Adu ALM ehu,

/9. Les précisions que nous venons d’apporter au théoréme I’ permettent
aussi de rendre plus explicite le théoréeme (Q — A) de ce méme Mémoire|6].
('est un théoréme sur la quasi-analyticité généralisée. Nous aurons & utiliser
ce théoreme sous la forme suivante :

THEOREME PRELIMINATRE I1. — Soit () une fonctlon indéfiniment déricable dans
["intervalle |0, ).

Sout { k,} une suite d’entiers positifs croissants, et désignons par | 1.,} la suite
d’entiers positifs complémentaire a la suite { I, ) par rapport a la suite de tous les

entiers positifs.
Soit { M, } une suite positice croissante, et supposons que

LS () | =M, (néu,.z'e[o,oo)),

S (o) =0 (n>.o0, ky=o).
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St l'une des hypothéses U,-(k,t, n, M,, > est satisfaite, la fonction f(x) est

I
2
identiquement nulle.

Sans répéter la démonstration du théoréme (Q — A), remarquons seulement
que la fonction C/(o) introduite dans [ 6] satisfait a I'inégalité

p(o)=borne(ne — logM,) = C/(7),
n>t

et la condition (Q,) du théoréme (Q — A) (p. 369 [6]), avec D'<C é, est satis-
- faite si ’hypothése, la moins restrictive, U, <7\“, n, M, é) I’est.

Le théoréme que nous venons d’énoncer est donc bien un cas particulier du
~ théoréeme (Q — A).

10. 11 est utile, pour la suite, d’énoncer la trés légere généralisation
suivante du théoréme préliminaire II.

TrEOREME PRELIMINAIRE 1%, — Soit n, un entier non négatif. Les hypothéses

Ui\<>\n7 n, M,, %) du théoréme. préliminavre 11 peuvent étre remplacées par les
hypothéses U ,-()\,,M, n, M, g) L .

C’est-a-dire, en posant 2" =12,,(n>=1), eten désignant par D, (), D, (7).
v,,(D) respectivement la fonction de densité supérieure, la fonction de densité
moyenne supérieure et la fonction d’exces de la suite { A"}, la conclusion du
théoréme -préliminaire II reste vraie, si les éléments D'(%), D'(), v(D) qui
interviennent dans les hypothéses U; explicitées, y sont respectivement rem-
placés par D, (1), D, (1), v,,(D).

Voici les quelques modifications qu’il faut apportel a la démonstration du
théoréme (Q — A) pour avoir le nouvel énoncé. La fonction F,(s) étant définie
par la formule (20) (p. 367 [6]) du Mémoire, on a, d’aprés les inégalités (22)
de ce méme Mémoire, lorsque s varie dans le domaine A donné par ¢ > o,

|t[ < arccose=mng(o)ou g(a) croit vers —,

m

* —(n(") s
i) St ] e g <,

PIES
k=1

ol I'on a posé ‘

N

F*(s) =Fu(s) e—a__z i e, di= et U (o) (V).

(1) La quantité df® a ici la valeur do la quantité désignée par la méme letire dans [6] divisée
par e%.



THEOREMES D’UNICITE. i 113,

(Dans ce qui précede la quantité A,(k>>1) est d’'une unité inférieure a la
quantité désignée par la méme lettre dans [6].)
Comme, dans A, |F,(s)[e<M (quantité finie, 1na‘&\pendante de a) (]6],

p- 369), on voit que dans ce domaine, pour a> o
4

| Fo(s) | Ay e
ou A, est une quantité finie indépendante de a.
Remarquons que, d’une part, la fonction de densité de la suite { AV 1}
n’est pas supérieure a celle de la suite {2}, c’est-a-dire que la fonction

d’exces de { 2" 41} n’est pas supérieure a celle de { 2!} , et que, d’autre part,

Pal(o) = borue[(/a - Ofr(M e’ =p(c— /z),

ou
() = borne(go — logM,).
g1

Et il est clair que I'hypothése b,( v, p(a). - > implique I'hypothese
U ( A+ 1, pu(a), 7>-ll est aussi évident que

\ | fz<(~i——g(o*)>da<oo.

Il suffit done d’appliquer le théoréme préliminaire 1 (avec F(s)=F(s),
dy=d ., M= A, e'" ) pour avoir

No+k

|| =1 | i 20 (0) | £ Ay Ly dhmtehn (K1),

ou L, dépend seulement de £, A, et-u étant indépendants de «.
En faisant tendre a vers + oo (4 restant fixe), on a immédiatement
A0, = €'y +1 [0 (0) = 0.
Par conséquent
Sf™W(o)=0o0 pour XA, 1.
Posons /7 (@)= £,(#). Ona | /(@) [ M, ... (k0. [1(0)=0(k=0).
En posant,
p'(e) =Dborne(gs —TlogM;, .1\)),
gzt ! ‘

n ?

f-'p*(a') e~ do=ow.

Il résulte donc du théoréme classique de la quasi-analyticité (ou du théoréme
préliminaire II, qui est beaucoup plus général) que f,(z)=o. Donc f(x) ne
peut étre qu’'un polynome, mais comme |/(z)| <M (x> 0), on voit que

S(x)=o.

il est encore évident que la condition U, </ ", n, M, ;) implique la condition
{ 2 .
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L1. Je profite de cette occasion pour signaler quelques fautes d’impression
qui se sont glissées dans [6]. Signalons que 'expression 3]03(7\,11)(\/57.,,)§

/

de la page 355 doit étre remplacée par 3 log(/z,, D(\E‘/\,,)\), et que, page 362, on

/

doit lire borneP,,(7) au lieu de borneP, (7). Remarquons aussi que les deux

m>n
mzxz=an !

dernikres lignes de la page 370 seraient plus claires si la phase « avec
F(s)=F.(s), sy=E5~+ =R, M(s,, R)ZMe", {},| =g, + 1] », était remplacée
parla phase cavec F(s) =F,(s) e, so="5+ =R, M(s,. R) =M, {1, | = {q,+1],

d,=d" e ».

APPROXIMATION POLYNOMINALE SUR L’AXE ENTIER. SUITES FERMEES.

'

I. Le théoréme suivant de S. Bernstein est bien connu [1]. Soit {5, une
suite positive eroissante avee X%, "< w et

(rg) E ,; —=o.
Posons '
(20)‘ F("‘):n<l+ ri?>
F)/l

/(&) étant une fonction continue (— o< x < =) telle que

lim f(x) -
== l“(.l,‘) =0,

a tout = > o correspond un polynome P () tel que

J

(21) . | f(2) —=P(x)] <F(r) (—w <. <<w).

Remarquons (ue la condition (19) équivaut i chacune des conditions
suivantes :

(22) f-logf#//x:x,
(23) f.logF((:G)e—”do-:x. ,

Nous démontrons que si la fonction F(x) [ qui n’est pas nécessairement de la
forme (20)] et une suite d’entiers positifs {4,{ sont liées d’une certaine
‘maniere, I'inégalité (21) peut étre réalisée par un polynome de la forme

m '’
P(x)=a, TE 1,0k,
1

Notre théoreme contient le théoreme de S. Bernstein comme cas particulier.
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2. Nous allons d’abord démontrer un théoréme sur la fermeture de certaines
suites de fonctions sur 'axe entier. Cest un théoréeme d’unicité dont résultera
un théoreme sur des suites complétes et fermées.

Rappelons d’abord les définitions suivantes : | étant un intervalle fini ou
infini, une suite de fonctions [¢,(x)! est dite fermée sur 1 par rapport 2
L,(o<p=_o). si toute fonction f(x), appartenant d L, (') sur I, pour
laquelle on a

[ et dr=0 e
1 . .
est nulle presque partout.

TutoriMe 1. — Soit |k, | une suite d’entiers positifs croissants et soit |1.,} la
suite d’entiers positi[s complémentaire a la suite { k,} par rapport a la suite de tous
les entiers positifs. : '

Soit ¥(x) une fonction positice continue paire, p(z)=log F(e”) étant une
Sonction consexe de .

Si : ntier sgatif n, Cune des hypothises Uy( 7, . p(5). -
-St, pour un entier non négatif n, l'une des hypothéses U, (1, .. p(7). ok
T - 1 . . .

U, </\,,‘,‘+,,» p(7). i> est satis faite, la suite
: o

ot
I T(r)

(21) (n>o0, ky==0)

|
|

’

est_fermée sur l’axe entier par rapport a tout L,(1 = p o).
Ce théoréme résulte facilement du théoréme suivant :

Tutonime 1. — Les suites [k} et ;/,, | étant définies comme dans le théoréme 1,
soit F(x) une fonction positive, continue, paire, et sotent la suite positive {M, | et
la constante ¢ >~ 1 telle que

. b a «
25 r 7 1),
(25) l <F(.r:‘)> dor =M/ (n>=1)

L. . , ., R . ¢ I .
St, pour un entier non négatif n,, l’une des hypotheses U (1., .., n,M,, - ) estsatis-
71 S f ny+n 2

. _— . ; R 2] . . N . N v I I -
Sfaite, la suite (24) est fermée sur I'axe entier par rapport a 1., ot » + o =1.

3. Démonstration du théoréme 11, — Soit f () une fonction appartenant a 1.,
sur I’axe entier, el supposons que
W ,.].-" co N
(26) ‘ I%‘%—d.r:o (n> o0, hy=0).

(") Sio < p L=, laclasse L, est celle des fonctions pour lesquelles / S ()P dz existe ol esl

fini. L,, est la classe des fonctions hornées sur | et intégrables sur chaque inlorvnllg fini faisant
partie de 1. '
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vty — [ oL
g(t)_f_ze md:

La fonction ¢(¢) est indéfiniment dérivable sur tout I'axe et I'on a

Posons.

‘(p"”(t)l_éf_iix["-!—lf:—((% dx (/1.__\:’0).
D’aprés (25) et Uinégalité de Holder on a

l@"‘“(’é)lé[[i !f(-’lf)jpdn]%['[:<}—l?%%>q]%é cM,, (1)

ou C est une constante. Il résulte aussi de (26) que

g(0)=o, @“'!l’(O):l""rtf —.z"""l—j‘((—i)) dr=o (n>1).
. LA
Done, en vertu du théoréme préliminaire Il bis, o(¢) est identiquement
nulle, ce qui prouve que f(x) est identiquement nulle, et le théoréme est
démontré. -

' 4
4. Démontrons maintenant le théoréme 1. Supposons que I'hypothése U, est
satisfaite, la démonstration est la méme pour le cas de 'hypothése U,.

Il résulte de cette hypothese, en posant k= (1—2D")™" que

fip(a') e do — co.
kai
1l existe donc une suite de nombres o;-> o tels que p(g;) >e*, et comme
p(a) est une fonction convexe de @, on a limo~'p(o) =0o. Posons
O=w

(27) n(o)=[p'(o)],

[@] désignant la paljtie entiére non négative de a, ¢’est-a-dire [a]=o0,sia<1,
et [@] est la partie entiére de «, si > 1. La fonction n (o) est définie presque
partout; elle est définie partout si on la complete par continuité a gauche.
Comme s~ p(g) -, et comme p(o) est une fonction convexe, n(s) est une
fonction en escalier, non négative, non décroissante, tendant vers l'infini
avec g. Soit ; la premiére valeur positive ou la fonction n(s) est discon-
tinue, et soit n,=n(p; — o). Il est d'ailleurs évident que n,=|p'(+ o).
Posons m(c)=n(s)—n,. Cette fonction posséde les mémes propriétés
que n(c), avec, en plus, m(s) =o0 pour oZoZp].

(*) Le premier facteur du membre du milicu de celle relation est & remplacer par borne | f(2) |,
si p == *
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Soit { w, | la suite des valeurs de s ou la fonction m (o) est discontinue, on a
évidemment p., = u; > 0. Posons v,=m(s) pour u,< o1, , et désignons
par {m,} la suite définie de la maniere suivante :
pour v~k <v, . (n>>1)

n

log I)Lk;E (vp—Vp—t) Pp =+ (K — V1) Prusr,

1
et pour 12k < vy (Siv,>1)
logmp= k..
Sil'on désigne, d’autre part, par N, les quantités telles que

logN,, :\z(v,,— Vot ) Pop (n2>x2),
1
logN, = vy, -
on voit immédiatement (géométriquement, par exemple) que

borne(v,0 — logN,) == borne (ne — logm,,).
n>t n>1

Or, d’aprés le lemme 1 on a, pour ¢ assez grand,
» dap

T — ——
(28) f m(u)du =borne(v,s — logN, ) = borne(nc— logm,)
n>1

n>1
thy

(ici; en employant la notation de la page 105, N" =N,).
Mais d’apreés (27), aux points ou p’( o) existe, on a

(20) ’ m(o) Zp(e) Z=m(@)+m+1  (9=0),

c’est-i-dire

(30) f m(q)du+0(1)ép(o)é] m(uw)du+ (ny+1)g + O(1).
U, Py

1
v

Si k est un entier positif on a, d’apres (28) et le coté gauche de (30, pour 5
assez grand
pe) > (k-+2)o—logm. o+ A,

ol A est une constante. Cette inégalité peut étre écrite, pour x> 2, > o0, sous

la forme suivante :
axh+2

(>0, L>o0).

Myi»
, I 1
On a, par conséquent, pour ¢ tel que p —{—]—) =1, k=n>o0.

»n Ed
ar \7 - dx
— ) de=L""m7,, — = B7m
\/‘: ( F(.’L‘)> = n+2 . = 4 N2
s o

.

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 2. 15
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Comme il existe, d’autre part, une constante C telle que

.l‘u Vx" [] .
—_— /. = n
[ <F(m)> dr = Cr,
I - .
on a <car lim m! :00)

(31) | [ <%>/ dw = (R, )1,

ot R est une constante finie. Posons |

\[,l__ R 2y, o (nx0), p (o) =Dborne(nc —logM,).

n>-

On a, en vertu du coté droit de (30), pour o assez grand,

P (@) = borne|ne — (n -+ 2) log R — log my, ] == — 26 + borne[(n + 2) (¢ — d) — logm,.,.]
n= n>t
=— 95 + borne[ k(g — d) — logm; ] =— 20 + borne[ k(g — d) — logm,]
k>3 - hk>1
7 . )(cr—‘(l)
=20+ |, m(u)du;}p(f:—d)—(71,—!—3)0‘—{—0(1),5-]——-;2——"
Yt .

ot d=IlogR. <ll est géométriquement évident que, pour 5 assez grand

borne(n — logm,) = borne(nr- — logmn))
n>ky >t
Soit D;, (%) la fonctlon “de densité moyenne supérieure de la suite |7, 1.

. N ) . . , - , R

[’ hypothesAe UQ(\A,,‘)_H,, p(o), 5) implique 'existence d’une constante positive 3

telle que

[ 1,(0.__ / -f I_ WY P (—d) (JG"—OO

et I'inégalité que nous venons de démontrer prouve que

(I u

f pi(a)e S == 12D 2 Y0 g = oo,

ce qui est la condition U‘_,<7\,H,,o,p,(c), ;) Si I'on tient compte des inéga-

lités (31) (M, =R"*?m,.,, n>>0), on voit que les hypothese du théoreme I1
sont satisfaites, d’ou 'on tire la conclusion voulue.

On tire de ce théoreme le corollaire suivant : $¢ F(x) est une fonction
continue, positive, paire, loglF(x) étant une foncnbn convexe de loga (x> 0),

et si la condition (22) est satisfaite, la suite : e (n>>0) est une suite fermée

" sur l’axe entier par rapport a tout. L,(=_p = ).

Pour p == ce fait a été démontré par [zumi et Kawata [ 5]. Leur démonstra-
tion est une conclusion immédiate de leur généralisation aux transformées de
. [
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Fourier d’'un de mes théorémes concernant les séries de Fourier représentant
les fonctions indéfiniment dérivables | 7]. D’ailleurs, leur démonstration pour
les transformées. est une transposition de la mienne pour les séries. Remar-
quons, d’autre part, que si, dans la démonstration que je viens de donner du
théoréme I, on se borne au cas k,=n(n>>1), celle-ci devient beaucoup plus
facile, car, au lieu d’utiliser le théoréme préliminaire 1l bis (ouIl), on est réduit
a utiliser le théoréme classique sur la quasi-analyticité; cette démonstration
devient alors, & quelques détails prés, celle menée dans [7] et [5].
Remarquons encore qu’il résulte de notre démonstration du théoréme T que

les hypothéses Ug(“/\,,,p(o), ;); U3<7~\,,, p(s), %) de I'énoncé de ce théoreme

peuvent étre remplacées par la condition plus générale

U]()\n) ])(6) - (l),(+ O) + 3)6, ;z)

Pour la démonstration il suffit de remarquer que I'inégalité suivante a lieu (avec
les notations de la démonstration que nous venons d’achever) ~

(@) =p(a—d)—(n+3) (e —d)+O0(1),
ot d=logR, n,=|p'(-+o0)]. En substituant cette inégalit¢ a I'inégalité

pi(o) >2""p(s—d), que nous avons utilisée plus haut (et qui résulte de
’inégalité ci-dessus), nous arrivons au résultat voulu. ’
D .

6. Nous allons maintenant démontrer le théoreme suivant :

Tutorime III. — Soit {k,} une suite d’entiers positifs et soit {1, | la suite
‘ d’entiers positifs complémentaire a la suite | k, | par rapport a la suite de tous les
entiers positifs. La fonction F(x) ayant les mémes propriétés que dans I’énoncé
du théoréme 1, posons p(a)=logF(e”), et supposons qu’une des hypothéses
I I . . .
U2<7\,,, p(a), 5>, U, (7\,,,, p(c), z) sout satisfaite.

Soit o(x)(— e < a < o) une fonction pouvant se mettre sous la forme

x s Ik N
q;(.’v)::g(o)+f dz,,.,f (lt/q_lf clt,_.l_s_,...f F() di,
0 0 0 [t}

f(x)x"?
F(x)

la fonction

appartenant @ L, sur (—, % ).
Quel que sott = > o, 1l existe un polynome P(x) de la forme

m

R P(z)=ua, +Z a, xtn
1

tel que .
A l¢(a) =P(r) | <eF(2) (—o<z<=)
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Démonstration — Chacune des fonctions log ®,(x)=logF(x)—k, logx,
log®,(2)=log ¥(x) — (k,—1)logx est unefonction convexe de logz(x > o).
Il existe donc deux fonctions continues et positives pour x>0, F,(x), F,(x),
les fonctions logF,(«) et logF,(x) étant convexes de loga (x>o0), avec
F,(z)=® (), I',(2) = ®,(x) pour z suffisamment grand. Posons

Fy(x)=g(a)Fi(x).

Désignons par { )] la suite complémentaire a la suite { £, — &, | (n>>1) par
rapport a la suite des entiers non négatifs. Si 'on désigne par N'(x) la distri-
bution de la suite {7/!, on voit immédiatement que N'(z)=N(x)+1
(ou N(&) est la distribution de {7, ;) Autrement dit, en désignant par N'(x)
la distribution de la suite { 2", } (c’est-a-dire de la suite 4, 7, ...). il est clair
que pour z assez grand N’(x)N(x), ce qui prouve que les fonctions de
densité supérieure et de densité moyenne supérieure de la suite | 2, ! sont non
supérieures aux fonctions respectives correspondant & la suite {7, |.

Comme, d’autre part, a ¢tant une constante supérieure a un, on a, pour 2
suffisamment grand

logF(x) <alogl(x),
on voit, qu’en posant
pi(g)=logF,(e?),

les hypotheéses U2v<)\n,p(c\), é) U, (7\'", p(a), %) entrainent respectivement les

\ T N N I M N I A .
hypothéses L@(Aj_m, pi(a), ;>, 1J3</\]+", p1(3). ;) (avec éventuellement, la
constante y remplacée par une constante supérieure, par exemple 2y). En
posant alors pour < o, ¥, (x) = F,(—x), on voit, qu’en vertu du théoréme I

la suite
I ket ok

F(z) F(z) 7 Fi(x)

b

est fermée sur I’axe entier par rapport a L,.

D’aprés un théoréme hien connu [9] cette suite est alors aussi eompléte sur
I’axe entier par rapport a L,, c’est-a-dire, ¢() étant une fonction appartenant
a L, sur axe entier, & tout v, o correspondent des constantes (en nombre fini)

st
-

d,, d,, ...,d,, telles, qu'en posant Q(\wf)—_—rd,, —{—Zd,,x'"

£ (‘ . 2
(32) fﬁ'@("‘)~ r%((”;))‘ da < 1.

, on ait

-

Comme la fonction /"(\x)(F,(:v)) "appartient i L,, I'inégalité (32) peut étre

réalisée avec (@)= f(2) (Fi(@)) "
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Pour abréger I'écriture nous écrirons, ¢ étant un entier positif,

N /,
: f dt,/[’d[,,-,...f r/(/)(/t._f a(tydi.
0

En posant pour @ < o, Fy(2) = F,(— ), O(x) g(— ) on a pour x réel
quelconque

(33) flv(/(z)——Q(z))rI/

[I l/ﬂl(/'(” — Q™) dx

ky—1

I

]fll

L (e ey ) () )
g . \ |
L g (7'

fy—1
/

Lorsque k,=1, le symbole/ est & supprimer, et, dans les symboles f ,
0 0
Jy—1
.

/ » t doit étre remplacé par x.

0
Pour « assez grand F,(x) est une fonction croissante; il existe, par
conséquent, une constante A tel que, pour />0, maxF;(7)ZAF,(¢)et
. 0y . ’

[ (G8) wam(ror [ p=etuo),

[g(7)=r~, pour = assez grand |].
Et de (32) et (33)on tire immédiatement

[ (o —Qw)a

ky

pourt>o

Z Lo Py (z) ZaD F(z),

ol D est une constante mdependante de 7.
Comme

’ | L diah dy 2t ' ), xm
/: Q(t)dt =P, (x)= /o v oy cornrs semy R PRy ey corar sy oo

on tire la conclusion du théoréme en posant

d,
(/f”——'kl—l— l) e /\”,,

n= 6, a,=9(0), (== (r==n = m).
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7. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

THEOREME GENERAL SUR LA MEILLEURE APPROXIMATION SUR L’AXE REEL. — Soit | k, | une
sutte d’entiers positifs croissants, et désignons par {1, | la suite d’entiers postlifs
-crotssants, complémentaire a la suite | k, | par rapport a la suite de tous les entiers

posttifs.

Soit F(x) une fonctzon posmve, continue, croissante, paire, k, fors dérivable,
p(3)=log F(e”) étant une fonction convexe de s, et supposons que

(34) <11<‘</-‘L>(./L-)1;Q-L)(l«‘(.oc))‘+7.-'; (z->).

. . S I L/ - .
Supposons qu’'une des llypozhcses 1,42</‘/,, p(a). ;)a U, </\,,, p(a), ')> sout
satis faite. ' :

Soit f(x) une fonction continue sur l’axe entier, telle que

lim (%)
lo=o (@)

Quel que sott e > o, il existe un polynome de lu forme

P(v)=a,+ ’/17,lfl" A apate,
tel que
- W) =P <EF(@) (—e<a<p).
i

Démonstration. — Posons pour & > 0

P(r)=1+ —0F — I

Cette fonction est continue, croissante, &, fois dérivable, et, si £, >1, ona
pour 1.=p =k —1, @ (o)=o.1l résulte de I'égalité (34) et de la relation

T (a) :f FW(¢ydt + P () 1ZpZhky—1,

Cky—p

ot P(z) est un polynome de degré #, — p —1, que

: ‘ |va"<.z->i:0[(1’<x>)1+’“‘x"“"] (4 ->m),

et, il est alors évident que

u.,

(3%) o =ol(ee) b ],

ot N, est un entier positif. Posons S,(x)= (d)(w))"", S (2)=1R,;(x). On a
pour £ >>1
(36) Si(r) :‘/“ Re(e) de -+ 1.

ky
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On voit, d’autre part, par induction, que pour ¢>~1, la fonction S"'(x)
peut étre mise sous la forme d’une somme d’un nombre fini de termes

SO (2) O (). .. D™ (2) S, (2), munis de facteurs constants, avec r<q,

o < q (les a;n etant pas nécessairement dlstmcts)
- En tenant alors compte de (35), on a pour o < g =4,

S () = O (2N) (@ =),
et, en appliquant la formule de Leibnitz, on a, pour 4> 1 ]
S0 = | Re() = [(SU ) [P =000y e,

Posons pour x<o, Si(®)=S;(—x), .R(x)=S8S{"(x), cette derniéere
fonction est définie pour tout a, sauf peut-étre pour x =o, et (36) est valable

-pour tout x.
Soit 1, >0, d’aprés le théoréme III, il existe pour tout #>~1 un poly-

nome Q,(z) de la forme

my

) ke k) ok
Qi) = a4 ¥ il o,
1

tel que
|Se(r) = Qe(0) [ <me F(a)  (—o< o <o),

Comme S;(x) est une fonction paire, on a aussi
[Se(r) = Qu(— ) | < ().
in ajoutant les deux inégalités on obtient

(37) o [Se(e) — Prp(a) | <nF(w) (—oo<a <o),

ou Py(2)= é(Q,&x)—k Q.(—x)) est un polynome ou seuls les exposants £,,
pacdrs, interviennent.
Posom maintenant

S/l(x)_s;((x)-—l (> 0), Si(@)=—Si(—x) (v<o).
Il existe un polynome
bum—wm+20k~

tel qué - B -
l&erhmH<mFuu (—o0 <o <w);

et comme S,(o) = o0, on a, en particulier, | b, | <7, F(0), et

m'

f
Sila) —E bt hn | < 271 F(r) (—x <o <=).
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comme S,(x) est une fonction impaire, on a, par un raisonnement analogue 2
celui qu’on a fait plus haut

|Se(2) = Pe(z) | <2mF(z) (—w <z<w),

ot P,(2) est un polynome ot n’interviennent que les puissances /, impaires.
Pour x>~ o cette derniére inégalité peut se mettre sous la forme

(38) |Se(a) —1—P(@) | <oamF(x)  (2z0).

Soit miaintenant ¢(x) une fonction continue pour x -~ o telle que

i = i i =
Posons
u:(@(w))‘1 (x> 0), A(u):t?(x)(@(x))",
avec

A () — lim Y
A(O)_}[l:lflOA(lt)_ilillcb(w)_-o:

A(u) estunefonction continue dans 'intervalle| o, 1]. Sidone 8 > o estdonné,
il existe, d’apres le théoréme de Weierstrass, un polynome

n
Plu)=cy+ EC/’ w”,
=1
tel que, sur fo, 1

(39) _ : JA(w) —P(u)]<3d;

“et comme A(0)=o0, on peut bien supposer c¢,= o.

Cette incgalité peut étre écrite sous la forme

n

V) = X ep((a)) ™

1

<oP(x)<<AdF(2) (= 0),

ou A est une constante indépendante de o.

Comme ((:I)(.’L‘))“[)_H: Sp—i(x), on a d’apres (37) et (38), pour >0
\ ‘¢(1) —Z pPpy () | < <A.5 -I—Z lept ‘np_1> F (),
(o) 1 .
< <A8 -+ 22 |"/' | 'flp—1> F(~"))

' n n

b(x) —2 (?,,ﬁ,,-1 () -—2 “p
oit'ona posé Py (x)=P,(v)=r1.

1 9

¢ > o étantdonné, choisissons net c,(0Zpn)
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pour que (39) ait lien avec =~ ’A' et choisissons, alors, les quantités
1,(0 = pn—r1) de sorte que

n

<

)A‘]r,,l 1 = 7
n *

En posant a :Ec,,, on voit, d’apreés les inégalités (40), que pour x>0

1

(h0) blr) =A< IF(),

(h2) va(.r)_a—K(.r)]<éF(x),

T

olt A(x) et A(x) sont des polynomes, respectivement pair et impair, ne conte-
nant que des puissances 4,. Si¢(0)=o, (42) donne | a | < %F(o)é ;l(¢), et

cette inégalité (42), donne (lorsque {(0)=10)
(43) (@) =Ky <V ().

Appliquons (41) a la fonction ¢(2) = f(x) + f(—a) et (43) a la fonction
W@)=/(@)—= /(=) [ici{(o)=o].

Il existe donc un polynome pair, ne contenant que des puissances &,, P, (),
tel que, pour 2z >0

i) ‘ | (a +/(~-1)—P1(J)1<€1‘( 2l

et, il existe un polynome impair, ne contenant que des puissances 4,, Pa(2),
tel que, pour x>0 '

(13) (@) = [(—a) = Po(r) | <eF ().

Comme f(x)+ f(—x) est, elle-méme, une fonction paire, et que
J(x)— f(—x) est une fonction impaire, 'inégalité (44), ainsi que I'inéga-
lité (45), ont lieu sur tout I'axe réel. En ajoutant ces deux inégalités on obtient,
en posant P (z) = é(Pi(w)—i—Pr_.(;v)), I'inégalité deI’énoncé, pour (— & <z < o).

8. Lorsque k,=n(n>x1), 'ensemble { 7.} estvide, et D'(3)=D"(2)=0(1>0).
Donc chacune des hypothéses U,("/\,,.p(cr), §>, Uﬂ<7\,,,p(o—), %) de I'énonce

du théoréeme que nous venons de démontrer devient (23). On a ainsi, comme
cas particulier de ce théoréme le corollaire suivant :

Si F () est une fonction continue, positive, croissante, paire, dérivable, logF ()
~ étant une fonction convexe de logx(x > o0), si
*log F(x
/ __2.__'(_.) dax = s
x£-

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 2. ' 16
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et st

(46) [F/(2) = O(F (),

alors, quelle que soit la fonction continue f(x) surl’axe entier, telle que

m

a tout & > o correspond un polynome P(x)=a, —1—2 a,x" tel que
- ,

[f(x)—P(x)| <z F(x) (—oo<< & <<o).

Or, il est facile & voir que lorsque F(x) est donné par le produit (20), la

condition (46) est certainement remplie. En effet, F(( ))w étant une fonction

croissante (IOOF(x) est ici, bien entendu, une fonction convexe de logz,
d’aprés des théorémes bien classiques), on peut écrire pour > 1
(o) Tt ‘
]OO'I*( )_—f dt\ —-,—({t
, Fay = F(
¥ (& — 1) w d./ I“/(J'—— 1)
Fe—1)/ T " F(xr—1)’

1

> (a—1) (@ —>0).

Mais F(x) est une fonction entiere d’ordre fini, donc log ()= 0(a") (p>>1) et

Fry

F((:Ll)) :O(aW) (1’>1), (,1';»00)’

ce qui donne immédiatement la condition (46). Le théoréme de-S. Bernstem
est donc bien un cas particulier du notre.

Sur les noyaux réels, symétriques singuliers.

1. Dans son étude sur les équations intégrales de la forme
9 ( )—/f K(x, 0)e(y)dy =f(x)

olt [a, b] est un intervalle fini, Carleman considére les noyaux réels, symé-
_triques K(w, y) ayant les propri¢tés suivantes [3] :

1° L’expression
b
K‘-’(w):f K2 (z, y)dy

a un sens et est finie, et
1

limf [K(a, ¥)— K&, y)Pdry =o,

=,
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pour toutes les valeurs de x exceptées celles d’'un ensemble dénombrable &,,
4y «.vy 54y ... au plus, cette suite admettant un nombre fini de points limites.

2° [l existe au plus un nombre fini de valeurs de &;, qu’on désignera par
iy Nay -« s T, telles que, quel que soit ¢ >o, en désignant par I; le
complément des intervalles [1,— &, 1;+¢] (¢, =1, 2, ..., m) par rappport a

[a, ]< i=|a, b]— U [1:—2, "Qg+8]>, Pexpression

[Kz(;l‘) da:
s ’)}
existe et est finie.

Un tel noyau sera appelé noyau C.
Carleman considére aussi des noyaux C possédant la propriété M que voici :

[K(2, y)| admet des noyaux itéres de tout ordre n>> 2, K" (x, ), définis
pour £ &;, y £ %; et tels que pour @ =£ §;

b
f (K‘"‘(x, )’))z dy <.

Il est évident qu'un noyau C possédant la propriété M, admet des noyaux
itérés de tout ordre n > 2, que nous désignerons par K (, y); ces noyaux
existent lorsque @£ &, y£5(n>x2), et 'on voit immédiatement que les
fonctions K™ (z, y) sont symétriques, avec

K#(ir, ) = 0.

Un point (&, y) du carré AiaZx.b, aZy-b, est dit régulier s’il
n’appartient a aucune droite x = &;, y =¢&;, ni d aucune droite limite de telles
droites.

2. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

TugorkNE I SUR LES NOYAUX. — Soit K(w, Y ) un noyau réel symétrique G, défint
dans le carré Aia —x = b, a =y b, possédant la propricté M. Soit(x,.y,) un
point régulier de A.

Sott | [, | (ky=2) une suite d’entiers positifs croissants contenant tous les entiers
positifs pairs. Soit | 1, ) la suite complémentaire a la suite { k,} par rapport d tous
les entiers n>>. 2. Supposons que

(47) K& (2, yo) =0  (nx>1).
St l'une des hypothéses Ui (h,, v, M, @) asec
3
Yp=12n, M = [K#¥ (z,, ay) K2 (g, o) | a=",

est satisfaite, on a ‘
K7 (2, )0) =0 (p==2).
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l
Remaroue. — 57 limM! = =, on a, avec les notations de lapa e 105, pourn asses

n==
grand (v,=2n) _
Ao ==,

donc . , -

3. Démonstration (du théoréme et de la remarque). — Carleman fait corres-
pondre a K(x, v) des fonctions spectrales 9(a, y | 1) définies lorsque (x, y) est
un point régulier et possédant les propriétés suivantes | 3| : chague fonction 0
est symétrique de (:x, y), continue par rapport i (, y) (aux points réguliers),
et & variation bornée par rapport i 2 dans chaque intervalle fini. '

Démontrons maintenant que chaque fonction spectrale possede la propricté
suivante :

K(x, y) étant un noyau C possédant la propriété M, (.x,, v,) étant un point
régulier de A, la fonction :

d 0(zy, vl
(48) ;\(:.):;./ ’__}(T‘;_w‘_)"

(g

ast holomorphe pour Jz">0 (et pour Jz< o) et dans [z —p | < p(p>0)
on a
(49) A ()| Z2pM,.

D’ allleula, I'intégrale (48) converge uniformément dans chaque domame
ferm¢, borné D situé dans le demi- plan Jz>o0.
Soit « < (’, comme, en posant z =r e, on a

|!~
3 3

(o) | [ By Ry,
( l . MO =237, 7 ,_;i‘;sinzy .

’ r .
—=|e v — 7I£S“NP > o,

N0

_on voit que

[di ]
E

I

Posons
7,;-"):a+ l(ﬁ-——a) (oéj<n),
A” 0 —*A“”U(lm ¥l 1) = 0(x,, »o! o )y — 0(a,, ‘)'o‘;)‘/!v,).

A1

Il est évident que

3 | d AP0 |
£ ;1 Z )m vy

1—-0
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Or, en appliquant une inégalité de Carleman (I'inégalité (71)[3]) et I'inéga-
lité de Holder, on a -

—1

g .
« Sl 0(2e, 00| 1)] . o A7 0 (0, o) 0 Ja)
(51) f '———}r——érf‘m z B2 2 “n),(x
. ] -

j=0 1=

(f d, o<aﬂ, nmf . 0(1’0,)0)>;"’

| Xy, X Yol ) étant des fonctions croissantes de
M=ol 3lw). I apres une égalité de Carleman (formule (173) [3]) on a
d’ailleurs

(52) fot K‘"“(.To, (L'o) (n ;:I)'

wmn

/z-x ‘l). 0('1‘07 Lo '\ })

“—

Done, d’aprés (50), (51) et (52) (avec n=2), on a, pour Jz >0

PA(2) [ Z

M,

Singy

I'intégrale (48) fournissant A(s) étant uniformément et absolument conver-
gente dans D. Comme, dans |z — p| <p,

(53) 1 apsing,

(49) est ¢tabli.

E’inégalité (52) suflit pour démontrer la remarque qui suit I'énonecé du
théoreme.

Posons, en effet

1
m,= K™ (x,, x,), > 5;

on a

1
B

ref=

\ 3 .
P 7) =0 My \? 1 I S m, 1 .
nATy )T 20 72 n+1, EE=T ’
m, \ 7. . My ) L

élonc, d’apres (52)

T

. . ' e \E k
/ l',l(rz,/.)(lﬂ)(.z'o,.x',jl.):cm,,( ”‘) —my,

m,

Ve z

- m, \+ + )
¢ My Pemae(m,my, ) — my >0,

F3 M) -2
. . I .
ce qui prouve, en faisant tendre ¢ vers . que .

1
Mgy <2 (M Iy )7,
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et, avec les notations de I’énoncé du théoréme,
' ) 1
1“n 1 é (1\111 I\IIH—‘.Z):y

ce qui prouve que la remarque [les points (27, logM,) sont les sommets d’'un
polygone convexe |.

Nous nous appuvons maintenant sur le théoreme smvant démontré par

Carleman (p. 125 [3]).
On a, pour Jz >0, m>>2

2 —2

dy 0 (2 N | )\ . p2m—A .
(59) l / A /\(Aﬂ——' 2 Z K+t (g, o) L ——M,,_,.

sm'
V=1

Posons alors z=7e~ ", olla est une constante positive I, (s)=1e" " A(ie*),

ou A(z) est la fonction donnée par (48), et supposons que s varie dans le
domaine A, défini par

g >0, [t|<<arccose "= r g(o),

\ I . . )
ou g(o) tend vers , en croissant. Il est clair que

f(g ——g(a)) do << o0.

La variable = varie, d’autre part, dans le cercle

e(t

L‘ ell
- 2

2

y

Les relations (48), (33) <avec p= c;) et (54) '}»)ermett,entvalors d’affirmer
que dans A

¢
2m—1

N § . ; .
(55) |‘,,(.s‘) . Z -CI/;C‘"“ é i\f,,,_1 et e 2m—2 r:—-m’

9
o 2

= "KW (@, ¥y) €.

En tenant compte de (47). on a. en posant d‘”’-— KU (2, y,) e, dans A

n -

(56) F.(s) _Z die e Z M, e2rtae=27 = Mf/u) o0

t

(hp—1Z2g <Dy — 1).

Posons .
- pu(c)= bome (2g0 —logM{").

220y —1
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On a, pour 7 assez grand,

Pa(a)= borne [2qa-—()q+1)n— logM,, |
2>

—=-—a-+ borne [2¢(c —a)—logM,]

Qg ly—1

=-— o+ borne|2g(c—a)—logM,]|=—a + p(c — n),
g
ou .
p(g)=Dborne(2qc — logM,).
g1
L’hypothése U, (7\,,, an, M, i) entraine, par conséquent ['hvpothése
u, (/ on, M, 1>,
2
Mais, d’autre part, inégalité (49) fournit <oompte tenu de p= C)

PATAN

| Fu(s) [ = e2My= M.

Toutes les hypothéses du théoréme préliminaire I sont ainsi satisfaites, a
condition d’y remplacer F(s) par F.(s), d; par ", M, par \I// , et, eny posant
2q. On adonc. d’aprés ce théoréeme,

\}’/

; dﬂ) Jp— \‘ K,(\,”‘)((l},, Yo ) i ennt <= A )\” l,\" e C)*"'.

Or /\”§3 en fixant n et en falsant tendre a vers —oo, on voit que
d)"=o(n>x1), ¢’est-a-dire que

K(/"")(“"'m Yor=o, A\
ce qui, joint & (47), demontre le théoréme.

3. Un noyau C, K(:v,y), est dit du type positif, si, quelle que soit la
fonclion h(x) s’annulant autour de chaque point % (dans un intervalle
[c, iy Ei ol] f:él), on a

bl
f f Ko, y)h(z)h(y)drdy>so.

Pour un tel noyau, supposé continu en tout point régulier, on a [(x,, )
étant un point régulier de A] (voir [3])

(57) . 0(2y, yo2)=0  (2<0).
Nous pouvons démontrer le théoréme suivant :

Tugorime LI sur Les Novaux. — Soit K(z, y) un noyau réel symétrique C, défin
dans le carré Aia —ax b, a =y b, continu aux poinis réguliers, possédant
la propriété M, et du Lype positif. Soit (x,, y,) un point régulier de A.
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Les suites | k, | et {1, ayant la méme signification que dans le théoréme 1 (sur
les noyaux) supposons que (47) att lieu.

St l'une des conditions U;(yy vuy, My, 1), avec v, = 2n. M, défini comme dans le
théoréme 1 sur les noyaux, est satisfaite, on a

K7 (2, y0)=0 (p>2). .

Il est évident que sia, > a,, les conditions U; avec @ = a, sont moins restric-
tives que les mémes conditions avec @ = a,.

.- , . T 1 .
11 est vrai que, de toute fagon, on a dansles deux énoncés D <+ mais, dans
. . , . e 1 .
le premier on a nécessairement D <, tandis que dans le second, on peut
. Pl . 1 T . , N
avoir D =D'= . D’ailleurs, du fait que, dans le second théoréme a=1,

. . I . . . .
tandis que dans le premier, @a= _, on exige bien moins sur la « petitesse » de

la croissance des M, dans le second théoréme, quedans le premier.’

.a démonstration du second théoréme différe peu de celle du théoreme I. 11
suffit seulement de remarquer que de (57) il résulte que des inégalités de la
forme (55) ont lieu, dans le cas du théoréme II. dans un domaine A, donné

par s >o, |t| <= g(s), avec limg(s) =1, et
fm(1~g(cr)> do <,

| ¢(5) ¢tant une fonction croissante |.

Problémes des moment-s.

L. Soit {m, | une suite de nombres réels (n >~ 0). On connait des conditions
nécessaires et suffisantes, portant sur la suite { m, |, pour qu’il existe une fonc-
tion non décroissante V=V (¢)(t>>0) telle que

‘-

(S7) f‘l'L(lV';;i7z,l (n>0).
On connait, de méme, de telles conditions pour qu'il existe une fonction
non décroissante V=V (¢)(—= <t ), telle que

(Hmy . [ "dV = m, (n>>=o0).

On posséde aussi des conditions suffisantes, tres générales, portant sur
les m,, pour que, si une solution V satisfaisant a (S"') existe, cette solution
soit unique, lorsqu’on suppose V(0)=o. Autrement dit, si ces conditions sont
satisfaites, deux fonctions V, et V,, satisfaisant & (S"™), ont les mémes inter-
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valles de continuité, et different sur ces intervalles par une constante. On

connait de méme des conditions suffisantes, tres générales, pour qu’il existe’

une seule fonction V, avec V(—oo )= lim V(z) = o, satisfaisant a (H™), si
l=—=»

toutefois une telle solution existe.

Le probléme d’existence et d’unicité dans le cas (S™) constitue le probléme
des moments de Stietjes, celui concernant (H™) est le probleme des moments
de Hamburger.

Démontrons d’abord le fait suivant :

Si les quantités m, admettent une solution V de (S"), logm,, est une fornction
convexe de n; si ces quantités admettent une solution de (H™), logm,, est une
Jfonction convexe de n.

Il s’agit de démontrer que dans le premier cas

wl -

1
3
3

(58) - MpgZm, m

n+27

et que dans le second cas
1o
(59) M) £ My M 0

La démonstration de ces faits est tout a fait analogue a celle de la remarque
qui suit I'énoncé du théoréeme I sur les noyaux. Ainsi, pour le cas du probléme
de Stieljes, on a, pour ¢ > 5,

1

m 2
tn —t"‘“+c(——"—> 2 o (¢ 0),

n+2

=

Quley ) =222}

.

et, par conséquent

1
Mpyis m, \>_ .
_ ‘0.
f Qn(c, t)dV = cmn< pon > mnﬂ) o

On conclut, comme & lapage 122 que (58) a lieu. La démonstration est analogue
pour (59).

Nous allons nous occuper uniquement des problémes d’unicité, mais les
problémes que nous envisageons sont bien plus généraux que les probléemes
classiques de Stieltjes et de Hamburger.

Soit {k,}(n>>0) une suite d’entiers non négatifs, avec k,=o. Soit
{M,}(n>>0) une suite réelle. Nous traitons les problémes suivants :

el

— Mpyy - CMp sy <

Probléme (S™). — En supposant qu'il existe une fonction croissante V =\V(t)
telle que

(S | [CEav=m, (o),
0

Ann, Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 2. i7
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indiquer des conditions portant sur les %, et les M,,, pour qu’il existe une seule
fonction V avec V(o) = o satisfaisant a (S¢).

Probléme (H"”). — Supposons que le problérﬁe

(H=) /mt“" dV =M, (rz§0) ‘
admette une solution. Indiquer des conditions portant sur les k, et les M, pour
qu’'une telle solution, avec V(— o )= o, soit unique.

La réponse la plus compléte pour les problémes d’unicité (S™) et (H")a
été fournie par Carleman (voir [10]).

La voici, sous une forme distincte de celle donnée par Carleman, mais qui
lui est équivalente. ' ,
Pour que la solution du probléme (S') soit unique [avec V(o) = o], il suffit
que '

(60) 2(;{-) =% ().

Pour que la solution du probléme (H™) soit unique [avec V(— )= 0], il
suffit que

[

1

2:( Man z-—oo
M2 n1)

Ces théoréemes apparaitront comme des cas particuliers de nos théorémes
généraux concernant respectivement les problemes (S et (H"~)).

Notons que le probléeme d’unicité (S¥*) a déja été traité, d’'une part, par
Boas [2] et, d’autre part, par Fuchs [4]. Tous les deux ‘ont étudié le cas ou les
k, sont réels positif, sans les supposer entiers. Le théoréme de Boas ne contient
pas comme cas particulier le théoréeme de Carleman concernant le probleme (S)
Celui de Fuchs le contient. Comme nous I’avons dit plus haut, notre théoréme
concernant (St) englobe celui de Carleman sur (S"). Remarquons que d’une
condition d’unicité concernant un probléeme (H) on peut tirer une condition
d’unicité concernant (S), mais non réciproquement. Notre méthode, contrai-
rement 4 celle des auteurs cités, permet de fournir une réponse aux problémes
des deux especes.

(61)

(1) Sunonat et TamarkiN [10] consacrent plusieurs pages & une « amélioration » du théoreme de
1
Carleman. Par exemple, pour le probléme (S), ils remplacent la condition de Carleman Xm, *" = o
1 1 '
par =8, *= o0, o0 B, = £n>inm,’§. Mais, de la convexité de logm,, démontrée plus haut, il résulte que
c>n
1 Al

. 1
pour n assez grand B3, = m; (si Iim m) = oo). Une remardue analogue est valable pour le probléme
(H) (en remplacant m, par ma,).
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L]
Notre méthode consiste en I’application du théoréme préliminaire I (concer-
nant les séries asymptotiques).

2. Nous.allons démontrer les deux théorémes suivants :

Tutorime I [usicrre(S™)]. — Soit { k,} une suite d’entiers non négatifs, crocs-
sants, avec ky= o, et soit { A, } la suite complémentaire a la suite { k,} par rapport
a la stute de tous les entiers non négatifs. Soit {M,}, une suite positive (n>>.0).

Supposons qu’il existe une fonction non décroissante V=V (t)(t>>0),
V(o)=o, telle que

(St fmt""dV:M,, (n>o0).
0

St l'une des conditions U;(\,, k., M,,, 1) est satisfaite, cette solution est unique.

Tutorime II [ Untcrre (H*)]. — Soit { k,} une suite d’entiers non négatifs,
crotssants, avec ky=o, et soit {1,} la suite complémentaire a la suite {k,} par
rapport a la suite de tous les entiers non négatifs. Soit { M,, |, une suite réelle.

Supposons qu'il existe une fonction non décroissante V=V (t)(— o <t ®),
V(—®o )= lim V(2) =o, telle que

[ =—

(H&)) . [ trdV =M, (no).

Posons M,—=M, si k, est paz'r et M, = si k, est impair.

St l'une des conditions U; (A,,, kM, ) est satisfaite, cette solution est unique.

On se rend immédiatement compte que si k,=n(n>>0), c’est-a-dire si
'ensemble {%,} est vide (D'(yk,)=o0), hypothése Uy(, kny M,, 1) du’
théoréme I devient la relation®(60) et UG(X,I, k., M, é) du théoréme I1

1 1
devient (61) (avec respectivement limM!= o0, limM,*" = oo> Comme, dans le

probléme (S “), la llgne polygonale liant les pomts (kn, 102M,,) est convexe,

on a llmM‘n—llmM , et, par conséquent la condition U,(7,, ln, M, 1) du

¥

théoreme I devient (si k£,=n) la condition (60), avec llmM"< . Une
remarque analogue est valable pour le théoréme II.

Autrement dit, les théorémes de Carleman, concernant les problemes (St
et (H") sont bien des cas particuliers respectivement des théoremes I et II.

3. DeimonstraTiON DEs THEOREMES I ET II. — Soient V,(?) et V,(¢) deux fonctions
croissantes (¢>>~0), V,(0)=V,(0)=o, telles que

(62) ' f thn (IV.:f thn dV,= M, (n>0),
0 0
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et posons, pour a > o,

(63) v / Fa(s) f e:—a+ t

Soit A un domaine du plan s =& -+ iz contenant I'axe ¢ > o et dont la fron-

.. , T
tiere est composée du segment oc=o. [z{<_ et des courbes

t==arcsine’==x7g(s), 8(c) >o0 tendant en croissant vers 1.

évidemment

‘/w(x—-g(a’)> do <<o0.

On a aussi, dans A, t>>0

(64) ' le—t | > e

F.(s) est, par conséquent, holomorphe dans A avec

(65) | !Fu(s)lé6“<'fde1+fdez>=2Moe“-

~ On aaussi dans A, pour tout p>>1

14
(66) Fo(s) = Y @ ekt (— 1)t e o (s,
1
ou
(67) ay=(— 1) ek“f <=1 (dVy— dV,),
' 0
(68) R = [ ST,
7 ' | a4t
/ :
Posons
f rdvV, = m,, f mdVy=m
0 . 0
On a ainsi _ ’
my, = m; =M, et A, 1= 0 (n>o0).

Et,’d’aprés (64) et (68), on a dans A

| F0 () | < e (my + my,).

On peut donc écrire, pour s variant dans A, pour tout n>x1

g0,

On a,

(69) [ Fa(s) —Zd“”e-()k-“)* Ze"q“—a)ea(m ~+ my), (A1 Z g <Ay +1),

ou
d = eMu+t)a (mh,— mi,),
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Posons
7 n
mi = el1+a(m) 4+ my),

Pa(0) = borne(ga — logm{®).
721
On a I'inégalité suivante :
(70) pa(@) =bornelgo — (g +1)a —log(m + m;)]

> borne[ k,o — (kn—+1)a — log(mj, + my )]
n>1

—=—1og2 — loga + borne[ k (¢ — a) — logi’[,,] =p(c — a) — log2 — loga,
n>1 .

ot I'on a posé
p(g)=borne(k,o — logM,).
n>1

Remarquons que la densité moyenne supérieure de la suite { 1,1} est celle
de { .}, et que la fonction de densité de { X, 1} estinférieure ou égale a celle
de {A,}; la fonction d’excés de {A,+1} n’est donc pas supérieure i celle
de {7, }.

I1 devient alors clair que I'hypothése U, (X,,,p(c), 1) implique Ihypothése
U,()\,,—J— 1, p(c —a), 1), et d’apres (70), I’hypothése U,()\n—l— 1, pa(), 1),
c¢’est-a-dire, I'hypothése Ul()\n—l—l, n, m, 1). Les relations (65) et (69)

permettent alors d’appliquer le théoréme préliminaire I, ce qui donne
(71) | di | = eltta | mb, — mi, | Z 2 A (da—+ 1) A, Mye? ettt
ol { A. | est la suite associée a la suite {1, 1} et ot A et u sont indépendants

de a et de n.

Comme A,>1, on obtient, en fixant n et en faisant tendre a vers +a;
i, = 5, (1) (d = 0, n 1),
Ainsi, pour @ = o, (69) peut s’écrire maintenant sous la forme suivante :

| Fo(s)| < 2 borne e~ M, = 2 =9 (s€A).

n>1

" Mais il résulte, en particulier, de la condition U, que

f ple)e *do=w.

Il résulte alors du théoréme I de [8] (qui dans le cas actuel, n’est qu’une
transcription d’un théoréme classique) que F,(s)=o. On a, en définitive

/“"’ dv, _f” dv,
—_ )
, 22— , !¢
ce qui prouve que V, —V, est une constante, mais comme V,(0o)="V,(0)=o,
notre théoréme est démontré. -
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La démonstration du théoréme II ne différe guére de celle du théoréme I. La

différence ne concerne que la largeur du domaine A (g(c) tend, cette fois-ci,

en croissant vers é) et la définition de la fonction F,(s) qui devient

Fuls) —f dV,—dV,

et t.
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