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CLASSES DE SATURATION
DE

CERTAINS PROCÉDÉS D'APPROXIMATION
DES

SÉRIES DE FOURIEB DES FONCTIONS CONTINUES
ET APPLICATIONS

A QUELQUES PROBLÈMES D'APPROXIMATION

PAR M. M. ZAMANSKY.

INTRODUCTION.

Le problème particulier qui fut à l'origine de ce travail consistait à trouver
un exemple de classe de saturation attachée à un procédé d'approximation. Le
problème a été posé par M. Favard (;') et nous donnons quelques 4éponses
dont celle relative au procédé de Fejér. On sait que ce procédé ne peut donner
d'approximation meilleure que 0 ( - 1 ) - Nous avons alors cherché quelle était
l 'approximation fournie par les sommes de Fejér d 'une fonction continue pério-
dique /, en un point, lorsque la meilleure approximation trigonométrique
était 0 ( - ) - L'importance de cette classe de fonctions a été mise en évidence\n} y
en 1945 par M. Zygmund;

Dans la solution de ce problème nous avons utilisé d'une part les propriétés
de la suite des dérivées de polynômes trigonométriques convergeant uniformé-
ment v^rs / et d'autre part une méthode de calcul. Nous avons appliqué ces
propriétés et cette méthode à quelques autres problèmes. La solution de cer-
tains d'entre eux résulte de la connaissance de classes de saturation.

Le théorème de M. S. Bernstein sur la majoration de la dérivée d'un poly-
nôme trigonométrique intéresse l'ensemble de ces polynômes. Lorsqu'il s'agit

(1) ¥oir par exemple Colloque d ' } Analyse harmonique (Publications du G. N. E. S., Paris).
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d'une classe particulière de polynômes trigonométriques il peut être précisé.
Ainsi l'hypothèse |P,-/[=o(^ entraîne ^J = 0(log/î), et ce dernier
ordre de grandeur peut effectivement être le meilleur; mais P;; | == 0(n) alors
que le théorème de Bernstein donnerait seulement [ P ^ | =0(/ilog/i).

Les propriétés des dérivées de sommes trigonométriques convenablement
choisies ont donné une autre condition nécessaire et suffisante pour que /fût
approchée à o(-\ près par ses sommes de Fejér, à savoir que la fonction con-
juguée /' appartînt à la classe Lip i. Nous en avons déduit la condition pour
que/ 'eLipi , exprimée par une intégrale portant sur/.

Nous indiquons aussi les classes de saturation attachées à d'autres procédés
d'approximation. En introduisant des différences d'ordre pair et symétriques,
nous obtenons un procédé d'approximation auquel correspond une approxima-
tion de saturation o(^r^ P étant un entier positif donné. De leur étude nous
avons déduit une infinité de conditions toutes équivalentes permettant de
reconnaître que la meilleure approximation d'ordre n, E^(/) est o f——V

Nous avons montré que les procédés obtenus par les moyennes de Cesaro
d'ordre entier possèdent la même classe de saturation que celle attachée au
procédé de Fejér. Enfin le procédé de Jackson a permis, une fois sa classe de
saturation déterminée, d'indiquer deux conditions nécessaires et suffisantes
pour que f(x) possédât une dérivée /'(^) qui appartînt à la classe Lip i,
condition exprimée à partir de f(x) seulement et dont l'une est que
f(œ-}-h) -[-f(x-Ti)— 2/(^) p , , , , .,v-———^—v—^——-——J—— fut bornée uniformément en x et h.

Danâ la troisième Partie, nous avons appliqué la méthode précédente à
divers problèmes. En particulier dans l'hypothèse où / est continue, ^nous
généralisons le théorème de Young qui donne la condition nécessaire et suffi-
santé de convergence de la série conjuguée lorsque /est à variation bornée,
nous indiquons la condition nécessaire et suffisante de convergence de la série.
de Fourier à 0 ( — ^ p r è s (o<a^i) exprimée au moyen des dérivées des
sommes de Fourier, et nous donnons la solution du problème des dérivées
d'ordre non entier.
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DÉFINITIONS ET NOTATIONS.

1. CLASSES DE FONCTIONS LIP a, C^. — Lorsque /(^) satisfait uniformé-
ment à une condition de Lipschitz d'ordre a(o<^a^i), c'est-à-dire lorsque

i / |T est borné uniformément en x etx\ nous écrirons /eLip a.m — oc [ ~ s-

Nous désignerons par C^ la classe des fonctions telles que
|/(,C+^-t-/(^-^)-2/(^)

t

soit uniformément borné en x et ^ par A.

2.. POLYNOMES ou SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES. — Sauf mention expresse contraire
nous désignerons par P^(^) un polynôme trigonométrique d'ordre n^ c'est-

n

à-dire une expression de la forme -° -1- V (accoste + p/^sinte). Sott/(.r) une

fonction continue de période 271; nous écrirons sa série de Fourier
00

f r>u -° 4-V(^cos/?-^+ ̂ sin^^),

i

et la série conjuguée V(é^cos/^—a,,sin^). S^(*r) désignera la somme des
i i

271+1 premiers termes de la série de Fourier de/(.z-). C'est un polynôme
d'ordre n.
(N.i) t ^(^)^so+sl+••'•+s"- l

est là ^ièmc somme de Fejér de/(a?). C'est une somme (Tordre n— i.
^ • •

/ ^T x c< / ^ 1 F ^ / ( ^+2^ ) 4- / ' ( .Z?—2^) . , , ,
( N . 2 ) S^(^)=- j J-——————-^-Y-——————'SlI^^+l)^,

71

(N.3) S,^)-/(^)=^s/(a;+^)+/^72<)-2/(")sin(„+.)^^,

(N.4) ^(^)=-L r°°.A^_^±/(^±^)^,^^ (,),
n71: J Q - ^

/ X T ^ / ^ ^/ N I f '^ 3 0 / ( • r + 2 ^ )+ / (^—— 2 ^)—— 2 / ( ' 2 ' ) • , ,( N . 5 ) c 7 / , ( ^ ) — / ( ^ ) = — ^ -^—————^——^————'--——'L—l^ntdt.

(1) On a aussi
7C "

i r " 2 f(x-^ it)-\- f(x—'ît) .
^==— / ^-^————'-.—J—————'-sin^-ntdt.

n-K J siïi'^t
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Nous désignerons par/' la fonction conjuguée d 'une fonction/de période 2 T.,
lorsqu'elle existe. On a

T; !

/ M ^\ C - / \ l F 2 /(•z'+ 2 ^ ) - — f(x — 2 ^ )(N.6) S , ( ^ ) - / ^—————^—^———— /(cos^--cos(2^-+-I)^.
'• t/o bill &

Lorsque/' existe,
7t

(^ •7) , ^"^ -1- / [f{x+'2t)—f{œ— 2<)]cotgt^,
^u

et lorsque l'intégrale suivante a un sens,

(N.8) /•-.;——P^^-^-^sin^.
2'ftT• J^ t '

Nous poserons
(^9) ' V,=2Œ,,-Œ,,

L'expression
/TV \ ï / \ a^ r^3 0 / (^ '4-2/)+/ ' (^ — 2^) .( N - 1 0 ) J^(^)= ^^- / ^—————l^-^————— ' - ^Pntd t

*/y

a^ r4"30/^^^) .
-^j_^ ^——^——-s^ntdt

est une somme trigonométrique d'ordre p/i. Nous les appellerons sommes de
Jackson-de la Vallée-Poussin [6].

On a

< sin^/ ,
———dt

et

r iN 11^ J ( r \ f{T\— 3 f / (^+2/)4- / (^-2/) -2/ ( . r ) .^ 1 ^ . 1 1 ^ ^^x^—j^x}—-—^\ ————————— t /^———————•l-^—^sn-- sin^ /^ ^/,

(N i^ J ^^ nr^— ccp f"''30 /(^ + ̂ ) +/(^ - 2/)- 2/(^-) .^ 1 ^ . 1 2 ^ «J/^^;—/^}— ^^_j ^ ———————————^———————-——-sm^ntdt.

3. MEILLEURE APPROXIMATION TRIGONOMÉTRIQUE. — K^(/) ou E,, lorsqu'il n'y aura
pas d'ambiguïté possible, désignera la meilleure approximation trigonomé-
trique d'ordre n de/(a?) continue de période 271.

Nous rappelons quelques résultats.
Si /(a?) possède une dérivée p^ et si /(/?) eLipa(o < a ̂ i),

• ^œ-0^) r^
Réciproquement si / peut être quel que soit n approchée par des polynômes
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TC
d'ordre n à une quantité —— près où K est une constante, p entier ^>o
et o<^ a<^ i,/possède une dérivée d'ordre? appartenant à la classe Lipa .

Pour a=i , cette réciproque est inexacte. On a dans ce cas le résultat
suivant [8] :

Pour que E,(/)=0(-\ il faut et il suffit que w^ t ) =0(i) unifor-

mément en x et t et pour que E^==o( -^ L il faut et il suffit que

\W^,t)
=0(1),tp-1

LA

ô,(f, x, t) =f(x +pt) - C;/(^ + (p - i)<) + C;V(^ + (p - 2 )<) . . .±/(a-).

En particulier, la condition En( /) = 0 ( -'- ) est équivalente à

f(x+t)+f(.v-t)--îf(.v) ^Q,.
f

 v /

et la condition E^(/) = o(-1 ) est équivalente à

/(^- + t) +/(^ - t) - 2/(^) | ̂
=0(1).

En d'autres termes pour que E^ (/)==() ( - y il faut et il suffit que/eC^.

Si E.(/)^0(^) (ouo^))/ E.(/-)=0(^ (ouo(^)) [8]^ ^

si E,(/)=0(^) (o<a<i), E,(/')=0(^)

4. MODULE DE CONTINUITÉ. — L e module de continuité de/(^), soit
max |./(^)-/(^)|

Ix'-^'i^/i

sera désigné par co(/, h) ou (JL)(A). Nous rappelons que co(A) est une fonction
continue non décroissante de A; que si m est ^>o entier, co(mÀ)^moj(À) et
si m^>o n'est pas entier oD(mA)^(m+i)œ(A).

5. DÉRIVÉES DES SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES PRÉCÉDENTES. — û. Calcul de CT^. —

ûo, . . ., a^ . . ., &„, .. . désignant les coefficients de Fourier de/(.z*) et
An~== ancosnœ-+• bnSinn^, A^==: bncosnx — cinS'mn^ (/î==i, 2, ..,),

on a

2 f r c \ <
- (I-.}A-
k^\
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D'où

,<=V.(,-^A,='f.A,-,'^A,
A'=l t=i /c=i

4'Au moyen de la transformation d'Abel on obtient, après réduction,

(N-13) ^-(.-iK-^'f^,
k=l

b. Calcul de <. - Nous utiliserons Œ:sous la forme obtenue à partir de

cr — ' /^/^di^)4^^-2^) • , ,, i r'•=7T.f. f{wt}^-^^.^^^^^,.~"^i / ~—————————————'^ntdt=— //^7^-/o ^ n^J_

On pose ̂ + 2^= u et l'on a
^ u — x^+00 sin-^i r4-00

^== — / /'(</)^=— l /•(„)______^_ ̂ .
^^'J-, , U—X\1 2n7iJ J v /

D'où
u — ,y ^

Sîn^n,/_ /,+3o , / sin"/î-——— \^^jL. r ff^^l__2 \^^ '̂ J-. "^i /^-^Y • JT'
Or

/ . „ U — £C\, / sin2^ ———— \
^_[ _______2 |^:_ 1 ̂ '/sin2^^
^\ ^—^V 2 / 2 ^^""T2"^

2 / /

En revenant à nouveau à la variable d'intégration t, il vient

^(-)=-^/7/(^^)^(S1I^)^.
De même pour o: (a-); mais comme ̂  (s^') est une fonction paire de t, on a :

^-^c^^w^ '==4-^^w[/('+20+/(-2<(sll^)^•
( N . i 4 ) a;(^=^^'+ .[/(^+2<)4-/^-2/)-V(^

r/î'cosa/K a / î s ina /K Ssin2^")
"l"^—-——F—^—i—^

car^ ^ (s1^) ̂  =0 puisque si/= 1,^=0.
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c. Calcul de S:(^). - De S,== ̂  +^A., on tire S:=-^PA/, En appli-

quant la transformation cPAbel, on a
n—ï

S^==—^ 2 S„4-y(2Â•+I)Sx . , ' •

' 1

et en l'appliquant une seconde fois on obtient

" ( N - 1 5 ) S^=:— ^S^-h ^(2^4-1)0-^— 2((7i-4- 20-2+ . . . + nOn).

d. Calcul de J^, J^. — Comme pour le calcul de CT^, on a

^--^r'^^""'-^-'-""^'''^']'"-
d / sm1' nt\ , ? . . . ,car ̂  ( —^— j est tonction impaire de t.

J-(-)=-^J^+M[/(-+.o-/(^-2^^[/^
ou encore

(N.,6) ,;.(,)=- ÏjT"[/(^î.') -/(,.- ̂ ]^(^_^,

F. . ^2 /sin^^X , , . pPuis, ̂  ( —^— J étant une fonction paire de t,

JL(^=8^/'+"^^2<)+^-2<)]£(!1I^)^

comme J'^==o lorsque/^i, on a

/t+ao d1 /si^nt\ ,y, ^{-^)dt=o'
d'où

. J-^>=8^Jf^^(-+2<)+/(-•-2<)-y(-)J^(slI^)^;
enfin en changeant t en ^-?

(N..,) ,„(.). ̂ •[/(..^)^_^)_./(,,]^(»^),,

e. Calculde Y,== acr^— <. - D'après (N. i3) on a
2 n — l

(N.i8) v;,=-^^^+2(2«-i)^-(^-i)^.
^ •

^/i/i. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1. 4



20 M. ZAMANSKY. )

Nous utiliserons une autre forme de V^ que nous calculerons à partir de

,7 i F ac y , . ,., ..s'm^^nt—sm^nt ,
V/,=:2(7^—(7^=:——1 [/(^4- 2^) +/(^— 2^)]————————^———————6^.

nT: JQ t- .
«

Nous supposerons que/€Lip a, ce qui sera le cas où nous nous placerons, de
façon à assurer l'existence des intégrales qui suivent et la continuité de/'.

On aura encore
•\T> ï r ac r /•/ \ /•/ x-i ^ r 8 1 1 1 2 2 ^^— sin2^^ ,
^^-^^ [/(^+^)-/(^-.Q1^^————^—————J^.

Or . *
d\swî^nt—sin^nt^ sinfint ns'mînt 2 , . . ,
^[——^———|=^-^—-^^7—-^^sm22^-sm2^j

et d'après (N. 8) :

(N.I9) V,=2/2[C7,,-/-]+^[2Œ;,-^-/-]

1 ^ + ^ 0 / ( ^ + 2 ^ ) — / ( ^ — 2 Q . .
4 - — / t /-—————————————(sm^nt—sn^n^dt.nnj, ^ v / .

6. Dans la suite nous poserons '
(N.20) . ^(^=cp(^===/(^+2^.+/(^-2<) -2/(^);

CHAPITRE I.

PROPRIÉTÉS DE LA SUITE DES DÉRIVÉES DE POLYNOMES TRIGONOMÉTRIQUES

CONVERGEANT UNIFORMÉMENT VERS UNE FONCTION CONTINUE PÉRIODIQUE.

I. — Théorème général.

/(a;) étant une fonction continue de période 2 ri, P/z(^) un polynôme trigono-

métrique d'ordre n, si, quels que soient x et n,\ P^(a?) —/(a?) [ <^ ^-^ où k estn^-
entier ^> o et ç(^) une fonction continue^ positive, non croissante^ les dérivées
d'ordre k des polynômes fn(x') satisfont à l'inégalité

^t
( ï ) |P^(^) < A 4 - B ^ 9 ( ^ ) + C ^ cp(^)^,

Ji
où A, B, C sont des constantes.

Considérons la suite { P ^ } o ù a est un entier fixe ̂ 2 et où p prend la suite
des valeurs entières. On a

|P _P ?(^) C?^1) ^2(p(^)\ i a p i^+i < ̂ rry + ̂ ^+i) ̂ -i) ̂  ^^_^ •
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P^—P^i étant un polynôme d'ordre â^4-1, le théorème de Berstein donne

P^- P^ \ < 20^) ̂ ) = 2a^<p(^).

D'où
/7-!

PL^ — P^ < 2 6^ a? 9 ( ̂  ) + 2 6^-1-1 V û -̂1 9 ( a^ )
^ m=po

== 26^ cp(^) + 2—— V (^- ̂ -1) 9(0^) < 2^6^ cp(^) + ̂ -1 ^ œ(^) ̂ .
a l ^BB ^ — 1 J p —i

m=/^ . a °

Si n est un entier quelconque etp tel que a1'^ n <^ ̂ +1,

et

1 P^— PL^ <^<?(^)+ ^^9(^)=:^cp(/i) + -^— [6^— ^-l]9(^).

P^i'<max P^ +^cp(,,)^-^i f cp(^)^+^^ f 9(^)^9(^) ̂ .
a — — I ^ - t a — — I J ^ o - l

ou encore
r 1 1

^ <A.^Bn(û(n)+C ^(x)d.x.
Ji

Si P^(.r) converge uniformément vers/(^), on peut poser
max | Pn—f\= p(^) et sup p(^) ^= 9(^).

CAS PARTICULIERS. — û. &' P^(^) converge uniformément vers fÇx\ —^A ^/îrf'L-L-
^

uniformément vers zéro avec — •
•/ n
Pour Z: == i on a en eflet

' P' 1 A1 1 n\ ^ A
>/ l A \ r
-n— <— + 9(^) + G - ^ ^(œ)dôc où lim9(^)==:o.
1 /î ^ i/i ;f x^ n

Or

^ ^^)dx=^j cp(^)^+^J cp(^)^- / cp(.r)^=:- ^ ^{x)dx^- - I v){x)djc ( i<X<^)
x J Y x J^ x Jx

<^?(ï)+fï-^)?(^ .^ /

quantité qui est moindre que £ donné si l'on choisit X de façon que ç(X) <^ £ ?

puisa? pour que :——<p(i)<^ -• On peut prouver cette propriété directement.
Si pour /i^N on a \Pn—/)<^£, alors |P , ,—P^ |<^2£ et d'après le théorème
deBernstein, P^—Pj <^ 2/îc d'où

P.
n

P.N
n

<. 25 et ^i<.s+of±'
^ \ ^
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6. &'|P,,—y| ==()(-)» j P^(^)| = 0(/i) uniformément en x.

Il suffit de prendre <p = const. et k = 2.
Lorsque /(a?) peut être approchée à 0(- ) près, l'inégalité (i) fournit pour

les dérivées premières : | P^ | == 0(log/i) lorsque | P^ —/] == 0( -1 )• Ainsi soit

/(^)=2 smjoa;
^

et p (^—^smPXsmp,x

~¥-^w—^—i—-
Ona

P,-/|=0 - et
p, _•^i cospœ
^-^——n-Pp=i

admet pour maximum^ -r^\o^n. Si on applique alors le théorème de Bernstein
i

à P^ en partant de P^ on trouve |P^ [ ==0(^log/i) alors que (i) donne |P^| =OÇn).
Nous utiliserons souvent cette propriété dans la suite. Nous préciserons donc
la constante qui intervient dans la majoration de P^ en utilisant les sommes de
Jackson-de la Vallée-Poussin.

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour.que E,,=0(-) est
que/€CJ8]. Soit

A=: f(x + tY-^f{x - t) - 'îf(x)sup
x,t

î^n désignant la somme de Jackson-de la Vallée-Poussin d'ordre in—i, on a,
d'après (N. (7) et (N.20), '

3n2
T. / ^ 3^2 r f t\ d1 /sin'^^(..)=^/ <,M-̂^ - — di.

\n]dt•L\ €- )

D'où lorsque/€ ÇA,

J'LW <
3 A n1

'271: ^̂o
OU

=ir
27T^n

d1 /siir'^
dC\^~'\

d1 fsm^t\
^M'Ty

dt == khn,

\dt.

Un calcul rapide prouve que k<^S^ d'où | J^ |<^8A^. Cette constante n'est
certainement pas la meilleure pour la classe C^.

c. Si \f— Pn | = o\ ~ } alors pour k === 2 et y(.2?) tendant vers zéro avec — on a,\ n j x
diaprés (i),

r 7 1 ^n

|P^ |< :A+B^cp( / i )+C^ 9(^) dx -==. o(n) car I ©(/î) dx = o{n) diaprés (ci).
J\ i/i

rf. ÀÏ/(^)eLipa(o<a<i)^« P^_/| = 0(-), |P,| == OC/î'-»).
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Dans l'inégalité (i) on prend k = i et y(^) == \ où X est une constante. On
3C

peut encore préciser ici les constantes. Sieneffet|/(.r)—f(x') [ <^ M | x — y ' a,
on peut trouver une suite de polynômes P^ tels que \f{x)—P,/^)!^^.

.k'M
~7^Sipouruneautresuite{Q^)}ona|/(^)-Q^)|<^,de|P,-Q,|<-^M,'k_\_k',

n^
on tire P^— Q;J <(^+ A^M^1"0'. On peut donc chercher une majoration
d'une suite particulière {P^)} et en utilisant les sommes de Jackson, on

Y"<

trouve IP.K-^-^M^1-0', où Ca—^ quand a — r . Ces constantes ne sont
certainement pas les meilleures.

. e. &*/(.r)eLipi et si P, ,—/|==0(-\ P^(^)| est.uniformément borné.
L'inégalité (i) ne donne dans l'hypothèse \f{œy—f(x')\<^'y[\x—x',

que P^ | = O(log^). En utilisant encore les sommes J^, on a (N. 10)

J^(^ + /l ) '—— J2/z(^)

À

_3_
27T /^^—x

./ 2^ ,\ / arA"4"^^^"^4-^.
A

sin4^
"F" ^ < M.

Donc J^(^)| <^ M et le raisonnement fait en à. prouve que si P^—f\=o(1-
lorsqoe/eLipi, P^ est uniformément borné.

Réciproquement si une suite de polynômes Pn(x) converge uniformément
vers ,f(x) continue et si la suite des dérivées P^a?) est uniformément bornée
en n et x, ye Lip i, car
f{x-^-h)-f(x) _,. P^^h)-?^)

h -llm——————h——————

où o <^ 6 <^ i, est uniformément borné.

et
p^^-p^p^^

II. — Majoration au moyen du module de continuité.

T H É O R È M E . — S i quel que soit x,

|P^)-/(^)I-O[J^"L
où (JL)(Â) est le module de continuité de f(x\

\P^) =oLû)(^U

En effet |J^-/| = o[(^)][4]. Si |P,-/| = oL^U on a également

J^-P,J:=0 &) -
\^.



3o M. ZAMANSKY.

et par suite

[""0)]-J^-P.|=0 /^(-

II suffit donc de démontrer la proposition pour les dérivées des sommes J^n.
O n a ( N . i 6 )

„ , , 3/i /̂ "T „/ 2t\ .( a A I / s i n A ' / c o s ^ — s i n ^j^)—^ [ /(a7+")- /^-»)J(—}—^—dt '
d'où

\^W\<^f "
ïn F ( / c î t \ sin^t twst—sin /

^ "("J^-—^— rf/.

Or co( 2- ) <^ ()L)( ^ • ) (2^4-1) (Notations, 4)- Désignant par a la constante

, , F w / \ sin3^ ^ c o s ^ — s m t , , , . .absolue < (2^4- i ) —— ———^—— a^, on obtient
0

^)!<3;' -•"(;)•

III. — Propriétés de/(^), déduites de l'ordre de grandeur des dérivées P« (^).

Nous avons vu que l'inégalité (i) peut fournir un ordre de grandeur exact
de max|PJ et que cet ordre de grandeur peut être donné soit par Finté-

/
n .

grale o(.r)rf^, soit par /îy(/i). L'exemple suivant montre que cet ordre de
grandeur peut être plus faible que /iç(/i).

Soit
^ smaPœfw^z.—^—^^ p^
^=1 •

N
sma^^^ . . • ^ o TT Y^ sinw.r . i . .où a est ^> i et a un entier impair ̂ 3. n^=^ —^— est un polynôme tngo-a est ;> i et a un _ „ . - _ - - ,-- _ - - , ^ ^

i
nométrique d'ordre a^ et l'approximation fournie est

00

y TT V smaPœ/ -n^>——f-^^ p»
N+l

Or si ^=—(î+a/^)(Â-=o, i, , . . . , a^-i), sino/'^=i pour' ^ v - 4 /
j o=N+i , N 4 - 2 , . . . parce que a est impair. De même sina^^—i

'37:(p = N+ » , . . . ) , si ̂  = ̂  ( - + 2^71) (^=o, . . . , a^-1). En ces 2^ si^=^ -^ . l ^ \ / r V _ _ / . ,,N+1__-\ U., ^c Q^N+I

points l'approximation est donc alternativement =L^ ̂  II^(*z*) est donc
^

N +1 '
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polynôme de meilleure approximation d'ordre û\ a^+i, . . . , a^—i et

fournit une approximation 0(—-^)-
D'ailleurs

• N ' : , N

n^^^^^cos^^ et max |lT^(r)[ ==^ ^>(.r)== ^—COSC(PX et m a x | n ^ ( r ) [ = = ^ ^

N
i aP^1 a^

JL^
Je dis que ——— — o pour N00. En effet, on a par la transformation d'Abel

• , N^

i;—0(^o(^"f^.o(^)
1 1

^y/M-l

et dès que jo est assez grand, -^ croît avecp, donc

v ap ^. ^ ^/^^ ^(^^\^=:0(i)+0^^+0^^
1 '

D'où

^ a? ' 9

"~ P^ / Na-i \ • / T \ / T \ / I \^-.o(^)+o(,,)+o(,,)=o(^).
, \ N^1 .

Soit alors îin(^) le polynôme de meilleure approximation d'ordre n de/(.r),

^==max II^(^)|. Nous supposons q^ j11^;^-= °- cette hypothèse fournit
•V /t <x>

les résultats suivants :

THÉORÈME. — /(^) étant une fonction continue non constante :

A. Si pour une suite { Up}, lim —-?- == o, alors :
p^ ^^^

10 ̂ --^(^^
- "(OI)2® lim v/w =: i uniformément en 9 (i^ô^Oo).

// oo / TT \ t/ v —— —— /

^ ( ~ )\^p)

B. S/lim-^— =o, quelque soit r^o^^Am^——^=o.
n: x ^ rï- n ao t n

C. ^y'^tl^+oo ^^•lim-1-?- = o ( en particulier si--^C. &•7^±l < + oo é^'lim -^— = o (en particulier si -{j— -> o\ f^x) n'appar-
Hïj T) oo ^y11'/?,. \ ^^L'/^ /n? ' ^oo ^E^ \ ^^

tient à aucune classe \A^ ^.

Démonstration. — Posons \n-= n—n• et soit co(IL, A) le module de continuité
P-n
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de IL(a;), (o(/î) celui de /. Sur une période, /(a;)—II,,(a-) prend alternati-
vement les valeurs E«, —E, aux 2/1+2 points ^(^^ 2» .•••^"'f^
énumérés dans l'ordre des abscisses croissantes. Soit S»==mm|^—^ 1 .

Comme <2n+2)ân<2Tt on a 8»< ̂  Soit alors (^, ̂ )un couple de points
distants de §„. On a

; Y(^) _/(,.;^) = | /(^) - n,.(^) + n,,(^) - IW1) + n^^') -/(^1) !
et

. TT
ln ,̂i ; — "n^n/ |^='"V"n» "n/^=-Kf"== ^ iiL(ç';;1-1) - n,,(^) l ̂  "(n», ô») ̂  ô,̂ ^ ̂  ̂ .

Dès que re est assez grand, aE^—On^^aE, ,—^ ̂  est >o car

2E»-^,.=3E,,(l-^).

Comme
/(^,)-n,.tô)=±E,. et /(^)-^„(^1)==FE»

on a
1 /tô) - /(^+1) I > 2E"- ̂ ^^2E,- ̂ ,

d'où
^<^^.W<Ç+.^) - o u .E,.(,-^)<.©.

D'ailleurs A étant une constante positive .

.(^)<.E.4-.(n^)^.E.+^.=.E.(i-+^),

(TOÙ

(^ 2E->C1)(^)—4->C()(^)(I-A)•
14- ——

2 À»

Prenant A = it, nous obtenons

A—OO-ï
^n" I 2^

et, par suite, 0,. désignant un nombre compris entre - ̂  et i, on a pour n assez

g^"^ • / . . n - ,(Tt\\ 6n7T"|(a) ^—"(«H^-^J-
Cette égalité prouve la partie (A i°). Remarquons maintenant que si 6^1,

/'OTC\. /TT\
(0 — .̂M - •\ n / — \n
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Donc

et, par suite,

(3)

^<"(^<-.(-S)

0

.I-^)2E"<M(^<"^<2M^
'97T\

, ^ \n sE^ / ÔTT"^y^TîW^
\n \n-)^ n )ce qui démontre (A 2°).

Démontrons que si -lj— ->.o,
ÎÏEjn

,. -̂̂  \
l l m — — — — = o ( r > o ) ou l im-^==o.
'T^T ^-^ —— ̂

Nous remarquons que si P^(^) converge uniformément vers/(^),
lim max | P^(^) > o.
~n^~ -r .

En effet si pour une suite ̂  on avait lim P^ (x) \ = o, de

/(^+Â)-/(^)
h =lim ^^-^-^-^^

A

, on conclurait que f{x + h) —f{x) == o quels que soient x et h. Donc

^>^>o et - ^ > ^ _ > ^
A/î n^n n\Ln n

dès que E^< r ; la série ̂  ^- est divergente.

D'autre part on ne peut pas extraire de la série V^-, une série V ^- conver-
n n?

gentesi-^<û<+oojorsque^-^+oo.

En effet, de (2)..et (3) on tire dès que rip est assez grand,

(4)

Or

(5)

' /^dû — )

^^O^H-'e
7Tyip+l TT

dû a -
^0 ^r•^ /^+l / . \ . ^p+i / . 04-2
————————— < ————,———< I + 7 ^ ^———•

^n, 7T
ûù ——— /^+i

\^+l,'̂ +1 ^^p+l /

En écrivant les inégalités (5) pou rp=o , i, . . . , p + i , on obtient en muti.
pliant membre à membre

/ 7T \
ûû —— P+i

7:(a 4- a) '

^—-

'"P^ <n[-
't•/?H-l ,

Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1.
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Comme limcof ——\ =o, on en déduit que le produit infini T"lYi+ 7 r ( a + 2 r
^oo \^+i/ 1 r JLJI ^ ' ^

^=1 p /

est divergent, donc que V — diverge.

Soit alors une suite ̂  telle que i<a'< /^. <^û<+oo. On a

i ^log^
np>afPnQ et z? < -——°.

logo'

— étant divergente, quel que soit a^>o, lim(-^) =o.s
^P p oo \.^ ' /

On a alors, r étant un nombre positif quelconque donné,
/ ^ \i+a

^ ï \ og ^o ^ À^
^ ^ (io^a'Y^ n^ p^

Comme k

n.^^, ^)^
P^ /lp ^T \P /

on en conclut lim -^ ==o. Ce qui prouve que si -^-—o, lim71——^ ==o quel que
p oo ^/? . ^-^/i —^- ^-n * 1

soit r^>o.
ÛL) ( h ) Hp^
— ' ot en nrtncrtnc! f " 1Démontrons C. Posons y(A) == u^- '̂ et supposons rtp±L <^ a <^ -r oo. L^inéga-/î fïp v

lité (4) donne
/6^\:-^<.(.-^>

9 variant cont inûment depuis 9o^>i jusqu'à O i ^ > a 2 ; Dès que p est suffisam-
ment g r a n d — ( ï + ̂ - l—^)^^<^ ï. D'où

^n \ ••^/î- / .

cpf -^L^^+i^f 7r
1 \ ^/^-i / ' \ ^+y+i /

Si l'on suppose alors queyeLipa,

c p ( A ) < A et ^(-—^^k^K.
^p-i,

Pour yoo on obtiendrait donc

/ 7T \ . , / 7T \
co —— ==o donc ûôl —— == o,
V^-i/ , \^-i/

ce qui entraîneraity=const.
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La fonction /(^) =^ sm^ jouit des propriétés indiquées dans ce
théorème.

IV. — Nouvelle majoration de P^(^).

THÉORÈME. — Si Pn(^) —/(^) | = 0[En(/)J et si la fonction conjuguée f
existe et est continue^

|P,(^l=0[7zE,(/)KOpz m a x . | < _ - / - 1 ,
L ^,/?=o,i,...,/i ' J

c^(^) étant la n16^ somme de Fejér de f .
Il suffit de prouver ce résultat pour un^ suite particulière [ P ^ ] telle que

P,—/| = 0(E,) car si Q.—/| = 0(E,), on a aossi

P.-Q. =0(E,) et |p,-Q^|=0<^E,).

On sait [6] que V^=2c?^—c^ donne d e / u n e approximation comprise
entre Ea^ et 4E^.

En vertu de (N. i3)
n—l

( 7 ^ = = ^ — I ) ^ — ^^

1

^ = = ( ^ — l ) ^ — ^^^^

1

o n a ( N . i 8 )
27 Î—1

v / 7^= : 2 0•2^——<=—— ^ ,̂ ̂ + 2 ( 2 ^ — — 1 ) 0 - ^ — — ( ^ — — l ) ^

/î

et comme la somme des coefficients est nulle on a bien

V^==0pz max max a-'^—f' 1.
[_ p == 0,..., n x J

En échangeant les rôles de / et /' et désignant par P^(/'; x} un polynôme
qui donne de/' une approximation 0[F^(/')], on a

(6) Pn(/'-î^) =0[/iE,(/-)]+Or^ max iŒ^-/n.
L .r,/»=0,...,/i J

CONSÉQUENCE. — Pour que Œ,, —/| = 0( - ) ^7/ûi/^ et il suffit que f G Lip i.1 .7n )
J-}, E^oC^etVon a aussi E,(/')=of-1
n/ \n ) "XJ / \ ^

En effet si | Œ,—/| = 0(-\ E,= O^Vet Fon a aussi E,(/') = 0(- ) [8].
Soit alors {P^( / ' ; x)} une suite de polynômes convergeant uniformément^^'^ «"v^^ ( ^ n\,/ ? ^^ )

vers/', de sorte que

|P.(/';^)-/' -O^).

D'après (1,^), |P^(/'; ^)[ est uniformément borné en netx et / 'eLip i.
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La réciproque est connue [I], Nous la démontrons à nouveau au Chapitre III,
théorème 14. Nous donnons plus loin une autre condition nécessaire et suffi-
sante pour que | C T ^ — / [ = = ( ) ( - ) •

CHAPITRE II.

CLASSES DE SATURATION ATTACHÉES A CERTAINS PROCÉDÉS ^APPROXIMATION.

Soit

J'(^) ~ —° -^-^^(akcosk^ — bk^kœ),

une fonction continue et y un procédé de sommation de sa série de Fourier,
définie par une suite de constantes ^(Z:=i, . . ., n\ n==ï, 2, . . .), c'est-
à-dire que nous considérons la suite de polynômes trigonométriques

ri

P^ ( x ) == —° + ̂  y? (ak cos kx 4- bk sin kx ).

S'il existe alors une fonction 9y(^) croissante telle que, quel que soit n, on
ait max(p^(/î) |P^—/|^>^ où a désigne une constante positive qui dépend

de/, et que, de plus, il existe des fonctions/pour lesquelles on ait

maxcp^) Pj,—f\<b

(où b est une autre constante dépendant aussi de /), nous dirons que le pro-
cédé d'approximation y se sature. Nous appellerons classe de saturation
attachée au procédé y Pensemble des fonct ions continues noji constantes telles
que . ^

i p^ f\—o( ï vi l n t/l-o^(.);
Le but de ce Chapitre est d'indiquer les classes de saturation attachées à

certains procédés. En raison, de l'importance que présente pour la suite la
connaissance de la classe de saturation attachée au procédé de Fejér, nous
ferons de ce procédé une étude spéciale.

I. — Procédé d'approximation de Fejér.

Soit ^(a?) la n16^ somme de Fejér de/(rr) continue de période 2^. (Jn(^) est
un polynôme d'ordre n—ï. Je dis que ce procédé est saturé avec l'approxima-



SÉRIES DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES. 3^

tion de saturation d'ordre ^. En effet, si l'on suppose que pour une suite

d'entiers rip, \a^—f\=o(,1-^ de"P J ' \n

î r^i r^ k- ((7^—f)cos/c.vd^=—ak, où Up> k,lî J_ -T- '• ^p
on tirerait

k
— ak'ZP ^L ""p-/ ^=0(^)' (Toù kah=zo.

Donc <2/c=o quel que soit Z:=i, 2 , . . . et de même b/,=o. Donc si l'on sup-
pose que/n'est pas constante, on a quelle que soit/

lim j max/î | a-n—f \ \ > o.
'7iT~ \ x \

Pour chercher la condition à laquelle doit satisfaire/pour que

1^-/1=0^),

il suffit de connaître l'approximation donnée par On d'une fonction /

dont la meilleure approximation trigonométrique est E^=o(-s-\ On sait f81

que la condition nécessaire et suffisante pour que E^==of^^ est que
f(^^-t) — 2/(^) -+- f(x— t) . .p ,———————————-———— soit uniformément borné en x et t, autrement dit

que / appartienne à la classe C^. C'est donc dans la classe C^ que nous cher-
cherons la classe de saturation attachée au procédé de Fejér.

1. THÉORÈME {.—Si quels que soient x et t, / (^+^)+/ (^-^) - 2/(^). ̂ ^
c

l'approximation de f{x) par ses sommes de Fejér (Jn(x) au point x^ satisfait à
F inégalité suivante

(7) ^nW—fW
i r f^-^-2^ +/(^- ̂ ) - v(^) ̂  ..A
2^ ———————————————^———————————————dt <^î

où a est une constante qui ne dépend pas de n et A une constante dépendant de a.
f On a \ <" 7 si a == Ï •
\ 2 2 /

D'après (N. 5),

'-/̂ .r ï^sin2^^^.

?(^)On suppose 1-— ^2Â. On a

(8) ./. f1 s^-ntdt ^A ^swntdt=^f ^dt<3Kî̂ ...,
«^0 JQ t
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r î^sin^^-L r^di-1- r'M^icos a nt
•^ ^ ^ t'1 2 j_ .fi

dt.

Posons

-ru TT

?^)'

^
COS2/^ ̂ .

Changeant ^ en ^ + — î il vient7T ., .
- î

-f: in,

^V2
^ ( î n )

- r f--^ ~h 'COS 2 /î< 6/^ =

7l_
î

Or

r'-'o 2/1

TT \ 2̂
 COS 2 ̂ / ̂  << 2 A '̂ ^

•==. 2 A log2.

2/1

Donc, à une quantité moindre que 2Âlog2 en valeur absolue près, on a

^r2^ y(^)
r-

27Î ,

7T \-
cos3nt dt.

Or
y(<) .y(?+/ t )_ ^(t)—(f(.t+h) vf(t) i
^ (<+/i)2- ( i?+A)-2 +2 A ^ (<+A)2

v(<)
t ( ( t - ï -hy 1

et par suite

_ i /<+•CP (< )-CP(^+^
'"-^. -^——^—— COS 2 /l< ̂

t-{- ——
\ c l n )

-ZL /l"^00 ?(^) cosint 71'
^J. -^ /,, TrV"^^— i v — —"

'n \ 2/î

^1 ^^(^

S^J, ——
COS2/^

' ^+-J^-y\ t l n) dt.

Considérons les deux dernières intégrales. On a

cos intr ?(<)TT

2/1 /.4 ' TT y^+ —, in )

dt < 2 A
2/1 ̂  f,+^

2/î \ 2 /^^S/î

jîi r^00 ?(^) cos 2/1^ 7r2 r^ dt2 f
^^8/^2A ^ ~ 7 " ^8^2^ ^

2/1

^ < 2 A

^4 ^+^Y"^'<(<+-^
\ 2 / î / ïn \ 2^ /

^
:A,
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,^cK<)-?(<+^) , . ,^^-oo T \ - / T \^ ' g ̂  /
Démontrons maintenant que ^ ——-;——-^—^—'-cos^.ntdt est borné.2 ̂  ( ^ + -ZL ^

7t ^ 2/lY

On a

C^) - cp(^+^^/(^+ 2^) +/(^- 2Q-/(^+ 2^+ ̂ ^ -/^.-2^-^)

Aet /(-î?) peut être approchée par un polynôme Pn à moins de k^ k est une
3constante absolue dont il nous suffit de savoir qu'elle est inoindre que -

lorsque Pn est convenablement choisi. Par exemple avec les sommes de
Jackson-de la Vallée-Poussin l'erreur est

3 r^^w • ^ 3A r4'0081"^ 3A
——— / T-l^ntdt <— } ——dt<—.
27T/13 J ^ T:nJQ t rRn

^ ( t ) — q ? f ^ + ^ T - ) diffère donc det \ y î \ ' o. n /in J

P4^+2^+P^(^-2Q-P^( /^4-2^+^\ '1--P^^--2^- ^}

de 1^— au plus. L'erreur commise dans la dernière intégrale où l'on remplace/
par P^, est donc moindre que

6A r^ dt 6_A_

^A- (t^^^^'
2/1 ^ in J

D'ailleurs, si l'on pose Q^(^)=P^(.r+ 2?)+Pn(^— 2^) on a en vertu de

^''-Q^)——^'^)-^'-'^ (0<•<•)•
Pn(^+2<)+P^—2<)-Pn(^+2<+^—Pn(^—2i?— ̂

=-^P„(^2.)-P^-„)]-^[P;(^2^9?)+P"(.-^-^)}

Comme IP«—/I ̂ G^V |P^ ==0(ra) et l'on a vu qu'on peut supposer
( C h a p . I , § l , è ) | P ^ [ < 4 A / i . D o n c

+"?(<)-ï(<+^)LF2 7t/ •7t
2/1

_JL r"p.(^+^)-p^-^)^,^^
2^J. ( , , " V- •

COS 3 «< dt2 - / - (^-"-Y
\ 2/î /

diffère de

2/1 •^ <+^2/1 \ 2 n
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d'une quant i té qui, en valeur absolue, est au plus égale à ^4A/i^=iiA.
Considérons alors

— -?L C^^ ̂ 'n^ 4- 2^) — P^(^— 2^) ^ f S'mint\
~^nJ / , 7l Y \ ^ n ~ }

in

En intégrant par parties et en tenant compte de ce que -n- est un zéro de sin2^,
on obtient

\f ^^^-^^ntdt-^ I
7T

îT^
7T /^P,(^-4-2^-P,(^-2^)nî^ f<+-^V 4"^

2 ̂  \ in ) 2

On a alors

sm2/i^^.
^+—

\ <ln /

^ra^J-
•P:(^+2Q-r-P^(a--20 .

(t+
\ in

n y
swînt dt < —— 8 An

in1

JL r^J.
T^_ c^y^x+ît)-y^-it)^,

TT \••!
(t+
\ '2n,

sin 2 nt dt\<i -,—- 8 An
l\Tt^

rJ ^_
în

rJ 'K

dt

^ ^^ y
îrt \ i n )

dt

<4A,

/ ^ Y
-7L ^+ —2/1 \ in

< 2Â.

•n i'n • ^ - i T-' / r\ r\fl\ . f ( x - } - h ) ^ r - f ( x — h ) — 1 f(œ) ..En définitive lorsque E^(/)=0[-] et J-v———'-—J—,——'-——J—— ^A,

t) , 3A Alog2 A. F i 6 , 1 7^f__r^7n J ^nj^ t-
^î^^
J 2 n

—^ < — — - + - — — — ° - 4 - — — — • l 4 - - 4 - - , + 7 r + 4 + 2 <^
i

iv.nj^ r1

'in

2 7T ̂  TT n 1 n 71 [^ 2 TT2 J 2

Pour une fonction/de la classe C^ on écrira donc

'"-/=^/ ^—œ-
Mais d'autre part

/ -^a

?H)
^

^ < 2 A
f2 '^ . ,
\ — ==2A log

7T

' 2a^a '

Donc

(9) _r^^+o(i),-I27r/î^ t2 \n}

où a est une constante quelconque.

Enfin si r°°^dt =0(i), r'^dt ==0(i) quel que soit e>o
Jl t Jz\
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0 V ^ l t l / A ^ A U^OlUl. ft/1 U U C ' ————————— ^^ C ̂  — » UI1 Ci

1
^» 7Î

y.I"' <
1

/t/ 1
7Î-+-1

ï-\dt
^1.

1

<cîA — =2Alog( i4 - - 1 -
J i <• \ ^

71+1

En remplaçant 2^ par r, on en déduit le résultat suivant qui définit la classe
de saturation attachée au procédé de Fejèr :

THÉORÈME 2. — Pour que |c^—/[=0(^\ il faut et il suffit que

f 4 " 0 0 / (^+^)—2/(^)4- / (^—^) , . ./.
1 ————————,;————————- ut soit uniformément borné en x et s.

^e

2. Pour prouver le théorème précédent il n'est pas nécessaire de savoir que
la condition E,(/)=of-1) est équivalente à / (^+^)+ / (^ -^ ) - V(^) ̂

fermement bornée en x et t. Il suffît de savoir (Chapitre I, § 1) que si

|/-p,|=0 - , P; =.0(n).

f(œ + £) +/(^ - t) - 'îf(œ)En effet l'hypothèse
prouver que les quantités suivantes sont bornées :

^A a été utilisée pour

F î^sin^, Ç
^0 ^0» <+—

\ 2 ^ y

2 n C p ^-h ——
' ' 2/î ,

COS2^0^,

TT F ^Cp^) COS2/l^ ,-J. -^/T^Y^'
S ̂  \ 2 /Z /

TT3

87T2
' <p(^) COS2^

' ^+-7T-)2
\ 2^/

.̂

Si dans chacune d'elles on remplace/par P^ tel que P^—/]=== of-^\ l'erreur
commise est 0(i) car

f.'"si^nt

f.
dt

" t(t+7L}ïn \ 2/1 /

^—dt=0(n),

-.=0(n2),

f. dt
=0(n),

f.

0 ^+ ———

\ fîn.

dt

-. ^t-^-—
S/i \ 2/^

-=0(^).

Désignant alors par ç^(^) ce que devient y(^) et remarquant que \^^(f)\=tfiQ(n\
on obtient pour les 1'% 2e et 4e quantités 0(i). Il reste à prouver que

-^r(lnJ^ p/i(<0 cos^nt

.71

S'Tl
^+

2/Z ,

-,dt =0(i).

^4w/i. J£'c. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1.
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Si l'on remplace -,——]-^— par ^ l'erreur commise est, au signe près,
(t+—
\ 2n

T^_ F ^n(t)COS'2nt • 7T3 /ï+00 Cp^)cOS2^
2^ ^.-.^V2 +8/î3^ ,77Z^Y^ ^^-"-v

S " \ 2 /Z /
'u . t2 (t-^
2^ \ 2/1

et en valeur absolue chacune de ces intégrales est bornée. Considérons

alors ^ J ^-l-^cosa^A. Comme pour f -^^-coss^rf^, nous changerons t
*77C_ ^ T T^_7C
i7i

en ^+ ̂ -;
2/1

?»(^) _ 9^(^ -4-A) _ <pn (^ )—9n(^4 -A )

^ (t^-hy

On a encore

(t-+-hy 3h
^n{t)

t(t^-hy 3h2 ^n(t) h3 ^n(t)

t^t-^hy ^(t-^-hy

7t / TT

^^V^^n

U •cos^nt dt== 0(i)
t

2/î

parce que
(^^\\=(^^Yo(n),
\ ( î n ) \ \ ^ n ) "

les quantités

3^ r4"30^^^^^/^, 3_7^ r^ ^nÇ^cos^nt TT4 r4" ?.(^
^2J. T^Y ^ ^^ rY^-^Y -8-1^./- ^ ^+--^ ^ ^+

2^ \ 2 n ^L ^2 ^ +
9 n \ 2 /î ^

cos 2 nt dt

sont bornées. Enfin de

il résulte que



SERIES DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES. 43

Donc l'hypothèse En= 0( -[ ) entraîne que .,

^ /•-— r " ^ 1
o? (^ ) , - / i '—— dt + 0 -

^-f-^n^ -P
ïn

On démontre encore que si

/ -^ Tt

?il)

r- dt =:0(i),

I ' ^ d t est borné uniformément en x et £ et que si a = const.
Jz ^

r^-0^''vy.
H

on remplace/par Pn, l'erreur commise est 0(i) et l'on écrit que
|y,,(()|=r-0(ra).

3. Si

(.0) . ^(/)=o(^),. ^-f^^-J
27rw^ r2

^^^J-LV

11 suffit en effet de reprendre le calcul fait au paragraphe 2 et de remarquer
que d'après (Chap. I, § 1, c) : si E^=o(^ et si P^—/ |=o(-^ alors
1 P^ = o(/i). Tous les 0 sont remplacés par o.

4. Si f(x\ possède une dérivée f'Çx) continue y dont le module de continuité
est(s)^(h), quel que soùpÇo <^p<^ i\

^-/l=4--^)ofl^^)+or(l^^
•/ ' \(log^)^/ \ n ] L ^ -1 \ n /

En effet on a, d'après (10),

_ _i_ r^ /(^ + 2^) +/(^ - 2^) - y(^) ̂  /^dt -i- o ( -
7Î,' t /~ STT/Î^ ^ \^

/^
l

i /-(ïï:^ i r^ , / i \
== ———— ( + ———— / + 0 ( - . .

ïTinJ. IT.IVJ \n)

Or
(^Sn)P

1 ^=o[(-io^^
n j i l. n J

(log n]P
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D'où
M. ZAMANSKY.

-/^/''"''̂ --m.
n

En intégrant par parties il vient
if— ï [ f^^^^^f^—^t)—^/^)'}^^

On — / — ——— | ——————————————————————————-———- |
v 2 / Î 7 Ï - 1 — t J,

^ , ̂  f^^.^-f\x-^^ Qr(lo^)q
TT^JI ^ L n \

n
Le premier terme vaut

^K-^^-;)-2^]
-^(^^K^no^)^-^

= ^\^^\^f,^_^\\
•n-wL \ "/ - \ n ) \

ï r,,/ 26' \ ,,/ aO M / ï \"^^(^(Tog^J-^^-n^-^J-0^}-
(o<e, Q'<I).

D ailleurs

1- /'""""'/'(•^ + aQ —f\x— st)
nn j . t"^Ji

dt \= 0 ( - ) w i , ,
1 \ n ) ^(logn)?

D'où

1

>, (lOg 7l)P

L(iog«y\U
/ï

=0(^) ̂ [(Ïog^] [l^^-^loëlog"]

r——w'—lôf1^"^[(log/î^J^^

.-^^r—^lof^+of^'^^i+ofi^.f10^).
L(logre)/'J \ n J i n ] \n} \ n )

5. La condition nécessaire et suffisante pour que En==0( ' ) est que
f{x + t) + ffx — t)-t- 2 f{x) . ./. , '
-——————-—,—————-—— soit uniformément borné en x et t.

Nous démontrons ce résultat dû à M. Zygmund [8] à partir de l'approxima-
tion de y( a;) par ses sommes de Fejèr.

Nous allons prouver que si !•—x-<1 f^+^+A-V-t)-^/^) | ^ *!>1 ^————————————| ^—A,

'•'~^Knj^ ^^ofi'
f2 \ n

sans utiliser les propriétés de P^ qui résultaient de ce que En= o( î - ] '\ /î ]
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En effet on a comme précédemment [voir (8)]

^ ^sin^^O^) (a=const.).

D'où

4ô

^-/=—— f2/i7r^
?(^

2/l7T^ ^ -'-^L ^^-'̂ o(;),
où

<P(<)=? . r (< ) ==/(•'»-t-2<)+/(;»— 3 < ) — 2 / ( a ; ) .

Démontrons que si ̂  est borné, f îi^?^^ est borné aussi.
^

Prenant a > ^ et posant u^f ?(^)^os2^^ ^ vient en changeant ï

en <+ —î
2/î

•=-/" -/^a TT ^a
- cos 2 nt dt

^+
2^

et comme
n T-^

«-^^+^Yf.
7i 2 n \ 2 H /

cos intdt\<, 2 A / (/< A 1- / — = 2 A l o g
•^a v. l

On a à 0(i) près

1 f^ <a(t)

2 Ja <2

? <+^\ 2^2

^+
TT

cos int dt.

Le calcul fait précédemment (§1) prouve que

+ o o C p ( ^ ) — 9 ^ + —^o^^ f —, v 2^2^ ^ , ^ \2
<+

\ 271

COS2^^6/^.

Remplaçons au dénominateur Çt+^}2 par ^. Au signe près l'erreur com-
mise est

7T 7T2

TT \ | ^ ̂  + TT^U [^-<'̂ )J-f-^.<""I,, ,+JLV
\ 2/î

COS2/Î^ ̂ .
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Tenant compte de ce que [ <f(t) - ç( f+ ̂ ) \ < -s.Mit-^ ^), cette intégrale
est en valeur absolue moindre que

•̂yOL

' 7T \ / 7T 7T2 '
2^+ —— -^+ -——

^ 2^/ \n - 4^
.dt=0(i).

TT Vr- ^+
y où

, ^^w-^[t+_
^°(1)^/ ———j—^-

^ QL ~

COS2/Î/ dl.

Changeons t en t— ^-. En remarquant encore que

a 7i / 7T \
^^-i^ ^ — — — — ( û ( t )

l \ in T v /

/ ~^———~~2———cosïntdt ==0(i)
^a / -t 7T \""JL y

2^7

et en prenant la demi-somme des deux dernières expressions de ̂ , on obtient .

^=0(i)+^ f
4J.

,(.)-,(^^) 9^-^)-9W

r- ^—
COS 2 /^ ̂ .

La quantité entre crochets où h = -^s'écrit7^..^ . _ . - .

2/1

2 < p ( ^ ) — ̂ (t-^ k ) — ^ ( t — h) ^ ? ( ^ ) — <p ( ^+A) œ ( ^ ) — î p ( ^ + / ^ )
^-^)2 ——^(^-À) 2 +Â ^-À)9 •

La même inégalité | y(?) — ç(^ + h) \ < 2A<2^+ À) indique que les deux der-
niers termes fournissent des intégrales bornées. Enfin

9.r(^ -4- k) + Cp.r(^- k) - 2îp,,(^) == 9.^(/l) + ̂ -^(/l).

?.r (^+/ l )+^(^—/l )—29.^(^) r=:0(A)

Donc

et comme h =0(- )> le premier terme donne encore une intégrale bornée.
T^ ' ' • f(^ ^-t)-}-f(x — t) — ï f i œ } .» .En résume, si J-———'-—J——-——-1—1 est uniformément borné en x et t,

/--—r'i^^+ofi).
. 2""Ja / W

On a alors

^-^-^—r^^of1-
2/îîlJ^ ^
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et comme ?u <^2A,

r î(^<,Af^=.Alog.
J y. l ^ y. c

donc

2(^-/)-(^-/)=0(-
\ /l/

et par suite E^(/)= 0(^) (1).
Démontrons la réciproque.
Supposons que E^==0( -1 )• On a

\^^n-f)-(<Tn-f)\=o(^\ |6|.

Et en vertu de (7) où a == TC; on a

\,.-/,-(,_,)-^-î^_^r-î^o
donc

/"^T î

^ =0(.).

9 == 6(*z?, n) étant compris entre i et 2, on a, d'après la formule de la moyenne,
^TT

7T 71 VU^^-=:0(i) c'est-à-dire
,2.^- 4^/ ô2^2 —

16^

^
OTT
4 ̂

^O(i).

Soit tn= — ' On a4^

^- < ̂ < — et a < -^ < b (a et ^, const. absolues > o).
LJ- i l ' A i t tj^

?(^)Je dis que si '—— est uniformément borné en n et .r,
• ^n

?(<) est uniformé-

(1) II faut remarquer que si pour suite d'entiers n,p tels que n-^- < a <-t- oo, on a
^o

|P",-/I<^-^p

Si Pon considère p,ip comme un polynôme d'ordre np-\- m (m = i, 2, . . . , np+^—rip—i), on a

' p /• | <- knp^ I ^ ka
i ^ w p — / | <. •——— —— <, ——.jî^p np+i 1^p^-Y

c'est-à-dire que quel que soit n, En < — •
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ment borné en x et t. Nous prendrons une suite d'entiers égaux à 27' et posant

^p=^p, on a -^ <^<^ ̂ î; ^p est une suite décroissante tendant vers zéro
pourpoo. Soit t^>o etp l'entier tel que A^i<^<^. On a alors

/(^+^)+/(^-^-2/(^) [ |/(^+^)+/(^-Q-2/(^)< '̂ +1
Or si

|P.-/1-0 - ,

/(.r + f) +/(^ - ̂  - 2/(^) .—diffère de [P,p^+t)+P,p(x— t)— 2P^(^)]—
^M'̂ -n

0 -L

de V2JP/ = 0(i) au plus. Et
*^D-+-1^yo+l

P.,̂  + ̂  + P2^(.r — ^) — 2P./,<^) | = ^O(a^) = 0(À^)0(2^) .
Donc

P^(^ + t) + P^^(^ - ̂ ) - 2P^(.r) _ 0(^^)0(2^) =.0(1).
"y"+r A7?4-l

Ce qui prouve le théorème.

6. Meilleure constante pour le procédé de Fejèr dans la classe Lip i. — Le pro-
blème des meilleures constantes posé par M. Favard [2] et résolu par lui pour
diverses classes de fonctions, trouve ici pour le procédé régulier de Fejèr et la
classe Lip i, une solution simple.

Soit en effet
M-c,^l/(^-/(^)M = sup

X — X'

On a alors
_^_ r^ f(x + 1 ) - 2/(^) +/(^ - 1 )

J n^j^ t2

—r--^ +0 -\n . {a étant une constante).
^Jr, ^Jn

dt + 0 -
\n .

D'où
„, . 2 MT, , ai ^ / i \ 2 , , , lo^^ ^ / i \—f\^.- — loga—log- +0 - ^-M-^- +0 - ) .

•/ —— 7 T ^ L ° "/ij \/l/ —— TT ^ \^/

Or si l'on considère la fonction f^{x\ nulle pour x=o, paire et telle que
pour o^ûc^a<^ Ti,/i(.z?)=M^, on a

,.<.)_/,M=^,te,o(;),
Poî/y* le procédé de Fejèr et la classe Lip i, la meilleure constante est donc <2- [31
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et toute/onction continue périodique qui au voisinage d'un point x est représentée
par deux segments de pente + M et — M est extrémale.

. 7. Condition pour que f çLip i. — On a vu qu'une condition nécessaire et

suffisante pour que |^-/| = oÇ^ est que /• eLip i (Chap. I, §4). Donc
d'après le théorème 2 on énoncera le suivant :

THÉORÈME 3. — Pour que la fonction conjuguée f de f satisfasse à une condi-

tion de Lipschitz d'ordre i, il faut et il suffit que f ao /(^+^)+/(^-^) - 2/(^) ̂
^e ~^

soit uniformément borné en £ et x.

II. — Généralisations.

Nous étendrons dans ce qui suit la méthode qui nous a servi pour les sommes
de Fejèr à d'autres sommes trigonométrîques s'exprimant sous forme d'inté-
grale, le noyau étant celui de Jackson-de la Vallée-PoussinS1U22/^ (p entier >o).

1. Les différences Asp [4J. — O n pose

[' /y. 1 — — f ( ^ \ r / y / y t __ L XQ J — 1 œl \L ^ û J — — J \^o)î i^Q^l]—————————————-* . . . 5
^u—^1

\T T 1 — — [x^-xrt-l~\—[x,...œn} .[ ^ o - . - ^ J — — — — — — — _ ——————-, (Xi-^œj^i^jY
^—0 ^n

On a alors
r i f(tx'o)/ y / y » V \ ———• ____________________«/ \ U /1 <X o <x/ ^ . . • «X /^ j ——— •~——————————————————-——————————————————-—————-—————

( ^ 0 — — ^ l ) ( ^ 0 — — ^ 2 ) . . . ( ^ o — — ^ )

+-_____________/(^)_____________^ f(^n)

(^-^o)(^i-^)...(^i-^) '" (^-^o)...(^-^-i)'

[x^ . . . , Xn\ s'appelle la n1^ différence divisée de f{x) relativement aux
points x^ ...,^. Lorsque/possède sur l'intervalle (û, &) contenant x^ ...,^
une dérivée n^ f^\x\ on sait que [x^ ^, . . . , ̂ J = ̂ ° où ^ est compris
entre le plus petit et le plus grand des n + i nombres x^ x,, . . . , x^

Si Fon suppose de plus que x,=x+ a,t, . . . , x.,=x+ant, où x est fixe
et ao, . . ., a,, des constantes (a,^ aj si i-^j\ on a

r^ „ ^ i_ ^(/^ ^o? ' • ^ ̂ )
L o? '^'l? • • • 7 ^n-] — ———————-—————..,

^(/» ^o, . . . , ^n) [que nous écrirons ^(^) quand il n'y aura pas d'ambi-
guïté] est une différence d'ordre zi. Lorsque /(") existe, on a S ( t } — ^ ^ ^ .

' / n \
Pour toute expression telle que XA(QOÙ A,, est une constante dépendant de n
seulement, on peut écrire

!^(^)|=:^0rmax 1/^H.
L .r J

^4/i/î. jE'c. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1. -
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On peutgénéraliser les résultats de M. Zygmund en démontrant le théorème
suivant :

THÉORÈME 4. — ^(Q étant une différence de f(x) continue, de période 27;,
relative aux points x + û/^ Çk= o, i, ... ,?) o^ fey ^ ^o/i^ rf^ constantes,

si E^( /') === 0 ( —^T'P —/? ' ^ uniformément borné en n et x.

En effet si |/—P, =0(^).]P^ = O(^) d'après (i). Écrivons
(;•

/(^)=^(Ï\,-P,,_Q
/.=! •

et désignons parâp(P, t ) ce que devient Sp(t)==SpÇf, t) quand on remplace/
par P. §/,(/, t) étant une forme l inéai re à coefficients constants de fÇx-}- a/,t),
on a

W^)=^^(II,s t), où IL/^(P^-P,A-Q; ^ _ •

-y+v— Z à ' L i
/•=1 N+I

Or

i/-P^i=0( o/^-Â- donc 111^ | == 0( ^kp-k et ^(n^ ^• |==0 3/>•/.-/•

D'où
^00 r / i x^^1 / i ^^s n / i \Sw^)-0^) +(^) ^-••l-o^)-

D'autre part
§p(ïî^, t)\=0(\t\P)m3iX îiy\== £^0^) car | P,̂  [ == 0(2 /L).

D'où

^(/^)1=1^20(2^)+0(^)= ,].0(^)+o[(^y~1],

Soit N l'entier tel que ̂  < ^|^-^-^. On a alors

| ̂ (/, t) | == 0(] ^ [^-1) 4- 0(| ^ |^-1) = 0(|^ [/?-1). C. Q. F. D.

Nous allons prendre pour ûo? • • - » fln des valeurs particulières.
Considérons les points x — t, x^ x +1 et posons

A^)=/(^-^)-V(^)-/(^+^) ( 1 ) .

^ ( ] ) Quand il sera nécessaire de préciser nous écrirons ^(f^ t\ . . . , A^p(J\ t ) au lieu de ^ p ( t ) .
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On a

A,(<) - a'-A^) =/(^ - <) - 4/f^- ̂  + 6/(a-) - 4/f^+ ̂  +/(.r+/),
\ / \ 2 / \ 2 /

c'est-à-dire une différence d'ordre 4 de f(x) aux points ^ — t , x — - ? .r,

x + -î ^ +1. On a en posant

«3-0 — '" ^ 7 «y^ — oc^ x^ — x —[— ( ^ • '̂o '̂ 1 '^>t) | — ——\—

et en posant
t t

XQ == x — t, x^ == x — -f x', == x. x-} == x 4- - ? ^4 == ̂  4- ^,
2 " ' 2

A,(<)-WI)
[.TO^I^^^] ==——————.—————^—^.

3^
2

Posons

A4(0=A^)-2 ^A,f ^ -V ..., A2^(^)=A^(^) -2^A^f^) -
\ 2 / \ 2 /

On a le résultat suivant :

Aa^ ̂  une différence de /Çx), (V ordre 2p, aux points

t t t t
X —— t, X —— -5 X —— —i • • • 5 X —— ———-, ? ST, X + ———- ? • • • 5 X -\- t.

2 22 2/?—l 2'y—l

Le résultat est en effet exact pourp== ï , 2. Supposons qu'il soit vrai pourjo.
C'est-à-dire que si

xy=^x—t, x\p-=^x—^ ..., xy^x—^ ..., ^ i^^—^^î

^îp—^ ^ 2 / 7 — ' r - A - t \ /rïp T-^ x-1^—A^'—J,x p — •^7 • • • t ^ '? p — ̂  i" t•7 L o '̂i • • " - ' s / ? ! — •\ ^p 5
A^ l-t-

où ̂  est une constante dépendant dep seulement, on a

A^)-2^Aj^)
. _ ( .2/?+2 ^-p+î ^-P+î 1 —— ___________,______\ /

L^O ? ^l ) • ' "! ^2/7+2.1 —— . fîp^î
t^p+i ^ '

en posant
xy^-^x—t, x^^x—1-, ..., x^- ̂  x — t-^

x^y=x, ..., x^-^x-^-t.

En effet en raison de la symétrie deux à deux des points x^ par rapport au
point x^=x^ il suffit de chercher pour k^p—ï le terme en /(^/J+2) dans

A^)-2^AJ^
l'expression de [^o? ^^ • • • ? ^/J- Formons ————.—-,———— qu'on obtient eni\p i i~ '
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retranchant de la valeur de \^\ . . . , x^] pour t, sa valeur pour - • Remarquons
que -

xy-^xy- si k ^ p — ï , x^^x]^ et X\P ̂  x]^ si y^p+i.

On obtient donc pour terme eny^^2)

___________________-/(^+2)___________________
(^+2 - x^ ),. . (^+2 - ̂ f2 ) (^+2 - ̂ î2) (^+2 - ̂ î2).. . (^+2 - ̂ :2)

_________________________/(^+2)_________________________
-T- /;y>2y»+2 ^.2yy4-2\ i^-P+ï /y, '2/^+2\/^,2/?+2 ^,2^+2\ / ̂ îp+î ^2p+2\ t ^ïp^î ^,2y0+2\?

^Â: —— ^1 / • • •,\•a;/: —— ^p ) ^k —— ^p+ï ) V^k —— •2/^+2 / • • • {.^k —— ^Ïp+i)

c'est-à-dire le terme enfÇx^^) de [^+2? . • . , ^^ÎJ] multiplié par

f________i_______________^_______-i^r-(2^-i)
[ (^^2 __ ^2^2 ) (^+2 __ ^,2^2 ) (^-.2 __ ̂  ) (^^4-2 __ ̂ 1 ) J ^^ •

Quand au terme en /(^/?+2) qui provient de A^( - )? on a F

______/(^+2)______ <
, • (^+2-^+2)...(^+2-^:2)5

c'est-à-dire le terme de [^f)+cî^ . . ., ^2^2] en^^2^2) multiplié par
/•2 / 9 2/? __ T N)

/ /y, 2/9+2 2 / ? + 2 \ / ^ 2 / ^ + 2 y 2/^+2 \ — — v _____J_ .
W/ — — ^ 0 M^ ——•^y^ ;—— ^9^,

II en est de même pour le terme en/(a?^2).
En définitive

A^)-^AJi) ^ . ^ _ . '
___________________\2/ __ g (,2 / 1^ r 2/^+2 2/^-2 2/^+2-1

^^ - ^ L^O ^1 ...^^2|-

D'où

( 1 1 ) A^^^^À^^^^^^2,^4-2...^2^2] et À^=À^i-^^)(^=2).

P . ^ .
On remarquera que )^+i = ̂ Y\( i — -^ ) et que, par suite, À,, a une limite

— - ^ V . 2 " /a /n == i

f inie pourpoo. Lorsque/', /7/, . . .,/(2/') existent, on a

-n- / i \ ^^(n
( 1 2 ) A^(Q=2]^^-^J^^^. Où X-t<^<X^t.

m=:i

On a également

^A2=:A2=/ /(^+^-/ /(^-^ .... A^(^=A^_2(^-2^A^_/^)at: \ 2 /

et l'on verrait encore que les quantités A^ (^) sont des différences d'ordre (2?—i)
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de/^^aux points^—- t, x— t-, • • • 5 x— —p x+ ——, ..., x+t. De même,
3 2' 2'

si

A:=/"(.r-^-/"^-^-/"^+^.+/^'(^+^, .../.

^(O^A:^^^-^-^:^/^,

A^(^) est une différence d-'ordre ip — 2 de f"{x\ On aura donc

(13) A^(^) =:|^^0rmax|/^) -1
L ^ J

et

(14) ^ (t)= ^p-Wmaxi/^ 1.
L x, ; J

2. Nous avons vu (Chap. 1,1) que si f(x) peut être approchée par une suite

de polynômes P^(^) de façon que \f—Pn. = 0 ( - ^ ) (Z: entier ^> o), alors
p^+D^ o(/î). Pour /:== i cette propriété nous a permis de déterminer la classe
de saturation attachée au procédé de Fejèr. Nous allons pour le résultat suivant
supposer que /(^) jouit plus généralement de la propriété suivante : il existe
une suite { P , , } et un entier p^>o telle que si p^ désigne max]/—P,, ,

:K
P^Çx) | = 0(^p,,). On remarquera qu'on a alors P^.^Çx) = O^^p,,).

Dans les applications nous pourrons pour certaines classes de fonctions rem-
placer p/i par E,, et écrire \f— Pn \ = 0(E/,).

THÉORÈMK 5. — Soit Çn une suite de nombres positifs tendant vers zéro
pour '/loo (1) . S^il existe une suite de polynômes [ P,,} et un entier positif p tel
que \ P,-/| = 0(p,) et \ P^^x) \ == 0{n-^n\ alors

r^ A^) ̂ ^ ̂  = c^ F' A2^) ch + 0 (^-' p.),
JQ i 2 "a

n

a étant une constante et q, r des entiers (y ^> i, 2/'^ y, 2p + 2r— q ^> o). Si
dans l'hypothèseon peut remplacer 0 par o, on peut aussi dans la conclusion
remplacer 0 par o.

La démonstration est en tous points semblable à celle donnée dans le cas
dep=i , q= 2, r= i. Nous la reprendrons rapidement.

sin2 '^ s'exprime l inéairement en fonction de cos2.kntÇk== o, i, . . ., r) et

(1) Les p/i ne sont pas nécessairement décroissants.
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le terme constant est ̂ . Si dansj^^^sin2^^ on remplace / par P,,,
erreur commise est

^ , . ^ n s i ï } 2 r / ^ t /^sin27'/
0^)j^-^—dt=0^)n7-J î ^o^-ip,).

Soit A^(^) ce que devient A^) quand on remplace/par P,,, On a

A^(^) =0(^)max P^ ; r^^O^p^

donc
a. a .

r^ A^ (^) r 1 1

j -^ sm^ntdt^OÇn2^,,), C-P-Is'm^nt dt
0 , J ^

a
^/T

=: 0 (^^^-p/O ^ ^/^2/-y ̂  ̂  0 (^-/-1 p,,).

On a alors

^+" ̂ ) ,n-,. ̂  = 0 (,./-. ?„) + ̂ •f" ̂ ) ̂  ̂  ̂  .- ̂ ^^^
O1 , *-'a

cosï/ent
^ / '

^,

les A/, étant des constantes absolues.
Dans les dernières intégrales nous remplaçons encore /par P^; l'erreur

commise est 0(^-1 p,) et en procédant sur f^A^^05^^ comme précé-
t^OC "

II

deœment (§ 1, i°) (on change t en t+ -^ et l'on prend la demi-somme des
\ ^

valeurs obtenues L on a

r 00 A / / / .cos'2/cnf -, „ i /^;. A^(^) ———— ^= 0(z^p,) + l- \
A71 h f-AL(^) - ^ 2 ^

cos 2 Â7^ ̂ .J^ t 2^ ^^
^+ TT x ^

ïkn

Cette dernière quanti té , où l'on a réduit au même dénominateur et déve-^pp'^+^y^^01111
+.AU^)~AÏ, ^+' ^ V ïkn/'^ a ( ^ \'/^4- -——

V ikn
J^V
îkn

augmenté d'un nombre fini de termes de la forme

L C^ ^p(.t)
" ' J . .,„/. . TT

I 9 /? \ ^ /

^ / —T""^————G^'îkntdtn ^ ^ f ^ ^ y
ikn
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qui sont moindres que O^-1?,,) parce que A^)[ ̂ ^O^2^) d'après (12).
Enfin en intégrant par parties

r^w-^-^-^n) , ,
j — — — — ^ '^kn^

JL\"
2 kn ]

t+

7T / 7:et en prenant a== - ( — est un zéro de smiknt pour ^=1,2, . . ., r ) î 0 n trouve2 \ 2 n
deux termes qui, à une constante multiplicative près/sont

^ A 5 . ( ^ ) - A U ^ +
•2/^ • 2ÂVZ:̂ sin 2Âv^ =: 0(^^~1 E,^)

TT Y/4-1

~^k7t)
parce que

OTT \A^(^) - A7^ ( ^ + -7— ) \= 0 ( 1 - ) | A^( ^4- ^—
' "' \ c î k n ] \ W| \ 2Â-^

= 0 f ̂  ) ̂ -j max P;^51 = 0 ( /ï2/^ p/, ) f-P-^
\^/ .r

en vertu de [ A:;(^) | = ^2^-1 (Vmax P;^ |\ d'après (i3) et

A n ' { f \ A n ' [ / i ___
I ^+ao^2^^ ^\t^--^

7T \-/
sin 2 kn dt = 0 ( ̂ -1 E/, )

2Â-/2

parce que

A^)-AS; ^ -
ikn

=0 - A- .+ OTT
*2/^ r^^--1?/,)^-2

en vertu de |A:;(^) | ̂  ̂ ^OfmaxIP^ [\ d'après (i4).
\ ^ /

Comme dans le cas des sommes de Fejër, i^i l'on a dans l'hypothèse

|P.-/i=o(p,) et !P^ =o(^p.) (1),

on volt qu'il faut dans le cours des calculs, remplacer partout 0 par o.
Enfin on a encore

a . a

r^^dt =0(^-'p,o+ r^-^dt =0(^/--p,),
J TT i/ 7T

2/1 2 /^

ce qui achève la démonstration.

3. Conséquences et applications. — a. q = ip = 2r.

(1) On a vu que si p,,= -5 Phypothèse | P^—f\-=o(^\ entraîne | P'n \ = o(n).
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THÉORÈME 6. — Si Ap est une constante^ dépendant de p seulement, convenable-

ment choisie, — ' - \ 2 / M 2 / siï\'2!)ntdt représente la différence entre une somme? n2^-1 J^ f'-P r Â/

trigonométrique d'ordre ^pn et f{x\ L'approximation par ces sommes d'une
fonction f telle que E^(/) = 0 ( —^ ) est donnée par

i .3 .5. . . (2^-1) A, r^^(t)^ / i \
2.4. . . (2 j?) - n^^J, t^ . \nlP-ï ) •

n

Ce procédé d^approximation se sature avec l^ approximation de saturation

d'ordre ——, dans la classe des fonctions où f —^ / dt est borné uniformément

en x et £.

Soit d'après (N. 12)

T f- ^ f^A^^sin^
^P^-J-^p^j^ ^

- ̂ _ r^ /(^+^)+/(^-^)-v<^ ̂  ̂  ̂
-n^-1^ t2?

où a,o==———^ I———• C'est la différence entre une somme trigonométrique
/t+30 sm^-Pt ,

^ -^-dt

d'ordre pn'.Syn et /(a'). On a alors

T / — _ " / _ _ C^ A^a^sin^a^J 27.» — / — ^3p_i .̂y,_i J .̂,/,

et en changeant t en ->

T /•- a/l f^M^81"!^^J'P»-/-;^^ — — — — ( i p d l -

D'où
y,p r^" ^(•2t)s'ln'sf'nt

lln= (J/,n — /) — 2'- (J,/,» — /) = ̂ ^ J —————^———— »(•

La même opération appliquée à Un donnera

a,, f^A^^sin^,
""-^"^T^^ ————^————

Après p opérations on obtiendra

^ r^A.^a^sin^^ y / ^__Ly^^
7^=î^ ————?P————^-K,^,^) A/^'

où K.p ^(a-) est une sommetrigonométrique d'ordre 2^, combinaison linéaire des
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sommes l,,^)(k=o, i, ..., p) et \ une constante dépendant dep seule-
ment. Ceci prouve la première partie du théorème.

D'après le théorème 5 ou l'on prend p,,= ——^ on aura

|P»-/1=0(^-^ et |p^),^0(.).

Donc si E,t= (n^-^-J, en remarquant que

G?/, ̂  ( /?4- i ) . . . (2jo) _ i.3.5. ..(•îp— i)
22/> a2^' - a .4 .6 . . . (2^) '

on aura pour une telle fonction

^r"A^^^^^i_3^_^_,)_^..^A,/,(/) , / , ^•"/>

^2/>-1
^ ^o ^ 2.4. . .(3^) "2/?-1^ ~^-^+o(,„i?=î^•

Ce procédé ne peut donner l'approximation o(-^) que si E,,==of——^ et

pour que ce procédé donne de / l'approximation o(-^-\ il est donc néces-

saire et suffisant que J ' A^-) dt soit borné uniformément en x et n.
' n

Mais cTaprès le théorème 4, si E,==o(^), ̂ ) = 0(i) uniformément

en .2? et t, donc £ étant quelconque ;> o et TI 1 entier tel que <'£^r:-1

^ 1 / ^ + I ^ ^ — /iOn a

r^-/^<f=°(.).
Il reste donc à prouver que le procédé est saturé. Nous allons pour cela

démontrer que Phypothèse

Ap f^A.^a/) . _ / j \
^p~i } —————^^ntdt =o[———\ entraîne f= const.

^o , \f^' /

En effet supposons
Ap /'+ao A^ (2^ ) / i \
^ -^sm^.^. =^,i^).

Alors E,(/) = o(^) et si P,-/| = o(-), | P^ | = o(^). On peut donc
écrire

Â  f aoAE4^)^,^^^3-.(^-I)_A^ r^^(.t) [ z N
^-1^ t2p 2.4.. .(2^) ^-l^ -7i/——a^^„i^îJ5

^p-i j^ ^p

/i •
Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1. 8
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donc U^(^)= 1 ïp 2t dt tend uniformément vers zéro avec -l. m étant un
J i i~' n

n

entier ^>Q fixe soit
-.271 _

Z,nn= f \]p^(x) GO^mxdx.

- 0

Zrn.n tend vers zéro pour n oo. Or
^+» , ..ST: . /? •

£m,n= -. \ ^(-2t)cosmxd^ et A^(2^:=VA^f-—),
Jl ^/ JQ -^ \ 2 /

„ / t=o

les A/( étant des constantes absolues. Un terme de

YI \ ^+^0 eu r^ , / i \
^n=^ Ak l ^ l A, ( ̂ ^ cosma- dx

k=o ^ 6 ^o \ - • /
/î

est à un facteur constant près

r^ dt r 2 7 . / i \
} ^ ^ [-_^\^mxdx.

^1 ^U '- y

/;

Or

r271 f t \
I ^î( , -)/;_i )cos/na;o?a;

=/ r/(^+^.)+/(a;-^)-2/(^)1coswa-^=f /(y)cosm('M-ii)</«
- O 1 - ^ / \ / J i/o \ /

r2^ / 2^ \ r271
4- y /(^) cosm( ^ +-^ ) û^—2 l f(u)cos?nudu^

^0 \ 2 / Jo

et comme
cos m ( M + 7z ) — ces m ( ̂  — h) — i cos m« = — 4 cos m^ sin2 m — ^

2
on a

A.2^(cosm^, 2^) =: const. cosmu sin^m^.
D'où

/T^^ ,7/ /^^ î t ,<»+30 • .7

£w,/î== const. 1 ^ 1 f(^) cos ̂ ^ Sïn2^ mt dx = const. a,n \ ——-,——dt,
^ 1 ^U t/i ^"^

^ ^ rt

^ étant un coefficient de Fourier de /(-P).
Il en résulte donc a,n=o quand on fait croître n indéf iniment . De

même brrz = o. Et par suite Fhypothèse

Ap /^'A^^) . /• i \
——— ( ———- sm^nt dt == o ———n p Jo ^P \/^2/?-l/ .

ent ra îne bien /== const.
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&. On peut au moyen de ces sommes trigonométriques démontrer le résultat
bien connu suivant :

THÉORÈME. — Si f(x) possède une dérivée k1^6 satisfaisant à une condition de
Lipschitz d'ordre a(o<a^i) , E///)=of-^).

En effet si k = ip, on a

^.p^(t)=^(t)—^p^̂p\
et d'après (12)

p-v

A,^.(n=2TT ( i — -—\--t^—\fî^— A2^-p-^-\ ) 11. \ ^.j^p) ! Lt/(s;) •/(^ J7

OU

^ — ^ < S < - ^ + ^ ^ — - < E / < ^ 4 - ^ •
2 ' 2

Donc si/(^eLya, comme | ^ — ^ j < 3 ^ -on a
y9-l

i \ 3°'̂ :. iA^«)i<2n(i-^
22^/(2^) !

7n=l

Et

^2/?4-a ^^ r/'(2/^_ A2^) | ^ TU- _ / i a
" 151 |^(.z-) /(.r') | ^— 1'-1- lz/ — tx/ j •

A^ f^A^^) u^M r^^-rnt ^M r^ sin^/^
^+i^ ^2 '^dt <^ïj^ -j=^dt-^^j^ ^- dt,

où [t.i,= const. On a donc si k= ip

^r'^^^-^^^oi
^o

Si k = 2p — i on a : A^(/) = \t^[x^ . . . ̂ ;;] diaprés (i i) et la définition
des différences divisées donne

r -r^p ^p 1 r ̂ p o-2/?1à.,,(t) == \^[xo • • •xî"^~ [fl • • • x î " ^ .• -F- i' _ ^t- pa. y ^ïp

Or ̂ = ̂  — t et ̂ = ̂  + t. D'autre part
f(2p-l}m"- J^'}r ^ - p ^ - p -i _

L^o • • •^îp—i\ —W^' vxï •••^'^[ip-Tyr
OU

^ — ^ < S < ^ — - î ^—-<^<^+^ .9, 9

D o n c | Ç — ^ ' <3i;et
t^f^^M 3^,^.pW\^\. a ( îp — i ) ! t 2 ( a/? — i ) !

M | / [2/'-lTSt_
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De A^+2(Q = A^) — 2^ A^ (^\ on tire

| A.^-.^) l^const .M | ^ 2^-i+^
d'où

A^
^2/H-

^±1 r • ' ̂ •-'/^('2
2/H-l^ ^

A,^(^)^^^^^^ ^ î M r^30 sin^^nt

^^Jo ^'-^ .
^^4-1 dt,

soit
0| •2/^—i 4-a 1 = 0 -

\^

c. Conditions pour que E/,(/) == 0 (—7^) •

THÉORÈME 7. — Pow que En(f)=o(-^\ il faut et il suffit que l'une des

quantités suivantes soit uniformément bornée en £ et x.

• ^ '-f'^' (—,„...,
' 0

Considérons
, . p , m _ _ P - p , m I -̂ iÎL—J sin2/74-2^/?//7/
^ — ^p^m-1 } t ^ + - ^ n t a t î

*/o

où m est entier ^i. Comme précédemment (3a) si la constante ^^ est
convenablement choisie ^m représente la différence entre une somme
d'ordre 2p(p+m)/^ et/(.r). Cherchons la condition nécessaire et suffisante
pour que ^m =o(^V Cela n'est possible que si En=o(-^-\ et dans
ce cas d'après le théorème 5 on a

^n^ ^ G^n r^^t}^ Q/ I .
^ ^lp+îm-1 ^p..r-2m J flp+-l,n cii ^ ^ \ ^p-i j

=^:)[^f;'^^w}
\- a J

Donc pour que '̂"l =-= 0 (^rr) il est nécessaire et suffisant que

_L r^^^dt""'v, f^'1"1 • '
soit uniformément borné en x et ra. Cette condition est équivalente à

'^"'/^ ̂ à^dt borné. En effetsi

^f"^-0,), • . .,
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alors E»=0(^-^ et d'après le théorème 4, ̂  = 0(i). On a alors

f ^Ê?^ =0(i)f"^=0[(^+i)--^]=0(^»-).
^ 1 J \

r_L__T_~\^o( ^ \
[ /^m (n + i )2W J \ n2"^1 )

Si ^ est l'entier tel que —I— <^ s ̂  J- ? la différence* ^ +1 ^ — ^

Réciproquement si

-f ̂  "• -OC', ^.f"^-" = OC).
/î

Mais d'autre part une autre condition nécessaire et suffisante pour que
E'l==o(^) est q"6 ^"==0(^)• car si ̂ "=0(^)' E»=0(^)

également ; et si E,,== 0 ( —— ) alors —— = 0(i) (Théorème 4). Donc
^-//-

-00 w^-P^^rztdtI „/?,/« |—0( i ' )—— t —— /
1 v ^ 1 — ^'\i) ^+2m-l /

^ O
(îm+l ^n^-1

En changeant ^ en -dans s2771 ^ —1—^—^ nous obtenons le théorème

énonce.

III. — Sommation de Cesaro d'ordre entier.

\. Procédé de sommation de Cesaro d'ordre 2.

THÉORÈME 8. — La classe de saturation attachée au procédé de sommation de
Cesaro d'ordre 2 est la même que celle attachée au procédé de Fejèr.
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Soit

y.i-'i.'i-fi
rr-—- crl^ 2^•4-• "-^-nf7n ,^—————-——————-— et o - - — f —

I — 9. — . . . — n n J —

2'-
et d'après (N.5)

r^(2-^-/-^T,T«' -(>'.'"•*'^'

-^^-^"^(-•S""'-)"• \ i /
=——————r"^(n+1 sin(2/^+I)^^/<(7<+i)7r.^ ^ ^"+2-——2^7——^^•

Si l'on suppose E,,(/)=oQ) ou, condition équivalente, ?^0 <aA (Nota-
tions 3°), on a

r " ? ( < ) / i s i i i ( 2 w + i ) < \ r " i v ^
^ -^-(^.————hTT—)^ <2AJf 7^2^

1

r7'
= = 2 A O ( / ^ • 3 ) ^ ^^==2ÀO( / î ) ,

^o

donc
9 /. ^ ^ / I \ 2/2

I- r ^ûcit-—— r^î^)8!
I)7^Jl ^ n(n+ï)7ij t2

^-/^o - + s in (2^ + i )^
^/ 2^(/i+i)7:^ r2 ^ (^+ i )7 r^ r2 sin^ dt.

[ On verrait encore comme au (§ 1, 3°) que si E/,=o^Y on peut remplacer

partout 0 par o|. Or sln(^^1^ < 2^4-i ; donc û étant une constante quel-
conque,

c p ( ^ ) s in(2^ + i ) ^
^2 s in t

dt \=0(n).

bailleurs

ç î^r-^--^t •
Ji ^ 2 [ s i n ^ ^ J 8 1sm(27î -^-i)tdt

^.J^W^^^^f v̂(^ A=0(i),
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on peut remplacer F^ sinf2/t + l)t dt oarc'est-à-dire qu'à 0(i) près on peut remplacer f ? (< ) ̂ [^l)t dt par

• f^sin^ + ̂ dt et cette dernière quantité est 0(n) si .̂  <2 A•

Donc
, 2 / Z + I /-+009^^+1 r^^^+o^

<7/< — 2 /Z ( /Z+ I )7T J ^2/Z ( /Z+ I )7TJ fc- \^,

, 2 / 2 4 - 1 1 —— I r > i
et comnle ..(«+.) - . = ̂ (»+.) on a finalement

(^ ' ^-/—r^+o^-^^J^TTj^ ^ \ ^ ^

lorsque E,,(/) = U ( ^ ^ et si E/,= o ( ^ ^) on remplacera 0 par o.- 1 ) et si E/,=of-1-^/ \^
Cette égalité prouve le théorème. On peut remarquer que la borne infé-

rieure ^ de cette dernière intégrale peut être remplacée par a comme dans (7).

On remarque aussi que si E^(/) = 0 [ J- ) ?

-/-l^r^'^fâi °" ^J^!^"=a<°'-/)+oœ
L ^ J n

donc
^-/=2(^-/)+0 - .

Si E,,=o( - ) on a
^(^—y)1^/^—/)-^!). .

Donc
SiE,(/)=o(^),

^(°'^—/)~2^(0-/,—/).

2. Procédé de sommation de Cesaro d'ordre entier quelconque. — Si l'on pose
S^=So+. . .+S,̂  on a

Cl
^\ __ ^n

n —— G1 '

Puis

C 2 __ V C 1
^/z—^ °X- et ^ = -T

Or

Vc/1

^ rp — rp+1^^k+p-\ — ^lï^ p'
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En effet C^_, est le coefficient de x? dans le développement de (i+.r)^-1 et
n n . •

^ (i + ,r)^-i = (i + œ)P-^ (i + ̂
Â-=I ^.^

- (, _^ ^)^-i |'(1 4- œ)n+i - (i + ̂ )1 _ (i + ̂ )^- (i + œV
L ^ J ï ~

et le terme en XP dans le dernier membre a pour coefficient (V D o ù
S2 /^ 2 '> r» • n+P 'n=C^a,. Puis

"
I;CL,̂  2cr4.,ar ^c^_,(^-'-/)

^^"^———• • • • ' a^î^——————— et ^-f=^_________L.
""^ 1 c^-' / C^,_,

f Or

^-f-^L^Ç'"^^,,.1 sin(2^ + i)^ „
' •' — OTrP'2 / —^~ • ~ — ——————:————— "^aTTLi^^i J^ <- L 2 2 s i n < J

OU

c^^-^^-r^iï^1)-51^2^1)^^
27r*/) ^ L\ 2/ 2 S m ^ J ?

que nous écrirons

• cL,(.i-/)=-r+°î^|Q+^cî-slni2^^
27TJ(1 <2 L " 2 ' 2Sin< J

D'où

c^^cL,^-/)=^^^ri;c^^c;-2^=1 [_ i ' i. i . j
__L r^^r^ + iç1 v^^+^'L, •
~~^J, ^ (-^+,^-2J——2sm, ^

L i J
n

e ten raison de ̂ C^_,=C^ on a pour 7)^3 :
Â:=l

F 72 —•

rp i-p f^— I f "P^) p^-i . î r ^ - o V c^-4-(^-l)Sm(2Â•+I.)^G,^_,(^-/)_^^ -̂ - C^_,+^C^_3-^—————^^————— Ut.
L *=i _j

Or
n

V ^f/o — pyy+2
^^ A ^/z+/o-l-(X:-l ) — ^n+p+i •

Â-=l ' ,
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En effet ^C^_^,_^ est le coefficient de x^ dans le développement
dekÇï+xy^etFona

n n

^k(ï-{-.T^+P-k—(^ ̂  ^\«+^+lV ' k

\ —— / ^(l-t-^)^1

d [ ^ i 1==— (i^-^;^1— ' V —/ dx \ ^à (i^ ^ (14-^)^

==-(i+^)-^^f^—^-t^l
dx\^ œ(ï +xY J

= (i -+ œY^-P^ ̂ -^-^^-{n +1)^-1
^2(I+^) / ^+1

(i 4- ^y1-^4-1 — (i + ̂ ^— (^ -+- i).^(i 4- ̂ ^
^2

II faut donc au numérateur de cette dernière quan t i t é prendre le coefficient
„ 4.^^^.^ ^ -n^«> _ - _ - ^^du terme en a^2 qui est précisément C^,,,. Il en résulte que si t -> o,

Cg^,_t_,,t_i ; sin ( 2 k 4- i ) t
n

2 2 sin fk=t

tend vers C^' , + l- C7'"'- .n+p—ï 1 ^ ^-'^-(-^—o, •

Cherchant alors l'approximation de / fournie par la moyenne de Cesaro
d'ordre?, CT; et supposant dans ce but E,.(/)= 0^) c'est-à-dire ^2 unifor-
mément borné en x et t (Notations 3°) nous écrirons encore :

i "

^-^-^-^^'-^(^--^^-Ojr'^^_,(a,-/)^ f +^(G^^^^) r^

_,_!_ f9(_Q_._ ^9(0 ^
•-'"./i ^

/i
aîrJi t'1 |_ asiiK

Le premier terme s'écrit :

^ C^_t_^._,, sin ( 2 À- + i ) t
l:—^

cit.

Ùf, ^Tt 2 sin<(c^-' + \c^-») - 2 C^_,_,,_,, sin(^ + i)/1 dt.
L ,=i J

Or
n

' sii> ̂ C^_, + ̂  C ,̂_, '] - ̂  C -̂.-,,-,, sin (^-+i),a sin ̂ C^_, + ̂  C ,̂_, - ̂  C -̂.-,,-,,

est un polynôme trigonométrique d'ordre 2/1 +1, impair, nul pour ï=o. Son
dnn. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1.
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développement commence par un terme en t3 au voisinage de t=o et sa déri-
vée troisième est

n

< 2C^+ c^_^^(2/c^iyc^_,_^.
/:=!

Or C^== O(^). Cette dérivée est donc en valeur absolue moindre que
n

oçnp-^-^-oçnp-2) ̂ o^^Vc)^3)
i

c'est-à-dire O^4"1). Si î—^ =0(i), le premier terme est donc en valeur
absolue inférieur à

i
..n

(^(nP^1) tdt=zO(nP-1).
JQ

, . i r " 2 r4"00 ^Le troisième terme s'écrit : — / + — / où a est une constante quel-
27rJ^ ' 27T^ ^

/(

conque <^ -•
Or

V C^_4-(À-i) s in(2Â- + i )^
i ^^(^l ̂ i
^J ^ | 28111^

^

i r 4max|/| y^.F^-3 .^Vr^-2
< i7r J ——^—— 2d ̂ ^^-.-(^i) + ̂  2j L^-4i/î4-^-4-(^-1 )

a LÂ•=1 ^=1

< ̂  r "̂  Ier-2 + ̂  ̂ -1= 0(^1 )-^rt L ^ J

et

^ C^..,_^-_^ s in (2Â- + ï ) t ^0(^-)
i_ r"^ ̂
^J, ^ -r^—^ —^•dt <

27r / ^2 2 sint
-^

03 (t) r\ / \ \parce que —— = 0 ( i ) et
C^_^_^=0(/^-3); cette quantité est donc 0(^-1).

En définitive

I r,/0-1 j- _ r/^-2^ '-'n+/)-2 ̂ - ^ ^^+^_:3

^~l/'::=27^' fô""" ]r^?(^)^ ,'0(^-1)
——^ + -r-p———

^n+p-\
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c'est-à-dire
F/^-i _ ^ p/o-21 rp-1 i_ I cp-2 1^ ^n+p-2 + ̂  ^n+/;-3 /^

^ L ^ — — — _ U
^-y^-1-! —2^ ^-3 r^-.of1-
" •/ 2 7 T | C^_, |.A ^ \ ^

^^r^wi).i c^-. r
^C^_^^c^j, ^ — -v.^

On peut donc énoncer :

THÉORÈME 9. — Lesprocédés d^approximation définis par les moyennes de Cesaro
d'ordre p entier Çp = i, 2, . . . ), ont tous même classe de saturation.

On remarquera : i° qu'un calcul plus s imple que pour o^ et a^ permet de
prouver que les classes de saturation attachées aux moyennes de Cesaro d'ordre
entier p^3 sont les mêmes, mais ne prouve pas que cette classe est celle
attachée au procédé de Fejèr;

2° que la constante qui figure dans l'approximation de / par a'^ lorsque
E^(/) = 0 ( -1 ) est asymptotiquement pourp oc : -p— ;

3° que si [ a^—f\ =o\ ^ ) ? alors /= const.

IV. — Procédé d'approximation de Jackson-de la Vallée-Poussin.

Dans ce paragraphe nous étudions la classe de saturation attachée au procédé
de Jackson-de la Vallée Poussin défini par les sommes dWdre in\

- > 3 r^ /(.r+2^--4-/(^— 2t) . , , ^ ,
^——^j, -—————t———————sïnntdt' ^ ' ï ï )

Remarquons d'abord que si a^(^) désigne la conjuguée de la /z16"1® somme
de Fejèr de/(.r),

i r ' " fix-^-ït) . .
z== — f ^———;——-sm^nt sin^nt dt==. o-.,^— o-^.

/^7^t/_ac ^
n'K

En effet/(.r+ 2^)sin 2^sin2^ a pour période TI et en raison de
+«

=ys in 2 / ^J (/4-Â-7T) ' 2 ^

on a a

i r ~ . , „ -.sm^nt sin^nt -,
— \ /(^'-4- ï t ) —f{x— 2 / ) . • ———cit.
n r i j ^ u v / v ' / 1 sinf sin7

De sln n ==^, s in(2p— ï } t , on déduit :sin(
p-=.\

cm / ^^ \ 1 / 7sînt



68 M. ZAMANSKY.
71 '
^ V n 1

^^Tn^j r^^2^-^-2^^ ^2sin2^sin(27?-i)^ ^

• \ L î J
==:^^-^+^-^-^)]^

F ~i
X [ ^1(COS(2/^ — 2/? + l ) ^ — COS(2/^ + 27? — l) t) ( 6^

L/^i JTi^r
==-— / [ / (^+2n—/(^—2ni—1 -

• 2^Jo "sin^
^

X ̂  [(cos^~ cos(2/î+ 2 p — ï ) t ) — (cost— cos(2^— 27? + i) t)] dt.
/?=! •

Or
TT

C- I F r ^ / ^\ ^f . - . C O S t — C O S ( 2 0 + l ) / - '
^P^ÏJ [/(^+^)-/(^-2^]—————^£-——^-dt.

D'où
'^=^[S.+S.4-i+-.+S;.-i-(Si+S;+...+S;_0]

et comme a;= s; +' "^ s-1 il vient

p/?== 2^ ̂  ̂ cr^ ~- 2 /2cr^ == (72/2 ~ ̂ '

THÉORÈME lO. — La condition nécessaire et suffisante pour que le procédé
(V approximation de Jackson-dé la Vallée-Poussin défini par î^ donne de /(^)

une approximation 0( -^ )? est que f(x) possède une dérivée f'{x) satisfaisant à

une condition de Lipschitz d) ordre i.

Posant encore <p(^) == f(x + 2?) +/(^ — 2^) — 2/(^), on a

^-/^-^r^sin.,^.27r^^ ^

Nous cherchons l'approximation donnée de / par î^ lorsque E^=o(-\\

f possède alors une dérivée continue // telle que •E„(/ /)= 0 (-l-\ D'autre
part on a aussi

W)^0(^Y En(f')=o(ï-} (Notations 3«). ^ •
\ n / \n ]

En raison de la convergence absolue des intégrales qui vont intervenir on a,
en intégrant par parties,

T . i f+ w / /(^+2^-/ /(^-2^) . , , i r^^{t) .J// — /— ——; / -——————————————- sln nt dt + ——; 1 —— si"2 nt sin 2 nt dt.7in ^0 l " ^'^Jo t>
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Une noavelle intégration par parties portant sur la dernière intégrale donne :

i r + ? ( Q , -
2 / —^-[^^sinntcosntsinïnt-^-^ usinant cos'2,nt]dt

I Y-<-^o//(^+^)-/v(^-2^ .
+—— / - — — — — — — v — — — — — - s i n ^ n t s m ï n t d t ,

^o L

c'est-à-dire

ÏnS ?-^(sin^^-sin^^)^+^[^(//•;^)-(7,(//•^)]

en raison de sin^n^ 2 sin2^cos2/^= 2(s in 22/^—sin 2^) et dû temme
précédent. On a donc

^-f^r^^^-^^-^h^n^
- •/ ^n-J^ t-

+ ̂ [^(/'; x) - cr^f"', x)\ + 2Œ^(/; ^) - î7,,(/; ^) -/(^).

Or sin4/^^== sin2^— / sin22/^^. Le premier terme s'écrit v
1 r^ f ( ^ - + - < 2 t ) — f f ( ^ — < 2 t ) . ,

——r. / v—————-——————-sï^ntdf
TT^JO ^ .

2 /l+00 / /0•+<^)—./VO— 2^) •—7——r— / • ; - — — — — . . v v—————'-s^n^ntcli.
{^nY^J^ t-

Soit alors
1 r4'30 //(•2•+ c î t ) — f \ x — ( î t ' } . , ,^==——„ / ;/——————————————'-sin^ntdt.

^^J, t"
Comme

-+-00

cost _^ i
sin3^ ""'̂ J (^4- Â-TT)^

on a
71 ' ' ' .

1 r'ff(^-^lît)—f/(œ—fît)
Un-==. ——r < :i—————————————————'-COStSïÏi^ntdtTin" J^ sm-'t

•7T

1 / l 2 / / ( ^ + 2 ^ — — / / ( • 2 ? — — 2 ^ V / . r , , , '==————7 / v——-———————v——-——————- > , ( 2 C O S ^ S i n 2 Â - — I /W^
27r^J. sin2^ j-.J1' 1- J- /

0 ^=i
'Tti / l s / / (^+ 2 ^—/ / (^— 2 ^^^ v . . ^ z=———^ / —-————————————- s i n ^ + 2 ^ s i n 2 / ? ^ + s i n 2 ^ < Ç ^

27r^Jo sln ^ | —J

l. k=l J

• = ̂ /'^"'V""3^^^ i/-'.<^ -)i- ̂ ï^/--'.</•, -)i.
Â:=I

La première intégrale a un sens parce que /"existe et E/^/^^of-1)- La
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première quantité^vaut donc 0( -\ ) • La seconde est o( ^ ) parce que ( J n ( f ' ^ x )
converge uniformément vers /'.

On a donc aussi
2 f4"" f ' i x -^ ' î t ) —f\X— 9.t) .

-^n^i -—————-t———————-^ntdt

-^^^^Ss^-^^^i!-' *=i i
Or

r / . — j .
2 ^ n—i r cr, 4- 9.0-2 4- . . . + (n — ï)a-n-i ~\
^ 2, k (/- Œ^ = -n^- \f- ,+,+...+(„+,) ] •

. ' k=l

Enfin en remarquant que [ '20^,,— ^n—f\ = 0[^(/)] ^t en utilisant les résul-
tats obtenus sur l'approximation par les sommes de Fejèr et les moyennes de
Cesaro d'ordre 2 des fonctions /telles que E , ,=0(- ) [voir (7) et (i5)j (ce
qui est le cas pour //' ici) on obt ient après réduction :

^-^(^.^r^'-^f^'-^r^''''
n n " n

OÙ
9;:=/ /•(^4-2<0 -4-/ /'(^— 2^) — ïf^x}

c'est-à-dire

(I6) : J--^=-À/+'ï^+o(^)•
n

Ainsi s'exprime l^approximation de/par Ja,, lorsque E,,(/)== 0 ( ^ ) -

Si E«(/) === o ( \ ) on a aussi

W)=-o(^), E,,(/)=.(^), .E,,(/'-)=.(^

et en reprenant les calculs précédents on voit qu'on peut dans (16) remplacer
0 par o. Il existe donc une classe de saturation (Th. 6). Elle est obtenue

lorsque f ^ dt est uniformément bornée en x et n, c'est-à-dire (ïh. 2)
n

lorsque \a^f'\x}—/'(^) [ = 0 ( - ) donc (1.4) lorsque /€Lip i . Ce qui
achève de prouver le théorème.

On peut alors reprendre cette question et chercher la classe de saturation
attachée à ce procédé, parmi les fonctions possédant u n e dérivée première
appartenant à la classe L ip i . On a le résultat suivant :
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THÉORÈME 11. — U approximation de f par Ja,, lorsque f ç. Lip i est donnée par

-/-— r î^ïtl J~ IÔTT^J, /4
" 'lu dt+0 - •

En effet

_rmiJ..-/== - sin4 ni dt ,
^4 27T/1

3_ r
^j, î^sin*^^.

^^Jo ^

Comme y7 existe et € Lip i, •y - est borné et

———r^sin^=o(-L).
aTT/r'^ ^ \w3 /

D'où
T ^ oY1 ^ , 9 ^^(OJ,,.-/=:0^+-^^ -̂ -^/^27 i67r/t3

3 r^w

dt

f cos'înt dt 4- „
<* lÔTIW1l\Tt n3

r '?(<) ',J. -ï-00^cos4^^ dt,

Les deux dernières intégrales valent 0(/i), d'où le résultat.
Par conséquent pour que [ 3^n—f\ = 0 ( \ ) ? cest-à-dire pour que /7 € Lip i

il faut et il suffit que ^ / ^-—^dt soit borné uniformément en n et x. Un^.A /'
n

raisonnement déjà utilisé prouve que cette condition est équivalente

à É f î-^ dt borné uniformément en x et £. Nous pouvons donc énoncer :
^s.

THÉORÈME 12. — Pour que f(x) possède une dérivée f appartenant à la
•7 r -7 m C^ / (^+Q+/(^—^)—V(^) J.classe Lip i, il faut et il suffit que £ ^ v-———-—^————-——"——dt soit uni-

^£
fermement borné en x et £.

Remarquons enfin que si/' existe et eLip i,
\f'(x')—f\x')\ <M'\x—x'\

et
| / (^+20+/(^-2^-2/(^) |=|2^[ / /(^+20Q-/ /(^-20^)] | (0<0<I),

^8M^2.

Réciproquement si
en x et t par 8 M',

- |/(^+2Q+/(^-2^)-2/(^)

r2 est uniformément borné

l^-/l=o(^)
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^ 'J-/-^ c'^""" ̂ c^'^r^1-
Cône/possède une dérivée/'eLipi. D'où ce résultat:

THÉORÈME 13. - /(a-) étant continu, de période 271, pour que f possède, une

dérivée/' appartenant à la classe Lip i, ilfautetilsuffit que /(a•+^+/(^-^)-2/(^)
soit uniformément borné en x et t.

V. - Procédé d'approximation défini par la fonction sommatoire i + au + (3.̂ .

Soit^(u)=i— au+ pu 2 et considérons les sommes trigonométriques définies
à partir de la série de Fourrier de / :

7i—l

m __ ClQ ^^\ / k \
1'1-' — -^ -I-^ë\ J, 1 («/•cosÂ'd" -+- bksinka-).

i=l

Nous supposerons que ^(i) = o, c'est-à-dire i + a + ? = o et a 7^ o.
En posant

A^ == a.k v.Of.kx + &A sin kx,
il vient

T«=(i + a) S«-ao,,-^-Ê^ s^(.r).

En tenant compte de i+a+p=0 et de (iN.i 5), on obtient:

^-^-P^8"-/)

, --(-/)-^-(Ï^)^-/)^^(7,^^
Si alors on suppose E,.(/)=oQ), IS^-yi^of108") et d'après (7)

< / l i - 7 \ \ / \ ^ / • * - \ /e t ( 1 7 ) o n a /

^-^^^-^r^-"-
2/2 "

Lorsque E,,=o(^ on peut dans ^-/remplacer 0 ( ^ ) par o(1) et l'on
en déduit le résultat suivant : ' .

THÉORÈME. — Le procédé ^approximation défini par la fonction somma-
toire i+ay+pu» où a+p+i=o et a 7^0 possède la même la classe de
saturation que celle qui est attachée au procédé de Fejèr.
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CHAPITRE III.

APPLICATIONS A DIVERS PROBLÈMES D^PPROXIMATION ET AUX SÉRIES DE FOURIER.

1. Approximation de la fonction conjuguée par les somme's de Fejèr.

ÏHÉORÈMEl4.-&'/(^)eLipi,^-/-=o(^[lJ. Si de plus f(x) possède
une dérivée continue f'Çœ\

r^-w^^^o^
n \n} ,

et

/-(^limif ^-fV^)-/'^^)-/'^-^

£=0 ^J^£=0 7T^ ^ dt.

La première partie du théorème est connue. Nous en avons démontré la
réciproque (Chap. I, § 4). La démonstration suivante précise l'approximation
de/* par ̂  lorsque f\x) existe et est continue.

Nous utiliserons/les sommes V,,=2(7^— ̂  D'après (N.19) on a

V^== 2^(0-^—/') 4- ^(20-^— 0-,; —/• )

' , I f+x/(^-+-.20-/(^-2^ , . , '
"'"^J ———————^——————(sin-^nt— sin^n^dt.

s

^ 2(T;,-CT;-/-|==0[E,.(/-)]. Soit d'autre part

A =: sup
.r, h

f(x+h}-f(x-h}

On a
i

nn f.0
2Â

/(^.+ 2^) —f^x— ^t) .
——————————————-(sin^/î/— ^nt)dt^0

^00 /sin'^^^ sin2^^ \ , 3AaA /'•'̂ .- r^^r
et par suite

I^-^K1^4-0^^)^^-

Or Phypothèse/€Lipi entraîne: |V, =0(i)(1) et E,(/)= oQ)donc
E^(/ ')=o(^) [8]. Oonc ^n—f !=°(^) ce qui prouve la première
partie du théorème.

Supposons de plus que f'Çx) existe et soit continue pour o^x^l^r..

(1) 'Chapitre I, i°, e.

Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1.
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Posons A(2^)=/(^+2^)—/(^r-2^) . L'intégrale qui figure dans l'expres-
sion de V, s'écrit

^7T

car

-A(^_^,^sn^

/"^sin2^, nn ^ ,

ï: mi
ï r T A ( ^ ) tsin2^
^J \——^-[^flW\—t—dt^<îfW.

^u L J -

/ —,;—dt= —• On a donc
Jo ^ 2

^-f^^n(^-f')-^-f^n(2^-a;,-y')

•r
A -\ n , s in 2 ^ ^ — sin2^

•4/'(-r) ^.

Tenant compte de ^ ( ^ } =^/ /(^+^) où 0 |<i . la dernière intégrale
s'écrit :

U"[/'(- 20r I s in^^— sin2^ ,-f\x) ————^———dt

et est en valeur absolue inférieure à

4 ' r^" / ' t 2 t \ Is in ' -a^— sin-2^4 F ^t\- 1 c»)i —
7r^ \ ^ / ^2

( jOi(Â) désignant le module de continuité de f\^\ Cette quantité qu'on
rencontre dans la théorie élémentaire des sommes de Fejèr [6j tend vers zéro
pour n oo comme co^ ( ï - ) l o g o j ^ - ^ ) -

D'ailleurs lorsque/ / existe et est continue

^n(f)=^n(f) et ^n-f\=0[E^f)].

On a donc
Y^=^+(^-/•)+(^-^-/•)+o(^)•

Mais l'hypothèse/' entraîne E»(/)==o(^') donc E„(/')=o( /^ [8j. Il
vient alors

YlLzZ-Z. ^-/•+o(^2/1 2/1 -- ^ ^

Enfin de cette dernière égalité on tire

, . ,. /'(^) / i \donc ^-/^-Z^+oM.

Œ--^--£(SL+<;)+^--Œ-^•
Comme S,= (n + i)^ — ^cr,,

• _-• „ ^^z—^^+i ^p/log^
2/2+1 Œ2--^———27Z———-°t-^/

S.;/,=: (2^ -4 - l )o -2 /^ i—— 2 / Z O - 2 ^ et 0"2/2+1——0"2-^
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Donc
.. f ' ( x ) / i \

°'-^+i —/ ==:— 4- 0 - )' 2^4-1 \n)
et par suite

• ^ /'(•zl) /i \..-/=- ̂ J+o^j.

Quant à la troisième partie du théorème, d'après (7) on a

.;,-/•=— r°°/-^+^)+/-^-^)-v(^ /i
•' 2TC/îJ ^ ' ^

^UoflV
n \n

D'où le dernier résultat en changeant 2t en <.

2. 5'À7^ rf^ Fourier, série conjuguée et sommes de Fejèr, — Dans ce paragraphe
nous indiquons des critères de convergence de la série conjuguée et des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que S^—y|==o(-^) exprimées au
moyen des dérivées des sommes de Fouriel:.

THÉORÈME 15. — S,,(.r) désignant la n1^ somme de Fourier de fÇx) continue^
c / / \

si -n-—— tend vers zéro avec - (en particulier si la série de Fourier converge uni-

formément) la condition nécessaire et suffisante pour qu'au point x .la série
7t

f* ci

conjuguée converge est que ^ [/(.r+2^)—f(œ—2^)]cotgrf^ ait une limite
J\

pour £ = o et la se fie conjuguée a alors pour somme.

TT ' ••

lim-1- f [f(^-\- ï t ) —f(x— 2t)] coûtât.
,£=o7Tjg

Soit
î ¥ : • • ^

S;(^) = ̂ f ~ [f(œ + 2^) -f{x - ̂ )J s]n^^-^^

et
7; . .

c? - / x I C ~ \ j - , x j - , x i COSt— COS(2^ + ï)t -
^nW^^j l / (^+2^- / (^-2^) |———————^—————— ' -dt .

Pour calculer S^(.r) nous partons de
, 7T T. U —— X+ » . , . ^ s in(2/z+i)——— - ,

„ i /* sin('2n-^-i)t ï r " ' 2 du
^(^)==- / f^-^it}———————dt-==.- \ f(u)——————————— —.

7rJ_, sin^ TrJ^ ^^ - ̂  2
S 2 * 2
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Sïn('2.n-\-ï)t . , . p „• - i i, • , . . i,——sm7—— 6tant une ionction paire de t sa dérivée est impaire d où
' • 7t . '

+^,

ç / / v i C " / . / . û ? / s i n ( 2 / z - + - 1 ) ^ \ û^ , u—x^ n ( ^ ) = — — / fW~rÀ———;—^—? où ^^——•2 7T J ^ - dt \ S1D ^ / 2 3

ou encore

c/ / \ 1 F r ^/ ^\ £ / \ i ^ /sin ( 2 ^ + l ) < Ç \ -S.(-)=-^^ [/(^^)-/^-^)J^ ^^ ^ ) ^

Posant^(r)==/(.r+2^)—/(.r—2^)on obtient

-s-^^-=:-^- r ,j , /^ r s in (2^ + i ) ^ ç o s ^ — (2^+1) sin tcos(^n -^ï)t~\ ^
2 ^ + I - ' 2 î ^ ^ 4^ ; L ( 2^+ i ) s in^ J ^

Soit
Un(t) === sin(2/i + i)^cos^ — (2/1 + i) sin^cos(2^ + i)^ •== (n 4- i) sin2n^ — n (sin 2^ + 2 ) <

et '
u"^(f) -==8n(n -{-.i) [( n -\- i )'2 cos (2/14- 2)^ — n2 ces 2 /^ ]

== 8n (n +i) [(2/1 4-1) cos(2/i + 2 ) ^ — 2^ 2 s in^s in (2w + 2)/].

On voit donc que s\\t = = o ( - ) î |^(^)|=0(^3) et la formule de Taylor

permet d'écrire lorsque [t\ === o f ^ ) î Un(t)\ < ̂ 0(/i3).
o, v'^/ î'

Dans l'expression de —ïl— on a doncr 2/Î-4- I .2/14-

D'où
r y^-^ii^^^<fe:=0|co(- .

^ 7

si^)-^-L f2^,)8!11!!^1!^^.^ ^ cos(2/^z). r A y i
2 /^4-1 27rJ^ T v / (2 / i+ i ) sm^ 2 7 ^ J ^ • T V / ' sin^ L Y ^ y J

Considérons y ^) ^^"^^f00^ rff. Si Fon remplace cos t par i l'erreur

commise est
Y sm^

/ ^ (^ )—Y-s in (2 / î+ i )<^ .i/i sln t'

Or ^(^ -:—- est fonction continue de t et
' v SIDqt

sin2^
. __B dt = 0 | û) ( s-

sm^t L \^.
rn sin2 ~ r / T \ n

1 ^(t)——^dt^O \^{-} .
J, • v / sin2^ L WJ
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Donc

'.{w sin(2/i + i)^sin2-

sin2^
^

est un coefficient de Fourier d'une fonction continue et tend vers-zéro
pour n oo, (uniformément en x). L'erreur commise est donc o ( I- ) •

7Z

T * • ^ ï A J / * 2 ^ / \ s l n ( 2 / î + I ) / . 7Le même raisonnement prouve qu on peut dans / ^ ( t ) .—-—-—— dti i r j T \ / (2^ + i) sm2^
» .

remplacer sin2^ par t2 et que l'erreur commise est o ( 1 ^ ) ' II reste donc àr A ' , \^/
étudier

'^iC^
sin ( ' 2 n -\- ï ) t

t2
dt.

Nous prouverons que*^ = 0 oj ( î- ) •
Si dans l'expression de ^ nous remplaçons / par Pn(^) tel que

)/—P^ == 0 c o ( - ) | l'erreur commise est 0 ( o ( - ) -So i t ^(Q ce qui
devient alors ^(?); on a
l/

—An j , sin ('2n-\-ï)t , ^r / I

.(Q——i——^-t-O M'["(.)]•û

Enfin selon une méthode déjà utilisée, changeons t en t ———— et remarquons
que

i r^^Q^^^).,- ( —————————sin(2A/ ,4- i )^^
n^ ( . . 7r \.)•, ^+ 2^

1 7l

^ÏÏ + 2^+1

{L\ f" + ^l^ ^^oL(-')1;
<°t̂U ^ . ' 7T \ L v1/-!<+

car d'après (Ch.I, 2°), | P^ =o| n c r i f ^ l ;

u^ , ^ , /, , 7T \
^^^^+,7,q-ï) .

sin ( 2 /?. + i) dt == 0 ( - ) •
in

TT

2^ + I
f-}-
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Puis en prenant la demi-somme des deux expressions de Vn on a :

^r , , , / , , "
.,—f ^(t) ^+^) . _ r / , -

""^"T—- ^ v sm(2/?+ I) /^+o|..cl)(„
\ 2/l-i-I/ _

^Ji

OU

^ ^^(Q-^( ^^(Q-^ ^+ in + i / . ,..—f^^J, sin (2 n + i ) < dt
t^-

^n(t)f, ^s in (2 /z + ï)t dt
" în+l ^ t ̂ +—L_Y

ïn -{-ï

27T- ^(^)
TT./ , s in(2/? + i )< dt.^ ( 2 ^ + 1 )'2

1 tUt-^ in — i
Comme

i ^ (^ ) |^4^max|P^ ==^oLco^^1

et

^n(t)-^n /+
2/2 — I / 2 ^ + 1

0 F m a x 1 ? „ :0k) - ,\ ^ 7
on a en définitive

,,.-o[̂ )].

Par conséquent/(.r) étant continue et co(À) son module de cont inui té :
7T • .

-^^^oLf-1)]--' r^(,)œs(^+i),
2/Î+I |_ \ / î / j 77.^ " / Slïlt

Or

{W^Ê^'"- =o[w -'-'ir"""'"="["(;)]•
parce que pour | r = = 0 ( I - ) î

| cos^—cos (2^ + î ) t \ == t^OÇn2).
On a donc :

TC ' '

(I7) 2~^T=0[&)(^)]+S»-Ï/ [/(^+2<)-/(,r-9-<)]cotgf^.
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S7 (^Supposons alors qu^au point .r, lim == o. Si S^ a une limite,
, . n oo Tt

Tt

^ j ' [/(a-+2<)-/(a--2<)]colgfû?f
7Î

a même limite pour 7100-et réciproquement. D'ailleurs si
T\. • •

f [/(^+ (2t) —/(^— 2^)1 COtg-^
<A

^ ^
a une limite pour n oo,

71 • .

f f / (^+2^)—/(^—2^)"]colg^
*^£

a même limite pour £ = = Q . En effet 71 étant l'entier tel que——<^ £^I -?
lorsque £ est donné,

^ , ̂ ,̂ . =0[«(,)]^0[^)].

7Î-)-1 /î+l ^+1

D^où résulte le théorème énoncé lorsque -> o avec ^* D'après le théorème
fl i A^

général, on remarquera que ce résultat est exact dans le cas plus particulier où
'S7 {x^la série de Fourier de /'converge uniformément car alors tend uniformé-1 / 0 n

ment vers zéro lorsque n devient inf ini .
Le théorème 15 généralise le théorème de Young [7] pour les fonctions

continues. Celui-ci indique même condition de convergence pour la série con-
juguée en supposant que f(^) non nécessairement continue, est à variation
bornée. Lorsque f(^) est continue et à variation bornée, sa série de Fourier
converge uniformément. Pour les fonctions continues le théorème de Young
est donc encore exact avec des hypothèses plus générales. Nous donnerons
diversesconséquences de Pégalité (17).

THÉORÈME 16. — Sien tout point (fun résiduel,

i Ç f/(^4-2^) —/(^—2^)]c0tg^
^ J s.

a une limite pour £ = o, il existe un résiduel R tel qu^en tout point de R une suite
partielle infinie de { S'^ ] converge vers

lilfl-1- \ [ / (^+2^)—/(^—2^]c0tg^^.lilfl1 I f/(^+2^)-/(^
s=o^ .s = o ̂  J.
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Rappelons qu'un résiduel d'un segment (a, b) est le complémentaire sur (û, b)
d'un ensemble de i^ catégorie situé sur (û, 6). Étant donné un. ensemble
de points ^(^==1,2, . . .) denses sur (a, 6) et des intervalles (û,,, ^+4) tels
que lim ^==0 l'ensemble de tous les points de (a , b) intérieurs à une infinité

. H oo ' /

d'intervalles (^,^4-^) constitue un résiduel de (a, 6).
Soit alors p^==max| S,,—/]. On sait que ?„== 0(log/i) [7].
On a

s^ + ̂ ) - S4^) 1 ̂  2p,+!/(^ 4- À) -/(^) |,
d où

S.^-.Q/^K^+I^^71)-^) (o<0<z) .
1 ^ 1 - ^

Prenons h=hn=-°^ où l im£^==±o de façon que lim/^=o ( p a r/ î£^ /^ /^ v
exemple £/,= ,-^-). On a alors

^g71/

1 'S'J^+O/^) <0(£/,)4- J-^-CO(^)=:0(I).^ '^^ . ""/] --^^ • log^
ç / / > \ ^

Donc en posant ^ = ̂  + ô^, ^-^ -^ o. (a, ?) étant un intervalle de l'axe
des x, si x est choisi intérieur à (a, ?), dès que m est suffisamment grand,
j^==^+9/^ est intérieur à (a, ?). D'autre part S^(^) étant fonction continue

Ç'/ / 'y \ '

de x, l'hypothèse ~^-^ < ̂  où lim£^= o permet d'associer à ̂  un intervalle

de longueur \n tel que si x^ est situé dans (^, ^+ X/,), on ait ls:^(^)i < 2^.

Les ̂  étant choisis denses sur Ça, b) et ?^ tendant vers zéro avec -!-, l'ensemble
des points intérieurs à une infinité de (^, ^4- À,,) constitue un résiduel ïV. A

ci7 / \
tout ,r de R' on peut associer une suite d'entiers { n?}^ tels que lim np = o.

f f y y f î

Supposons qu'en tout point d'un résiduel R/^
Tî

' r2
/ [/(^-l-2^)—/(.P—2^)]c0tg^^

" £

ait une limite finie. On obtient le théorème 2 en remarquant de R/ et R" ont en
un commun un résiduel R.

ç»/ / \

THÉORÈME 17. —/(-P) étant continue, lorsque n ' x ) tend uniformément vers zéro

avec -^ (et en particulier lorsque la série de Fourier de f converge uniformément)^
une condition nécessaire et suffisante pour que la série conjuguée converge unifor-
mément est que :

7l ' .

1 0 Y f-A^4- ^t)—f(^—2-t)]cotgtdt ait une limite pour e==o.
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r8
20 ^ [/(ly + 2 ̂ ) —/(•r — 2 Q] cotgt dt tende uniformément vers zéro avec £.

^0 <
§/

En effet si -^ tend uniformément vers zéro, l'hypothèse que S^ tend uni-
Tt

/ï^fermement vers une limite entraîne que lim \ ^(t)cotgtdt, existe et
£==0 i7g

/l£

que f ^(t)cotgtdttet\d uniformément vers zéro avec £.
v 0

(•^(^)===/(,r4-2^)—/(^—2^)). Réciproquement, s'i -n tend uniformément
n

r rvers zéro, les hypothèses lim ( ^(t)co\gtdt existent et ^ ^(t)coi^tdt tend
£==ojg Jo

uniformément vers zéro, entraînent que la série conjuguée converge unifor-
mément^1).

THÉOKÈME 18. — Pour que |S^—/| = 0 ( - ) ( o < a ^ i ) il faut et il suffit
que\S^)\==0(n2-^

Si nous cherchons la condition pour que S,,—f\ == 0 ( — ) il faut d'abord

supposer que E^(/) = 0 ( ̂  V

Dïaprès(I),si|S,-/|=o(^), S:(a;)| = 0(7.2-).

Réciproqoement si l'on suppose S^(a-)= OC/i2-01) [et E,,(/)==0(^) 1 en
vertu de (N i5) on a :

S^(^) n g , , 2 ^ + 1 , /Oi+2<7,+. . .+ ^(7^ ,\

—————— ——— (/ - bn) + ~n~^T (Œ7Î-/) - T ^ o . — — T - ^ — — -/^/ î ( ^+ l ) / ^ + I • / / ^ 4 - 1 ' v / \ I + 2 + . . . 4 - / 2

et lorsque o <^ a <^ i

-/l=o(^), o-i+. . .+ na^ ^
=0(^) d'où |/-S,.=0(^

Lorsque a =i , E«(/) = = 0 ^ j et d'après (7) e t ( i 5 ) on a :

-"-^^r'^"20"^"2^2^^"0^)-/i
et

<T2_/___^i±J__ ^+ '°/(^+2<)+/(^-2^)-2/(.^)^, , ^/ I \
an • /-2/^^4-I)7TJ, ^——————————————"^0^^

n

(1) Rappelons le théorème de Fejèr : Si la série de Foiirier converge uniformément et si/' est
continue, la série conjuguée converge uniformément [7].

Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1. i l
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Et par suite
S^(^) _ n 2 /1+1 f4"00 2ns^) = n (f s } \ 2/l+I r ^+I r +o f - ^/ i ( / î+ i ) / î+i '*' nî 27 r^ ( / i+ i ) J^ 2 7 r ^ ( ^ + i ) J ^ \ / ? /

=^/_S.^O(^

Donc si S^ = 0(/i),
l/-sj=o(^).

Remarque.—En général une des conditions JS^—/|=0 [-\'>\^n—/[ ==0 ( - )
n'entraîne pas l'autre.

Si en effet on considère /(.r)== V cos^; on a bien [ Sn—f\ = 0 ( I - ) - Mais

comme
/. o ^ ï V cosp^c log/îo-,-/=S,-i-/-h^^—^—, cr,(o)-/(o)^-^-./î AJ p ' ' v ' ' n

i

De même si | a^—f\=0(î-) on ne' peut avoir | S ^ — y [ : = = 0 ( - ) quen ) • '• ' - l/ •' \ ^.

si S^ =0(i)e.nvertudec7^= S^_i+ ̂ ^r Or,si|^—/|=== 0 (^) î / ' e L i p i ;S , i n " / /^ • i /•i /"\ / i
-'/l —— /î-

et en général si/' G Lip T on n'a pas S^ ==0(i) car dans le cas contraire
on aurait aussi [ S^ =0(^) et par suite d'après le théorème précé-
dent S^—f \= 0 ( - ) ce qui est inexact.

Cette remarque et le théorème précédent sont précisés par "les résultats sui-
vants qui concernent l'ordre de grandeur des dérivées première et seconde des
sommes de Fejèr.

THÉORÈME 19. — Si f'€ Lip i, [ ̂ (-f) | == 0(i) uniformément en n et x.

THÉORÈME 20. — Si E,(/).= 0 ( - ) , | <<>) [ = 0(/î).
On obtient d'après (N.i3) : a^ ==(^+ i ) ( (7^— cr^) quand on échange les

rôles de Gn et o^.
D'où
^==(^+i)(^-/-^-t-/)

=(.+z) [^--—1 rao/^^^)+/^-^)-v^)^^of I^(v / imi: (ïn^\J^ t2 \nn
Ti )

[d'après (7) et ( i5)]
- i r+-/(^+2^+/(^-2^-2/(^)
^ 1 ————————————^————————————^+U(l)im: J ^ t^

^ ^_ r""00/^-4-2^4-/^-2^-2/^)^ i o(i).-" 27: J. f2
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Si/'e Lip i , |^—/|=0(^)(Chap. I, 4°) et par suite

^/(^-^O-h/^-^O-^/^)' dt=0(i) [(Ta'près (7)] .
€-

83

Donc |Œ^ == 0(i). En remplaçant/' par/on a le théorème.
Pour démontrer le théorème 20 nous calculerons o-^ à partir de l'intégrale

donnant Œ^. On a (N. i4) ^

i r^00 / x l y^cos'int ^nsm^nt 3sin2/^"]i r 00 , . | n1 cos
—— ( ?(^) ——7>
2^7Tj. • L r- ^ ^

dt.

Posons

On a alors
Un(t) == n212 cos^nt — int sin 2 /^4-3 sin'2 nt.

^r'^ Un(t)

Û
dt.

Si dans UnÇt) on remplace t2 et t par sin2^ et sin t on ne commet
JL

sur —l— / ®(^) ^—rf^ qu'une erreur qui est 0 ( - ) • En eflet
^n^Jn ^ \^/

s in 2^—^ =:0(^)- et \siïit— t\=0(^).

Donc
u^(t) —n2 sin^t cos int -\- in sin t sin 2^ — 3 sin2/^ == ^20(^) + n0{t'•i),

et par suite en posant
^ p^(^) === n2 sin2 ^ cos 2 ^ ^ — 2 ̂  sin t sin 2^ + 3 sin2 nt,

on a

^Jo
?^)

^(^)— ^(Q ^ ^/l

=-1- ^ 1 ? ( ^ )
2^7: J, 1 T V • /

^0(^)+^0(^)
^ ^^

OrsiE,(/)=o(-V ^^OO^donc
n ' \ t

2^7T r?(o
«^o

UAtlZL^Atldt =0^)f\^.-n)^0^.

Donc

-ÎÏ-J"™
^(0

^4 ^+ 2^7r y,^î^)
^4 ^(^)^

=o( IU——f\«)^- )^+——f, ^-^i)dt.
\n) î n v j " t'' îmtj^ t^
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Or si l'on calcule ̂ \t) on trouve
v^Çt) ==: 8^" cos^nt — 4^2(^4+ 3/z3) cos(2^ 4-2)<— 4^ 2 (^ 4— 3^) cos(2/i — 2)^ 4- 0(^4).

D'où en groupant les termes :
^^(t) •== i6/î6 cosïntsm^t 4- 24^5 s in2^s in2/^ 4- 0(/i4).

Donc si |ï = = 0 ( - ) î ^(ty\=OÇn't). Comme le développement de Taylor

de ̂  commence par un terme en t\ on a pour t\ = 0 ( - ) ? |^(^)[ == ^0(/i4)
et par suite

^)^jf ^"M </< -I-Q(/^t) f
7171 V»2/171 ^-

et en raison de ?(<) : 0(i), cette dernière quantité est 0(n). D'où

lorsque E»(/)=0(^ :

^(a-)=0(^)4-^J" ^M^^)^

/î

„, . n ^+00 cos2^^ , i F=0(.)+ ^^ ,«)-^_^_ ^ ^ . , siï\'2nt ,
^(t)^——dt

2^7:

sin 2 /^^r / x sinî
^ 9(0^ <//.

Comme y(<) ==0^i),
I ^"2^.;U ^

sin2^^ ==0 =0(7.)

et

2/Î7T

/<'+^0 sin2^^ ,< ^(t)———dt =0
J\

( /l4-00 7,\

/ ^i 7
A /•+to^\_
("^ /3) -
\ 11 / .

^-^-
Quant à j yQ)008^ ^> nous avons précisément prouvé (Chap. II, § 1, i°)

-l
7Î

que cette intégrale est bornée si • — est borné. En définitive si E^== 0 ( -\^

o n a [ ^ == 0(/i), bien qu'en général On—/[ ne soit pas 0 ( - ) •
Ce dernier théorème permet de prouver le suivant.

THÉORÈME 21. — a étant un nombre positif, si Sn—f\ = 0 ( ~\n'

S, — f \=o( ï } aussi.n J I \ ^a /



SÉRIES DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES. 85

Supposons tout d'abord o <^ a <^ ï . De(i) il résulte lorsque] Sn—/ |=0 ( -^ )

que S, ^O^-^^^O^.donc

f [f(x+^t}-f{x-ît)}w^tdt=o(-}.
^0 \'v /

Donc (Taprès(i 7) : S,-/-|=o(^).

Si a==i , l'hypothèse \S^—f\=o(1-} entraîne E^G/^of^ donc
\ n ] \n /

En(f )=0 C ) (Not. 3°) et par suite] ̂ ' \ = 0(^)(ïh.20). De plus S7, = QÇn)

et S'; = 0 (7i2). De l'identité (T;//= S,'—^S on tire alors S;' ^=0( / i )donc

en vertu du théorème 18: S ' — f = = ( ) ( - ) •n v \n ]
Supposons maintenant que/' et/" existent, sont continues et eLipa'. En

• 7t • •

intégrant par parties S/i —f== ï- f ' — ^ s i n (2 n+ ï)tdton obtient à 0( —^) près :71 JQ sinî \n /

' ^-/=. 2 . r^c+2^-^^-2^-g^œs^cos(^+^^•/ ( 2 ^ + i ) 7 T ^ . \ smt 2sm2^ / v / •
71 .

=—^——(V-S/O+T——^-f^^ ) - [s in 2 (^+I)^-sm 2 ^]^2/1+1 w n ' (2^4- i )7 rJ^ sin2^ v / -'
__2 ^., ^.,, 1

in—^f'-s^- iTrrî [(^+I) (Œ^—/)'- /^(Œ^/)]
——(/•-S;)-———^.-/) (-).

2^4-1 2/1+1

D-où S.-y^^^'-S7;) et S,-/•=^(S,-//).

Si alors | S^—f\ ===0(-^)(o <^ a'^i), // et/ '7 existent sont continues
. t \ ̂  /

(Notations 3°) et appartiennent à Lipo^. On a

|S^=0(^-"') donc IS.-^l^of—) • etparsuite S,-f'\=o(———\\ n, / \ /ï • ï^) ^P"8"11® S"-•^"1=0(„TI

De proche en proche en utilisant le théorème J8 on prouverait de même que
si S,,-/|==o(^)p entier >o,o<a'^i), S;-/-|=o(^).

71

(1) La méthode utilisée pour démontrer le théorème 1 prouvé que f / cos 2 nt dt = 0 ( — )

si/'eLipa.
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S. Dérivées (Tordre a non entier. — Soit /(^) une fonction cont inue satis-
faisant à une condition de Lipschitz d'ordre a(o<^ a<^ i) ayant pour période i,
pour valeur moyenne o sur une période. La primitive d'ordre (i — a) de f{x)
se définit par

f,_^)=———C f^-u)u-^da [7],

et l'on appelle dérivée d'ordre a de/(a?) lorsqu'elle existe la dérivée première

de/_a. On écrit/°'(^)= //-/i-a- On sait que si/eLipa, alors/^ existe pour
tout y tel que o <^ y <^ a et eLip(a — v) mais /a n'existe pas nécessairement.
Le théorème suivant donne la condition pour que/^ existe et soit borné, plus
précisément fournit la condition assurant que /_a€Lip i.

THÉORÈME. —f(x) satisfaisant à une condition de Lipschitz d''ordre a(o<^a<^i),
ayant pour période i, pour valeur moyenne o^pour que la primitive de f
d''ordre \ — a satisfasse uniformément à une condition de Lipschitz d^ ordre i, il
faut et il suffit que

Ç ' Ç w f {x + l ~~ u) 4"/' {x ~ l ~ u) ~ 2/' {x ~~ u) du dt
^t=e ^u=o U^-t2

\soit uniformément borné, en z et x^ f désignant la fonction conjuguée de f.

Ce théorème est une conséquence du théorème 3 qui résulte de la connaissance
de la classe de saturation attachée au procédé de Fejèr. On a vu en effet que
la condition nécessaire et suffisante pourquey€Lip i estque CT^— f =0( ï- )
ou encore que

r^ f'(^^-t)^-f'^-t)-2f'(œ)
J. t- -dt

soit uniformément borné en x et £. La condition cherchée ici s^exprime donc
par

C^ /il-a(^ + t) -4-/^-a(^ - t) - 2/^q(^

J. ^ dt

borné uniformément en x et £ et d'après la définition de la primitive
d'ordre ï — a de/ou/* on obtient la condition énoncée.

4. Majoration des coefficients de Fourier. — On sait que si E^=0 ( -^ )(r^>o),

^n l ^t \bn\ sont 0 ( ~ r } ' Nous indiquons une majoration générale des coeffi-
cients de Fourier de/(^) en fonction de E^ etqui contient les résultats connus.

THÉORÈME. — Les coefficients de Fourier a^ et bn de /(^) sont en valeur absolue



• SÉRIES DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES. 87

maxIP^^I
moindres que X/,E^+ V-p——i^i——' (P^^)} élant une9 suite de polynômes
trigonométriques donnant de fÇx) une approximation de V ordre de E^, \p et y.p
dépendant de p seulement.

p
Nous reprendrons les différences ^2^)==^ a/^ (-rr) (Chap. I I ,§2)où

Â:==l

les a^ sont des constantes absolues. Soit

U (x e}- F^^dt^p,q\^î £ ) — — f ——^——a t '?
•^£

o.ù y est un entier ̂  2 et soit

/^7Z r^ dt C^
, V ^ ( £ ) = = ^ U^(.r, £)cos^^= r — ^ As^(/, x, t)cosnxdx

Jo ^e • o
/,+ao T , , 2 T T : / / " / \ \

=J -^J (^"^(^î))005^^-
£ ° \ k /

On a
/l27: / 'Ç 7 T / ^ \
^ ^p{t) ç,o^nxdx==.^.a[.k f f(u) As^ cos^^, u, -^j du

JQ JQ \ /

donc

j Aap(^) cosnsc dx^—4^i^j o^ sîn2 — î •
•^o

Or
'27T . nt , 2X:-3 . /ITT

sm2 —7— dt==7i: — —— sm —— ?/^ • . ̂l sm2 —7— ^
J, ^Â-l YI 2^—3

on obtient donc
/? /?

' . fît -, v^ I V1 z- -î • 'l7r

f S^81112^^'"7'^^""^^2'"3

^ O , . 7. . "

, ̂  sm2 ̂  ̂  = ̂ ^a^- „ ̂  a^2^3 sln ̂ T-i-

Dès que n est assez grand, cette dernière quantité est voisine de TI^ a/, on a donc
^=1

|V.(s)|^a.|^-^,-

où X^ dépend dep seul. D'où
__ /,S7Î

]an|<^-:^£7-l f Vp^(^, e)cosn3cdx .
"p Jo

On prend q assez grand, £ = = ^ et l'on suppose / continue. Si dans cette

dernière quantité on remplace / par un polynôme Pn tel que ] Pn—f\ < O(E^),
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en désignant par U^ (-r , ^ ^ ce qui devient U^ (^ ^ ) ? on commet une erreur
inférieure à

On a donc

1 (

D'ailleurs

0(E,)^^J^=0(E,).

{<^^-l^^7^•^v^^^^^^v^-1^ u^^.)cos^^
^r. ,

f u-^o \r'[""
U^ ( cr, — j wsnxdx

Vn [x+^^-^+W {x-^,ï-\-îVa,Ax,^\\'bosnxdsc"'" /î w/ ^'^ /î re/ ''•''^ ' n ' 'i)}
d î . , l i \ I<oh}m.ax^u-^;,

Or. rf2
^- C ^p(Pn,^,i) . r
d^J, ———tV———dt-^

+«^A,p(Pn, a-, t)

fl
dt. -rJ i 'A^(P^ x, l ) d t ,

t^

car ^p(Pn, x, t) est une forme linéaire de P,, (,x + -^\ + P,,(^ — 4) — aP^).
Comme | A^(P1, ^, Q | < ̂ 2/) max| P,2^2^^) |, on a

d-2 f-4-00 ̂ (t)dtf. ^ ,-
^2J,

^î fi ( ^'î — ) COS/Î.Z1 ̂  == 0 ( •— ) max-w/\'^ ^y

\ /z2^-<7+3 y max | P^+2)

D'où
(^:^2p+ 2).

^1 < ̂ M - i)E.+ ^—^-O (———} max|P^2) |.^ V^2^

Et en prenant q = 2p + 2 on obtient l'inégalité énoncée. Le calcul est le même
pour hr, et donne même majoration. . ,

Ea tenant compte de la majoration de ^pw on obtient pour ^ et b,, une
majoration ne faisant intervenir que E^.

5. Condition pour que lim/iE,,=+oo.
/îoo

THÉORÈME. — /(x) étant une fonction continue de péîiode 211, nulle pour x=o y
si au point x = o, /(.r) possède la dérivée droite + oo ^ la dérivée gauche — oo

f{x'\
et si —— est une fonction non croissante de x au voisinage de x = o,

alors lim nE^ = + oo .
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Les sommes trigonométriques d'ordre 3n : ¥3,,= a'•ïn~a'n donnent de /une^ \\n — ^n

2

approximation comprise entre E^n et 3E^. En tenant compte de ce que
sin2^ -4- p)t — sin^nt^ smpt sin(2^1 -{-p)t,

on a
V3,~/=^/ [/(^+2^)+/(^-2^)-2/(^)]27:71^ ^ 1 / 1 t / v / • / v /J ^

sin 2^ sin4/^^

i F . „, x /./ v ., \-, sin ^^sin2/i^ ,
= ^n j [/^+ ^+/(^- ^)-2/(^)1———^———^.

Au point x = o l'approximation fournie est
1 /^* co r /./ ^ /•/ , - , sin^ sin2^i^ , /,P"=,^J [/(<)+/(-^)i—^—</<•

a étant un nombre positif quelconque fixe

r^/^+^-^i^T^^^od).
^a

Nous écrirons
/l ... . sin nt sin 2 /^ ,/ /(<)—/i—^/2

^0 '
JL ^ fif fR>

_/ • 2 " sinTî^sma^ /•sn /(<) _ ̂ _^[/

-Jo 7(<)—^—"' 4 r2 f<+7 rY
2n \ n '

^o •

sin ̂  sin int \ dt.(^^y\ 2/îY

Or v-—)- ne croît pas, donc t/^-) décroît et par suite

371 37C /•/'/-L 7T^/>271 f(t) . . ^27^/l^•-1- ^^ ;
/ -——- | sînnt sin 2 ̂ ( | dt >> ) —-————l— [sin^ sin 2^ | dt,
4 <2 4 f^")2

2/1 271 ^ /Z y

De plus

/l2",, .sïnntsin^nt , r2"/^), • • , ^
/ /(<)———^———-dt> ^J.\slJîntsmtînt\dt.

yf t^ l .Car au voisinage deo, v— est positif et la première formule de la moyenne
donne pour la première intégrale

'tïnsinnt sin 2^ , / TT Nf{t,) r^sinntsï}

~~t^J, - t^ j. -——~t—dt {o<tf<^,
Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 1. 12
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et pour la seconde
3JÏ •

/( ̂  ) F ' 1 1 \siï\nt s'ïii^nt\ / TT 37T\

"^4 — — — — ~ t î — — — — ^ ^ ' ^ i ^ -
2/1

Comme J--^ ̂  ̂ -^ il suffit pour prouver ce point de prouver que

TE * • 3_TC

/^ sin /î  sin 2 ̂  , /"/l | sïnnt sin^nt \ ,

i ———ï———^i ————ï————dt

2 n

ou encore que
3'Jl '

r " 1 1 sin nt sin cînt\ ,
/ ———,——— dt > o,

^0 • fc

c^est-à-dire que
3'TI;

/' ^ sin ^ sin2< ,
f ——————<^>.o.

^0 ^

Cette dernière intégrale s'écrit :
7T

F ~ . rsin^ cost sin t ~\ ,
/ sin 2 ̂  | —— — ——— — ——— | dt.

Jo ^ ^? ^
L 2 J

Entre o et 7T la quantité entre crochets est ^>o parce que tg*r^> ^ ) ;
Tr^-}-7 1)

• \ 2 /

la courbe représentative de y = tg.z? est située au-dessus de y = x et part de o,
, celle de y = ^ <r ) part de o avec une tangente de pente 7r <^ i et est située

• 7r(^+ 7 r)
\ 2/ .

pour o <^ x <^ 7r au-dessous de la droite y = -a?.

Donc f y^sin/i sin 2^ ^ ^^ présente sous la forme d'une somme de termes

alternativement ^>o et <^o et dont la valeur absolue décroît. Elle est donc
supérieure à la somme des deux premiers termes, c'est-à-dire à

71 3 71

f(ti) F ' sin^sin2^ f(t,) € ' |sin^sin^| ̂ ^f^\ /(^) ^
ti j , t f, J^ - t ~~ t, t, !

.1 , .

Comme a > b et fw ̂  /^1
fi f2

af^l-b^>(a-b^
tl <2 ' ' ^
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et o <' t. <^ — tend vers o avec -• II s'ensuit que^ ^ in n •1

/t+ao f(t} '
f "—^sïïintsïn'înt—^- +00 avec ^.

JQ ^

La même démonstration vaut pour

y^00 sïTintsm'înt ,
< /(-Q——-fi——dt'

^o

ce qui prouve le théorème

6. Théorèmes topologiques. — Nous montrerons dans ce paragraptfe que les
propriétés différentielles de/(.r) sont liées aux propriétés sur des résiduels de
la suite { P ^ } . Nous ne supposons plus ici que /(aQ est nécessairement
périodique.

Soit/(.r) continue pour a^x^b, { Pn(^)} une suite de polynômes conver-
geant uniformément vers /(^), P ^ = m a x | / — P ^ , m(a?)= limP^o?),

•V ^oo

M(*r)=TnnP^(.z1) et L(^) l'ensemble des valeurs d'accumulation de P^a?) au
n oo

pointa.
^ et^ étant deux valeurs de (a, 6), • (x'^>x), on a .

/(^)-/(^) P.(^)-P.(^) ^ ^——;———— — — — — ~ i — ~ ~ < ^ ^i
X' — X X ' — X \ X' — X

Soit Œ une longueur <^b—a. Quel que soit x sur (a, & — o - ) il existe au
moins un point Ç tel que

/
• p^)^^-^ (.<^<^).

Quand ^ varie, le théorème sur les fonctions implicites prouve que les points Ç
se répartissent sur des intervalles séparés par les segments enfermant les
abscisses des points d'inflexion de la courbe y = Pn(^)- Soit alors { ( J n } une
suite de longueurs tendant vers zéro avec -^ telles que l im p / ^ =o. A chaque

- ^ n n oo —n

valeur de n correspond un système d'intervalles/^, lieu des points ^ tels
qyç p^^ ̂  P,(^+cr,)-(P.(^) qy^j ̂  ^rie gyr ^^ ^) C Ça, 6). Comme Œ,,

tend vers zéro, quel que soit (a, (3) sur (a, 6), il contient pour n assez grand
un point ^ au moins, donc tout ou partie d'un intervalle 4. On peut donc à
chaque In attacher un point a,, et les cin sont partout denses sur (a, 6). L'ensemble
des points intérieurs à une infinité de In est non vide et est un résiduel. Donc
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à tout point ^ d'un 'résiduel défini par les suites { P^)} et { Œ,, } on peut associer
une suite de points {Xn } telle que

1\(^+^)-P^J
o- —^p(U-

On a alors

18) ' ' /(^+^p)-/(^) p^^ ^2p^
cr^ ' 1 ^p

où le second membre tend vers zéro pourooo.
Supposons alors quef\x) existe et soit finie en tout point de Ça, b\ f(x)

étant une fonction de première classe, est continue relativement à (a, &) sur un
résiduel ^e (a, 6). Et deux résiduels de (a, 6) ayant en commun un résiduel R/

on en conclut que sur R, (18) reste valable, /(^ + ̂ p) "^^ ayant une limite
°^

qui est/^). Si enfin on remarque que l'ensemble L(^ -{x) relatif à la
suite { P ^ contient L^(^) relatif à la suite [Vn }, on pourra énoncer :

THÉORÈME. — Si f{x) possède en tout point de {a, b) une dérivée finie, quelle
que soitlasuite[ Pn(^) } convergeant uniformémentversf^x) sur {a, &), l'ensemble
/.(^) des valeurs d'accumulation de P^(^) contient la valeur f\x) en tout point
d'un résiduel qui dépend de f et de { P,,}.

Si l'on suppose qu'il existe un résiduel IV tel que quelle que soit la suite
infinie extraite de { P^}, cette suite diverge sur IV. Soit R'= R n R' le résiàuel
commun à R et W. En tout point Ç de R", (18) reste valable. Donc f{x) ne
possèdent pas de dérivée sur R". D'où :

THÉORÈME. — S'il existe un résiduel et une suite de polynômes { P^} convergeant
uniformément vers f{x\ telle que toute suite tirée de { P^ } diverge sur ce résiduel,
alors sur un résiduel fÇx) n'a pas de dérivée.

Supposons enfin qu'en tout point d'un résiduel R, une suite { P ^ } ait une
limite finie (p(.z?). Si // existe en tout point de (a, b\ sur le résiduel R n R< ,
f'= y. Donc: {nh

THÉORÈME. — {P^(a? )} convergeant uniformément vers f^x\ si fÇx) possède
sur (a, b) "Une dérivée finie f(x) et si sur un ensemble contenant un résiduel, P^a?)
à une limite finie, alors sur un résiduel : lim P'^Çx} =^ f (x).

Dans un autre travail nous généralisons le théorème 7 cas où E,,=of—)1,

les théorèmes 3, 12, 13, celui du Chapitre II, paragraphe 5 et complétons
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les résultats obtenus à part ir de l'égalité (17), en prouvaht en particulier que
si Fon pose

7t

i r^
fnW^^j [/(^+2^)-/(^-2^]c0tg^^,

n

on a

^-^^-f^^H^^-r^^H^
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