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SUR LES

ARCS DE CERTAINES COURBES SPHERIQUES,

Par M. NEWENGLOWSKI,

PROFESSEUR A MONT-DE-MARSAN.

Il existe une relation simple entre 'arc d’une courbe plane et celui
de sa perspeclive sur une sphere dont le centre est dans le plan de la
courbe, quand on prend pour point de vue I'une des extrémités du
diametre perpendiculaire & ce plan. Si on transforme la courbe plane
par rayons vecteurs réciproques, le péle de transformation étant le
centre de la sphere, on peut comparer 'axe de la courbe plane donnée
et celui de la perspective de sa transformée; la nouvelle relation est de
méme forme que la premiere.

Si I'are de la courbe plane donnée s’exprime par des intégrales ellip-
tiques, il en sera de méme de I'arc des courbes sphériques. Les courbes
planes que M. J.-A. Serrct a nommées courbes elliptiques de premiere
classe jouissent de cette propriété, que la différence entre leur arc et
celui de leur perspective est rectifiable. Ce théoreme est la traduction
géométrique d’une formule de transformation d’une intégrale ellip-
tique de troisitme espece particuliere en une autre de premiere espece.
Tel est, dans son ensemble, 'objet de la présente Note.

I. — Formules de transformation.

Soient ¢p. une courbe plane quelconque (fig. 1), o'p’ la courbe
inverse, AM, A'M leurs perspectives sur une sphere (dont nous pren-
drons le rayon pour unité). Si 'on pose :

w=0p, w=0u, p=PM, p =PM,
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138 SUR LES ARCS

on aura
w=1tang+p, w =1langyp’,

et si 7 est la puissance de la transformation par rayons vecteurs réci-
proques, on aura

(1) uu' = tangzp X< tang3p = m.
Cela posé, rapportons les courbes planes & la droite OX prise comme

Fig. 1.

axe polaire, et soit w Pangle nOX; si I'on appelle ¢ larc de la
courbe «p., s celui de sa perspective, on a
do*= du*+ u*dwn?,
ds* = dp* + sin*p do*.
En se rappelant que
¢=1angip,
on trouve facilement

(2) dS:: 2(]0‘_“
1 u?

Soient pareillement ¢’, s’ les arcs des courbes o'y A’M'; on a
d’abord, comme on sait, :

(3) (la’:—’%qg;

puis, en vertu de (2)
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et par conséquent, en remplacant do’ et ' par leurs expressions en do
et u,

Les formules (2) et (4) sont bien de la méme forme; il suffit, en
effet, de donner & m la valeur numérique 1 pour passer de la for-
mule (4) a la formule (2).

Il faut remarquer, d’ailleurs, que pour m = =1 la perspective de
la courbe &' est égale a celle de la courbe «p.. En effet, on passe direc-
tement de AM & A’M’ au moyen de la relation (1)

L]

tang$p X< tang 1 p' = m.

Si m = Z=1, les deux courbes AM, A'M’ sont évidemment symé-
triques et les deux courbes inverses de ap. égales entre elles.

II. — Application des formules précédentes.

La courbe plane satisfait a I’ équation

dans laquelle u est le rayon vecteur et U un radical du deuxieme degré
portant sur ur. polynéme du quatrieme degré en u.

Le polynome du quatrieme degré sous le radical U peut avoir cing
formes différentes, que nous partagerons en deux séries.

Premieére série. — U est de 'une des deux formes suivantes :

U= V@ e 1)
U= y—(w+p*) (' —¢).

Dans ces deux cas, I'arc s’ dépendra d’une intégrale de troisieme
espece et 'arc ¢ d’une intégrale de premiere espece.

Prenons, par exemple, la premiere de ces deux formes.

En supposant p* < ¢*, on fera

{;Z =e'<1, u==pxr, X=\(1—2%)(1— ez,
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et I’on aura

du 1 dz
T ¢ X’
et ds sera de la forme
s A dx*
@ = (1 + nz* ).-X

A et n étant des constantes faciles 2 déterminer.

De méme pour le second cas.

On a ainsi une infinité de représentations géométriques de I'inté-
grale de troisieme espece.

Deuxieme série. — Le radical U a I'une des trois valeurs suivantes :

Uz \/(u2-—l—p”)(u"— q*),
U= (w+p?) (' +¢),

U= y—(w—p) (& — ¢*).

Dans cette seconde série, I'arc o est exprimé par une intégrale de
premiére espece, et 'arc s’ par une intégrale de premitre et une de
troisieme espece.

Soit, par exemple,

U=\[w+ P [ —¢;

en posant
W= & -5 ~ r = e,
P—2%  pi-tg
on trouve
du__ e sff_ ot dse— A U #)dz
U qg X (10 wxt) X

Si 'arc ¢ était donné par la formule

wrdu
do==a B
s’ serait exprimable au moyen d’une intégrale. unique de troisitme
espece. '

Dans-les deux autres cas, le calcul serait tout i fait analogue mais
nous allons étudier plus particulirement le dernier, qui correspond
aux courbes elliptiques (premiere classe) de M. Serret.
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Je rappellerai d’abord la définition géométrique de ces courbes.
(Vour, par exemple, J.-A. Serrer, Traité de Calcul différentiel et intégral,
t. II.)

Soit » un nombre entier, fractionnaire ou méme incommensurable

(/fig- 2), et construisons le triangle OMP tel que OP = yn, MP = \n+1;

Fig. 2.

puis imaginons que, le sommet O restant fixe, le triangle varie de
telle sorte que le cosinus de I'angle formé par le seul coté variable,
avec une droite fixe, soit constamment égal au cosinus de I'angle

nMOP — (n -+ 1) OMP.

Le point M engendrera une courbe dont l'arc sera exprimable en

fonction du rayon vecteur par une intégrale elliptique de premiére

N , . n
espece réductible au module \/n —

Nous supposerons le centre de notre sphére placé au point O. En
conservant toujours les mémes notations, on a (voir loc. cit.)

.

do-:::z\/n,(n —i—-l)g—l—jlfy

0y

ou

, U=y—uw~+2(2n+1)u—1,
et par suite
—4mynin—+1)
| W= G w)
Or on peut écrire

U= y— (w*— p)(*—¢*),
en posant -
pi==an-+1—2yn(n “+1),

¢i==2n 414 2\/n(n-+1).



142 : SUR LES ARCS

Faisons maintenant
qz___ p2

Lt == 0,
(13
w=gq*(1— c'x?),
. — g’c?
on aura, en appliquant la formule (4) et posant v = g
ds,___4m\/ngn+_) dz

g(m*+q*) (14+vyx) V(1 —2*) (1— c'x?) )

Posons maintenant x = sing.
Pour que l'angle ¢ soit réel, il faut que 'on ait 2*< 1. La formule
précédente devient
(5) ds,::4m\/;b—(n—+1) dcp.m.
g (m*+q*) (1+vsintg)y1— ¢*sin’e

Cela posé, si I’on désigne par ¢ le rapport \/ngi et par « I'angle MOP,

on trouve
sine == ~————
* 2u\n
et
— dua
6) . do =\/n R

On peut ramener le module ¢ de la formule (5) au module e qui
entre dans la formule (6).
On remarque d’abord facilement que les deux relations

. 2\e
TN
sin(2¢9 — a) = esin«

sont satisfaites. Donc, en posant
Ao = \/f—-——-?‘ sin*e, Aa:= \/1 — e*sin‘e,
on a, par une transformation bien connue,

dy _ 1+ da
Ao T 2 Ad’

ce que I’on peut d’ailleurs vérifier directement.
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Si maintenant, dans (5), on remplace sin*¢ par

T .y
— (1 + esin*a — cosala),
2

on obtient

ds,_ﬂ4m\/7z—(n+x)(x+e) de
- q(m*+¢q*) [2+v (1 + esin’a — cosa Aa)] Aa’

En posant
) V(1 + €'+ 2¢) -+ 4ve
- 4+ 4y

la formule précédente peut s’écrire

. omyn(n+1)(1+¢e) 24y + vesin‘a
ds' == - e ey /73
qg(mi—-¢*)(x+v) (1+v'sin*a)Ax

Enfin, par une transformation facile, ds’ peut se mettre définitivement
sous la forme suivante :

() d5'= gm =g ) (1+v) |V Aa v’ (r-+vsivia)Aa (14 sinta |

. m\/m—:l:fj(x-i—e) ve da  (2+4v)Y'—ve da v cosa du ]
De cette facon, ds’ s’exprime par une différentielle elliptique de pre-
micre esptee, une de troisieme (zoutes deux de module ¢) et une partie
algébrique.

On reconnait immédiatement que l'intégrale de troisieme espece
disparaitra dans 'expression de ', si I'on choisit m de telle sorte que

ve

I3 .
24y’

YV =

c’est-h-dire en remplagant v par sa valeur

V= 2y - -—4—f——- =0
(1-+e)

Les racines de cctte équation sont

— 2 -2
Yy mmm ey Yy I
1€ 1€
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Si T'on substitue ces valeurs dans I’égalité

_ _gict
T e q
on trouve pour vy == v,
e ~—1
m? == (j m————
. - I
valeur inadmissible; car elle revient 4 m? = -- 1.

Pour v = v,, on trouve

miz==1 ou m=— 1.

Donc I’arc de la perspective de la courbe elliptique s’exprime par 'in-
tégrale elliptique de troisieme espece seule.
Dans la valeur générale de ds’, faisons 72 = 1. Si I’on remarque que,

pour cette valeur de m, v = — ¢?, on aura, toutes réductions faites,
da d(esina)’
/. n| = —— |
ds = \/n [ Ac x——e’sin“aJ’
Or (6)
— do
do=\n -
¢ Ac’
done
, - d(esin oc\
d(s—a)=—yn; 1— e'sina

ou, en posant
cosy =esina,

d(s— o) ==y/nd(logtang : V),
ou enfin
(8) s — o =\nlogtang+J + C.

Prenons pour origines des arcs s et ¢ les pomts correspondant 2 la
valeur o de I'angle «.
Pour « = o,

COSLI) =20 ou 4& )

pix

done

o == Vnlogtang = + C;

4
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par suite C = o, et 'on aura simplement
(9) s=o¢ -~ ynlogtangi .
On peut encore remarquer que la relation

cosY =esina=sin(2¢9 — a)
donne

¢= g +ax— 9,
et par conséquent (g) peut s’écrire

™

(10) s =0 -+ \/nloglang <4+§~—cp)a

les angles « et ¢ étant liés par I’équation
sin (2¢ — &) = e sina.

Les formules précédentes expriment que la différence s — o est rec-
tifiable; elles s’appliquent d’ailleurs aux perspectives des transfor-
mées d’une courbe elliptique par rayons vecteurs réciproques, en
prenant pour puissance 7 = == 1. Enfin on peut remarquer que le
cas de n =1 correspond & la lemniscate.

Des calculs précédents résulte 'identité suivante :

2 (1 — e) ¢ do
I+ e 2e . . \/ be in2e
A (l—'—~1+eSln(P> l——(l_i_’——-—-e—):"Sln(P

o de T o«
== | —==————--: 4+ logtan <— +Z— )
£ Vi — etsin’a glang 4 =2 ¥)

avec la condition

sin(2¢ — a)=sina (e<1).

Nous avons rejeté la valeur m* = -~ 1, comme ne représentant rien
géométriquement; mais, comme nous n’avons opéré que par des iden-
tités, on peut néanmoins continuer le calcul avec cette valeur. D’ail-
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leurs 7z disparait comme facteur, et I’on a 'identité suivante :

2(t—e) 7. ‘ - do
1+ e 2 . 4e .
—_— J 2 _ n‘.'
) (I 1 _!_esmyc.:::) \/l (1+e)? ,s,l ¢

= log tan <E+9‘->——e{m———@‘—————
= 'ogtng 4 2 x/r—-eisin;o.e,

/0

avec la méme condition que plus haut

sin (2¢ — «) = e sina.

III. — Autres exemples.
Jindiquerai encore deux cas intéressants : celui de I'hyperbole et
celui de I'ovale de Cassini.

Hyperbole. — Soit une hyperbole ayant son centre au centre de la
sphere. On peut choisir la forme d’équation suivante :

‘ uw = a?coséc’g -+ b cot?q;
en posant :
xz=acoséce, y="bcotoy,

on aura tous les points de la moitié d’une branche en faisant varier
odeZ - a0,

On trouve alsement en suivant toujours les mémes notatlons,

do— — Va*~+ b*— a*sin*q do,
sin’g
ds' — — amk 1 — I sin® @
- @ 1+ nsin’e ’
avec
@ m?— b?
@+ b T @b

Dans I’ expressxon de ¢, il entrera une intégrale de tr01s1eme espece et
une de premlere, si I'on choisit pour  la valeur
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I'intégrale elliptique de troisieme espece disparait, et 'ona  °

g2 \/b’—— az
Vo @ f VI — k*sin’o /f2 sin*o
en comptant s & partir du point P’ de la sphere, qui correspond a I'in-

fini dans le plan.
Pour que la transformation précédente soit possible, il faut

[)a> a,

c’est-a-dire que ’angle 2« des asymptotes de I'hyperbole soit obtus. La
valeur de s’ peut se mettre sous la forme

?
(r1) s’:z\/——cos’af ~_‘_l_(9_____
o \1— cos’asin?g

On peut remarquer que, pour une méme valeur de ¢, cette inté-
grale ne dépend que de « et reste la méme pour toutes les hyperboles
semblables. C’est ce qu'il est facile de démontrer a prior:.

Considérons une hyperbole quelconque, et soit M un point quel-
conque de la courbe; si 'angle MOX = w reste invariable, tous les

Fig. 3.

Y

——

points des hyperboles homothétiques situés sur OM correspondent au
méme angle ¢; car on a

b cos?
tang(ﬂ - - -—.-—? .
a sing
Cela posé, transformons une quelconque de ces hyperboles par
rayons vecteurs réciproques en prenant pour puissance

m=\0'— @*=ayng‘« —1 (si b >a),

ro.
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ou plus généralement

m= af ().
Au point M correspondra M’, tel que

m-,zx 61\-{2: »a, [f(d)]z;

or
1 cos’o  sin’o
o~ & b’
done ‘ |
=2 sin’e
[ 2 200 .
OM’ = [ f(a)] (cos ® tang2a>

La position de M’ est donc indépendante de celle du point M, et par
suite la perspective de la courbe, lieu de M/, reste invariable.

Remarquons (11) qu'il y a une infinité de courbes sphériques dont
P'arc représente, & un facteur constant pres, une intégrale elliptique de

o ) \ . I
premiere espéce, & module moindre que \/ -

Ovale de Cassini. — Pour terminer cette Note, déja trop longue,
j'ajouterai, sans développer les caleuls, qui ne présentent d’autre diffi-
culté que leur longueur, que la perspective sphérique d’une lemniscate
ou d’'une ovale quelconque de Cassini, ou plus généralement d’'une
transformée quelconque de ces courbes, par rayons vecteurs réci-
proques, jouit absolument des mémes propriétés que ces courbes, sa-
voir : qu'un arc (lemniscate) ou la somme et la différence de deux
arcs (ovale) s’expriment par une intégrale elliptique qui est de troi-
sitme espece sur la sphere, au lieu d’étre de premiere espéce, comme
dans le plan.



