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SUR LES SERIES DE DIRICHLET

Piar M. Swmuer AGMON.

‘INTRODUCTION.

Dans ce travail nous ne considérons que des séries de Dirichlet de la forme

(1) S(s)="Y, dpe s,

n—u

owto—%,tweto < h=r, ,—»,~H<w. Noussupposons aussi, sauf dans
les cas o I'on précise le contraire, que I’abscisse de convergence de la série (1)
logid,|

est égale a zéro. C’est-a-dire qu’on a lim

— A
n—= n
condition %,.,— A,=ZH ne constitue pas une vraie restriction, nous l'intro-
duisons uniquement pour la commodité. En effet, on peut la satisfaire toujours
en ajoutant dans (1) des coefficients égaux a zéro.

=o. Remarquons que la

On sait que les séries (1) possédent des propriétés analogues a celles des
series de Taylor, en particulier elles ont I'abscisse de convergence simple, de
convergence absolue et d’holomorphie identiques.

Ce travail se compose de cinq chapitres (*). Dans le premier nous énoncons
ét démontrons notre théoreme fondamental. Nous introduisons dans le méme
chapitre Dimportante notion d’une suite de coefficients principaux {d,, |
(k=1, 2, ...)delasérie (1) (Déf. B, §6). '

Dans les Chapitres II, IIT et IV nous donnons des applications du théoréme
fondamental & la recherche des points singuliers de f(s) sur I'axe imaginaire.

Dans le Chapitre Il nous démontrons un théoreme qui précise le théoréme

de Fatou-Polya. Un autre théoréme que nous démontrons (théoréme VIII)

(1) Les trois premiers Chapitres seulement sont publiés ici. Les deux derniers Chapitres seront
puhliés ultérieurement. Remarquons aussi que quelques résultats obtenus ici ont été énoncés par
nous, dans le cas des ‘séries de Taylor, dans quatre Notes des Comptes rendus (C. R. Acad. Sc.,
t. 226, 1948, p. 1497-1499, 1673-1674, 1786-1787 et 1875-1876).
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contient comme un cas particulier le petit théoréme de Fabry sur les séries lacu-
naires. En effet, nous remplacons les conditions sur les lacunes par des
conditions plus générales.

Enfin, nous donnons dans ce chapitre un critere général pour que le point
s = o0 soit un point singulier de /(s).

Dans le Chapitre III, nous généralisons un théoréme de M. Polya pour la
‘classe des séries (1) dont les coefficients {d, | (n=0, 1, ...) forment une suite
quasi-réguliére. Nous donnons aussi un théoreme dans Uordre d’idées de celui
de M. Mandelbrojt, donnant une relation entre la largeur des lacunes et la
densité de distribution des singularités sur I’axe imaginaire.

Dans le Chapitre IV (*), nous généralisons un théoréme de M. Szego sur les
séries de Taylor dontles coefficients ne prennent qu’un nombre fini de valeurs.
Nous traitons ensuite des séries dont les coefficients satisfont a quelque condi-
tions de régularité et des séries dont les exposants satisfont & quelques condi-
tions arithmétiques. Enfin, nous utilisons le théoréme fondamental pour les
problémes de séparation de singularités.

Dans le dernier chapitre ('), nous nous occupons du comportement des
sommes partielles de la série (1) dans le voisinage de I’axe imaginaire, Nous
précisons, ainsi, le théoreme de Fatou-Riesz sur la convergence des séries de
Dirichlet (1), avec limd,= o, en chéque point régulier de 'axe imaginaire, et

n=—w

nous donnons la rapidité de cette convergence. Nous traitons ensuite la question
de l'ultra-convergence d’une classe de séries lacunaires sur I’axe imaginaire.
Enfin nous donnons des précisions sur le théoréme de Jentsch.

I’exprime toute ma gratitude a M. Mandelbrojt, qui a bien voulu s’intéresser
a mon travail, me permettant de venir le présenter a Paris et a qui je ne saurai
jamais assez dire toute ma reconnaissance pour ses conseils éclairés et sa
chaude amitié.

Je veux également remercier M. Denjoy de sa bienveillante introduction et
M. Montel de la confiance qu’il a bien voulu me montrer. J'ai été infiniment
sensible a 'excellent accueil que m’ont réservé M. Valiron et M. Favard.

Je ne saurais terminer sans profiter de cette occasion pour assurer de toute
ma gratitude mes Maitres de Jérusalem, M. Fekete et M. Amira dont les encou-
ragements m’ont toujours été si précieux. ‘

CHAPITRE I.

LE THEOREME FONDAMENTAL.

1. Commencons par rappeler deux notions connues qui nous serviront
fréquemment dans ce travail. Soit {A,} (=0, 1, ...) une suite croissante de

(1) Poir la nole précédente.
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nombres non négatifs, x, 4w, A, ,—2,>0. Soit {C,}{(n=0,1,...) une
suite infinie de nombres réels ou C, peut étre égal & — oo, mais ou il est fini
pour une suite croissante d’entiers non négatifs n=n;(j=1, 2, ...,) avec
ny=o0. Supposons que I’on a :

— C
a. lim =
n—w= )\Il

ho—x <5, appelée la plus petite enveloppe concave non négative de
points P,=(%,, C,) caractérisée par les propriétés suivantes :

a. G(x)~oetC(A)Co(n=0,1, ...).
3. Si C,(«) est une autre fonction concave satisfaisant a «, on a

=o. Il existe donc une fonction concave C(x), définie pour

Ci(z)>C(2) pour ALz < oo.

~ On démontre aisément, par une méthode géométrique, I'existence et Punicité
de C(x). D’aprés a, o et 3 on obtient facilement :
b. lim G(xy) — CG(x1)

lim Pa— =o(x, >a,), et en particulier :

b'. lim Cl@) _

x

rT=o

Il est évident, d’aprés la définition, que la courbe y = C(x) est une ligne
polygonale dont les sommets sont tous des points P, =(=%,,, C,,). Or, dans le
cas ou lim C,=x, on trouve C(x) 1 ». Sil'on tient compte de &', on peut

n—w=

conclure que y = C(«) posséde un nombre infini de sommets. Donc, d’apres
ce qui précede, C(%,,) =G, pour une suite infinie d’entiers positifs { 7, |.

2. {h,} et {C,} étant les suites définies plus haut, supposons qu’au lieu de
satisfaire & a la suite {C, | satisfasse 4 la condition suivante :

. C . ) . o
c. lim T" = —a. Dans ce cas, il existe une fonction concave C(x), définie
n—mx n

pour A, —x<w, appélée la plus petite enveloppe concave de points P,=(7,, C,),
caractérisée par les propriétés suivantes :

a'. C(r)>=C,(n=0,1,...).
8'. SiC,(x) est une autre fonction concave satisfaisant a o', on a

Ci(z)> C(x) pour ALz <<oo.

L’existence et I'unicité de cette fonction C(x) est aussi facile a démontrer.
En effet, y=—C(@) n’est autre que le polygone de Newton de points
P,= (%, —C,) et il possede un nombre infini de sommets qui sont tous des
points P,. Enfin, remarquons que la fonction — C(x) a été introduite dans
’étude de fonctions entiéres par M. G. Valiron.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 34
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3. Enoncons 1ci un cas particulier du théoreme fondamental dont la
démonstration est tres simple. Le théoréme plus général sera donné ultérieu-
rement.

Dans notre démonstration nous employons un artifice di & M. M. Riesz (')
qui lui a servi a démontrer et généraliser un théoréme de Fatou. La méthode
de M. Riesz donne le théoréme I dans le cas particulier ou les coefficients sont
bornés. En faisant intervenir un autre artifice nous obtenons notre théoréme
dans le cas général.

Tntorime I. — Soit f(s) une fonction holomorphe dans un domaine simplement
connexe 0 conlenantle demi-plan R (s) > 0. Supposons que, pour R (s) > o, f(s)
soit représentée par la série (1). Soit C(x) la plus petite enveloppe concase non
négative de points P,= (\,, log|d,|). Posons

n
qn=—=e ), Jn(s) :2 d, e,

v=0

Dans ces conditions, dans tout domaine borné et fermé A contenu dans @, on a

(2) max Mi:O(I) pour n— .
s€l qne
Démonstration. — Posons
. C(7-Il+l> - C()-n).
e P—

D’apreés la concavité de C(x) et la relation b du paragraphe 1, 1, | o. Posons
ensuite '

f(S -+ 7711) _fn(s -+ nn)’

qn (3—7\"(«\’4—'4")

(3) on(s) =

o,(s) étant holomorphe dans chaque domaine fermé A contenu dans @ pour
n>sn,=n,(4), il suffit pour arriver a (2) de démontrer

(4) max | @,(s) | =0(1) pour n—>o.
SEA
Or, tenant compte du lemme de Borel-Lebesgue, il suffit de démontrer la
proposition A suivante :

A. Chaquepoints,= 7,4+ 1, €A estle centre d'un carré C(50,89):]|0— 0|2,

|t —1¢,1=2,, avec 3,=2,(s,) > 0, dans lequel 9,(s) est holomorphe et satisfait

@ (4) [oa Pon remplace A par C(s,, 3,)]-

Enfin, la proposition a démontrer peut étre réduite a.celle-ci :

I _
(5) [@’l(‘?),éﬁj————:—ho‘l pour SEA,

(1) M. Riesz, Ein Konvergensatz fur Dirichletsche Reihen (Acta math., t. 40, 1916).
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ou & et K sont deux constantes positives. En effet, si (5) est satisfaite, A est
satisfaite également. C’est évident pour s,= o, - it, €A avec 5,5 0. Dans le cas

6,=o0, s,—t,, choisissons o<'oo<2—'h assez petit pour que /(s) soit holo-
morphe dans C(s,, 32,) et posons

(6) &lr‘n(é') — [I _ e_[.\-—i(/o—zomm] [I _ e—[.\'—i(/g-i—‘lau)‘[/lJ CPH(S)-

La fonction {,(s) est holomorphe dans C(s,, 25,) et satisfait le long des
cotés de ce carré, d’aprés (5) et (6), a 'inégalité |4, (s)| ZK,, pourn=r1, 2,
ol K, est une constante qui ne dépend pas de n. Par conséquent, la derniére
inégalité est vérifiée dans tout le carré. Posons = min|1— eV~ pour
s, variant sur les cotés de C(s,, 8,). D’aprés ce qui précéde, on obtient aisé-

ment |co,,(s)|/ > pour s € C(s,, S,). Donc, la proposition A est satisfaite pour
ce cas aussi.

Revenons a la démonstration de (5) et distinguons entre deux cas :

a. Pour s = o+ iz€A avec ¢ > o, on trouve, d’aprés (2), (3) et la définition
de {g.},

< d, - > q R B ” N N

W(5)] = L ] DY =) (0+1m) —= N Ol —CO (1Pl g0 =Dl

=] 3 o] 2 3 2 3 .

V=n-+1 v=n-+1 v=n-+41

Or, d’aprés la concavité de C(x), on peut écrire, pour v~ n -1,

CO)—C) . Clhwir) = Cw)

— 1 — Np== 0.
)\v— )\n == )\,H_l— )An "

En portant cette derniére inégalité dans la précédente, on obtient

(7) [ ou(s) = 2 ot ”ZE el s

V=n-+1 n=1

[la constante positive & étant celle dont il a été question dans (1)]. Ce qui
démontre (5) dans le cas étudié.

b. Pour s= o+ it€A avec c < 0, n>=ny, on a

n

(8) S ou(s) = MVTI”) 2 i ool (5-+71)

G € FnlTn] In

V=0

(/v
R — ;_),) (0+7) —] (o J (&
e Z; . w(@) +u(9),

V=0

M, = max | f(s -+ n,) | pour seK, n> n,.
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Or, d’apres la concavité de C(«), on obtient pour o Zv.—n—1,

C )\n - )\ )\11-1—1 "‘C )\ll
(9) (71—1( )_ (Anit) (4n) __

— Tin.
)‘ll—f»l - )n

En prenant (9) pour v=o et étant donné que s < o, 7, } o, on trouve pour
I,(o) et n assez grand
M, oM e*7 oM ehn”

qn g*)\n("'m‘*"” - ec()‘u)*)w"m - et (ho}=-hoTiy

(10) 1.(o)=

<92 NI e)‘n'ﬂu,

ou M= Max | /(s)| pour s€A. D’aprés (9), on peut écrire

n

=N €Ot ool gl b ol hn—)
(11) J,L(U)-«Ze COMA+C M)+ bl "42 <7<Z o= 1—(»0/'

V=0 V=0 n=0n

On tire de (8), (10) et (11) I'inégalité (5), énoncée pour 5 < o. D'aprés ce
qui précéde (5) est établi dans tous les cas et le théoréme est ainsi démontré.

4. Soit { A, } la suite dont il a été question dans (1). Soit { C, | une suite infinie
de nombres positifs satisfaisant aux conditions suivantes :

logC, est une fonction concave de 2,.

0. hm lo*’)lc”l — — . Posons

=
(12) m(a) ::"g:la<xx C,e0,

Le théoréeme suivant est un théoréme analogue au théoréme I pour les séries
de Dirichlet (1) représentant des fonctions entiéres; la condition de régularité
de f(s) surle segment de ’axe imaginaire ¢ = o, |¢| <
remplacée ici par une condition portant sur la croissance de /(s) dans la bande

o).

Tueorkme II. — Soit f(s) :2 d, e~ une série de Dirichlet (1) qui représente
n=0 ' ‘

. . - . log|d, L. .
une fonction entiére. Cest-a-dire lnn—”#:——oo. Soit {C,| unc suile de
I

n—=m=
nombres posttifs telle que C,>~|d, | et satisfaisant aux conditions a et b précisées
plus haut. Supposons qu’tl existe une suite décroissante {a, |, ;| —®, et deux
nombres positifs d > o, ¢ > o satisfaisant a
(13) max | f(o+it)| =0[m(oy)] pour £ -,

OrL—0< a0}
—dt<d

(1) Notons que le théoréme I1 joue dans la recherche des lignes de Julia de séries (1) convergeaul
dans tout le plan, le m8me role que joue le théoréme fondamental de ce travail dans la recherche
des points singuliers sur I’axe imaginaire.
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ott m(c) est définie par (12). Soit | n;.} une suite d’entiers positifs telle que I'on ait
m(ap) = C,, ek,

(on démontre aisément que n, + ). Soient d' et &' deuzx nombres positifs quel-
congques tels que o < d' < d, o < &' < 3. Posons

Ju(s) :2 d, e,

V=0

Dans ces conditions on. a

J(s) — Su(s)

14 : max =0 our Kk -»oo.
(1) CL—0'<a C, et () P
—d' <1< d
Démonstration. — La démonstration est similaire 3 celle du théoréme 1.
Posons
(15) 0/-(.6’):f(s/_l—ak)_ﬂk(sl_'"a").

C,,, €m0
Il faut donc démontrer
max | ¢u(o'+it') | =0 (1) pour k->o.

_y<a
—dcred

Comme pour le théoréme I, il suffit de démontrer I'inégalité
@

A

(16) |oi(c’+ it')| = =]

pour ¢'> — 0, [t <=d et k=12, ...

ou 4 et A sont deux constantes positives qui ne dépendent pas de £. Posons

log G, — logC,
Ao 22—,
" }u-i—l - )‘ll

D’aprés la concavité de logC,, v, | —. Or, d’aprés la facon dont on a défini
m(a) et la suite { n,}, on obtient les inégalités
C,,k,l e hn =1k an e~ n Tk et C/:/;-H el 1Tk é an e hn Tk,

Cela nous donne

nnké Gké Tng—1+

En tenant compte de cette derniére inégalité et de la concavité de logC,, on
obtient, pour v>>n,+1, -

logC,— logC

(17) }.\;*“ }Anl.« - é ]Og an—H = logcnk

=N Oy
;\"I;-H - )\n/..

et pour o v -—_n;—1,

, logC,,— logC, _ logC,,—logC,,—, . -
(17 ) ) 7 — X ) =Nyt = e
T n = fap—1
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Dans la démonstration de (16) nous distinguons entre deux cas :

a. Soit s'=qa'+ it avec g’ > 0. En partant de (15), de (17) et des hypothéses
du théoreme, on peut écrire dans ce cas

N 174 , ,
(18) loa(s) =] X Gre (i) < Z o ey )
V=np+1 "k V=np+1 NA

o

_ S‘ Log Cy—lg Cp —Tk( A ) g—(hv—hn )7’
= e ™) k) € k
dd

‘l—n‘+l
4 2 6_(}"_)"1. /26—n0‘h< —
e—fT d
V=np+1 n=1

la constante positive & étant celle dont il a été question dans (1).

b. Soit maintenant s'= o'+ it’ avec —3.-~0'< o0, |¢'|=~d. Dans ce cas, on

peut écrire
nj
s +a d,
(19)  lor(s) = (f—(e——i)—, N

o—( '\y—~)~"!‘) (8"+0p)
1 I

V=0

n
w7 C‘l 3 v
o) et %“L:_",)"‘kfk S Y e T = () - (),

"
V=0

Or, d’aprés notre hypothése (13) et d’aprés la définition de m(c) et de la
suite {nk}, on a

LS +ek) | [ J(s"+0op) |
- (20) I (") = T 7 PEN) =B,

B étant une constante qui ne dépend pas de " et de £.
En tenant compte de (17'), on obtient

n np
(21) Jr (U )__2 el08Cv—108Cn —(hv—hy YTk o hn —h)5" /2 e(hn =)o <2‘ "o’
. v=0 v=0 v=o0
I B1

T — eo"/t < ! I — e—o"hl '

On tire de (19), (20) et (21), 'inégalité (16) pour — ¢ Zo'< 0. D’aprés ce
qui précede, I'inégalité (16) est établie dans tous les cas et le théoreme
est donc démontré.

5. DeriNiTioN A. — Soit { A, | une suite croissante de nombres non négatifs
o=, 4,000 h=LNy— d=ZH < 0. Nousdésignons par Q{L,} la classe des
suttes de nombres positifs {q,} (n=o0, 1, ...), satsfaisant aux conditions

suivantes :

. logg,.,—logg
a. Jim 22 7ne §qn

—_— y
n—w=» )‘-n+1 - 7‘11
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log 7. : | » ,
b. _(T:-g+——1) est une fonction concave de ), pour n assez grand. | T'(x) étant la

fonction Gamma de Euler].

On voit, en particulier, que la condition b est satisfaite si logg, est une
fonction concave de %, pour n assez grand. D’une maniére plus générale,
{q.} appartient & la classe Q{,} si la suite { ¢, ] satisfait & la condition a et ou
la condition b est remplacée par la condition plus restrictive suivante :

. lim = <
n=w lni1— /-n——l

2)~n 1Ogé]u+1 - lOg‘ (/n _ ]qun'—“ ]Og(/n~1
)’»u+l - )'/l )\IL"“ 7-/1——71 < !

Ce qu’on démontre aisément en tenant compte des développements asympto-
tiques de I'(x) et de ses dérivées.

Remarquons enfin que si ¢,=¢(%,), ou ¢(z) est une fonction positive
ayant les deux premiéres dérivées satisfaisant a lim[logg(x)] =0 et
limz|logg(x)]'=o0, les deux suites{ ¢, | et { (—;~ ; appartiennentalaclasse Q{%, |.

6. Dernition B. — Soit f(s)=N, d,e”" la série de Dirichlet (1). Une suite

n=0
partielle de coefficients {d, | (k=1, 2, .. .) sera appelée suite de coefficients prin-
cipaux et la suite croissante d’entiers positifs {n, | (k=1, 2, ...), suite d’indices
principaux, s’il existe une suite { q, | appartenant a la classe Q {1, }, telle que

a. qné‘ dn
b. |q,|=<C

(n=o0,1,...).
d,|pourk=1, 2, ... etoi1-"C< o estune constante.

7. DernitioN C. — Soit £(s)="Y d, e la série de Dirichlet (1). Nous disons
(

que :

a. La suite de coeffficients {d,} est une suite réguliére, st la suite d’entiers { n |
pour n>x n, est une suite d’indices principaux (Déf. B).

a'. La suite de coefficients {d,, | est une suite quasi-réguliére, s'il existe une suite
d’indices principaux {n; | (k=1, 2, .. .) telle que n;.., — n,= O (1) pour k — .

Pour démontrer que chaque série (1) posséde des suites de coefficients
principaux, nous nous servirons du lemme suivant.

8. Lemme 1. — Soit {4, }(n=o0, 1, ...) la suite croissante introduite dans le

paragraphe5. Soit { a,} (n=o, 1, ...)une suite de nombres non négatifs, telle que

—loca . . . ; ..
lim i’ * = o. Il existe une suite croissante de nombres positifs {p,} (n=o,1, ...)
7

n=—mwm

possédant les propriétés suivantes :
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a. logp, est une fonction concave de 1, et l’on a

logpn.i— logp, o

lim
n—ow n+1 7 Xlz

(La suite | p, | appartient donc a la classe Q | )., }).
. 1| . ..
b. La suite {;}—;} appartient aussi i la classe Q | )., }.

c. limp,a,=w.

n—mw

Démonstration. — Dans le cas ou lima,> o0, la suite p,= A, posséde les

n—w

propriétés énoncées dans le lemme. Supposons donc qu’on ait lima,= o.
n=uw

Soit {nj(k=1, 2, ...) une suite infinie d’entiers positifs telle que

limlo—;sﬁ”—’“_—_o. (Une telle suite existe toujours d’aprés nos hypotheses.)

e g

Posons

a(x):lgizriéi;log%i pour A, Zx <o,

et e(x)=z:(h,) pouroZxL1,.c(x)est une fonction positive décroissante,
() o.
Soit {n,}(n=1, 2, ...) une suite décroissante de nombres positifs, v, | o

avec r,=z¢(0) et 2n,,<w. Faisons correspondre a {7, } une suite croissante

1
de nombres positifs { z, | satisfaisant aux conditions suivantes :

%, Ly >3X,41pourn=t, 2, ....
B. ()< pourz > z,(n=1,2, ...).
Posons

S Nn

— b
" log(@nyr— 1) — logay,

d’aprés « on obtient 0 < 3,< v, et donc limé, = o. Posons

n—w

0 0,
. y.(x)::‘;i pour o Zx Z x,, p.(x):?; pour L ZLxyy—1 (R=1,9, ...)
1

et enfin
Zpiy — & . X H+1—x
11(.1'):6,1—“’— + Opyy pour &n—1Lx <2y (n=1,2,...).
Xy — 1 Lnya
On.voit aisément que la fonction w.(2), qui est positive et continue, satisfait
pour z,~x~x,., a linégalité (x—1)u(x)=L3,+2,.,, donc, on peut
écrire
(22) lim @ p(a) = o.

r=w
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D’apres les définitions de w(x) et de la suite {2, ], on trouve

Lp4g—1 Xptq—1 )
f {J.(y)dy:f —;dy:nn pour n=1, 2, ....

Ty

f‘l‘rﬁ 1

Xn1—1

et

p(y) dy Z max {0y, Sppa | < pour n=—=1, 2, ....

Les dernieres inégalités nous donnent

» > :::,,_;_,.—1 bt EY ©
f pdy =2 f () dy + f p () dy <2 Y m<eo.
& n=t1 'n n=1 1 7

N Y Xytq—1

Posons ,
‘r(x)::pr.()/)d)/.

7(x) estune fonction dégroissante, () | o et’on a v'(z) =— w(x). De plus,
pour x,_, ~xx, on peut écrire

(23) o() :f () dy>f' T dy = m>e(a).
Posons

logp(w):f ié(y)dy +f T(y) dy,

et définissons p,= p(%,). La suite { p, } ainsi définie satisfait aux conditions du
lemme. En effet, on a[logp(x)]'==(x) | o pour z—x, et[logp(x)|'=—p(x)<o
et 'on entire facilement que @ est satisfaite. D’aprés (22) et ce qui précéde, on
obtient '

lim z [logp(«)]"=— lim 2 p(x) =o.

Donc, d’aprés la remarque faite a la fin du paragraphe 5 on conclut que b est
aussi satisfaite. Enfin, en tenant compte de (23), on peut écrire

xy A ) by )
logpnk:logp(lnk):f e(y)dy +f f(y)dyéf e( ) dy > he(hny)
0 0 0

élog(l——"i> pour k—1,2, ...,

i,
ou la suite { n,} est celle dont il a été question dans la déﬁnition de c(x).

La derniere inégalité nons donne

lim (p,a,) > lim (pu an) > m},,k‘:oo.
k=w k=w

n—=ow

Ainsi la condition ¢ est aussi remplie et le lemme est démontré.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 35
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9. Lemme Il — Soit f(s)="Y d,e™" la série de Dirichlet (1). Il existe une

n=—o !

sutte {q,| appartenant a la classe Q{)\,| et une suite croissante d’entiers
positifs { n,{(k =1, 2, ...") satisfaisant aux conditions sutcantes :

a. ¢,>\|d,|(n=o0,1, ...).
b. q,=|d, | pour k=1, 2, .... S nj.,—n>>2, n étant entier, tel que

n, nn,,ona
)\n. - 7\n n— fnp
c. logg.< Xﬁ‘———log | |+ Xz—ly‘—log | d,
‘ .

Tk-+1 | ‘

Ny fn Npvq Dk

Démonstration. — Dans le cas ot lim|d,| =00, soit C(x) la plus petite enve-

loppe concave non négative de points P,=(%,, log|d,|)(n=0,1,...) et
soit { n, | (k=1, 2, ...) la suite croissante d’entiers positifs correspondant aux
sommets P, de la ligne polygonale y = C(«). Posons logg,= C(A,). On voit
aisément que les deux suites {q, | et {/nk} ainsi définies satisfont aux conditions
du lemme. Prenons maintenant le cas lim | d, | < c. D’aprés le lemme I il existe
une suite de nombres positifs { p,} appartenant a la classe Q{4,} et possédant
les propriétés a, b et ¢ du lemme I, ot a,=|d,|. Posons b,=p,|d,]|
pourn=o, 1, ....
Soit G(x) la petite enveloppe concave non négative de points

P,= (4, logb,) (n=1,2,...),

et soit {n, | (k=1, 2, ...) la suite croissante d’entiers positifs correspondant
. 0l
aux sommets P, de la ligne polygonale y = C(x). Posons ¢,= P

n

Les deux suites { ¢, } et { n, }ainsi définies satisfont aux conditions dulemme.
En effet, les deux suites {e“™} et {pi} appartenant a la classe Q{2,}, la
suite { ¢, | y appartient aussi. On a

COn 4

e )

>~ 0= | drl,
Pr T pa ‘

(n=—=

et donc la relation « est satisfaite. Pour n = n, on obtient

) g
¢ n
Ynpy— —— = —t = | dnk s

D —‘p"k
d’ou l'on tire la relation /. Enfin, étant donnée la convexité de la suite logl—;—

"
considérée comme une fonction de 4, (d’aprées la démonstration du lemme 1),
le caractere linéaire de C(x) pour A, —~x -1, et la relation b du lemme
déja démontrée, on obtient la relation c. En particulier, on tire du lemme II les
deux corollaires suivants :

CoroLLAIRE A. — Chaque série de Dirichlet (1) posséde des suites de coefficients
principau. '
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En effet, d’aprés la définition B et d’aprés a et b du lemme II, on voit
aisément que la suite des coefficients [d,, | (k=1, 2, ...) qui satisfait & la
_condition b du lemme II est une suite de coefficients prmcipaux.

CoroLLAIRE B. — 87 dans la série de Dirichlet (1) on a lim d,= o, tl existe des

suites majorantes {q,}, q,>|d,|, appartenant @ la classe Q{L,}, telles que
limq,,: 0.

n=—mw

En effet, d’apres la condition ¢ du lemme 11, la suite {¢,} qui satisfait aux
conditions du lemme est une telle suite.

Dans les deux paragraphes qui suivent nous donnons quelques lemmes qui
serviront dans la démonstration du théoréeme fondamental.

10. Soit f(s) :Zd" e la série de Dirichlet (1) avec 2, > 0. Posons

0

[(Y)—Zl‘() +1) e

n=0
ou I'(x) est la fonction Gamma de Euler. On démontre aisément que F(s) est
une fonction entiére satisfaisant pour chaque > o a I'inégalité

M(g)= borne |F(g+it)| =0(ec"™) (c—— o0).

—e I

Soit v un nombre réel — o <1<+ et désignons par B, la courbe symé-
trique par rapport a l'axe positif, donnée par I’équation paramétrique
g =1 —logcosh, t=0, pour ——?<6<? Désignons par @, le domaine

simplement connexe, contenant I'axe positif et dont la frontiére est B,. Remar-
quons que la transformation & =¢’, représente conformément et simplement
le domaine @, sur le demi-plan R (1) > e". Lesrelations suivantes, (24) et (25)
entre les deux fonctions /() et F(s), énoncées ici pour les séries de Dirichlet,
sont bien connues ('). Pour s >0, ona

(24) . S($)=f(a+it) :fJM e~ " e F(u + 1t) du.

Cette relation n’est autre que la transformation connue de Laplace, si I'on
pose s =¢” et x =e“. On trouve aussi

(25) F(s)=F(oc + it)= ;—:_—Lf e " f (5 + it) ds;
ami Jy,

I'intégration dans (25) est prise dans le sens négatif et v, est choisi de maniére

(1) Poir, par exemple, V. BERNSTEIN, Lecons sur les séries e Dirichlet (Collection Borel), p. 294.
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que la fonction f,(z) = f(z -+ it) soit holomorphe dans le domaine fermé @,
(ce qui sera toujours le cas si vy >o0). En utilisant (24) et (25), on obtient
aisément le lemme suivant, qui n’est qu'un cas particulier d’un théoréme plus
précis de M. G. Pélya ().

Lemme HL. — Soient f(s) et ¥(s) les deux séries de Dirichlet définies plus haut.
Si la fonction f(s) est holomorphe sur le segment de I'axe imaginaire donné
part, = t-_t,, il existe un nombre ¢ > o tel que l'on ait
(26) max |F(o+ i2)|=0(ec ") pour ¢ —do.

L<I<t, ‘

Si, au contraire, (26) est satisfaite, la fonction f(s) est holomorphe dans la

bande ¢ > —¢, t, < t<t, ety est donnée par (24).

11. Lewme IV. — Soit { g, une suite appartenant a la classe Q{)\,}. Posons

4 . N
C,= - logC,, est donc une fonction concage de h, pour n assez gra.nd.
Pour simplifier les choses, supposons que cect estvrai pour tous les n(n=o, 1, ...).
Posons comme dans le paragraphe 4 :

(12) m(c)= max C,e™™7  pour —o <g<c0.
. 0Znl»
Soit{a,}(n=0, 1, ...) unesuite de nombres réels telle que m(s,) = C, e,

(On voit aisément que a, | — o). Les inégalités suivantes sont alors
satisfaites :

a. 6,— —log\,~+ o(1) pour n-—>w.
b. Pour chaque 8 >0, Z—1ogh,—c et n>> n,=n,(2),
. Cy e > Gy_y e 1" pour v=1,2, ..., n.
‘¢. Etant donné ¢ > o, il existe 5,= 6,(¢) tel que
m(oc)> e " ° pour o <a,.
Démonstration. — Pour démontrer a remarquons que, d’apreés la définition de
la suite {5,}, on a

logC, — log C,—y
)~n - )\n-—i

~ o~ ]OgCn+1'— lOgCn
== 35— °

‘n1 T )\n

Or, d’apreés la deéfinition de {C,}, la définition A et les formules asympto-
tiques pour la dérivée de I'(), on trouve -

logCpyy—1logCr  loggn.s —loggn logT(Aupi4+1) — logl (R, +1) ~ loghnt o(1)
- o fn y

)\n+1 - ;vz o )\n-v—i - )\n )n+1 - }\n

(Y) G. PoLya, Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen von Potenzrethen (Math. Zeitsch.,
B. 29, 1929, p. 585).
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d’ou l'on tire la relation a. L’inégalité b est une conséquence immédiate de a.
Pour chaque — oo < o< —log?, désignons par n(g) 'entier non négatif
satisfaisant & A, ==e "< Aypi. En écrivant m(c)>x C,, e =7 et en tenant
compte de la définition de n(c) et de la suite {C,], on arrive aisément 2 la
derniére inégalité c.

Nous allons maintenant énoncer notre théoréme fondamental. Ce théoréme
differe du théoréeme I en ce qu’on remplace la suite majorante {g,} du
théoréme I, définie par ¢,= ¢"*, C(2) étant la plus petite enveloppe concave
non négative de points P,=(%,, log|d,| )(n=0, 1, ...), par les suites majo-
rantes | ¢, | appartenant & la classe Q{2,}. Ce qui est important, en particulier,
dans le cas ou limd,= o. En effet, la suite majorante {¢,| du théoréme I satis-

fait dans ce cas, comme toujours, a la restriction ¢, 1. Tandis que, d’apres le
paragraphe 9, corollaire B, il existe alors des suites majorantes {¢,} appar-
tenant a la classe Q{2,} avec lim¢,= o.

12. Takorkme III (théoréme fondamental). — Soit f(s) une fonction holo-
morphe dans un domaine simplement connexe @ contenant le demi-plan R (s) > o.
Supposons que dans ce demi-plan f(s) soit représentée par la série de Dirichlet (1),

f (s):Z d,e . Posons fn(s)zz d,e™"". Supposons, enfin que les coeffi-

n=o V=0

cients d, sotent majorés par une suile {q,) apparienant a la classe Q{}\,},
|d, | = ¢, Dans ces conditions on a, dans tout domaine fermé et borné A contenu
dans @,

S(8) = fuls)

— = 0(1) pour n->oo.
gne "

(27) max
: sel

Démonstration. — Posons g(x) = max|logq,— logg,.| pour |A,— 7, | Z .

.. . . l n '_'l g n

D’aprés cette définition et la relation llmig—({—“——f—bi]—
n=—x n+1 " n

que g(x) est une fonction croissante non négative satisfaisant aux deux
conditions suivantes :

=0, on voit aisément

o. limM=o

rT=»n

18' l logg”— logqm ] _ég< I )\ﬂ_ )\ml )-

Etantdonné le lemme de Borel-Lebesgue, il suffitde démontrer la proposition
suivante :

Chaque point s,= 6, it, € A est le centre d’un carré C(s,, 8,) : |6 — 0, | = 8,,
|t —t,| =8, [Co=Cy(ss) > 0], dans lequel f(s) est holomorphe et satisfait a (27)
| ot U’on remplace A par C(s, 8, )]
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Pour la démonstration de cette proposition, nous distinguons entre trois cas :

. . — - .. a g , .
Cas A. — Soit s,=a,+ 1t, €A avec g, > 0. Choisissons 0 < ¢, 7)9 D’apres

les hypothéses du théoréme et d’aprés les propriétés de lafonction g(«)définie
plus haut, on a dans le carré C(s,, &),

» | »
‘ — d, - \ N
max M —_ max V - e—(/v‘/*/m)"' é ' ,q_v e“—(/“f*/»u]'lo
5 € C (S, B0) qn e—"n’ SEC (5,00 L qn qn
v=n-+1 v=n-+1
@0 @
= z eh(""“"")—(’“"""’"“ézeu("“)"""o: K, (8,) < o0,
V=n-+1 V=1

ou /i et H sont les constantes positives dont il a été question dans (1) et K,(2,)
est une constante positive qui ne dépend pas de n.

q

Cas B. — Soit s,=a,3 1t, €A avec 5,< 0. Choisissons o< 3,—~— 2 as

2
petit pour que f(s) soit holomorphe dans C(s,, 2,). Posons JM—deif(J‘>|
pour s € C(s,. S,). On obtient

n
SV £ (s s d, . -
(28) max —f() {"V(é) —= max —f() —Z—"e(hn—/w)s
5 € C (S0, Bo) QHe——\"s S € C(50,0) []ne_'\"'c an
n
Mo N i
;)
(/ ¢ ' V:an
Or, puisque llm 987" — o, 0n a
puisq
/A
M
(28) = = M, (d,),
) (]ne hnOo

ou M, (3,) est une constante positive qui ne dépend pas de n.
D’aprés les propriétés de la fonction g(«) définie plus haut

(28" 2 qv i — 0042 PN - ou<z eSO —Vid, K. (8) <oo.

(28), (28') et (28") nous donnent le résultat cherché (27) pour A= C(s,, ¢ 0)

Enfin, prenons le troisieme cas, le plus difficile.

Cas C. — Soit s,=it, €A. Sans diminuer la généralité, on peut supposer
|que s,=o0 et donc que f(s) est réguliére sur le segment de I’axe imaginaire
t|Zdoud>o.Posons

~ @ f/n s
(29) _ Fis)=Y e
0

D’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe 10, F(s) est une fonction
entiére. De plus, la derniére hypothése que nous avons faite sur f(s) et le
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lemme III nous permettent de conclure qu’il existe un nombre 2> o,
qu’on ait

(30) !mlax |F(a—|—it)|:0(ee‘“7’8) pour @-—>—cc.
l|<a

D’aprés le méme lemme, f(s) est holomorphe dans la bande s> — 2¢,
(2| <d ety est représentée par l'intégrale

(24) JSs)=/f(e +15):f " et ¥ (1 + 1) du.
Posons

N L — I

CE T o e max Goer?

D’apres la définition A, logC, est une fonction concave de %, pour n assez
grand. Sans nuire a la généralité, on peutsupposer que cecisoit vrai, pour tous
les n, n>> 0.

Soit ¢,(n=o0, 1, ...) une suite décroissante o, | —a telle que I'on ait

m(cn)zCne“7‘"“" et soit ¢ >o un nombre positif quelconque. D’apres le
lemme IV, on a
(31) | m(g) et pour ¢ Zc,==0g,(2),

?on:—log)\,m‘— o(1) pour n->c0.

Dans le théoreme II posons

1), - -
j'(S)(:)F(S), (Ill(:)mf (‘IL(:).(J/U ”k(_—_)/l, O'/,»(::)O',”

o(=)0 et d(=)d.
On voit aisément que les conditions du théoréeme Il sont satisfaites pour la
fonction F(s). En particulier la condition (13) est satisfaite. Car, si nous choi-

sissons dans la.premiére inégalité (31), 0 < e <3, nous obtenons, compte tenu
de cette inégalité et de (30),

(31") max |F(o+it)| Ze "< m(d) pour o' =Zaj.
¢'—G6<G <0 '
—d<iid

Soient d’ et &' deux nombres positifs tels que o < @'< d, 0 < 3’ min(¢, d).
Posons .

] B n d‘, L
1 ,,(S) —__zm—l—) e,
V=0 B

D’apreés le théoréme II et la seconde inégalité (31), on a, dans la demi-bande
o> —logh,— 7, [t| Zd, ,

(32) |F(g+it)—F,(o+it)| ZKC,e ™o (n=0,1,...).
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Posons
8/
| C o a2 e
(33) 8o = min %, OZ’ log ———» f;-f(e—éﬁ e—2%)
I—|—?’-

(24) nous permet d’écrire, pour s = ot appartenant au carré C(o, &,):
I Gy iéso’ ItIégo’

(B4) f(5) — fuls) = f °°e—ﬁ”*“ eo[F(u 4 it) — F,(u+ it)] du

:f e " e[ F(u+ it) — F,(u~+ it)] du
—logh,— &'

.—logh,— 0’
-

-+ e—¢

—»

“eo—u[F (u+ it) — Fp(w+ it)] du=1,(s) + J ,(5).

D’aprés (32) et la définition de {C, }, on trouve

®

(35)  |1.(s)| =< KGC, e "eou et du < KC, f e " g0t et duy

Py
J—logh,— &

— KC, eo f d e=%atn de = KGC,T' (1,4 1) e=K g, eI,
0

ou K est la constante positive introduite dans (32).
Pour J,(s) on obtient

—logh,— & -
(36) Ja(s) :f e "eouF(u—+ it) du
- —logh,—0 )
—j e 9 uF, (u+ i) du=17}(s)— I} (s).
(30) et (33) nous permet d’écrire
—logh,— 0’
(36") - |J,*,(5)|:’f e~ " eo—uF (u + it) du

—lug)\"—-—f;' ~
U G—U pC—U—20
_ A‘f L et "o le du

—»

= A,e° f =) gy
hed

n!

a ®

— A, e0 e—.’r(e“‘a_g_fri) dz = A, e—20h, — 0(q, e—a0
= 5 = qn )7
hned

uniformément par rapport 2 s€C(o,3,). (A, et A, sont deux constantes
positives qui ne dépendent que de ¢, ).
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En tenant compte du lemme IV, conséquence b, on obtient pour nassez grand

. ' —logh,—¥ '
(36") |'J,*,*(s)|:\ / e—“v“ea—“Fn(uTl— it) du

—logh,—a’ "
e e—e”‘" ec‘—u‘1 C,e ™ Vdu
= : v
—

V=0
—logh,—0"

e—B

T

u
eT—tg=hatt gy,

_4_<n+1>cnf_

Pour la derniére intégrale, on a

E

—logh,—0’ A—logh,
” o—u < ~, N y—u )
(36 ) . e—¢"  e0—uU g—hylt du — e'hat110 e—¢ € e%—( hnt-1)u du

—x —®

—logh, .
— e()\,.+1)5'/ e—{(—1)e" ™" g—e™" go—(hytin
—»

©
< éa’ 8_[(86,_1)67"6’])‘"f e—e"'_" eo‘—fA,,+1‘,u du

—_—w»

=é¥ e—[(“s"ﬂea—a'])‘"l‘( ht1).

/

I+ 5

6/
1+ —
2

Or, pour s € C(o, &,), on a d’aprés (33) e”> » et donc

’2 32

(e"—T1)es— "> (8’—1— %—)e“'— o' 93- .

La derniére inégalité, (36"), (36"), (33), la relation n = 0(2,) et la défi-

nition de { C,}, nous donnent

G

(36"") J,*l*(.s‘):O(anne_)‘"f“):o(q,1 e,

uniformément par rapport a s€ C(o, 3,).
De (36), (36") et (36"), on tire

(37) - Ju(s)=o0(gne™®)  pour n—om, .
uniformément par rapport 4 s€C(o, &,). B

(34), (35) et (37) nous donnent le résultat cherché (27) pour A= C(o, &,).
Ce qui démontre le dernier cas et achéve la démonstration du théoréme.

CHAPITRE II.

Sur LE THEOREME DE FATou-PoLya. GENERALISATION DU THEOREME DE FaBRY-PoOLVA.
GENERALISATION D'UN THEOREME DE M!"® CARTWRIGHT. CRITERF, GENERAL POUR QUE § — O
SOIT UN POINT SINGULIER POUR LA SERIE (1).

1. Soit f(s) :Zd,, ¢~ une série de Dirichlet (1) pour laquelle I'axe imagi-

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. ' 36
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naire n'est pas une coupure. Soit @ un domaine simplement connexe ou f(s)
est holomorphe et qui contient le demi-plan ®R(s)>o et tous les points
réguliers de /(s) sur I'axe imaginaire. Désignons par T le domaine composé de
deux demi-plans R(s) >0 et R(s)< o et tous les points réguliers de f(s) sur
I’axe imaginaire. Soit { ;| (k=1, ...) une suite croissante d’indices principaux

de f(s) (Déf. B, § 6, Chap. 1). Posons
f(S) _./;lk(s)

dnk e-—)\,, 8

(38) Enp(8) = pour A==1,2,....

D’aprés le théoréeme fondamental et la définition B, les fonctions
8 ($)(k=1,2,...) sont holomorphes et bornées dans leur ensemble dans
~ tout domaine fermé A contenu dans @. La famille { g, (s)} (k=1, 2, ...) est
donc normale dans @. On peut énoncer le théoréme suivant :

TutoriMe IV. — Chaque fonction g(s), limite d’une suite partielle de fonctions
de la famille, g, (s)—> g(s) pour k ~xo s€®, ({nk{ étant une suite partielle
de {n;| ), posséde les propriétés suivantes :

a. g(s)estune fonction holomorphe et uniforme dans le domaine I et y possede
les développements

P

g g(s)= Z (t,, e Pms pour R(s)>,0,

(39) ( m=1 )
, o(8)=—1— Z Uy €F=m® pour R (s)<<oj

m=1

ol ] a,, I ~Cpourm==1, +a,...,Célant une constante positive qui ne dépend

que de la suite {n,| et ou {u,} et {v_,} (m=1,2,...) sont deux suites

croissantes de nombres positifs satisfaisant aux inégalites h—p.,~—H,
h=ppis—pn=Heth=p_, —p_,——H pour m=1, 2, .. .; h et H sont les
deux constantes positives introduites dans (1). De plus, on peut extraire de la

sutte { ny, f une suite partielle { n', | pour laquelle on ait

(40) Ahf:, (A= hn) = pm et }LH:, (A= Aufom) = P pOUr M =1, 2, .. .;
(40,) lim du,’\:«»m dnﬁ.—m

k=w= dn’

k

= Uy et lim
k== dn;

= (_, Ppour m=—i, 2,....

b. La fonction g(s) posséde des points singuliers sur [’ axe imaginaire qui sont
tous, d’apreés a, des points singuliers de f(s).

Démonstration. — Soit {q,} la suite majorante appartenant a la classe Q{7%, |
qui nous a servi dans la définition de la suite d’indices principaux { n, } (Déf. B).
Cest-a-dire que I'on a |d,| = ¢, et q,,=C|d, | pour k=1, 2,..., 0012 C <oo.
Posons logG(x) = max|logg,—logg, | pour {A,—7%, |~ 2. G(x) est une
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fonction croissante qui satisfait <d’aprés lim -2+ :1> a lim

n—=w Yn+1t

trouve facilement les relations suivantes :

dn —=m o
(4 | 2| 2 CO (D P,
np
(41') i | Qo | i ¢ T2
k== ng k=w q’lk
(41") mh = | hyper— hnp | = mH pour k, m=i, 2, ...;

ot 0 < h<<H< . Les relations (41), (41') et (41”) nous permettent de
démontrer aisément qu’on peut extraire, de la suite |}, qui est une suite
partielle de {7} (par un procédé diagonal), une suite partielle {n,} pour
laquelle les limites (40) et (/;0’) existent. ‘

Définissons les suites { p, |, | tom |, { @ | et {a_,, | par les limites (40) et (40').
On voit aisément, d’aprés (41’) et (41”), que les inégalités suivantes sont
satisfaites :

{ h = pa 1, I < pmis— pm=H,

(42) ) h =y — =M et |usy| =G, pour m=—r1,2,....
Posons 3 .
27 (s) = 2 Uy € P’ pour QR (s)>o,
(43) "

() =—1— Z U_meP=n*  pour R(s)<o.

m=1

D’aprés les inégalités précédentes, les séries g*(s) et g=(s) convergent
pour R(s)>o0 et R(s)< o respectivement. Pour démontrer a et 6 il sufﬁt
donc de prouver

L(s)=g"(s) pour R(s)>o et 2(s)=g (s) pour sem®, R(s)<<o.
Or, dans tout domaine fermé et borné A contenu dans @, on a uniformément

JS(8) — Jfup(8)

dyy el —8ls)
k

(44) ‘\)/1,’((9) =
En tenant compte des premiéres égalités (40), (40"), (41) et (44), 0n démontre
aisément que, pour R(s) > o,

2(8) = lun &, (s)=1lim Z :jtm e (Fnfrm=ha)s — 2.4 U €= = g7+ ().
11

k==
m=1 m=1

Soit maintenant s, = o, -+ it, € @, avec g,< o. Il est évident que
J(50)

k=w dll,: e_)‘n)“o
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Mais, la derniére relation, (44)(41)et(40")nous donnent le résultat cherché

ny

s . dpr_ '
2(80) = hm O,l 1 (8o) =— 11 M_ —=— lim 2 B S YA )
r e_) ‘“ k—=w dn;{ )
m=—o

= 2 U b= g (55 ).

m=1

Ceci achéve la démonstration de a et de b.

Démontrons ¢ par I'impossible. Supposons que I'une des séries (39) soit
holomorphe sur 'axe imaginaire. On conclut, d’aprés cette hypothése et
d’apres (39), que g(s) est une fonction entiére bornée dans tout le plan.
g(s) est donc une constante. Mais de (39) nous tirons limg(s) = o pour 6>
et limg(g)=—1 pour 6 -~ — . Ce qui nous méne & une contradiction et le
théoréme se trouve complétement établi.

2. Lemve V. — Soit f(s) une fonction holomorphe dans le domaine @
composé de deux demi-plans R (s) >0 et R(s)< o et le segment de I’ axe ima-
ginaire |t| < d, d > o. Supposons que f(s) posséde les développements suivants :

f(s)= 2 A €8 pour QR(s)>o,
' . f(s)=— 2a_m e—h—ms pour R (s)<<o,
m=0
0tt AMy>x2h >0, Aoy — A 2hpourm=1,2, ..., 1,"50, ks — A p>x2h
pour m=o, 1, ..., et |a.,|=C pour m=o, 1, ..., C étant une constante
posttive. Dans ce cas, on a, pour s = o + it tel que |t|=d, s £+ id, 'inégalité

sutvante :

, C
(46) ]f(S) I é I [I . elus~id)] [I — ehr.c+id)] l .

Pour démontrer ce lemme on considere les fonctions
Fa(S) — f(s)[l _ eh;s—id+is;] [1 _ eh(.H—id———iS)]_

Or, on démontre aisément que |F.(s)| = C sur les deux droites 1= = (d —¢)
et que |F.(s)|ZC~+o(1) sur les deux droites 6==4N (0 <N->). En
appliquant le théoréme du maximum sur la fonction F.(s) dans le rectangle
|6| N |t| =Zd —c et en faisant tendre N vers I'infini et c vers zéro, on trouve
précisément 'inégalité énoncée dans le lemme.

Nous 'nous servirons du dernier lemme pour ajouter une précision dans
certains cas au théoréme 1V.

3. Tutorkme IV bis. — Supposons que les conditions du théoréme LV sotent satis-
Jaites. La fonction f(s) est donnée parla série (1) et la fonction g(s) posséde les
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développements (39). Soit s,=17, un point singulier de f (s), isolé sur I'axe
imaginaire. | Cest-d-dire qu’il existe un segment de l'axe imaginaire
Ty—201t-%,~+ 26, ¢ >0, dont tous les points sauf le point s,= it, sont
des points réguliers de f(s)]. St s =1, est aussi un point singulier de g(s), on
peut affirmer : Ce point est un péle simple pour g(s).

Pour démontrer ce théoreme, remarquons que, d’apres le théoréme IV, s, est
un point isolé singulier non critique de g(s). Or, en appliquant le lemme V,
sur les deux fonctions g(s+ [ 7, + ¢]) et g(s+i[7,—2]), on obtient, dans le

voisinage de s, : A
(s —Of— Y N_—of L.
h(s)_o<. S >_o<l$_m>
I—e -

On tire immédiatement de la derniére inégalité le théoréme énoncé : s, ne
peut étre qu’un pole simple pour g(s).

4. Soitf(s):Ed,l e~ la série de Dirichlet (1). D’aprés le théoréme connu

de Fatou-Polya, [généralisé pour les séries de Dirichlet générales par
M. A. Dvoretzky (')], il existe une suite {¢,} (=0, 1,...), ¢,=-1, telle

que la série f*(s) =Y ¢,d,e7* posséde I'axe imaginaire comme coupure. La
n=0 v

démonstration élégante de M. G. Polya est une démonstration d’existence

seulement, tandis que les autres démonstrations employées sont basées sur le

critére de Hadamard-Ostrowski et fournissent un procédé assez compliqué pour

la détermination de la suite {¢,}. Le théoréeme suivant propose une méthode

beaucoup plus simple pour la détermination de cette suite.

Tukorime V. — Soiz f (s):Za’,m”vﬁ la série de Dirichlet (1). Soit

{ni} (k=1, 2, ...) une suite croissante d’tndices principaux de f(s) (Déf. B),
telle que lim(n;,, — n;) = oo. Posons
k==»

(47) JH(s)y =Y die,
n=—0
oud,=d, pour n=£n;, d,——d, pour n= n,. Dans ce cas I'axe imaginaire est

une coupure pour au moins une de ces deux séries.

Démonstration. — Supposons, par impossible, que les deux séries f(s) et
f*(s) soient prolongeables a I'extérieur du demi-plan R(s)>o. Désignons

(1) A. Dvorerzky, Studies on general Dirichlet series, Jérusalem, 1941 (Thése de doctorat. Résumé
en hébreu et en anglais).
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par T le domaine composé des deux demi-plans X (s) >0, R (s)< o et de tous
les points réguliers de f(s) sur I'axe imaginaire. Désignons par T* le domaine
analogue pour /*(s). Posons

en(5) = L) = In) JAURN/AG)

et an(s) =

fl”l e~,"k9 (l;zl nks
ou
Ju(s) :2 d, e el £4(s) :2 d; e,
Appliquons d’abord le théoréeme IV a la famille { g, (s)}. Soit { #} | une suite

partielle de {n;} pour laquelle on a limg, (s) = g(s) pour 01(s)> o0, et pour
hk=m=

laquelle les relations (40) et (40') sont satisfaites. D’aprés le théoréme 1V, la
fonction g(s) est holomorphe et uniforme dans le domaine T ety posséde les
développements

.%’(S):Ztlme—”'"” pour &R(s)>o,
(39) / m=1 B

(5'(5):—‘1—2’1—”16’”-""" pour ®R(s)<<o;
Ol‘l lam\_i_la_m}: O(I>, }Lé P‘iléH, }lép-m+1 - lJ‘méH et Ilé ‘J‘-m~1_ P._méH.
D’aprés (40) et (40') et la définition de la suite {d}, on obtient pour

R(s)>o0

lim i (57 = &*(5).
h=mw

Si I'on applique maintenant le théoréme IV 4 la famille { g, (s)}, on trouve
que g*(s) est une fonction holomorphe et uniforme dans le domaine [* et y
posseéde les développements

»

g(s) = 2 ttyy, € mE pour R(s)>o,

m=1

(397)
:‘»"*(tf)—’:—l—s‘I a’,, e*=m  pour R(s)<o.
m=1
Or, d'aprés la définition de la suite { d, } et d’apres (40')[oul’on pose d,(=)d,
et a,(=)a,|, on obtient '
Z* +m - . dn,ﬁim

— 1l
k=w=» d"/’c

i = lim =y, pour m=—1,2,....

= (Z;Ir

La derniére inégalité et les développements (39) et (39*) pour R(s) >o0
nous donnent g(s)=— g*(s). Mais, d’apreés les développements (39) et (39™)
pour R(s)< o, on trouve

lim ¢ (a')-— hm g(g)=—

O—=—=»
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Ce qui nous méne a une contradiction et démontre le théoréme :

5. D’apres un théoréeme connu de Fabry-Polya sur les séries de Dirichlet
lacunaires (dans sa forme faible), on sait que si la série de Dirichlet

[ 4 . . .
S :2 d, e (1) est telle que I'on ait d,= o, sauf pour une suite croissante
I‘I:O . )
d’entiers non négatifs {n,|, avec lim(n,., — n,} = o, la fonction f(s) posséde
k=w '

I’axe imaginaire comme coupure. Nous allons généraliser ce théoréme en
montrant qu'on obtient le méme résultat lorsqu’il n’existe qu’une suite infinie
de lacunes dont la longueur tend vers I'infini, & condition toutefois que ces
lacunes soient bordées d’un coté par des coefficients principaux (Déf. B). De
plus, nous remplacons la condition sur les lacunes par une condition plus
générale. Nous commencons par une forme restreinte du théoréme. Une forme
plus générale sera donnée ultérieurement.

Tuiorine VI. — Soit f(s)=NXd,e7™ la série de Dirichlet (1). Soit
n—o0 . .

{n.} (k=1,2,...) une suite croissante d’indices principaux telle que

lim(n, .y —n,) =0 et pour laquelle I’une des deux conditions suivantes est remplie :

—r

Ze 9 pour m>xm,, lim | =2 e pour m > m,

o k==

m dnk+m
k =x

(48)

ng ny

ot 8 > 0. Dans ces conditions, I’axe imaginaire est une coupure pour f(s).

Démonstration. — Supposons, par impossible, que f(s) soit prolongeable &
I'extérieur du demi-plan ®R(s) >o et que la premiére condition (48), par

: o fai . S = S| s :
exemple, soit satisfaite. Posons g, (s)= # ou, comme toujours,
k

JSa($) :Z d, e*MJ et appliquons le théoréme IV i lafamille de fonctions { g, (s) !}

0

qui est normale dans chaque domaine simplement connexe @ contenant le

demi-plan R(s) > o, et ou f(s) est holomorphe. Soit | ») | une suite partielle

de {7, | telle que 'on aitlim g,, (5) = g (s) pour s € @ et telle que les relations (40)
’ k==

et (40") soient vérifiées. D'apres le théoréme (IV), g(s) est holomorphe dans le
demi-plan R(s) > o ety posséde le développement

(49) g(s)= 2 an e,

m=1

ou

dll ,:—(— n

Pn=1im Q) — D et A= lim
! /c:w( K lk) k== (l/ti_
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De plus, d’aprés le méme théoréme, I'abscisse de convergence de g(s) est
égale a zéro, et donc
i log | | —Y
m=w= P
Mais, d’apreés les relations données plus haut pour ., et a,, et d’aprés la pre-
miére condition (48), on trouve ., mH et |a, | < e " pour m>xm,, ou H est
la constante positive dont il a été question dans (1). Les derniéres inégalités
nous donnent

— log| a,| - 0
Iim __..Q_L_m..l_ é_ — < 0.
m=w» Pem H
Ce qui nous meéne a une contradiction et démontre le théoréme. .

Nous allons généraliser le dernier théoreme en remplacantles conditions (48)
par des conditions plus générales. Mais énoncons d'abord quelques lemmes et
un théoreme dont nous nous servirons dans la démonstration du théoréme plus
général.

6. Le lemme suivant est da a M. N. Levinson ().

Lemme VI. — Soit F(z) une fonction entiére qui satisfait aux conditions
suivantes :
(50) mmék<w, o M(R)= max |F(z)];
R="=» R lz|=R
T logt | F(a) |
/ —_—
(50" f e dx < .

Soit {A,}(n=1, 2,...) une suite croissante de nombres positifs telle que
l'on ait

(51) A At — A A >0 et lim 2 =D.

n:w)\n

Supposons que les inégalités suivantes soient vérifiées

(52) ‘ D> Fk,
(53) F(d) =0(e )  (n— o),

ou O(2) est une fonction croissante telle que
(53" fﬁe;‘f)dx:w.

Alors la fonction F(z) est identiquement nulle. °

Lemme VII. — Soit { A, }(n=...,—2, —1,0,1,2,...) une suite crorssante de
nombres réels, telle que k., —h,>h > oet|h,—n| o< wpour — oo nx.

(1) N. LeviNsoN, Gap and density theorems (Amer. Math. Soc. Publ., vol. XXVI, 1940, p. 19).
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Posons

(54) G(:)i(:_7'°)ﬁ<l_lin><l—%‘)'

—n

G(z) est donc une fonction entiére qui satisfait aux deux inégalités suivantes :

m.“)—gw ér_|sin({)]’

r==»

(55" |G ()| ZC(jx| +1)* pour —oo<<a <<w,
C étant une constante positive.

Pour démontrer (55) et (55") nous nous servirons d’un autre résultat da
aussi 2 M. N. Levinson ('), qui a démontré que dans les conditions du lemme,
on a

(56) 1G(s) | =G (2 + iy )| < Gul| 5]+ 1)2emh,

ou C, est une constante.

Or, l'inégalité (55) est une conséquence immédiate de (56). Si 'on tient
compte de l'inégalité de Cauchy, on peut écrire pour —oo<lax< o
|G'(x)| £ max [G(x+€®)|. On tire aisément de cette inégalité et de (56)

0Co<lem

la relation énoncée (55").

7. TucoriMe VII. — Soit f(s) une fonction holomorphe dans un domaine T,
composé de deux demi-plans R(s)>o0, R(s)< o et du segment de !’'axe

imaginaire [t —t, | < d ot — o<t w,d>o0.

Supposons que f(s) possede les développements suivants :

S(8) :E pe=rns pour (R(s)>o,

n=—1

(57) -
F(s) :2 a_peh-ns pour R(s)<<o;

n=o

ot M x>0, by — Ky by (R=1,2,...); 4,50, 1y — A, ol (=0, 1,...);
les a, vérifient les relations

Ll

(58) by | ZC pourn:-=o,1, ..., Len| Z e pour n==1, 9, ..

C étant une constante positive et §(x) étant une fonction croissante telle que

* 04
f ~J—(—l,;)—dx:oo
1 &

Dans ces conditions f(s) est identiquement nulle (et donc a,= o pour —ac < n<_ ).

(1) Loc. cit., p. 56.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 37
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Remarquons que dans le cas ou les 4, sont des entiers, le théoréme est un cas
particulier d’un théoréme plus général démontré par M" M. L. Cartwright (*).

Démonsiration. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer que 'on
aitz,=o et '

(59) | Ay — 0| <1 pour n-—=o,1, ....

Car on peut toujours se ramener i ce cas en ajoutant dans (57) des termes
a,e”"** avec a,= o et en faisant un changement de variable s = ¢s'+ 1z, ¢ > o.
Avec V. Bernstein (*), faisons correspondre 4 f(s) la fonction J+(z) définie

par
b w[arg(s—b)=a]

6 JH(z) = 3 ds -+ Sds =J1(z) + J5(5),

(60) ()faf(s)esfb S(s) e ds =T () + J5(3)

. b T , , .
o — ol a f?l; b sont deux nombres réels tels que I'on ait a =0,

—b<d|cotgal. Il est évident que la premiére intégrale J7(z) définit une
fonction entiére de z. Pour la seconde intégrale de (60), J;(z), posons
3 =pe®, s=0b—+ue™ On voit aisément, d’aprés les hypothéses faites sur les
nombres a et b, que la partie du rayon d’intégration s =b + ue®, o Zu <
qui se trouve dans le demi-plan R(s)="o est toute entiére contenue dans
la bande |¢| <Zd. Pour s variant sur le rayon considéré plus haut, on a V

(61) ‘ ess l — ePbeos pupens(a+9),

On tire aisément de cette égalité que la seconde intégrale de (60), Ji (=),
représente une fonction holomorphe de = dans le demi- plan
E—c>'<aw~—<,J<3—71—01.
2 2
Or, comme il est facile de le voir, en gardant le nombre a fixe et en faisant
varier les nombres 4 et « de maniére que les autres conditions soient satisfaites,
on obtient le prolongementanalytique de J*(z) dansle domaine o < argz < 2.
Pour étudier le comportement de J*(z) sur I'axe positif, choisissons dans (60) :
b=0b,>o0. Enremplacant f(s), dans la seconde intégrale(Go) parla premiére

série (57), on voit que pour s tel que — —a< args < “— —a, on peut
effectuer I'intégration de J*(z) terme a terme et 'on obtient

w [arg(s—Dy)=] a, el & e—;t,. b
(62) Jj;(;):/ S(s)ess ds —— ? — :—ebo:E L
. Y ~ n

0 .on=1 n=1

4 (1) M. L. CartwricHT, Some Unigeness Theorems, Proceedings of the London Math. Suc., Vol. 41,
1936, p. 35, Theorem III.
(2) V. BERNSTEIN, loc. cit., p. 111.
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La série & droite nous donne le prolongement analytique de J;(z) dans tout
le plan. On tire donc, de (6o) et (62) que J*(z) est une fonction méromorphe
avec des poles simples aux points s =2,(n=r1, 2, ...) et dont les résidus
sont égaux & —a,(n=1, 2, ...) respectivement. '

D’une maniére analogue, posons

b = [irg(s—b)=a]
63 J7(z) = 3 ds -+ sids = J7 (= Jo(5),
(63) (%) ./“ J(s) e ds fb S(s)es=ds (z) +J5(5)

ol §<a<§ﬁ, —wo<bLalx et b<d|cotga|. Comme dans le cas
précédent, on démontre que (63) représente une fonction holomorphe J- (=)
dans le demi-plan g——oc<argz-< 3;—0(. En gardant le nombre a fixe et

en faisant varier les nombres b et « de maniére que les autres conditions soient
satisfaites, on obtient le prolongement analytique de J~(z) dans le domaine
|args| < =. En prenant b=0,<0, en remplacant f(s) dans la seconde
intégrale (63) par la seconde série (57) et en intégrant J () terme & terme

<pour s tel que ? —a < args < 5—? — oc>, on obtient

arg(s—byl=x] >

2o ” XN} 1 eh—nb

, e S e o a_pelst n)o—_<_— by s O (_,eh—nlo

(64) Jomw]b Slsyesds = 3 e Y
o n==0 n=o

On conclut, d’apres (63) et (64), que J=(s) est une fonction méromorphe
dans tout le plan avec des poles simples aux pointsz =—72_,(n=0,1,...),et
dont les résidus sont égaux 4 —a_,(n=o, 1, ...) respectivement.

Posons maintenant

w[arg(s-+a)=0] warg(s+ai=3]
(65) J(;):f J(s) e”ds—f J(s)esrds =T+ (z) — J—(2),
o — < al Lol 5z, f=+£a-+ = et a est un nombre réel tel que
2 2" 2 2 . -

—d|cotgB | < a<d|cotga|.
On voit aisément, d’apres ce qui précéde, que les intégrales (65) représentent
une fonction holomorphe de = dans le secteur commun aux deux demi-plans

.

P,:

R

3n ™ 3
—a<args < —- —«a et Pg: :—(3<arg:<7n——5.

“De plus, la fonction J(z) est une fonction méromorphe dans tout le plan avec
des poles simples aux points z=¢,A,, —ox<n<+w®, ou g=1 pour
n=t,2,...etg,=—1pourn=o0, —1, ..., et dont les résidas sont égaux
a —¢,a, respectivement. Posons

(66) 0(s)=min|s— &,h,| pour. —oc<ln <.
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Les relations (60), (62), (63), (64) et (65) nous montrent qu’il existe
un nombre positif 0 <TQ <o et une constante positive K tels que

(67) IJ(Z)IéK<I+é—(Iz—)>eQI~"!.

Nous allons maintenant étudier la croissance de J(z) dans une direction
déterminée de maniére plus précise. Pour cela remarquons que si I'on fait
varier les nombres «, 3 et @ dans (65), les autres conditions étant satisfaites,
on obtient le prolongement analytique de la méme fonction J(z) dans le secteur
commun aux deux demi-plans P, et Pg.

“Soient @, & et d' trois nombres positifs tels que o< o< g, oe<y
et o < d' < d. Choisissons dans (65)

i :
(68) r=—9+s B=m—o-+ec et a=d cotga.

On voit aisément que les conditions de (65) sont satisfaites et que cetle
formule représente la fonction J(z) dans le secteur ¢ — = < argz < —:l—i— 0 —z.

Pour la premiére intégrale J*(z) de (65) posons s =—a + ue™, o Zu <,
pour la seconde s =—a + ue®, o Zu <. Les relations (61) (ou I'on pose
b=—a), (65) et (68) nous donnent pour z = ce®I'inégalité suivante :

[J(pe) | LK, empeow =K, et slp—<cosy
ol K, est une constante. Nous avons donc

Tim 081 (pe®)|

< —d'tg(9 —¢)cosy.
p== 4

En faisant tendre dans la derniére inégalité < | o et d' 4 d, on obtient

1A

Hwé—d[sincﬂ pour o <<o << .

6
(69) b o ;

1M

D’une’ maniére analogue, on démontre (69) pour chaque — =< o < = tel
quego%o(modi—‘)- Or, la fonction J(z) étant holomorphe dans les deux
demi-plans J(z)>o0 et J(z)<o, ou elle satisfait & 'inégalité (67), on
conclut, d’aprés un théoréme connu de Phragmén-Lindelof, que I'on a (69)
méme pour ¢ ==t g Enfin, étudions la croissance de J(z) sur I'axe réel.
Nous allons démontrer que pour « réel on a

K,

(70) IJ(f)Ié_m’

ot la fonction 3() est définie par (66), K, étant une constante positive.
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Il suffit de démontrer (’70) pour |z |>>x,. Pour fixer les idées, supposons
que x soit positif. Dans la définition de J(z), (65), prenons o<a<§-‘,
T 3n N

ola<ldcotga et B fFatr On a J(z)=I"(5)—J(s) ou
les fonction J+(z) et J=(z) sont définies (dans un certain secteur) par les

intégrales correspondantes de (65). Or, d’aprés (64), on a

E

a_pe——n
J7(3) o2 — e—‘“Z s
( ) Fg S

n=0

On obtient donc, pour z positif,
(71) J () =0(e*)==0(1) pour & -»>o0.

Posons

n

Ja(s) “—"2 g,

v=1

. = 3w ..
Dans le demi-plan - — a <args < -~ — « on peut écrire

i = [arg(s+a)=%)! S xarg(s+aj=x]
(72) J* (=) :f S(s)es=ds :/ Ju($)essds

a —a

* [arg(s+a)=a] : N
—i—f [J(8) — fu(s)] e5ds = 1,(5) + L, (3).

—a

En intégrant la premiére intégrale terme a terme, on obtient

5 — Ay

o [arg(s—+a)=a] . : « ‘
(73) L(s) = f Juls)essds = — N e el
: —a

V=1

Remarquons maintenant que pour s appartenant au secteur |arg(s +a)|-—a,
on a l'inégalité suivante :

74 () = Ja(s) | ZKye=h?  (n=1,0, ...),

ou K, est une constante. On obtient ceci en appliquant le théoréme I (avec une
légere modification) a la fonction f(s) et en tenant compte du fait que la suite
{a,} estbornée par une constante positive A pour n=r1, 2, ...
Or, d’apres (74), on voit aisément que la seconde intégrale (72) qui repré-
sente la fonction I7,(s) dans le demi-plan P,
™

™
— —a<largs < — — 2,
9 9

converge aussi vers une fonction holomorphe de s dans le domaine A, :

x < hpy y >—(cotga)(A,— ). Comme les deux domaines P, et A, possédent
une partie commune, on obtient ainsi le prolongement analytique de I;(z)
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dans le domaine A,. En particulier la fonction In(s) est holomorphe sur le
demi-axe réel x <A, et y est donnée par

 [arg(s+a)=u]
(73) L(a) :f [f() — [u($)] et ds.

Soit maintenant & un nombre positif tel quex =2, (n=1, 2, ...,), 2 >k,
et déterminons le nombre n = n() par 'inégalité 7, , < 2 <A, n>v 2.
En tenant compte de (73) nous pouvons écrire

n—2

ay | . | @ny | . |an | .
I -~ __{ LA e-—(-’—)w)ll_ —_ e—(i—)\n—ﬂﬂ LT e—la—hyla ),
(76) ¢ ] "(x)IZ—Zx—).V \Zz= s -+ )\,,——xe

V=1

En utilisant les inégalités
la) ZA  (v=1,2,...)

et
X — Ay — A (n—1—v)h pour V=1, ..., n—2,

on obtient pour la premiére somme

n—2 s
I @, I —(r—Mhy)a ‘A 7Y Y p—

(77) Zx_}.ve <2 me / _]{Jy.

v=1 m=1

Les deux derniers termes de (76) sont plus petits que 5y On arrive donc
a I'inégaliteé
K,
1 — "

(78) .In(x)léa(x) pour x>,

Pour I, () on obtient, en tenant compte de (74) et (75),

A elargls+a)=u] N K. »
* Y (r—A,)o e (e—=hn)T ¢
(79) lln(x)]éK,,j e | ds| coso:‘f_ﬂe dz

—a

K:; el Kn
" (cosa) (h,— ) = 8(z)

(65), (71), (72), (78) et (79) nous donnent 'inégalité (70) énoncée pour
2 >>7,. La démonstration de cette inégalité pour x négatif est faite d’une
maniére analogue.

Posons maintenant

(80) G(;):(Z—I-;\o)ﬁ(I——-;%) <1+f~)

—n

La fonction G(z) ainsi définie est une fonction entiére qui satisfait aux
conditions du lemme VII pour « = 1. Posons ensuite

(81) H(z)=G(s)JI(35),

ot J(z) est la fonction méromorphe définie par (65).
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D’aprés ce qui précéde, H(z) est une fonction entiére satlsfalsant ala
relation /
(82) H(2,) =— &,G' (A a, pour —oo<<n<< o, (en="1).

Les relations (55) et (67) nous permettent de constater que H(z) est d’ordre 1
et de type moyen. Des inégalités (56) du lemme VII pour @ =1 (70) et (81),
nous tirons

(83) (H(z) | =0(x") pour |zl->o.
Or, (55") et la seconde condition (58) nous donnent

Ay lim | (H,)| =o.

En appliquant le théoréeme de M. Hadamard sur la-factorisation des fonctions
entiéres d’ordre fini, a la fonction H(z), et en utilisant les relations (A), (83)
et le fait que H(z) est d’ordre 1, on conclut que H(z) possede une infinité de
zéros. Soient 3;(7 =1, 2, 3, 4) quatre zéros distincts de H(z). Posons

HE)
==

La fonction entiére F(z) satisfait aux conditions du lemme VI. En effet, on
voit aisément que F(s) est d’ordre 1 et de tvpe moyen. D’aprés (55), (69),
(81)et(84)ona

h(o) =1lim

p==

(84) F(s)=

lo—*"l?(p—ewé(ﬁ—dﬂsincp] pour o<<|o|<<m.

Or, l'indicatrice de croissance /(o) est une fonction continue de ¢, la
derniére inégalité est valable aussi pour ¢ == o0, ©. Donc, les conditions (50),
(51) et (52) du lemme VI sont satisfaites avec k=1 —d, D=1. D’aprés (83)
et (84), on voit que F(s) est bornée sur I’axe réel et donc que la condition (50")
est satisfaite. Enfin, en tenant compte de (55'), (58), (82) et (84) on obtient

F(2,) = O (e=00a0) pour n-—>w,

ou 6() est la fonction croissante dont il a été question dans (58).

Donc les derniéres conditions (53) et (53') du lemme VI sont satisfaites et
Pon conclut que F(s)=H(s)=o0. D’aprés (82), on obtient a,=o pour
—a<n< w, f(s)=o0. Ce qui démontre le théoréme.

8. Nous utilisons le dernier théoréme pour démontrer la généralisation
suivante du théoréme VI.

Treoreme VIII. — Soit f(s) :E d,e™* la série de Dirichlet (1). Sout

n=o

{npj(k=1, 2, ...) une suite croissante dindices principaux telle que
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lim (n..,—n,) == et telle que lune des deux conditions suivantes soit remplic

k==

dll JHin

(85) lim —-—‘ ZeVm (m=1,0,..,); lim \ml Ze Vi (m=1,0,...),
k== I3 k=
O(m) X . .
ot §(m) est une suite croissante satisfaisant a Z — = ®. L'axeimaginaire est
alors une coupure pour f(s).
Démonstration. — Supposons, par impossible, que f(s) soit holomorphe

_sur le segment de I'axe imaginaire | — #,| < d (—o < 1,< %, d >0)et que la
premiiére condition (85), par exemple, soit remplie. Désignons par T, le
domaine composc de deux demi-plans R(s) >0, R(s)< o et le segment de
I'axe imaginaire |1 —¢,| < d. Posons

(s)= J(s) — /nk(s)

R

Sny

[ou comme toujours, f,(s)= Zde * ] et appllquons le théoreme 1V & la

famille de fonctions {g,,(s)} qui est normalé dans tout domaine simplement
connexe @, contenant le demi-plan R(s)> o, et ou f(s) est holomorphe. Soit
g(s) une fonction quelconque, la limite d’une suite partielle de fonctions de la
famille dans le domaine @. D’aprés le théoréme IV la fonction g(s) est holo-
morphe dans le domaine T, et y posséde les développements (39) suivants :

() _~_2 a,, e *ms pour R(s)> o,
(39) m=1
g(s)=—1 ——-2 a_py e -m pour R(s) <o,
m=1
ot |a,|ZCpourm=c-=1,42,.... {u,}et{p_,|(m=1,2,...)sont deux
suites croissanles de nombres positifs telles que o</ —p., ZH< o,
hZ i — == Heth -y, ,— ., H. De plus, les relations (40) et (40")
sont satisfaites. Or, en tenant compte de (40’) et (85) on obtient 'inégalité
|y | e, {8(m)}(m=1, 2, ...) étant la suite croissante introduite dans

I’énoncé de notre théoreme. Il est donc évident que la fonction f(s) satisfait
aux conditions du théoréme VII et l'on tire g(s)=o. Mais, d’aprées (39),
on a lim g(g)=—1. Ce qui nous méne a une_contradiction et démontre le

=

théoréme.

9. Le dernier théoréme peut étre encore amélioré pour une classe assez
vaste de séries de Taylor. Pour cela nous nous servirons du lemme suivant
qu'on démontre aisément.
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Lemme VIIL. — Soit f(3) = Z d,s" une série de Taylor dont le rayon du cercle de .

0
convergence est égal a 1. Supposons que dans le secteur S, : | =| <1, |args| =«
(o a<m), la fonction f(z) soit bornée | f(z)| =M. Dans ces conditions, on
peut décomposer f(3) en somme de deux fonctions

(86) S(2)=g(5)+ h(z),

ot g(z) et h(z) sont des fonctions holomorphes dans le cercle | 5| <1, ol g( =)
est holomorphe sur U'arc du cercle unité |argz| < a et h(z) est holomorphe sur

l'arc du cercle unité o. < |arg z | £ =. De plus, posons pour|z | < 1, h(z) =2 c, 3",
ona 0
(87) Dleal<m

0

et en particulier lim c,= o.

10. Tukorinie [X. — Soit f(5) =Y, d,5" une série de Taylor dont le rayon du
n—o )
cercle de convergence est égal a 1. Soit {n,|(k=1, 2, ...,) une suite crotssante
d'indices principaux telle que lim(n;,, — n,) = o et pour laquelle l'une des deux
k—=o

conditions (85) du théoréme VIII soit satisfaite. Supposons de plus que U'on ait

np

lim|d,,| > o. Dans ces conditions [(3) n’est pas bornée dans aucun secteur du
k=« .
cercle unité.

Démonstration. — Nous démontrons le théoréme par contradiction. Sans
restreindre la généralité on peut supposer (par 'impossible) que dans un sec-
teur S, : |argz |-~ a avec o< < on ait | f(z)| =M. D’aprés le lemme VIII
on peut écrire f(z)=g(z)+ h(z), ou g(z) est holomorphe dans |z|<1

et sur 'arc du cercle unité |args|<«; lz(z):Z c.3" pour |z|<1 avec

lime,= 0. Pour g(z) on obtient

£(5) =, (dn— cu)5" =Y, bu".

n=o n=o0

Soit {7/} une suite partielle de {n;} telle que I'on ait lim |d,:| > 0. Or, on
==
démontre aisément que la suite { .} est une suite d’indices principaux pour la
fonction g(z). De plus, d’aprés nos hypothéses et d’apreés limc,= o, on conclut
que I'une des conditions (85) est satisfaite pour g(z) (ou I'on pose n,= n;).
Donc g(=) satisfait aux conditions du théoréme VIII et I'on peut affirmer que le
cercle unité est une coupure pour g(z). Mais cela nous donne une contradic-
tion [la fonction g(s) est holomorphe sur I'arc du cercle unité |args| <], et
démontre le théoréeme.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVL, — Fasc. 3. 38



298 S. AGMON.

Comme un cas particulier on obtient le théoréme suivant :

Tutoreme IX'. — Soit f(z) :2 a,z" une série de Taylor dont le rayon du
k=0
cercle de convergence est égal a 1 et qui satisfait aux conditions suivantes :
a. lim (nk+1 — nk): o oIN

k==

b. lim|a,|>o. ’
k=0
Dans ce cas la fonction f(z) n'est bornée dans aucun secteur du cercle unité.

11. Soit f(z)zz d,z" une série de Taylor dont le rayon du cercle de

n=0
convergence est égal 2 1. D’aprés M. Hadamard on définit 'ordre o de /(=) sur
le cercle unité par
 ——log|a,|

(88) co_"h:rz logn

De méme, M. Hadamard a défini Pordre wg de f(z) sur un arc fermé C du
cercle unité. Sans entrer dans les détails de la définition mentionnons
quelques propriétés de l'ordre wg ainsi défini.

. Silarc fermé C, est contenu dans C on a W, 0.

En particulier, on a toujours wz=w, ot w est I'ordre de f(z) sur tout le
cercle unité.

B. Si f(z) est holomorphe sur C, on a w; = — o.

Enfin, on a le lemme suivant (') :

LemMe H. — Sozt f(z):z d,z", la série de Taylor d'ordre w;g sur un arc
n=o
Sfermé C du cercle unité introduite plus haut. Etant donné ¢ > o, on peut décom-
poser f(z) en une somme f(5)=g(z)-+ h(z), ot g(z) et h(3) sont holomorphes
dans |z| <1, g(z) étant holomorphe sur l'arc ouvert C du cercle unité, tandis que
Uordre w,, de h(3) sur tout le cercle unité satisfait a w, = g+ <.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :

TutorimMe X. — Soit f(3) :2 d,s" une séric de Taylor dont le rayon du cercle

n=0
de convergence est égal a 1 et telle qu’on ait d,= o pour n=o, 1, . .., sauf pour
n=ny,ou{n.}(k=1,2,...) est une suite crorssante d’entiers non négatifs avec

lim (7., — n;) = o. Soit @ et wi lordrede f(z) sur tout le cercle unité et sur un
k=

(1) Poir, par exemple, S. MANoELBROIT, Modern Researches on the Singularities of functions
defined by Taylor’s Series (The Rice Institute Pamphlet, vol. 14, 1927, p. 303).
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arc fermé C du cercle unité. Dans ces conditions, pour tout arc fermé C du cercle
unité, on a
'.——IOU d,
o= = Im LIL{
n=x logn

Remarquons que dans le cas ou la suite { n, | satisfait en outre a la restriction

Iy 2gor ’

n,\.+1——n,{>A\/n,;logn,\., ce théoréme a déja été énoncé et démontré par
Fabry (*).

Démonstration. — Dans le cas w =— o« le théoréme est évident d’apres
— © ~Z Wz =—». Prenons le cas —a < w .- w. Supposons, par 'impos-
sible, qu'il existe un arc C du cercle unitaire pour lequel on ait wz<w Zcc.
Soit " un nombre réel tel que wz< w'< w. D’aprés le lemme H on peut écrire

f(z):g(z)—i—h(z):z bnz“—l—E Cns" pour |z|<1,

n=o0 n=u

ou g(s) et ~(z) sont holomorphes dans le cercle |z < 1, ou g(z) est holo-
morphe sur 'arc ouvert C, et ou 'ordre w, de A(s) sur tout le cercle unité
satisfait a I'inégalité o, w'. Don¢, on a d,=b,~c, pour n=o0, 1, ... et
d’apres les hypotheses faites sur les @, on trouve

(89) b,——c, pour n=—o,1, ..., nX ny h=—=1.2, ....

De plus, d’apres la définition (88), il vient
(90) EM—;@_I, mlog|clz5

n=—o lOg’l n== IOg/l -
Puisque d,= b,+ ¢,, ®'< v, on a

— log | bn| -
(91) am Togn —° T
Or, en utilisant (91), on démontre aisément qu’il existe une suite infinie de
coefficients principaux {4, }(k=1, 2, ...) de la fonction g(s) satisfaisant a la

condition
li ]Og } b”lk’ —
(o) i Togm, =
L’égalité (89) et la seconde inégalité (9o) nous permettent de conclure que
la suite { 7| pour k=£k,, k,+1, ... fait partie de la suite { n,|. D’aprés(8g),
byl m=—Cpfem pour m=1, 2, ... et k>xk,(m). Ce dernierrésultat, la seconde
inégalité (go) et (92) nous donnent

. b/zi,-km
lim - =0 pour m=—1, 2, ....
hk=c n’,

A

() E. Fasry, Ordre des points singuliers d’'une série de Taylor (Comptes rendus, t. 151, 1910,
p. 922). .
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On voit que les conditions du théoréme VI sont satisfaites pour la fonction
g (=), pour la suite d’indices principaux { ; |} et pour le nombre positif 2 = .
On conclut que le cercle unité est une coupure pour g(z). Mais, comme g(z)
est holomorphe sur larc ouvert C, cela nous méne a une contradiction et
démontre le théoreme. '

12. Le théoréme suivant donne un critéere général pour que le points =o
soit un point singulier pour la série de Dirichlet (1). Ce critére présente des
aspects analogues a ceux du critéere donné par Fabry pour les séries de
Taylor (*), bien que aucun de.ces deux critéres ne contienne 'autre.

TutoriMe XI. — Soit f(s) :2 d,e" la série de Dirichlet (1). Supposons qu’tl

existe deux suites croissantes d'entiers positifs [, 4 oc et m, 4 oo telles que
L my< by pour k=1, 2, ... que lim(m,—[,)=ox et que les conditions
sutvantes sotent satisfaites : ‘

a. Il existe une suite d'indices principaux {n;. | (k=1, 2, ...) avec ly=_n,—m.
. . ™ .
b. Ilexiste unangle |argz |~ v, o <y < o ¢t une suite de nombres complexes

tem™ !, — a0 << @, telle que les nombres d,e ™ pourl,—n —~m(k=1,2,...)
sotent tous compris dans cet angle.
Le point s = o est alors un point singulier de f(s).

Démonstration. — Supposons, par I'impossible, que s=o soit un point
régulier de f(s). Soit { k;}(¢=1, 2, ...) une suite partiellede { £} (k=1,2,...)
pour laquelle 'une des deux conditions suivantes sojt satisfaite :

a. lim(m,—n,)==».

=

8. lim(n,— 4,) = .

Pour simplifier les choses supposons qu’on puisse prendre comme suite { 4; |
la suite {£} elle-méme, et que 'on ait . Soit @ un domaine simplement
connexe contenant le demi-plan R (s) > o0, le point s=o0 et o f(s) est holo-
morphe. Posons

D =L ) =Y e

Itk V=0

et appliquons le théoréme 1V a la famille { g,,(s) |, qui est holomorphe et nor-
male dans ®@. Soit g(s) une fonction quelconque limite d'une suite partielle de

(1) E. ¥aBry, Sur les points singuliers d'une fonction donnée par son développement en série et
sur Pimpossibilité du prolongement analytique dans les cas trés généraux (Ann. Sci. de I'Ecole Nor-
male Sup., t. 13, 1896, p. 375).
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fonctions de la famille. g(s) est holomorphe dans le domaine @ et satisfait aux
conditions @ et b du théoreme IV. En particulier, pour R (s) > o, f(s) posséde
le premier développement (39)

J(s) =Y, ane s,
m=1
owa,=0(1),0o< hZp,t o, h=Z 1, — pu=1l pour m=1, 2, ... et ol
'abscisse de convergence de cette série est égale a zéro. De plus, les a,, satis-
font a la premiére relation (40"). C’est-a-dire, il existe une suite partielle { |
de la suite { n,| telle que I’on ait

l1m du"_—,wn
k== d// :

I

—da,, pour m=—1,2, ....

Or, en tenant compte de cette relation, de o, deaet de b, on arrive aisément &
démontrer que tous les coefficients {a, |(m=1, 2, ...) se trouvent dans un
angle [argz —argsz, | v < g Donc, d’aprés le théoréme de Vivanti-Dienes,
(généralisé pour les séries de Dirichlet par Landau et Fekete), le point s=o
est un point singulier pour g(s). Ceci nous méne & une contradiction et
démontre le théoreme.

Remarquons que dans la démonstration précédente nous nous sommes servis
du théoréeme de Vivanti-Dienes. Ce dernier théoréme lui-méme peut étre
démontré facilement en utilisant notre théoreme 1V. Mais nous n’insistons pas

ici sur cette démonstration.
Le théoréme suivant est un corollaire du théoréme XI.

Tueorime XII. — Sout f(s) _—_Z d,e " la série de Dirichlet(1). Supposons qu'tl

existe une suile croissante d’entiers positifs n, 1+ o telle que llm(n,+1 — ) =m0
et qui satis fasse a la condition suivante :
Il y a un angle |argsz|=v, o <y<_ '—23 et une suite de nombres complexes

{e7 1, — oo o< o, telle que les nombres d,e ™™ pourn, =~ n<n (k=1,2,...)
sotent tous compris dans cet angle. Le point s=o est alors un point singulier

a’ef(.s‘).

Remarquons que le dernier théoréme admet comme cas particuliers le
théoréeme de Vivanti-Dienes et un théoréme de Fabry, généralisé pour les
séries de Dirichlet (1), dont voici ’énoncé :

TucoriMe F. — Soit f(s ):Z d.,e ™ la série de Dirichlet (1). Posons
0

e'vu

d,=\|d,|e®. St llm

n-—m=»

=1, le point s = o est un pownt singulier de f(s).
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CHAPITRE HI.

(GENERALISATION D’UN THEOREME DE M. G. POLYA POUR UNE CLASSE DE SERIES DE
DiricuLET (1). LARGEUR DES « LACUNES » ET « DENSITE » DES POINTS SINGU-
- LIERS SUR L’AXE IMAGINAIRE DES SERIES DE DIR1cHLET (1).

1. Soit {4,{ une suite croissante de nombres non négatifs tels que
hnrr — A h > 0. Désignons par N() le nombre des A, satisfaisant 4 2, < 2.
D’aprés M. G. Polya (*) les deux limites suivantes existent :

—— N(&)— N(a%) N(a) — N(f) _

lim  Tim ) D+ et lim  lim S
im0 aye (1) tri—0 o3 2(1—g)
Posons aussi
“mM:E, limM:D.
r>n & e L -

On appelle D* la densité maximum de la suite {,}, D~ la densité minimum,
D la densité supérieure et D la densité inférieure de la suite {2, ).

Nous allons maintenant introduire la notion de la densité arithmétique mini-
mum d’ensemble de nombres positifs.

DeriNrtion D. — Soit E{ y | un ensemble de nombres positifs y. Désignons par
n(x,R) (>0, R>0), le nombre des nombres positifs y appartenant i E et
satisfaisant a Uinégalité x —y < x+ R.[n(x, R) peut étre égal ¢ o|. Nous
définissons la densité arithmétique minimum D de By | par la relation

n(x, R)
S

D=1Ilim lim
= Ry= i>=

On démontre aisément que I'on a aussi D = lim ~2(2, R) quand @ et R tendent

- ——3
vers I'infini de toutes les maniéres possibles. En prenant E{y|={24,], ot {2,]
est la suite considérée plus haut, on trouve que les différentes densités sont
liées entre elles par 'inégalité

(93) - DZD-=D=ZDZDrs

2. Nous nous servirons du lemme suivant que ’on démontre facilement.

Lemme IX. — Soit E{ y } un ensemble de nombres positifs dont la densité arithme-
tique minimum D est finie. Etant donné ¢ > o, il existe deux suites de nombres

posttifs { x;} et | R, telles que lim 2; = = et lim R;= o et pour lesquelles on a

== ===

iy R . .
(94) n_(xR_)<£+€ pour o<<R LR, (i=1, 2, ...),

ot n(x, R) est la fonction introduite dans la définition D.

(") G. PoLYa, Math. Zeitschrift, Bd 29, 1929, p. 559.
929, p- 999
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3. Citons deux théorémes dus respectivement & M. G. Polya et &
M. S. Mandeibrojt, ol interviennent les notions de densité maximum et de
densité supérieure. Commencons par le théoréme de M. Polya (').

Tutorime P. — Souz f (s>:2dn e~ une série de Dirichlet telle que o = ).,, + o,
n—o0

hnsr — M h > 0 et dont I’abscisse de convergence est égale a zéro. Soit D* la

densité maximum de la suite | ),}. Dans ce cas, chaque segment de [’ axe imagi-

naire de longueur supérieure a 2nD* contient au moins un point singulier de f(s).

Voici le théoréme de M. Mandelbrojt (*).

Tatorime M. — Soit f(s) =Zdn e~ la série de Dirichlet du théoréme précédent.
n=0
Désignons par D la densité supérieure de la suite {},}. Soit <> o un nombre
positif arbitraire mais fixe. Il existe une fonction non positive A(x, y) définie et
continue pour x>0, y >0, avec A(x, o)=o telle que f(s) posséde un point
singulier dans chaque demi-bande |t — t,| <= (ﬁ - e), o> A(h, D).

D’aprés I'inégalité (93), on a toujours D =~ D*. Or, dans le cas ou D = D+ le
théoreme P admet le théoréeme M comme cas particulier. En effet, on voit aisé-
ment que le théoréme M est toujours satisfait. Si D<D+, il n’en est pas de
méme. La question se pose i savoir si ’on peut toujours remplacer la densité
maximum D+ dans le théoréme P par la densité supérieure D.

Le théoréme suivant donne une réponse partielle & cette question. A I'aide
de notre théoréme 1V et du théoréme M, nous démontrons que, dans le cas ou
la suite des coefficients { ,} est une suite quasi-réguliére, on peut remplacer D~
dans le théoréeme P, méme par la plus petite densité, la densité arithmétique
minimum D de la suite { 7.,|.

4. Taeorime XIII. — Soit f(s):Zdne—7""‘ la série de Dirichlet (1) dont la suite

de coefficients { d, | est une suite quasi-réguliére (Def. C, a’',§7, Chap. I). Désignons
par D la densité arithmétique minimum de la suite {,}. Dans ce cas, chaque
.fegm:’nt de 'axe imaginaire de longueur supérieure a 2D contient au moins un
point singulier de f(s). a

Démonstration. — Supposons, par impossible, qu’il existe un segment I de
I'axe imaginaire de longueur supérieure a 2=D dont tous les points soient des
points réguliers de f(s). On peut supposer, sans restreindre la généralite, que I

(1) G. PoLya, Ueber die Ewistens unendlich vieler singularer Punkte (Berl. Sitz., 1923).
(?) S. ManpELBROIT, Dirichlet Series (The Rice Institute Pamphlet, 31, 1944, p. 229).
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est le segment | 2| < =(D + 2) ot 2> 0. Désignons par T, le domaine composé
des deux demi-plans R(s) >0, R(s)< o et du segment I. Puisque la suite de
coefficients {d,} est une suite quasi-réguliére, il existe (Déf. C) une suite
croissante d’indices principaux {n;} (=1, 2, ...) telle que n;, —n;= O(1)
(i— o0 ). Soit ¢ un nombre positif ot 0 < e < 2. D’aprés le lemme 1X,il existe

deux suites de nombres positifs {x,| et {R,] (k=1, 2, ...), satisfaisant
alimx,=w, limR,=o0, et & I'inégalité
k== k==
5 R i
(94) Mﬁ—)<2+a pour o <<R.ZR; (h==1, 2, ...),

ot, comme plus haut, on désigne par n(x, R) ( >0, R >>0) le nombre de 7,
satisfaisant &4 =%, < + R. Soit n, le plus grand n; tel que 2, = a,. On a
(97) oZar— 2y =0(1)  (k->).

Posons

—A, S
dg.e

g =L o =N e

V=0

et appliquons le théoréme IV 4 la famille { g;,(s)], qui est normale dans tout
domaine simplement connexe @ contenant le demi-plan R (s)>o0 et ou f(s)
est holomorphe. Soit g(s) une fonction limite quelconque d’une suite partielle
de fonctions de la famille dans ®@. D’aprés le théoréme 1V, g(s)-+1 est une
fonction holomorphe dans le domaine T, et y posséde les développements
suivants :

=
\ gls)+1=1 +2(/m€“”"'*" pour ®R(s)>o,

(3(’) / n;:l
) g(s)+1= —~2a_m el—m? pour ®(s)<<o,

m=1

ol |@,|=0(1)pour |m| >0, pe, >h>0, A=ty — Poem H(m=1, 2, ).
De plus, d’apres le théoréme IV, il existe une suite partielle { n, | de { n,] telle

que I’on ait

(40) Don = /lim (Pngesem— ) (m==1, 2, ...).
h— =%

Posons N,(z)=

0=yl
d’aprés (94), (95) et (40) I'inégalité
Ny ()< n(z}, © + A)<<2 +5> (v -+ A), (A=l

1, avec ., =o0; & >o0 étant fixe, on obtient aisément

ou {x; | est une suite partielle de | x;}, A une constante positive qui ne dépend
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pas de w et de k, k,= k(x) un entier positif dépendant de «. La derniére inéga-
lité nous donne

Ny (z)
D”:}C i

x

ZD gy

‘al

1
*x

ot D, est la densité supérieure de la suite |, | (m=o0, 1, ...). Appliquonsle
théoréme M a la fonction g(s)—+ 1. Mais, la conclusion du théoreme M n’est pas
satisfaite, g(s)- 1 étant holomorphe dans la bande [¢|<_D 42, ou & >¢. Cela

meéne i une contradiction et démontre le théoréme.

5. M. Mandelbrojt a énoncé le théoréme suivant (') :

TueorimME. — Soit f(z)= ¥ a,s" une séric de Taylor dontle rayon du cercle de
k=1
convergence vérifie o <R < oo. Supposons que les seules singularités de f(z) sur
le cercle de convergence sotent des pdles. Posons { = lim (n,., — ny;). Il existe alors
: k==

au moins I pdles sur le cercle de convergence.

Ce théoréme a été généralisé par plusieurs auteurs et notamment par
M. Jungen (*), qui a obtenu le méme résultat en supposant seulement que les
singulatités sur le cercle de convergence sont du type algébrico-logarithmique
(ces points singuliers doivent satisfaire a une condition supplémentaire). Or,
le théoreme de M. Mandelbrojt, de méme que le théoréme de M. Jungen et
d’autres théorémes, peut étre généralisé par les séries de Dirichlet (1) (ou le
nombre de points singuliers sur le cercle de convergence est remplacé par la
densité arithmétique minimum des points singuliers sur une demi-droite de
convergence quelconque). Nous publierons ces résultats prochainement. Nous
nous bornons ici & démontrer un théoréme général qui a des aspects communs
avec le théoreme de M. Mandelbrojt cité plus haut (*). Dans la démonstration de
ce théoréme, nous utilisons le lemme suivant qu’on tire aisément d’une égalité
connue de Carleman (généralisée pour les fonctions méromorphes).

Lewyue C. — Soit f(z) une fonction méromorphe dans le domaine fermé A
défini par |z|>>p >o0, J(3)>0. Désignons par ¢,e® (v=1, 2, ...) les
poles de f(z) dans A arrangés de maniére que ¢, ¢,.,=_...; p,e% figure dans

(1) S. ManbELBROIT, Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes (Ann. Ec. Norm. Sup.,
t. 40, 1923, p. 420).

(2) R. JunGEN, Sur les séries de Tuvlor n'ayant que des singularités algébrico-logarithmiques sur
leur cercle de convergence. (Comumen. Math. Heloetici, t. 3, 1931, p. 287).

(3) En vérité, les généralisations des théorémes de Mandelbrojt et Jungen sont des cas particuliers
du théorhéme XIV'. 1l résulte du fait que dans le cas o la série (1) ne posséde que des singularités
algébrico-logarithmiques sur 'axe imaginaire, la suite des coefficients est quasi-réguliére.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. : 39
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la suite un nombre de fors égal a lordre de multiplicité de ce pdle. Pour R > p,0n a

R

2 (pi - %)““‘Pvé— 2—17: i (xi— é)loglf(x)f(—xndw

pv<R

I "
—_ i0Y | s —
) log | f(Rel) |sin0db — A,

oit A est une constante positive qui ne dépend pas de R.

6. Tarorime XIV. — Soitf(s):Ed,, e la série de Durichlet (1) et sout | n;}une
n—~0

suite infinie d’indices principauz. Posons [(x )= lim (%, — A,) ot n prend toutes

n—w=
les valeurs entiéres telles que |n — n,| —x (k=1, 2, ...); {(x) est une fonction
croissante satisfaisant ¢ [(x)=_H [ou H est la constante positive dont il a été
question dans (1)]. Soit I=1lim{(z). Désignons par D(t,, =) et D(z,, —x)
xX== == ==

la densité arithmétique minimum de I'ensemble des points singuliers de f(s) sur
les demi-axes imaginaires t,=_t < et —a <_t_t, respectivement (Déf. D, § 1,
Chap. III), on a

(96) D (¢, oo)é%_ et - B(to,—oo>_:ﬁ'2% pour chaque — o <<?,<co.’

Remarquons que sil’'on désigne par n(x, R) (— % <& <, R > 0)le nombre
des points siuguliers de f(s) sur le segment de ’axe imaginaire z=¢t<x+R;
on voit aisément (d’aprés la définition D) que I’énoncé du théoréme peut stre
mis sous la forme équivalente suivante : Etant donné ¢ > o, il existe un nombre
positif R,=R,(c) tel que l'on ait

{—¢

n(z, R)>~
2T

R pour —oo<lx <0, R R,.

Démonstration. — Dans le cas ol I'axe imaginaire estune coupure, la démons-
tration est évidente. Supposons done que I’axe imaginaire ne soit pas une cou-
pure et désignons par T, le domaine composé des deux demi-plans R(s)>o,
R(s)< oetdetous les pointsréguliers de f(s)surl’axe imaginaire. Supposons,
par impossible, que le théoréme ne soit pas vrai. Il existe alors un nombre z,,
-0 < t,< ®, pour lequel I'une des inégalités (96) n’est pas vérifiée. Pour
fixer les idées, supposons que I’on ait l

2022(10: 0) < o

Choisissons 2 >0 tel que §e¢</—2n D°. D’aprés le lemme IX il existe deux
suites {z;}, {R;| (j=1, 2, ...)ou t,< x;—> o, 0 < R;— et pour lesquelles
on a ’ ‘

n(z;, R) {— 3¢

(97) R~ on =Do+¢ pour j=i1,2, ..., 0<<RZR;
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D’aprés la définition de /il existe &, > o tel que I(z)>{—c pour z . 5,.

La définition de {(x) nous permet de voir aisément qu’on peut extraire de la
suite d’indices principaux { 7} une suite partielle { 7;} satisfaisant a la propriété
suivante : :

Il existe une suite d’entiers positifs { p,} avec |p,— 7| =&, (k=1, 2, ...)
et telle que
(98) li_m(}/?ﬁ-i - 7“1’&>§ {— 2¢,

hk=w=»

et de plus, p,— 7, est ou non négatif ou non positif pour k=1, 2, ....

Pour fixer les idées, supposons que pk—;,.. soit non négatif. Posons

_J(s) = Jals)

= 2 F SR 7 ) | _\ — )8
g (s)= Ry ’ ol fn(s)__zold\,e

ny

et appliquons le théoréme IV a la famille { g; (s)} qui est normale dans tout
domaine simplement connnexe @ contenant le demi-plan R (s)>> o0 et ou f(s)
est holomorphe. Soit g(s) une fonction limite quelconque d’une suite partielle
de fonctions de la famille. D’apresle théoréme 1V, la fonction g(s) est uniforme
et holomorphe dans le domaine T, ety posséde les développements suivants :

(39) g(s):za,,,e—hr" pour R(s)>o0 et () =—1 —za_mcﬁ’*“m‘“ pour R(s)<<o,

m=1 m=1 R
o P, >h >0, ALy y— Pun=_H pour m=1, 2, ... et |a,|=0(1)

pour |m| — . De plus, il existe une suite partielle { n;} de {7} pour laquelle
ona

(40) [J-nz—:]Ei—_m()\nfi—Hn_‘)'ni.) (m=r1, 2, cae)e

On tire de la définition de g(s), de (98) et de (40), qu’il existe un entjer
non négatif m, tel que p, ,— 1, > /—2¢ (on pose |1, = o). Sans diminuer la
généralité on peut supposer que m, = o, et que, par conséquent,’

(99) i — 2¢.

[ Car, sice n’est pas le cas, soitm, le plus grand entier positif tel que m, =~ m,
et a,, < 0. Sil’on pose

g( s ) — 2 Ay e~ ms

m=1
Am, e tm s

&(s)=

>

il est évident que g*(s) posséde des développements analogues 4 (40); pour

R(s)>o0 on peut écrire g*(s):Za;Le'%’ ou p,>>/—2z. De plus, g(s) et

m=1
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8"(s) possédent les mémes singularités. Nous pouvons remplacer dans notre
raisonnement la fonction g(s) par g*(s) qui vérifie la condition (g99)].

D’aprés le théoréme 1V, les seuls points singuliers de g(s) sur I'axe imagi-
~ naire sont des points singuliers de f(s). Soient {x;}, {(R;} (j=1, 2, ...) les
deux suites dont il a été question dans (g7). D’aprés (97), tous les points
singuliers de f(s) sur les segments de I'axe imaginaire I; définis par
;< t<x;+R;(j=1, 2, ...) suntisolés sur 'axe imaginaire. En utilisantle
théoréme IV bis, on trouve que les seuls points singuliers it de g(x) sur les
segments I; (j =1, 2, ...) sont des poles simples et que 77 est aussi un point
singulier de f(s). Posons '

(100) Gi(s)=g(s + iz)) (f=1,2, ...).

Soient i<, 7, ..., i7l) les poles simples de G,(s) sur le segment de 'axe
imaginaire o < t<_R;, rangés par ordre de valeur absolue. D’aprés (97) et (100),
pour chaque R ™> o, le nombre des poles de G;(s), sur le segment de I’axe ima-

ginaire o < t<_R, pour j>>/,(R), ne dépasse pas l;fa
cette remarque, on conclut qu’on peut extraire (par un procédé diagonal) une

suite partielle de fonctions {G;(s)} (k=1, 2, ...) pour laquelle on a

limi{V==, (v=1, 2, ...), ol o7, Z7=Z... < lOn obtient 7, >0

R. En tenant compte de

k==

d’apres (97) et 7,< oo d’apres = = -:%nv - Désignons par 63 le domaine composé
des deux demi-plans ®R(s)>o0, R(s)< o et du demi-axe imaginaire ¢ > o,
excepté les points iz, (v=1, 2, ...). Soit A un domaine fermé et borné quel-
conque contenu dans ¢@3. En utilisant le lemme V (Chap. II, § 2), on voit
aisément que la famille {G;(s)} est holomorphe et normale dans A
pour k> ky=1£k,(A). Soit G(s) ure fonction limite quelconque (dans @) d’une
suite partielle des fonctions de la famille. D’apres ce qui précéde, G(s) est une

fonction holomorphe et uniforme dans @ et y possede les développements
suivants : :

(ro1) G(s):Zame‘”m‘ pour R(s)> o, G(s)::——l——Za_me“*m“ pour R(s)<o,

m=t m—t

| o] = | @n| pour m==1, 2, ..., les suites { m,}, { o), {@n] et {a_,.|sont
celles dont il a été question dans (39). Les seuls points singuliers possibles de
G(s) dans le demi-plan J(s)>>o0 sont les points 77, qui ne peuvent étre que
des points singuliers isolés non critiques. En appliquant une fois de plus le
lemme V, on conclut que les seuls points singuliers de G(s) dans le demi-plan
J(s)> o sont des poles simples de la forme i7,. Soient ig,, 15,, ..., fpy, ...
ces poles rangés de maniere que o < g, < g2<.... Désignons par N(R), R >o,
le nombre de poles 7p, satisfaisant 4 0 < p,-ZR. D’aprés ce qui précéde chacun
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de ces poles est un point z7,. La relation (97) et la définition de <. nous ménent
aisément a I'inégalité

3A

(102) N(R)é————l{

Choisissons un nombre positif & tel que o< b< T
d’aprés (102) qu'il existe une suite croissante { R} (k=1, 2, .. .), 1 <R, 4 oo,
telle que tous les segments de I'axe imaginaire | —R;|Zb (k=1,2, ...),

ne contiennent pas de points singuliers de G(s).

Appliquons maintenant le lemme C du paragraphe précédent a la fonction
G(s), oul'on pose g =1, R=R; (k=1, 2, ...). Tous les poles de G(s) dans le
demi-plan J(s)> o sont simples et situés sur I’axe imaginaire, on peut écrire

I 0 o1 M Y,
(103) > (P_ — R—z)é— iz (E'E — E) [log| G(2)| + log| G(— ) |] dz
1= 6, Ry

I ~
- B ol el g1 -
an[ logl G(Rpe)|sin0d) — A

En tenant compte de (102), on trouve

wn ¥ (L-f) j(u £ ) ANO=N(0) (5 —1)

14 py <Ry

+L[Rk<$+ RL]‘i)N(u)dué—l——;?gf(long—i—l).
D’aprés (101), on a |

[G(a)| Z[lai]+o(r)]e™” pour g0 et |G(—o)|=1+o0(1) pour o—>c.

De (99) on tire

" log| G(o)|+ 10g] G(— )| £~ puo+ O(1) = —(I—25) 5+ O(1) (s >0),

et donc o

(105) _;IE‘/;.MQ?I?_ I;)[IOUIG(U)H‘IO |G(—0a)|]do

(k—o0).

l—— &y
27: logR;— O(1)

D’aprés le lemme V et la maniere dont on a choisi la suite {R.}, on trouve
que max |G(R,e®)| = O(1) pour & — o. Ceci nous donne
0o=l=n ) .

(106) —ﬁ—;kfﬂlog]G(Rkeio)lsinﬁd()é—-o(l) (k »>o).

Enfin, des inégalités (103‘), (104), (103) et (106), nous tirons
1—3

8(logR;¢—|— 1) Z:ﬂ2slong——A1 (k=1,9, ...),
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’

ol A, est une constante. En divisantladerniére inégalité par Q—T—rlogR,,. et en fal-

sant tendre £ vers l'infini, on obtient /— 3¢ >/— 2¢. Ce qui nous donne une
contradiction et démontpe le théoréme.
Les deux théorémes suivants sont des cas particuliers du théoréme XIV.

Taeoreme XIV'. — Sout f(s):Ed,l e la série de Dirichlet (1) dont la suite
n=0

de coeffficients { d,} est une suite quasi-réguliére (Déf. C). Posons I=1im (h,.s — 1)

Désignons par D(t,, ») et D(1,, —®) la densité arithmétique minimum de
Uensemble de points singuliers de f(s) sur le demi-axe imaginaire t,=_t<
et — oo <t _t,, respectivement. On a

{ i l
2([0, OO)E‘E% et g(to, —oc)> - pour'chaque —wo<t,<<xc.

Tueorime XIV”. — Sort f(s):Edn e la série de Dirichlet (1) Sott { n,} une

suite croissante d’entiers positifs telle que n;., — ny= 0(1) pour k — . Posons
l= .l_il_n_ ()\nk+1 — >\nk>- On a
k==

E(to, oo)\ﬁ%, et g(to, —oo)éé—lr pour chaque —oo<t,<<oo.

Remarquons enfin que dans le cas ou f(s) est une série de Taylor — D, le
nombre / défini dans les trois derniers théorémes est un entier positif. Quelle
que soit ’hypothése, la conclusion est la méme pour les trois cas : f(s) posséde
au moins [ points singuliers sur chaque segment de I’axe imaginaire t\~_t<_t,~+ 27.
Remarquons aussi que la démonstration directe du théoréeme XIV dans ce cas
ést beaucoup plus simple que la démonstration du théoréme général (*). -

(1) Poir notre Note, Sur un théoréme de M. Mandelbrojt (C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948,
p- 1786-1787). ‘




