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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE N O R M A L E SUPÉRIEURE

SUR LA THÉORIE DES SURFACES
DE R I E M A N N
PAR M. LÉONCE FOURÈS.

I N T R O D U C T I O N .

De nombreux travaux ont été consacrés aux surfaces de Riemann depuis
H. Poincaré et P. Kœbe qui en 1907 énonçaient le théorème fondamental de
l'uniformisation déjà énoncé par Riemann pour les surfaces algébriques.
Poincaré et Kœbe util isaient les fonctions de Green définies sur des surfaces de
Riemann obtenues par prolongement analytique de Weierstrass. H. Weyl(i9i3)
et T. Rado (1925) donnent des définit ions axiomatiques des surfaces de
Riemann, construites sur des espaces topologiques. R. Courant (1922) donne
une démonstration du théorème de l 'uniformisation utilisant encore les
fonctions harmoniques : cette démonstration sera précisée dans l 'édition de
1929 de sa Funktionentheorie et par G. Valiron dans son cours à la faculté des
Sciences de Paris en 1949-1950 (1). En 1927, Kœbe ÇActa Mathematiça, t, 5o)
avait donné la première démonstration de ce théorème sans utiliser les
fonctions harmoniques, et Bieberbach publiait dans sa Funktionentheorie, une
démonstration originale ne faisant intervenir que la définition du prolon-
gement analytique de Weierstrass. Les deux premiers Chapitres du présent
travail sont consacrés a une extension des travaux de Bieberbach : au
Chapitre I, j ^é tud ie une suite de fonctions univalentes définies dans des
domaines de plus en plus grands : l'utilisation du Verzerrungsatz de

( 1 ) A paraître dans Cours d'Aivdrse^ t. 111.
Afin. Éc. Norm., (3), LXVIIÏ. — FASC. 1. l



2 LÉONCE FOURÈS.

Bieberbach, et des familles normales de P. Montel, permet d'obtenir des
résultats précis sur la fonction l imite et son comportement à la frontière. La
suite du chapitre est consacrée au raccordement de domaines plans, dont
certains cas ont été étudiés par Bieberbach; d'autres types de raccordement
sont ici étudiés, et trouveront une application au chapitre suivant et dans des
travaux ultérieurs; une large part est consacrée à l 'étude des frontières.

Au Chapitre II je rappelle la définition de Rado, des surfaces de Riemann , en
ut i l i sant les axiomes de topologie sous la forme que leur a donnée Bourbaki
(dont je conserve aussi les notations) : j 'en déduis la représentation para-
métrique des surfaces de Riemann, et l 'étude de l 'intersection de deux
éléments de défini t ion souligne l'importance de la régularité de l'espace topo-
logique sur lequel est définie la surface de Riemann. L'étude du raccordement
des surfaces de Riemann, conduit alors aux théorèmes de l 'uniformisation,
étendus aux surfaces définies par H. WeyI. Le premier de ces théorèmes
concerne les surfaces simplement connexes, le second les surfaces ouvertes
quelconques.

Le deuxième théorème de l 'uniformisation conduit à la considération des
surfaces de recouvrement de la surface initiale. De la défini t ion des recou-
vrements d'espaces topologiques, donnée par C. Chevalley, je déduis une défi-
n i t i on axiomatique des recouvrements abstraits de surfaces de Riemann, et de
la surface de recouvrement relativement non ramifiée. Tout ce qui suit ne
concerne plus alors que des surfaces de Riemann définies par prolongement
analytique de Weierstrass. L'arbre topologique défini par Speiser, et utilisé par
Nevanlinna, Ulrich, Elfving, etc. permet-il de déterminer si la surface qu'il
représente est, ou non, la surface de recouvrement d'une surface de Riemann?
Ayant défini dans ce but les arbres topologiques régulièrement ramifiés, je
caractérise parmi eux une classe d'arbres qui satisfont à la question posée.
On peut pour chacun de ces arbres, déterminer une surface fermée dont la
surface de recouvrement admet précisément pour arbre topologique l'arbre
donné. Ces considérations font l'objet du Chapitre III.

Le Chapitre IV est consacré à la décomposition en feuillets des surfaces de
Riemann simplement connexes, ou, ce qui revient au même, à la construction
des domaines d'univalence pour la fonction inverse de l 'uniformisante. Ce
problème a été abordé en igSi par F. Marty, dans le cas général, et par
T. Schimizu dans le cas des surfaces de Riemann de type parabolique.
G. Valiron (1940) a mis en évidence certaines singularités possibles pour les
domaines d'univalence et leur disposition. J ' indique une première méthode de
résolution qui consiste à enfermer les singularités t ranscendantes dans des
domaines de diamètres décroissants, quand cela est possible. On obtient ainsi
une classification des points transcendants isolés, d'après l 'allure des domaines
d'univalence. Dans le cas des surfaces de Riemann de type parabolique la
méthode des étoiles d'holomorphie permet de résoudre le problème : les
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domaines d'univalence correspondants, pour la fonction inverse de Tunifor-
misante, ont tous leurs points frontières accessibles, mais leur répartition peut
présenter le cas de division impropre.

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma gratitude pour MM. Montel, Valiron
et Cartan dont les cours à la faculté des Sciences et à l'École Normale
Supérieure, ont décidé de l 'orientation de mes recherches, et je suis heureux
qu'ils aient bien voulu accepter de constituer le jury de ma thèse. Je remercie
tout particulièrement M. G. Valiron pour l'intérêt bienveillant qu'il n'a cessé
d'apporter à mon travail. Ses encouragements et ses conseils m'ont été
extrêmement précieux.

CHAPITRE 1.

THÉORIE DU RACCORDEMENT.

A. — Sur les suites de fonctions univalentes.

Soit une suite de fonctions z^=f^n) vérifiant les conditions suivantes :

û. fn(^n) est holomorphe univalente dans Cn ( ^/J^/^) avec /,,(o)=o,
/,:(o)=i;

&. l'image de G,< par/^ est un domaine TnCCn+r

j . /^+i^maxi/^(^)l^/1/,. Soit R la limite finie ou inf in ie de la suite /y.

2. fn+kÇ^n+h) est une fonction ç/,,/^i(^,,) holomorphe univalente dans C,, et
normalisée au centre. Les <fn,h (n fixe, A^>o) formant une famille bornée
normale dans l'intérieur de C^, soit y,,^ une suite convergeant uniformément
dans l ' intérieur de Cn vers $,,(^) holomorphe, univalente dans Cn, normalisée
au centre.

Soit m^>n^ et 8^ un ensemble fermé intér ieur à C,,, d'image o^ dans C,^. La
famille Çm,^(^n)? (/^-4- ̂ i= Tî+Ai, ^^>o) bornée dans l'intérieur de G/«,
converge dans S^ donc uniformément dans l ' intér ieur de C,n vers <1?^(^),
holomorphe, univalente et normalisée au centre de C,n. $m°ç/2,m-«== $/z dans
Cn pour tout m^> n.

3. Soit C le cercle \z <^ R.

a. Si ^€C«, $n(^)eC sinon il existerait h, tel que fn,h^n) | > R^/n^/,, ce
qui est contraire à la condition 6.

P. Tout cercle 1-3 ^ c < ^ R est couvert par l'image par ^==$,,(^) d 'un
cercle Cn pour n assez grand.
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Choisissons pi et /^vérifiant p <^ p , <^/',<<R. Désignons par ç^ la suite Çn,/^;

Si R est fini^, '-̂  ^~r' Soit A > i. On peut choisir n assez grand pour que— << A .
^ f'n ru

l •> 9

(B) ^ Si R est infini, -^ ^-———^—^ < 7——^-^-En se limitant au disque |^| ̂ ^/^
J ^/t v / i — 1 ^ 1 ) " v / î — r )~

avec r^> pi ; une fois r' fixé on peut choisir n pour que -——f—— < A.
{^n — f Y

Par un calcul fait par Bieberbach (^ ) on trouve :

\^n,p— ^n\ -^/A^—I.pi.

valable pour ^ ^pi <^r, avec r<^i\, si H est f ini , r^/-' si R est inf in i .
Soit £ donné : choisissons alors p i ^ > c + c , puis ^ ^ > p i (et 7^'^>r si R est

infini). Ayant calculé A pour que H <^ £, on peut déterminer n pour que r,^r
(^> ̂  si R est infini), et que les conditions (B) soient satisfaites.

Dans ces conditions [<t>»—^[^£, et l'image par $„ du cercle \Zn ^pi est
limitée par une courbe située dans la couronne ( ( p ^ — £ , pi+£)). L'image du
cercle C^, a fortiori, couvre le cercle z |^p.

4. Supposons que les 9/^(^/1) ne convergent pas. On peut définir une
fonction ^F/,(^,,) possédant les mêmes propriétés que <t^. Soit^eC, et^eC/.tel
que ^pÇ^p) = C avec représentation conforme biunivoque des voisinages; ^p est
unique dans C,,. Soit 'Q= ̂ (^p), ^p est le seul point de C/, dont l'image par W,,
est ^ .^ /est indépendant dep :

^(Ç/,) == ̂  o (p^^y_^(^) -=z Ç quel que soit q >p

^== ç^, ̂ _^(^/) est le seul point de C,/ dont l'image par <i>,y est Ç
^(^)=^o^^(^)=^(^)=ç /.

On peut donc réaliser une correspondance Ç<">^ de C sur lui-même, avec
représentation conforme biunivoque des voisinages, dans laquelle le centre
de C est son propre homologue, la dérivée y étant i. C'est l'identité.

5. Si un arc de la circonférence C,i est représenté par tout o,̂  suivant un arc de
la circonférence C^+/^, la fonction <&^ représente Vintérieur de cet arc analyti-
quement sur un arc de la circonférence de C qui est de rayon fini.

Soit y cet arc de la circonférence Cn et T un morceau simplement connexe
de C,, et contigu à y. Les fonctions ç^,/,(^,i) analytiques dans Têt sur sa frontière
(sauf peut-être aux extrémités de v), représentent T sur1\cC,,+//, et sont aussi
holomorphes univalentes dans © = t u t / U Y (°ù À est l ' intérieur de A, etT'

( 1 ) FunktionerUheorie, igSi, p. 1 8 1 (édition Chelsea).
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l'image de T par rapport à la circonférence C,,); De la l imitat ion de ] < p ^ / < - -e t
-I ç^J dans l'intérieur de T on déduit l'existence d'une borne pour [ y , , / , ] dans
l'intérieur de @ : il suffît pour cela d'introduire un nombre fini de cercles
intérieurs à Cu©? recouvrant un domaine arbitraire intérieur à ©; dans chacun
d'eux les y,,/, sont bornés, ce qu'on peut voir en opérant de proche en proche
à partir de ceux de ces cercles qui ont leur centre dans C,,. La suite (pa+h
converge donc uniformément dans tout domaine intérieur à ©^ domaine que
l'on peut supposer contenir n'importe quel arc ^ ' Cf.

Posons z,,=j\e^\ ^ correspond à Ô^^Q^O',. On a |y,,/,(7^^0)] ==/^/,.
On peut trouver h assez grand pour que \^n—ç/i,/J <^ s dans tout un

Fig.

domaine contenant y à son intérieur. Si <î),J ̂  const. sur y on aurait
1 ̂ n{r^') \ — \ ̂ n{r^") \ | = a. Prenant £< | on aurait

| rn-^h — \ ̂ n ( /•/. e^' ) 1 < a et [ r,,^ — ; € » / / ( r,, e^" ) \ \ < a,
1 • 0 1 " 1 0

ce qui est impossible, donc a = o.
|$^)==const. sur ^ mais ^^const. sinon elle serait aussi constante

dans Cn. \^n est bornée dans ©, donc C est un cercle de rayon fini et la repré-
sentation de y' sur un arc de la circonférence de C est analytique.

B. — Raccordement de première espèce.

1. POSITION DU PROBLÈME.

D É F I N I T I O N S . — S o i e n t dans les plans z et ^ deux domaines A et B et deux
parties A' et W de A et B en correspondance conforme biunivoque parÇ=d^).
A' et B/ sont supposés maxima, c'est-à-dire que *€ = ^p(^) n'est pas prolongeable
dans A — A 7 , ^p(^) restant univalente à valeurs dans B.

DÉFINITION. — Raccorder les domaines A et B des plans z et Ç, par <^, ou
suivant A7, c'est déterminer unç fonction w= f(z') et une fonction ^=<p(Ç),
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méromorphes et univalentes dans A et dans B, prenant les mêmes valeurs en deux
points homologues de A' et W [associés par ̂  = ^p(^)] et des valeurs distinctes pour
tout autre couple s € A et Ç € B.

On écrira que w est méromorphe univalente dans A^LB ou (A^LB) .
Si le raccordement est possible l 'ensemble A des valeurs prises par w lorsque

^ parcourt A et ^ parcourt B forme un domaine : soient A* et B^ les domaines
images de A et B par /e t y. z^ et ^o étant choisis homologues dans A' et B',
q^=y(^o)= yCCo) : (^eA^ et ^çV peuvent être joints à ^ par deux
courbes respectivement intérieures à A^ et B* donc à A. A connexe est bien un
domaine. Nous écrirons A == (A ^L B).

Si P € Â (ou Ê) son image par fÇz) [ou çp(Ç)]eÂ, et inversement P^eÂ est
l 'image d'un point €Â ou eB.

Si A est simplement connexe, soit A1 une image conforme de A : A1 est
un cercle dont le centre est l'image de ^ o € E À , avec ( — p - ) = i ? on écrira

\ az Ao
^=(A^ïi)^

UNICITÉ. — Soient A^^A^B),; e tA 3 =(A^B)^. P^^^eÂ1 est l'image
de ^€=Â (ou de Ç&Ê) qui a lui-même pour image dans A2, Q\ Cette image est
unique même si ^€A', et en vertu de Tunivalence des fonctions/1, y1, /2, y2,
la correspondance établie entre P* et y est localement conforme biunivoque,
donc aussi globalement. La représentation de A1 sur A2 normalisée au centre
est l ' identité.

TYPES DE RACCORDEMENT. — Soient un cercle A, A/ une portion connexe de ce
cercle limitée par des arcs de Jordan (sans points doubles) dont tous les
points sont accessibles par l ' intér ieur (une exception sera envisagée : voir
remarque 3, p, i3). Soit CÏ= A — A ' .

i" Disposition en croissant. — A' simplement connexe, et Cl admettent
chacune au moins un arc de la circonférence de A, comme élément frontière.
Cette circonférence est partagée en un nombre fini d'arcs frontières de A' et (fl;

2° Disposition en pince. — ÛL connexe; A/ simplement connexe admet toute
la circonférence de A comme frontière, un point de cette circonférence étant
frontière de CX;

3° Disposition en anneau. — Aucun point de la circonférence de A n'est
frontière pour (SI. A' est de connexion finie ̂ 2.

Nous étudierons quatre types de raccordement :

Raccordement par croissants lorsque les décompositions de A et B se font en
croissants. On se bornera au cas où 0î> est simplement connexe.
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Raccordement par croissant et pince : décomposition de A en croissant,de B
en pince.

Raccordement par pinces : décomposition de A et B en pinces;

croissant pince
Fi g. 2.

Raccordement par anneaux : décomposition de A et B en anneaux. On se
bornera au cas où A' (donc aussi W) est doublement connexe.

CAS D'IMPOSSIBILITÉ. — Sur la frontière de A^ nous distinguerons les arcs
externes qui appartiennent à la circonférence de A et les arcs internes dont les
intérieurs CÂ. Les frontières de A' et B' se correspondent ponctuellement et
continûment par ^=^(^). On pourra donc distinguer sur la périphérie de A'
les -arcs homologues d'arcs internes de W et les arcs homologues d'arcs
externes de B'.

THÉORÈME. — Si sur la périphérie de A' les homologues des arcs externes de B/ ne
couvrent pas les arcs internes de A^ le raccordement Aj^LB ne peut être réalisé.

Remarque. — Si les homologues des arcs externes de B^ couvrent les arcs
internes de A7, c'est que tout point d'un arc interne de A' correspond à un
point de la circonférence de B, donc un point d'un arc interne de B' ne peut
correspondre qu'à un point de la circonférence de A; c'est dire que les homo-
logues des arcs externes de A' couvrent les arcs internes de B7.

Soient sur la circonférence de A, l et // les ensembles des arcs frontières
de 0L et A'; soient l" la frontière interne de A', et yJ l'ensemble des homologues

Fig. 3. Fig. 4.

des arcs externes de B^ De la même façon, m désigne l'ensemble des arcs
frontières de (33, situés sur la circonférence de B, m ' l a frontière externe de B^,
m" sa frontière interne.

Supposons ///— ;J/ non vide, il s'agit d'un arc ///— ^ au sens de l'accessibilité
dans h.' : il se pourrait pour un point de /// que pour certains chemin& d'accès
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il appartienne à [j/ et pour d'autres il appartienne à / / /—;j/ (fig'- 3). Soit
PO €5^— ^/ ( P o € Â ) et Vo un voisinage de Pô, VoCÂ. Comme /// est une courbe
de Jordan on peut trouver dans Vo un point P(P€/ / / —^/) et Vi (P)cVo
partagé par /// en deux morceaux seulement V^ et V^ dont l'un au moins vérifie
V^cA'. Supposons le raccordement Aj^B réalisable : w=fÇz) holomorphe
univalente dans V\ le représente sur V^. D'autre part la correspondance
A'^-^B7 continue sur les frontières associe à P au moins un point Q
sur m" (QeÈ), unique si V", ((A^ w=- <p(^) représente sur V^ un voisinage Vg
de Q. La considération de deux suites de points homologues dans ^f\ et Va
tendant respectivement vers P et Q montre que P et Q ont même image II dans
le plan ^. IIe^i II €^2 donc V,cV^=W ^0 : soit WCW un voisinage
de II partagé en deux morceaux seulement W et W par l'image de ///. Soient
alors Wi, W^, W[ les images dans le plan z par z= f~\^) de Wy W, W \
Wa, W,, W^ leurs images dans le plan ^ par ^== op"1^). ̂ = ^p(^) définit une
correspondance conforme biunivoque entre W^ et W<,; ^==(p -- l(^) est holo-
morphe univalente dans W donc ^= y"1 °/(^) est holomorphe univalente
dans Wi, identique à ^p(^) dans W^; ^(^) est alors prolongeable dans
A / /=A /U\V^ ses valeurs restant dans B puisqu'elles sont dans W^; deux cas
sont alors possibles :

a. ^(^) ainsi prolongée est univalente dans un domaine A^A7; A7 ne
serait pas maximum;

&. m!' ne pénétrant pas dans W^ et certains points de W^ appartenant à B\
c'est que W;cB'. Soit W^^-^W^'U^/^W:)^ y(W:) =/(W':); mais
/est univalente donc W^W^, et W'^cA^ La fonction ^(^) donnée est
identique dans 'W[ au prolongement dans Wi entier de ^p(^) donnée dans W^.
La correspondance A'^—^B7 s'étend donc à la portion de /// (et m") intérieure
à W^ (et Wa) : iV ne serait pas maximum.

Remarque. — Soit À = A — ( / / / — ; j / ) que nous supposons simplement
connexe. Un « raccordement » de A et B suivant A^ où l'on admettrait la
possibilité pour les points de (/ / /— ^/) d'avoir pour image, des points frontières
du domaine image de ce « raccordement » n'est autre que le raccordement
Â^B, où À* est une image conforme circulaire de À. On est ainsi ramené au
cas où pt/ 3 ///.

2. RACCORDEMENT PAR CROISSANTS.

Soient Ri et pg les extrémités de m', R'j et (^ celles de u J . Soient ai et as sur
la circonférence de A les extrémités de l'arc de cette circonférence, frontière
de A/ et contenant p'^, ==frontière de A' —;j/. ?, sera dit extrémité régulière
de B' s'il est possible de construire à l 'intérieur de B^ une courbe aboutissant
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en pi en coupant la circonférence de B sous un angle 7^0 (à Â'ïi près); dans le
cas contraire on dira que pi est une extrémité irrégulière de B\ Remarquons
que la frontière interne de B' reste à une distance finie de tout arc intérieur à m1'.

CAS RÉGULIER. — ^ et ^2 sont extrémités régulières de B7. On peut alors
construire un arc de cercle Ci intérieur à W coupant Fg (circonférence de B)
en 81 et ^ sous un angle 9 == -^ (/i entier). A C< correspond dans A un arc ̂
joignant Q\ et ̂ , séparant A' en deux parties dont l'une ÛL, est contiguè à cl.
Posons 0i^=0L\j0C^\jl". ^ étant un point choisi dans CX, il existe z^=f^z)
représenta-nt ÛLi simplement connexe, sur un cercle Ai, la correspondance
étant analytique entre les frontières (sauf en ^ et ^), et avec /i(J;)== o,
/, /(^)==I. Soit r\ l'image de ^ : les autres éléments de Ai seront notés par

Fig. 5.

les mêmes lettres que leurs éléments homologues dans A; soit ^ l'arc de la
circonférence de Ai, autre que 1 .̂ Le domaine <^m'\ Ci ^> limité par m' et Ci
(plan 0 est en correspondance conforme biunivoque avec <^ [j/, r\ ^> du
plan z^\ cette correspondance peut être prolongée par la méthode des images
par rapport aux côtés homologues Ci et r\. Soit €3 l'image de m! par rapport
à Ci, et ^2 Fimage de ^ par rapport à r\. <^ ?, ^2 ^> simplement connexe, à
frontière accessible, est représenté sur A^ par z^=f^(z^) normalisée à Porigine
.A^=Ç€i,a^<^mr, C^}^. Soit T., l'image de ^2. De la même façon
le prolongement de la correspondance existant entre <^ m\ €3 ^> et <^ ^', F2 ^>
au delà de €3 et Fa fourni t dans un plan ^3, A3==(el^</^, C3>)^. On
poursuivra l'opération, et l'on obtiendra dans le plan ^+1,

A/^= (e^ ̂  < m', G.̂  >)^= (a, ̂ L B)^

puisque B == < m', C^+i > (1 ).
Soient ^14-1= /(^) et ^,^i==(p(^) les fonctions ainsi déterminées dans eXi

(1) Cette construction, sous des hypothèses moins larges, est indiquée dans Bleberbach (ouv. cité
p. 172), la validité du raccordement n'étant pas assurée dans A entier.

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 1. 2
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et B. Pour ^ç0L\ /(^)==(p o ^(^); mais 9 0 ^ est défini dans tout A\ donc
aussi/(^) qui satisfait à/^o)^^^)? pour^o et ^o homologues quelconques
dans A7 et B\ Donc A,,+i = (eXi ^B)^=(A^B)^. On peut enfin par une
transformation homographique w=h(z^^) de A,,,+i sur un cercle A obtenir
A == (A^B)^ où Z est un point quelconque de A ou de B.

Remarque. — A et B n'ont pas joué initialement le même rôle : on a été
conduit à supposer d3. simplement connexe pour déterminer m' donc y J , ce qui
ne pouvait se faire si aucun des deux domaines (9L ou cB n'était connexe.

On a construit Ci dans B', mais on pourrait réaliser la construction de A par
le même processus fini à partir d'un arc de cercle C, intérieur à A7 et
d'extrémité ai et ag (pourvu qu'elles soient régulières).

CAS IRRÉGULIER. — Si le problème ne peut être résolu par l 'examen précédent
c'est que l 'une au moins des extrémités (a^, 03), et Fune au moins des
extrémités (pi, ^2) sont irrégulières. Remarquons aussi que si ^ et a^ sont
distincts, on peut prendre sur l'arc pa^ un point quelconque ^3 comme extré-

mité régulière de W (ou 03 sur l'arc correspondant ocap',). Le seul cas excep-
t ionnel est donc le suivant : dans B, o .̂ •= ?, extrémité irrégulière de B^ pour au
moins une va leur de / ( i ou 2); dans A, 0,= p^. extrémité irrégulière de A7,
pour au moins une valeur d e y ( i ou 2).

Supposons o^ == Ri extrémité irrégulière. Soit une exhaustion de m,
ni^m.C - - • 0/^C . . .; rn^m! ayant pour extrémités pi^ et py „. La suite
des pi,,, converge vers ^i, et ^2,71 pourra être choisi •= ̂  si ^ est extrémité
régulière de W, ou à ^3 si ^^a^, sinon P^-^^- Pour n^>rio, p^çA
(où Pi^ correspond à pi,^), p^-— ai. Soit A,, le domaine obtenu en retirant
de A'Parc ai ^'^n (arc interne de A') et éventuellement l'arc 03 p^». Soit dans le
plan ,̂,, A,<===(A,^B)^. Tout point P^çÀ,,, étant lui-même image d'un point
P(/€A^ ou B avec représentation conforme biunivoque des voi&inages, se
représente de la même façon sur P,^eA,« (m^>n) où P^ est unique.
Inversement P^€Â/n est image soit d'un point P(,€È, soit de Po€Â^; Pô est
alors soit frontière soit intérieur à A^, et dans ce dernier cas seulement P^ est
l'image d'un point P^eÀ» unique. En particulier siw=/î+i on définit ûnesuite
Wn+Y == y/i ,1 (^) satisfaisant aux conditions du paragraphe A. SoitA le cercle limite
des cercles A,,. Pc À est image d\in P^eÂ,, Çn assez grand) lui-même image

o o o o o

de Po€ soit à B soit à A,, donc à A. Inversement si Po€B ou €:A, il existe n
tel que Po€:B ou À,;, et Pô a une image unique P,,€Â^ donc une image P€:A.
Comme toutes ces images s 'accompagnent de représentation conforme biuni -
voque des voisinages et que deux points homologues par Ç== ^(^) ont même
image dans tout A,,, donc dans A on a A==(A^LB)^ .
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THÉORÈME. — S o u s les hypothèses du raccordement par croissants (p. 6), si
^homologue de l^arc externe punique) de W couvre F ensemble des arcs internes
de A\ le raccordement Aj^B est réalisable^ A==(ALI.B)^ étant un cercle de
rayon fini.

LA FRONTIÈRE DE A. — Soient sur la circonférence de A, (0^2) l'arc a^D/,
et (o^aa)7 son complémentaire. Soit (a^a/ le complémentaire de (a^/sur
la frontière de A^. (Pi^)» ( P i P a V » ( P i P a Y représentent les éléments analogues
dans B.

La construction de A dans le cas régulier montre que les points ai 03 ?i Ra ont
pour images sur la circonférence de A, F^, des points a:a^p:p:, la corres-
pondance entre (a^) et (a:a:), (P ips) et ([^PO étant analytique, et les arcs
(ai^y et ( p i ^ Y ^ ayant pour images des courbes de Jordan aboutissant en a:,
a: et'?:,?:.

C^ irrégulier. — A est de rayon fini : (ai 03) a une image suivant un arc de
circonférence de chaque A,,. En appliquant le résultat (§A, 5) on trouve que
(a.^) se représente analytiquement sur un arc ouvert de F^. De même
pour (p/Pa).

Image des extrémités ai et aa : soit dans (9L une courbe L aboutissant en a^.
Supposons que son image L* dans A n'aboutisse pas en un point de F^;
L* approche uniformément un arc K de F^. K ne peut contenir deux points
accessibles de la frontière de A* (image de A dans A), sinon on pourrait
trouver sur L* deux suites de points convergeant respectivement verjs chacun
de ces points, et auxquelles devraient correspondre dans A deux suites
convergeant vers des points distincts de I\, ce qui est contraire au fait que L
aboutit en ai. Soit donc K'cF^, le support inaccessible de la frontière de A*;
K c K / . S o i t À „ = a ^ ^ , n = = Â — Â „ . A „ a p o u r i m a g e d a n s A , A;==A—)^, où X;
est l'image de X^. Pour la même raison que précédemment K ne peut contenir
deux points accessibles de la frontière de A^ : soit alors /ccF^, l'arc limite
de /^i KC^. Ni K7, ni K, ni k ne peuvent couvrir FA, donc ils ont chacun
deux extrémités :

_K ^
•̂ 1 "t̂ ^-rr—~^

Fig. 6.

a. K et k ont au moins une extrémité commune; sinon KcK'e tFon pourrait
construire un rectangle dont K serait un arc frontière et contenant L* (à partir
d'un certain point); mais ce même rectangle serait séparé endeux régions par
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un arc de À;, et cela aussi près de K ( u n i f o r m é m e n t ) que l'on veut. I/ ne
pourrait travefser cet arc donc s'approcher de K (fig\ 6).

A. K^EEE/:. k ne peut contenir deux points accessibles de la frontière de A*
donc K' D k. Mais pi -==== y/, et pour B* les rôles de K7 et k sont permutés et (^ ̂ }"
possède au voisinage de ^ les mêmes propriétés que \n au voisinage de ai.
Donc ÀOK7 soit^K/.

c. K7 est un bout premier de la frontière de A^ : soient une suite quelconque
de points intérieurs ou frontières (accessibles) de A^, ayant tous ses points
l imites sur K' et deux points accessibles quelconques de A* qui sont soit sur
l'image de (a^), extrémités comprises, soit sur celle de (a^a^) . Dans tous les
cas à partir d'un certain rang les traces des points de la suite ne séparent pas
les deux points : la suite ini t ia le est une suite pure et les suites ainsi définies
sont toutes équivalentes.

Remarque 1. — Supposons [̂  extrémité régulière de (p i^y . Soit sur FA
(a/p,) l'arc a, ̂  contenant (a,a^). Sur la circonférence de A,/ il y a un arc ̂
formé des images de (a^) et ( p i p a ) ayant une extrémité commune image
continue de ^ et pa. Les résultats du paragraphe A, 5 s'appliquent à y,,, donc
(a, P,) e t (pip , , ) ont pour image sur F^ deux arcs ayant une extrémité commune
image continue de P^ et ?2-

2. L'arc K' peut effectivement exister sans être réduit à un point. Soient
dans un cercle A deux courbes £ et JIZ s'accumulant suivant le même arc K/ de
la circonférence de A, et partageant A en troi s domaines eX\ A^ (limité par £ et Jll)
etd3\ Soît A*=el^uA^U^ et B*=A^u<?UuB\ Dans la représentation de A*
sur un cercle A, K' est un bout premier correspondant à un point o^ de la
circonférence de A, et G- a pour image / aboutissant en ai. Soit sur la circon-
férence de B (image de B*), ^ le point image du bout premier K' et m

Fig. 7. Fig. 8.

aboutissant en pi l'image de JH. a^ et R i sont nécessairement extrémités
irrégulières de A' et B/ (images de A^ dans A et B) sinon Aj^B serait possible
avec correspondance ponctuelle des frontières même en o^ {fig. 7).

Application. —L'étude précédente fourni t une solution simple à un problème
de représentation conforme au^voisinage de la frontière : soit D un domaine



SUR LA THEORIE DES SURFACES DE RIEMANN. l3

simplement connexe, et K^ un arc support inaccessible d'éléments frontières;
soit C une courbe issue d'un point eD et s'accumulant suivant KcK\
Complétons C de façon à former une courbe L aboutissant en P accessible sur
la frontière de D; L sépare D en CX* et A7*; soit d3* un domaine l imité par la
frontière de D et une courbe construite à l'extérieur de D, joignant P à l'extré-
mité de K/ non accessible dans D. Dans la représentation de D sur un cercle A,
K/ est un bout premier correspondant à a^ qui est extrémité irrégulière de A'
image de A^. Cela résulte de ce que Dutô* peut être considéré comme
(A^LB) ou B est l'image circulaire de A^U^. Si ai n'était pas irrégulière K
serait réduit à un point {fig- 8).

THÉORÈME. — K bout premier (T un domaine D représenté sur un cercle A, a
pour image un point a de ce cercle. A une courbe aboutissant régulièrement en a
correspond dans D un arc aboutissant à l'extrémité accessible du bout premier^,

3. Si nous admettons la possibilité pour la frontière de A ' ' de s'accumuler
suivant un arc de la circonférence de A, on peut cependant réaliser A^B par

K K

irreQiilier

Fi g. 8 bis.

la méthode indiquée dans l'étude du cas irrégulier. Chaque cas nécessitera une
étude spéciale des frontières et l'on sera amené à distinguer les arcs inacces-
sibles extrémités régulières et irrégulières de A suivant que de l 'extrémité
accessible du bout premier on peut ou non construire une courbe in tér ieure
à A' faisant avec la circonférence de A7 un angle ^=f=- o (fig^ 8 bis).

3. — RÉDUCTION AU RACCORDEMENT PAR CROISSANTS.

A. RACCORDEMENT PAR PINCE ET CROISSANT. — pi et ^ dist incts sur la frontière
de W sont confondus en [3 sur la circonférence de B.

a. y\ -^ ^i. i0^ extrémité non irrégulière de B. On prendra pour Ci un arc

de cercle a', pa; 20 ?2= ̂  se repporter aux méthodes b ci-dessous.
6. a', = P, , a'., == [Î2- i° a! et as sont extrémités régulières de A ' . On construit

dans A/ l'arc de cercle C, et l'on construit (AJ^B)^ où ?C^ si tô^^). Il est
possible que ié=0, c'est donc tô est formé d 'un ou plusieurs arcs de courbes
issus de p. On prendra alors pour ^ une extrémité de d3 et l'on devra après
chaque opération représenter sur un cercle un domaine simplement connexe
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constitué par le plan privé d'une courbe joignant à l'infini un point image de (3.
On peut encore construire (AL^B)^ donc aussi (A^B)^ par un processus fini;

/ N

2° si a, (ou a_,) est irrégulière on entaillera A suivant A,,=aip^ ce qui
conduira à la construction de A comme limite de domaines A,, (c/, cas irrégulier).

Fig- 9-

Frontière de A. — Dans tous les cas A est un cercle de rayon f ini dqnt la
circonférence contient un arc image analytique de (a^ a^) : dans le cas a i°, la
circonférence F^ est image analytique de (P ip^) , dans le cas b i°, elle est image
analytique, de (a ia3)=(^^) , Dans le cas 02°, il peut apparaître sur FA un
arc K bout premier correspondant à 03 ; dans le cas b 2°, on peut avoir deux arcs
KI et K^ bout à bout ou se chevauchant, arcs d 'accumulat ion de l'image de
(ociOCaV 7 : ces singularités peuvent avoir lieu même si ^ et ^3 sont extrémités
régulières de B^. Les figures suivantes donnent des exemples de singularités.

Fig. 10.

B. RACCORDEMENT PAR PINCES. — Sur I\, a isa2=a et sur Fj^ p i^ps^p .

c. a'j 7^ ?. 1° On peut réaliser le raccordement par u n processus fini comme
dans a i° sauf si : 2° a.j= ?'., avec a^ et ^ extrémités irrégulières de Af et B7.

On introdui t alors les domaines A», en retirant de A des arcs a < j p ^ ^ de (a , a^V.
d. a 4 = E ^ , a.j x p^. Nous ne distinguerons pas entre les cas d'extrémités

régulières et irrégulières. On introduit les domaines A,, obtenus en retirant

de A des arcs a^ p^ et a.^3^ de (aiû^y7 — dans le cas où une des extrémités
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P.- ou o, est régulière, on peut prendre [^^=Q.^ — L a suite des cercles
A,,= (A,^,B)^ « converge » vers un cercle A = (Aj^B)^ de rayon fini ou infini.

Frontière de A. — Dans le cas c, l'arc (a^, )' de I\ correspondant a (a^y
r^ est en correspondance analytique avec un arc de FA qui peut être la circon-
férence de A tout entière ou seulement un arc dont le complémentaire K est
alors bout premier dans la représentation, de A^ sur A (et correspondant à a)
et de B* sur B (et correspondant à ?).

Dans le cas d, A est de rayon fini ou infini, de frontière FA; à toute suite de

Fig. ii.

Fig. 12.

points convergeant dans A vers FA correspond une suite de points dans A ou
dans B (ou dans chacun des deux) dont le seul point limite est a ou p.
Supposons A de rayon f ini . Supposons que deux points de FA soient frontières
accessibles de A* : deux suites de points intérieurs à A* et convergeant vers ces
points, seraient les images de deux suites convergeant dans A vers deux points
distincts de I\, ce qui est impossible, ces suites ne pouvant converger que
vers a. Il y a au plus sur FA un point frontière accessible de A* et un point
frontière accessible de B*. Tout point de FA est donc frontière à la fois pour
A* et pour B\ D^autre part un point de FA frontière accessible de A^ serait
frontière accessible de A* et B*; i l ne peut y avoir qu'un tel point au
plus. La circonférence FA est un bout premier correspondant à a
(resp. P) dans la représentation de A^ sur A (resp. B* sur B^ : Toutefois
s'il y a sur î\ un point frontière accessible de A*, il peut être exceptionnel
pour certaines suites pures convergeant vers le bout premier FA
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4. — RACCORDEMENT PAR ANNEAUX.

Décomposition de A et B en anneau. A' et B/ doublement connexes.
Introduisons dans W un cercle de même centre que B et d'image -yi dans A7.
Soit dli l ' intérieur de ^1 etdVi = di— cl. La méthode utilisée par Bieberbach(1)
permet de construire (eXi^B). Les deux fonctions obtenues ^=f(s)et
^= (p(^) prennent la même valeur en deux poin ts homologues de 0L\ et^(d/,).
f^)= ç > o d > ( J ) pour zç(?L\ mais ço^p est défini dans tout A', donc on définit
un prolongement de f dans A', f ainsi définie dans A réalise avec ç(0 le
raccordement A^B. Le domaine image de ce raccordement est le plan entier.

G. — Raccordement de deuxième espèce.

1. — REPRÉSENTATION CONFORME DES BANDES.

Soit G une courbe de Jordan fermée, analyt ique par morceaux, présentant un
nombre fini de points doubles. G sépare le plan en un nombre fini de régions S/.
Soi tM(^) un point sur G, f ê t a n t le paramètre de G. Une bande étroite entourant G
est un domaine B(C) satisfaisant à la condition :

1° PeB(G) s'il existe M(^)eC tel que MP^£(^) où z{f) est une fonction
donnée caractérisant la bande o <^ c(<) <^ £ et satisfaisant à :

2° Toute région S/ contient au moins un point Q^B(C).
3° L'ensemble des points QeS.et ^B(C) forme un seul domaine connexes,.

1
Les transformations de la forme ^\ = ( s — ̂ V, v ^> o ou w^= log(^ ~ *() où *€
est l'affixe d'un point €£/, représentent une bande étroite conformément et
biunivoquement sur une autre bande étroite pour v convenablement choisi,
et *€ dans une S/ convenable. Cela suppose qu ' ini t ia lement on a considéré deux
branches de B(C) dans le voisinage d'un point double de G* Après avoir effectué
sur le plan de B(C) une transformation homographique, on considérera un
élément de la fonction w^=ei^^z : cet élément prolongé dans B(C) représente
B(C) sur une autre bande étroite. La combinaison des transformations ^'i, ^'2,
(^3 permet de représenter conformément et biunivoquement B( C) sur une bande
étroite (®(e) où (3 est sans points doubles; on se ramène ensuite à une couronne
circulaire par les procédés classiques de la représentation conforme.

2. — HYPOTHÈSES DU RACCORDEMENT.

Soit dans le plan z une partition du cercle D en trois morceaux s implement
connexes A, A', (fl (A et A' non contigus). Il existe entre points de A et A' une
correspondance 2 ' = ^(^) holomorphe univalente.

( 1) Ouvrage cité p. 174-
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DÉFINITION. — Raccorder D par ^ (ou suivant A, A) c'est déterminer une
fonction w= ./(^) holomorphe dans D, univalente dans 0L\J K et dans €L\J K' et
prenant la même valeur en deux points homologues z et^'j^CEA,^çA1 ' , z ' = ̂ (z)].

Le domaine couvert par w=f{z) sera A== (DA.D).
Supposons que dans chacun des domaines A, A', cl les frontières soient

accessibles : soientm,^, les arcs externes, l e t l r les arcs internes respectivement
de A et A'; soient a, p les extrémités de /, y et S7 celles de //. La correspondance
c o n t i n u e existant par ^ entre les contours de A et A/ associe les éléments
suivants : a<-->o^, p<-^, Y<"^Y', o^—^, l^-^V. A^--^. Comme pour le
raccordement de première espèce, D-L D n'est possible que si m 3 A
(alors m^À').

Supposons qu^il existe une fonction ^(^) holomorphe et univalente sur A,
prolongeable analytiquement y suivant une courbe (2 sans points doubles, intérieure
à D, jusque dans A, sur lequel ^(^) prolongée est univalente etprenden tout point
de A' la même valeur qu au point homologue de A.

Raccorder D par ^ c'est déduire de l'existence de ^(^) l'existence d'une
fonction /(^) vér i f i an t la condi t ion précédente, et prolongeable dans D entier,
univalente dans AU^X.

De l'hypothèse précédente et de la théorie de la représentation conforme des
bandes on déduit qu'il existe une bande BCÛL, reliant A et A\ et une fonction
^=<|\(^) réalisant U-LU où U = A u B u A \ le domaine couvert par w^ étant
une couronne ((I\, 1^)).

3. — CONSTRUCTION DE(D^D) .

Soient cli et €i^ les deux composantes s implement connexes de D — LL Soit
dans un p l a n a i un cercle Ci image du domaine A u e X i U B , C\ étant l'image
de BuA. La décomposition de Ci en C', et C i — C ^ . Soit ri dans le plan ̂  la
circonférence extérieure de ((Fi, Fi)). Soient Ai le cercle l imi té par Fi, A^
l'image s implement connexe de AUB. On peut construire A2==(Ai^- jCi) ; la
correspondance entre A^ et C\ étant définie par l ' intermédiaire de AuB. La
courbe I\ a pour image une courbe fermée I^ intérieure à As. Représentons

A.' U^Xi UB sur un cercle Ci et soit Ci == Ci — image de k ' ^ ' . Comme Aa contient
une image de ((Fi, r/)), on peut considérer l 'image de A dans A^ comme une

< , /
image de A', et noter A^ l'image de C'i dans As. Soi tA3=(A2—Xi ) à l'intérieur
duquel T. est l 'image de -T,; Fy étant la circonférence de A3, la couronne
((Ï3, r',)) peut être représenté conformément et biunivoquement sur une
couronne circulaire ((1^, IV))^ la circonférence extérieure F^ correspondant
à P.,. Nous appellerons A/, le cercle in té r ieur à F ' , . Soient C,, un cercle image
conforme de D — A ' , et A^ l ' image dans A,, de AU BU Cl, représenté dans C_>

Ann. Éc. Norm., (3), LXV1II. — FASC. J . 3
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sur ^.Construisons Ag =(A^ C). Soit €, un cercle image conforme de D — A ,
et C,= €3— image de/o'. €', a pour image dans A, un domaine A7, et l'on peut
construire Ae= (A.^Go). Soit r\ l'image dans Ae de la courbe fermée F,

o c ' 1 ; — î / P '
L 7l k

Fig. i3.

Fig. i4.

représentée en F, dans A,. Le domaine doublement connexe compris entre les
courbes I\ et F, (contour extérieur de Ag) est représentable conformément et
biunivoquement sur une couronne circulaire ÎD. 3( = (DJ^D)

exemple de singularité6
aux frontières

Fig. i5. Fig. 16.

Remarque. — Supposons qu'il existe ini t ia lement {voir hypothèse § 2) une
fonction ^(^) holomorphe et univalente dans A, prolongeableanalytiquement
suivant une courbe G sans points doubles, non nécessairement intérieure à D,
jusque dans A\ sur lequel . . ., etc. On peut alors construire un domaine H
simplement connexe contenant A, A' et e et une partie de D simplement
connexe dans laquelle on peut construire une bande B reliant A et A'. H est
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représentable sur un cercle H* d'un plan ^; le domaine A U A 'uB se représente
s u i v a n t un anneau , sans point multiple, d'où l'existence d 'une fonction ^(j)
satisfaisant à l'hypothèse du paragraphe 2.

CHAPITRE II.

UNIFORMISATION DES SURFACES DE RIEMANN.

A . — Définition des surfaces de Riemann ( j ).

i. — VARIÉTÉS A DEUX DIMENSIONS.

Soient E un espace topologique régulier [au sens de Bourbaki (2)], et U(P)
un voisinage faisant partie de la famille ^(P) des voisinages du point P. Un
domaine GcE est un domaine élémentaire s'il est topologiquement repré-
sentable sur un cercle : une variété à deux dimensions e-st un espace topologique
connexe pour lequel il existe un système de voisinages qui sont des domaines
élémentaires à deux dimensions ( ^ ).

Triangulabilité, — II y a équivalence entre l'hypothèse de triangulabilité et
la suivante : // existe un ensemble dénombrable de domaines élémentaires^ qui
recouvre la variété,

Représentation conforme locale, — Supposons données les représentations
topologiques T(U) qui représentent topologiquement les U sur le cercle unité :

Axiome de conformité, — Soit GcCUinLV), G\ et 0', les domaines images
de G, respectivement par T(Ui) et T^). La correspondance IXUa^T^Ui)]"1

est une représentation conforme directe de G\ sur G'^ .*

DÉFINITION. — Une surface de Riemann est une variété à deux dimensions^
triangulable pour laquelle sont données les T(U) satisfaisant à T axiome de
conformité,

La surface S, variété t r iangulable à partir de laquelle est définie la surface
de Riemann (Ji s'appellera support de i^. L'en semble des cercles unités'^(images
des U<), et des correspondances entre régions des 'V/ constitue Y atlas de <Jl. La
représentation T(U;) sera appelée F uniformisante locale (Ortsumîormisïerende)
de Vi, ou édielle de Vi,

( ' ) H. WErL, Die / ( l i e d e / ' Hieinannslie Flucfie; T. RADO, Acta Sze^ed, ^, 1925.
( • 2 ) BOURBAKI , Topologle générule, Ch. I. E satisfait aux axiomes ViVîV^V.'^ à l'axiome de

Hausdorff U, et à l'axiome Oui.
( j ) Dans 1a suite les systèmes de voisinages seront toujours des domaines élémentaires.
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IDENTITÉ DE D E U X SURFACES DE RIEMANN. — Pour que deux surfaces de Riemann
soient identiques, il faut qu'elles aient même support (kollokale). Soient deux
surfaces de même support ^l1 et <^2, ( U ' ) et (U 2 ) les systèmes de voisinages
(équivalents) de (^ et ôi\ (P) et (P) les ensembles des uniformisantes
locales correspondantes. La réunion (U^L^U 2) forme un système de voisinages
de S; si alors en conservant les mêmes uniformisantes locales, Paxiome de
conformité est vérifié par le nouvel atlas les deux surfaces sont identiques.

Pour vérifier la t rans i t iv i té de l ' identité : c%i=^lo, (R^=C^Q, -^ai^==(R^,
il suffira de vér i f ier la t ransi t ivi té pour les structures analytiques, la transitivité
de l 'équivalence (topologique) des systèmes de voisinages définissant So, Si
et Sa étant connues.

MORCEAU DE SURFACE DE RIEMANN. — Un morceau G de cTi est un sous-espace
de S sur lequel les vois inages définissant la structure analytique, sont ceux
définissant Ôi et contenus dans G, les uniformisantes locales étant les mêmes.

*2. — REPRÉSENTATIONS CONFORMES.

Définition. — Soient cJl et (R' de supports respectifs S et S7 et 0 une repré-
senta t ion topologique de S sur S'. A ( U ) correspond par <î>, (U*) sur S'. Les
représentat ions T^(U^)= T^U^^-^U'') cons t i tuen t un système d 'un i fo r -
misantes locales d'une surface de Riemann (R^ de support S'. Nous dirons
que $ représente conformément ̂  sur (PJ si et seulement si ôi*== <^/.

Justification de l'identité. — Soient 01^=01.^ 4) leur fait correspondre û^\
' et ^, dont les systèmes ( U ^ ) et (L^) avec leurs uniformisantes locales,
1\ o^-^U^) et Ta ocD^^LJ^) forment par réunion un système vérifiant l'axiome
de conformité comme T i ( U , ) et l^U.,). L'identité de deux surfaces de Riemann
se conserve par représentation conforme.

Inversion. — ^ représentant <Ji sur ( J i ' , on peut déf inir cR/ par (U*) et les
uniformisantes locales T*(U*). ^-1 transforme (U*) en (U) et les uniformisantes
locales sont T*(U' ')o^(Ù) ̂ Tf^o^-^lJ^o^U) = T(U). <ï>-1 représente
conformément (T\! sur Ûi.

Tranntfvùé. — Ji^(îi^ par <&i, ffi^ûi^ par ^3. Prenons pour (U,) les ( U ^ )
et pour (U.}) les ( U ^ ) . <I^o(I^ réalise une représentation topologique de (Ji^
sur cR.3 et le système (U;.,) admet pour uni formisantes locales :

ï l (L\)o[( t l ,o( ï ) / j - - ' (U:3)=Tl(LT l )o^71^LT , )oa)71 (LT : )=T2(U.Oo^ l^U

^jo^i transforme conformément c^li en c^;;.

THÉORÈME. — T(,U) représente conformément U sur le cercle unité.

Le cercle unité est muni de la topologie ordinaire (métrique euclidienne) et
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les uniformisantes locales sont les représentations conformes ordinaires entre
domaines plans.

Soit Uo représenté par T o ( U o ) sur le cercle uni té Vo; soient V la famille des
voisinages définissant la topologie dans Vo, V l 'image conforme sur le cercle
unité de V. Soit U c U o , To représente U sur 11*0 Vo. T^oT'^ÏI*) défini t
sur Vo une surface de R i e m a n n . Par hypothèse To est topologique, il reste à
vérifier que les systèmes (V) et (U*) équivalents, vérifient l'axiome de confor-
mité. Soit H i = = U ^ n V i . La correspondance entre points de Hi considérés
comme points de U^ et de V^ est l ' ident i té /donc est conforme après représen-
tation de Vi sur Vi. Comme U o n U i = Uo les images de l^ parTo, e tpa rT(Ui )
sont en correspondance conforme; ces images sont U^ et son image par
T(l î)oT, ' ( l I ; ) . Les images de H, sur \, d 'une part, et par T^U^T.^L^)
d'autre part sont en correspondance conforme.

THÉORÈME. — Les représentations conformes classiques sont des représentations
conformes au sens ci-dessus.

Soient D et A deux domaines plans, (F )e t (<D) l e s f aml l l e sdesvo i s inagesdeD
et A, T(F) et ©(<&) les uniformisantes locales. ^ représente D sur A, donc F sur
F* et, le système (F*) avec les uniformisantes locales T(F)o^-1 (F*), définissent
sur A une surface de Riemann, identique à celle définie par (^>) avec les unifor-
misantes locales ©($) — on le reconnaî t en remarquant que les uniformisantes
locales T^o^-^F^ et ©(<&) sont toutes deux des représentations conformes
classiques.

3. — REPRÉSENTATION PARAMÉTRIQUE DE iK (1).

Soient Pe^ et U(P)e (U) un voisinage de P, ayant pour image par T, V,
dans lequel Q est l'image de P. Soit T dédu i t de V par Fhomothétie <?€(Q, 1/2),
et V l'image par l'homothétie ^C(Q, 2) de l 'ensemble des points de V, intérieurs
à V. SoitOL l'image de V par [^(U)]"' : c'est un domaine élémentaire Ole U(P)
et PelL. Tous les points frontières de IL sont des poin ts de ôi. A chaque
point P associons un 11 particulier, 11p.

S peut être recouvert par un ensemble dénombrable de domaines élémen-
taires, D,, ayant pour image par une certaine transformation topologique î>,, un
cercle d,. Soit une suite C\ de cercles fermés concentriques à d, et de rayons
croissants tendant vers i. Les Q; étant compacts, leurs images (^ sur S par $~1

le sont aussi. Tout point de C^ est intérieur à un domaine élémentaire 'Up.
(^ peut être recouvert par un nombre fini de ILp, donc D, et aussi S peuvent

( ' ) NhVANLiNNA, FAn Satz uber offene fîiemrmnsc/ie Flâc/ien (^nn. ^c. Soi. Fenn.^ Ser. A, t. 51,
n0 3); Ei/ideutig/i'eitsf/ri^en in der tf/eorie der konfonnen Abhildun^ (X^ Con^r. Mnth. Scanda
Copenhague; 194^).
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être recouverts par une inf ini té dénombrable de "Up. Appelons éléments &.^
les ILp ainsi choisis pour recouvrir S.

Soit une surface de Riemann dl de support S définie par (U) et
f ï (U) ] : on sait en déduire la famille des ILp et leurs images Vp par
<?€(Q, 2)oT(aLp)=^(aip). Soient Dn(ê,Cê2), Di e l D ^ ses images par ^(êi)
et ©(ê^), D^ et D^ ses images par T(U,i) et T(U2). Les correspondances
ponctuelles (déduites par identi té des images sur D) sont conformes directes
entre D| et D^, ainsi qu'entre Da et D^. Or le système (U) et [T(U)] satisfait à
l'axiome de conformité, donc la correspondance est conforme directe entre D\
et D^ et aussi entre DI et Da.

On dit qu'on a obtenu une représentation paramétrique de Ûi lorsqu'on a
défini sur Ûi une famille de domaines (&,) satisfaisant aux conditions :

i° Tout point de Ûï, appartient à un élément au moins de la famille dénom-
brable (&,).

2° La frontière de tout &^ appartient à Oi.

3° Deux points quelconques de (R, peuvent être joints par une chaîne d^un
nombre fini de (ê^) chacun ayant une partie commune avec le précédent.

4° Tout (ê.,) est représentable conformément sur un cercle K^(du plan ̂ ) 3 |^i.
Cette représentation conforme biunivoque doit être prolongeable et rester blunivoque

dans &[, D&,, ê;, C<^.
5° Les images dans A^ et A^ de o == &^(\&^ sont en correspondance conforme.

Les cercles A., sont appelés cercles paramètrey leur ensemble et celui des corres-
pondances conformes entre parties de A., et A^(1) consti tuent Y Atlas réduit de cïl.

CONSTRUCTION DE (R. — Donnons-nous un atlas réduit satisfaisant aux conditions
suivantes :

a. A tout point frontière d 'un A-, correspond par relation d 'enchaînement un
poin t intér ieur d 'un A^ au moins ;

b. Si ^cA.; correspond à d^C\. et à ^cA,,, la relat ion d'enchaînement
entre A^ - e t A\ représente conformément d^ sur ^4.

Bornons-nous à la construction d 'une surface de Riemann étalée (obtenue par
prolongement d'éléments de Weierstrass) admettant l 'a t las donné comme atlas
réduit. La surface (R (si elle existe) dépend de l 'élément êi que l'on fait corres-
pondre au cercle paramètre Ai ; avec un même atlas, la construction de (îi peut
être possible ou impossible suivant le choix de êi, sous la condition que
les Ï(U) soient des représentations conformes classiques.

( ' ) Ou relations d'enchaînement.
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Exemple. — Soient dans un plan z les trois cercles suivants :

-+-V^I^-

Keprésentons ces trois cercles sur les cercles Ai , Aa, A3; les diverses images
de C i H C a et C.nC^ définissent des relations d 'enchaînement entre Ai Aa
et A3, qui peuvent être regardés comme atlas réduit du morceau du plan
complexes G l U C ^ u C ^ .

Soit alors C\: z |^i + a (o <^ a <^ \ /2-—i) . Représentons C^ sur le demi-
plan ^ <^ o de la variable ^= S; + ̂  en associant i + o<->-o, — i — a^-> oo. Aux
cercles Ci et €3 correspondent les cercles F) et Fa, et la fonction log(^ — A),
holomorphe dans Fi et Fa leur associe des domaines (pouvant se recouvrir),
êi et 63. Associons à Ai l 'élément ê^; par prolongement de la relation d'enchaî-

Fig. i7 -

nement entre parties de A^ et A^>, on construit ^2 comme image de Aa sur cîl
cherchée; la relation d 'enchaînement entre A^ et A3 fournit une représentation
conforme biunivoque entre un morceau de &^ et un morceau de A3, prolongeable
dans une partie de A3 mais pas dans A; entier (il y a un point exceptionnel
correspondant à z = — i — a ) . A Patlas Ai, As, A3 correspond un morceau
de surface de Riemann si l'on associe Ci à A^ mais ce n'est plus vrai si l'on
associe <êi à A , . Ainsi toutes les relations d'enchaînement interviennent pour
déterminer la possibilité de construction d'une surface de Riemann admettant
un atlas réduit donné, le premier élément étant aussi donné, la métrique
conforme étant imposée.

4. CARACTÈRES TOPOLOGIQUES.

a. Une surface (Jl est fermée si toute suite infinie de points intérieurs à cTl admet
un point limite intérieur à ai. Du fait que <%peut être recouverte par une inf ini té
dénombrable d'éléments on déduit que cette définit ion des surfaces fermées
(compacte au sens de Fréchet) est équivalente à la suivante : (Ji peut être
recouverte par un nombre fini d'éléments. Ces surfaces sont aussi compactes
au sens de Bourbaki. Û\ est d i te ouverte si elle n'est pas fermée;
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A. On appelle genre d 'une surface cR, le nombre maximum de courbes fermées,
disjointes que Fon peut tracer à l ' in tér ieur de la surface sans la morceler.

Les surfaces de genre zéro, ou quasi simples (schlichtartige), sont homéo-
morphes à des domaines plans.

c. Une surface de genre zéro est simplement connexe si toute courbe fermée
tracée sur elle la sépare en deux morceaux dont Pun est formé exclusivement
de points intérieurs à la surface, lorsqu'on lu i ajoute son adhérence.

5. INTERSECTION DE DEUX ÉLÉMENTS.

Soient ®i et ê^ formés à par t i r de U, et Us, ayant pour images pa rT (U) ,
V^ et ¥3 contenant V^ et V^ images de ê, et êa. Soient d^ et d^ les images
de r f = = U i H U 2 , l imités par les circonférences C, et €3 de Vi et ¥3 et par des

Fig. 18.

courbes Ai et X^ . Soit m^ un p o i n t de Ai : la correspondance résultant de
l ' identi té des images sur (Ji, ne peut associer à m, un point /^eVa : soit M
l'image de m^ sur S; M e U , , donc il existe ^( IV^cU^; de même il
existerait U^IVOcU,. Posons U(M) = U^lV^nU^M); U(M)e(U). Soient
^(mi)cV,i et ^Çm^)C Va les images par T(U) de U(M). On aurait ^(Wi)C^i
et ^(/T^crfs, ce qui serait contraire au fait que m, (et m^') sont frontières
de rfi et rfa*

Soient C\ et C\ les circonférences de V\ et V^. C', est partagée par X, (image
de €3) en un nombre fini ou infini d'arcs ? joignant deux points de ^i , et
auxquels correspondent dans ¥2 des arcs a joignant deux points de Ça. Une
courbe y intérieure à V.^ (en par t icu l ie r C,) ne peut être coupée que par un
nombre fini d'arcs a : s i n o n on pourra i t considérer une suite de points
communs à y et aux arcs a; à cette suite correspondrait u n e suite de points
sur C\ s 'accumulant en un point qui serait aussi point d 'accumulat ion d'extré-
mités d'arcs 8; donc en revenant à l ' image de la portion de ûi correspondante,
sur Va, des points de Ça auraient même point l imite que des points dey. Un
arc a ne peut couper C', qu'en un nombre f ini de points : on peut extraire
de (XQ un arc a^C^ (en suppr iman t des voisinages des extrémités); à a'y
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correspond ^ y C ^ i ; oc'o es^ Fimage par une fonction analyt ique de Farc de
cercle ^ donc c'est un arc analyt ique ne pouvant couper (7, qu'en un nombre
fini de points.

THÉORÈME. — Soient deux éléments &-^ &j d'images A,, Ay. L'image dans Ay
de &i H &j est limitée par un nombre fini d'arcs analytiques intérieurs à Aj et corres-
pondant à des arcs de la circonférence de A/.

<^2 — &\ comprend un nombre fini de composantes connexes. Si l'une n'est pas
simplement connexe il existe une courbe fermée intér ieure à V^ correspondant
à un arc de C., donc à G'., entière. C'est aussi le cas, si l 'une des composantes
de êi 0^2 n'est pas simplement connexe, êi Hê^, satisfait à Fune des condi t ions
suivantes :

THÉORÈME. — êiHê^, êi—&^, &^ — ê,, sont formés d'un nombre fini de
composantes simplement connexes ;

— êi H &^ doublement connexe est limité par la périphérie de <&i et celle de &^ ;

— <§i H ê_. = &i ou ê^ : l'un des éléments est contenu dans l'autre.

B. — Raccordement des surfaces de Riemann.

Soient sur Û\ deux domaines D et G, limités par un nombre fini d'arcs péri-
phériques d'éléments &,. D et C sont représentés conformément sur les
cercles A et F des plans complexes u et c. DnC a pour image P dans F. Soit
dans un plan z û = (A J-.F) s'il existe.

a. A tout poin t Me(DuC) correspond un point z €Û et inversement. Il est
immédiat que la représentation ^ == 3>(M) de D u C sur û est topologique.

6. Soit U e ( U ) qui définit c%; U C ( D U C ) et W= <I)(U). Soit V un voisinage
dans Û et o = W n V . Pour montrer que ^=(&(M) est conforme il suffit de
vérifier que S et son image par ̂ U)^"1^), ou W et T(U)o<E> ^(W) (c'est-à-
dire les images de U par <t> et'T) sont en correspondance conforme. Soit P € U ,
il existe U(P)cU. Pe (DÙC) donc PeD ou PeC. Supposons PeD, on peut
prendre U(P)cD. Comme U n U ( P ) = U ( P ) les images de U ( P ) p a r T(U)
e tT[U(P) ] sont en correspondance conforme. La représentation conforme de D
sur A représente U(P) sur U^p) en correspondance conforme avec l'image
de U(P) par T[U(P)]. L'image de U(P) par î> se dédu isan t de U^p) par repré-
sentation conforme est elle-même image conforme du transformé de U(P)
par T(î/). Cela ayant lieu pour tout PçU, z -==$(M) est b ien conforme.

1. — CORRESPONDANCE ENTRE FRONTIÈRES.

Supposons ^/ connexe. Si F' était doublement connexe il n'y aurait pas
d'éléments frontières de û (plan entier). Supposons V simplement connexe.

Ann. Éc. Norm , (3), LXVI1I. — FASC. 1 . ' 4
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Nous supposerons désormais que G est un morceau s implement connexe d'un
élément ê décomposé en C7 (image de F surc î l )e tC — (7 tous deux simplement
connexes.

a. Raccordement par croissants. — Si (A-LlF) est obtenu par un processus
fini , la correspondance entre frontières est ponctuel le , analytique dans
l ' intér ieur des arcs de circonférence, et continue même en ai, pi , 7.2, ps
(nota t ion ch. I).

— Soit A le cercle image de & et V l'image de U (dont & est extrait) par
prolongement de la représentation précédente. Soit b l'image dans V de D n U ;
b est l imité par une courbe X dont toute portion intér ieure à V est formée d'un
nombre fini d'arcs analytiques. Soit G l'image de C dans A, décomposée en G7

et G — G\ X coupe la périphérie de G en deux points seulement dont l 'un ^ est,
après représentation de G sur un cercle, extrémité singulière de l ' image de G'.

Construisons un pet i t cercle de centre ^3, coupant X en deux points
seulement (c'est possible d'après l 'analyticité de À au voisinage de [3),
dont l 'un a est extérieur à A. Soit i le point où ce petit cercle coupe l'arc de
circonférence de A intérieur à 6. Soit G i = G u triangle Ra?'; A décompose Gi
en G\==:G'\j tr iangle pa^, et G — G ' . Soit H^ l'image circulaire de G ^ , G', ayant
pour image H^ ; p i , oc\, i\ correspondent à ?, a, i. Les parties de A et H en
correspondance conforme par ident i té des images sur cR, ou V, sont dans A et
dans H, (H^ ), du type « en croissant ». Dans A, c^est l 'homologue de a^ qui est
extrémité de A^ (correspondant à H'/). Donc û = (AL'LLHJ se construit par un
processus fini (puisque a',^?,). On reconnaî t que û ==(A^LG)== (AJ-r).
La correspondance est encore continue au point ? de V.

Remarque. — Si cela est nécessaire on fera la même construct ion autour du
deuxième point d'intersection de X avec la périphérie de G.

&. Raccordement par pince et croissants. — La périphérie de l 'un des deux
domaines ne sort pas de l 'autre. Si ÀcA, ce serait une courbe fermée ayant en
commun avec la circonférence, soit un ou plusieurs arcs, soit plusieurs points,
soit un point . Dans les deux premiers cas on aurait à réaliser un raccordement
par croissants entre A et une partie de A, dans le troisième cas on aura i t à
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réaliser un raccordement par pinces (fîg< a) ; À c A c'est le cas de raccordement
par anneaux. Supposons donc la périphérie de GC^. Le partage de G est
du type « e n p ince» : Le partage de A est du type « e n croissant» (fig- c\
A — A pouvant être formé d'un nombre fini de composantes connexes. Si (A-I^F)
est obtenu par un processus f in i , la correspondance entre frontières est ponc-
tuelle continue; s inon soient ^ et ̂  Çfig- &)les points confondus ou les deux
branches de À coupent la périphérie de G. Dans le voisinage de p chaque
branche est composée de deux arcs analytiques, l 'un extérieur, l'autre intérieur
à A. Construisons un petit cercle de centre ^ coupant chaque branche de A en
deux points seulement, deux points d'intersection a et a^A.vSoient i et ^ les

points où ce petit cercle coupe la circonférence de A. Soient G i = G u
triangle (3a?u tr iangle 3*a^^, Hi l ' image circulaire de Gj (flg\ e); a^, a^, ii, i\,
Pi, ^ correspondent à a, a*, i, i^, (3, P*. La partie de A en correspondance
conforme avec H^, par identité des images sur V est encore du type en croissant
(fig-. c). a^", y^ ^, a'i, ^, ^ correspondent à a*, ^, r, a, p, i\ ^^(A^Hi) se
construit par un processus f i n i en introduisant les arcs de cercles
d^extrémités ^ P7- Û^^AJ^r) et la correspondance est ponctuelle cont inue
au point ^ de V (y/^./).

c. Raccordement par pinces, — La périphérie de chaque domaine est intér ieure
à l 'autre. À ne sort pas de A et a un point commun avec sa circonférence; dans
le voisinage de ce point À est formé de deux arcs analytiques. La méthode
précédente, par l ' introduction d'un petit cercle de centre ^ conduit par raccor-
dement par anneaux au domaine û, et la correspondance est encore ponc tue l l e
con t inue en p.
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THÉORÈME. — Soient sur 0^ deux domaines D et C limités chacun par un nombre
fini d arcs périphériques d éléments ë\. D C\ C == (7. C C ê< û<w C et C — ^'simple-
ment connexes. D et C sont rcprésentables sur des cercles A et V des plans
complexes z et ^. Dans ces conditions D U C est représentable conformément sur un
domaine dun plan complexe Z (plan entier, plan pointé ou cercle fini\ la corres-
pondance entre frontières étant ponctuelle continue.

REMARQUES 1. — D'après le rôle joué par X on peut se borner à faire sur la
nature de la frontière de D, l'hypothèse suivante : la périphérie de D est une
courbe A dont toute portion intérieure à un voisinage U est formée d'un nombre
fini d arcs périphériques d éléments ê^. Nous dirons que A est une courbe normale
sur c%. Le théorème est encore valable .

A, image
de D+triangle PJJ*

Fig. 21.

2. Conservons toujours les mêmes hypothèses su r C, et cons idérons un
cercle A dont un morceau S, s implement connexe, est représentable conformé-
ment sur rfc^, où d est limité par une courbe normale . Soit d'= (7== r fnC,
ayant pour images ^ et F' dans o et r. On sait alors construire 0. =(A^r) la
correspondance entre frontières étant ponctuel le et continue.

2. RECOLLEMENT.

Soient sur la circonférence d'un cercle A, deux arcsjoç^ pq" [ p q ' Ç\pq''= [ p } } .

Supposons qu'il existe Se A cont igu à q ' p q " , représenté conformément par ^

sur de. ̂ . de sorte quep^/ e{pq" ai ont pour image une même courbe y, normale,
d'extrémités P et Q. Soit C l ' in tér ieur de d\j^, que nous supposons in tér ieur à
un élément êy (et simplement connexe), représentable sur un cercle F, dans
lequel d a pour image P. On dit quep^ et pq" sont contigus associés. D'après la

remarque 2 (ci-dessus), on sait construire ii==(AL-^r), les points de q ' p q "

correspondant h des points intérieurs à û. Si q'pq" couvre la circonférence de A,
avec S doublement connexe, û est le plan entier (fîg-. &); si à est simplement
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connexe Çfig. c), Q^C, et û est le plan pointé (privé de l'image de Q). Si q ' p q "
ne couvre pas la circonférence de A, û est un cercle dont la circonférence est
une image ponctuelle continue de l'arc q ' q " ne contenant pasp(y?^a). Dans tous
les cas on dit qu'on est passé de A à û par recollement suivant les arcs contigus

associés p q ' etpq\
Dans le cas où û est un cercle que nous notons Ao, pi étant l ' image de q '

(et q"\ il se peut que pi soit l 'extrémité commune de deux arcs contigus
associés j^,pT^ correspondant à q ' q , et q"q'[ sur la circonférence de A. Soi tA^
obtenu par recollement de Ao su ivantpi^ etp^. Il se peut que l'on puisse
recoller Aa et ainsi de suite :

a. Si A^ ne peut pas être recollé : si q'^q",, la circonférence de A,< est en

correspondance ponctuelle continue avec q'^ qui ^p. Cette correspondance

Fis. 22.

est analytique entre les intér ieurs de ces arcs; si q'^=q"^ A,, est soit le plan
pointé soit le plan entier, suivant la façon dont a pu être effectué le recollement
de A,,_i (fig\ b et c) : Dans ces deux cas on dira encore quep^ eipq"^ sont
contigus associés.

6. La suite des A,, étant infinie, chaque A,, cont ient une image conforme
de A,,_i. Toutes les représentations de A dans A,, étant normalisées au centre de A,
on peut appliquer les résultats du Chapitre 1, A. Soit û le cercle limite. Sur la

circonférence de A, q,,-> Q/, q",-> Q'. L'intérieur de Q^Q' se représente sur un

arc A C Ù, tandis que l ' intérieur de Q^ est représenté analytiquement sur un
arc de la circonférence de û, mais plusieurs éventualités sont possibles concer-
nant la représentation des points Q' et Q" : il se peut que un arc de circonférence
de û soit un bout premier correspondant à Q' ou Q^ ou que la circonférence
entière de û soit bout première correspondant à Q' si (V^Q^, û étant de rayon

fini. On dit quepQ^ etpQ^ sont contigus associés au 'sens large.

APPLICATION. — Soit sur (Jl un domaine D limité par un nombre jî ni d'arcs péri-
phériques d'éléments 6^ représentable conformément sur un cercle A, la correspon-
dance étant ponctuelle, continue entre les frontières. Supposons que deux arcf.

frontières de D, PQ et PQ^ suivent le même tracé A sur ûi et correspondent à p q '



^° , LÉONCE FOURÈS.

et pq" sur la circonférence de A. Les deux arcs p q ' et pq' sont contigus associés :
en d'autres termes DU A est représentable conformément sur un cercle^ la corres-
pondance étant encore ponctuelle continue entre les frontières, le cercle ima^e
de D U A pouvant être de rayon infini.

Il suf f i t de remarquer que A peut être recouvert par un nombre fini
d'éléments ê/, et de prendre pour domaines JC les morceaux les plus grands
possibles de ces ê,. On se trouve alors nécessairement dans le cas a ci-dessus.

3. — SOUDURE.

Soient deux cercles Ai et A^ et deux morceaux simplement connexes â i C A ^ ,
°2CA^ contigus aux arcs \^ et ^2 des circonférences de A, et As. Supposons
qu'il existe deux représentations conformes, de ^ sur d^ C ̂ , et de ©2 sur d^ C ̂
telles que d^ rK/_,=o et que Ai et Àa aient pour images sur iïi une même courbe
normale A. Dans ces conditions on peut réaliser la soudure de Ai et As
suivant Xi et /^, c'est-à-dire construire un cercle 'A contenant une image
conforme de A^ de A, et de d, \jd\\j,. Si F une des extrémités'de A appartient
à (%, il lui correspond un point sur la circonférence de A.

Fig. .3.

Soit y C A , et périphérique de &,. Sur A, image deêDy (y est pris assez petit
pour qu 'un tel & puisse exister), y a pour image un arc analytique, dont y
est une portion connexe intérieure à A. Soient â^ et ̂  les images dans A
de êrWi et êfWa, o\ et S, les composantes connexes de o^ et â^ contiguès à v'.
On peut construire dans ^ U ^ U o ^ un cercle C coupant y en deux points
seulement sous des angles ^oe t î i . S[=Cr\o\, o^Cno,. La représentation
de o^ sur le morceau correspondant de Oi restant analytique au voisinage de
l'arc Y , la périphérie de d\ image de î\ coupe la circonférence de Ai sous des
angles ^o, T.. cD, = (Ai^c) s 'obtientalors par un processus f in i . Soit< l'image
dans d?i de S",. Dans A,, la périphérie de d[ est un arc analytique coupant la
circonférence de A., sous des angles ^o, T.. Donc (ff={o?,^l^) s 'obtient par
un processus f in i . On a réalisé la soudure de A, et A, su ivant À'; et /^ corres-
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pondant à y^Cn^. Soient ~k\, X^ les deux arcs de la circonférence de CO,
correspondant à Xi—\\, et À.^ À^ ceux qui correspondent à A ^ — X " , . X^ et X^
sont contigus associés (au sens large seulement si A n'a pas d^extrémité corres-
pondante sur <^l) ainsi que /^ et X^ . La réalisation du recollement de CD
suivant \[, \^ d'une part, À^ X^ d'autre part conduit à un domaine û qui réalise
la soudure de Ai et As suivant Xi et Àa . On di t que Ai et ^2 sont des arcs
associables.

G. — Représentation conforme des surfaces de Riemann découpées.

1. — DÉCOUPAGE DE Ûi.

Ai étant le cercle image de &i, toutes les représentations considérées seront
définies dans A^ et normalisées au centre.

a. Soit Ê2 l'élément de plus faible indice tel que êi nés 7^ o.
— Si êj f\&^=&^ ou ^2, Ai ou Â2 réalisent la représentation sur un cercle

de<êiU<êj.
— Si <ê in<^2 est doublement connexe, êiU^ couvre S (fermée). On sait

construire z -==- $(M) représentant (R sur le plan entier.
— Ê 2 — ^ i est formé d'un nombre fini de composantes simplement

connexes C^ (3^ . . . (3/,. Ci est contiguè à êi suivant un arc au moins : soit ^^
l'un deux (le plus grand possible) et soit (?, la composante de ê^ ç\&^ contiguë
à I\. Soient Ci, C\, ^i les images dans A^ de (?i, e\, F^ ; Ci Uyi UC^ simplement
connexe est représentable sur un cercle Ci dans lequel C, est l'image de C\.
Soit d3i== (Ai ̂ Ci), l'image conforme de d3^=êi uyi U<^i . Opérant avec (^)^
et (?2 comme avec êi et Ci, on construit iV^==Ç<S^^L^). (Qn est une image
conforme circulaire de ÎPsC^ constituée par les points de êi et de ^2, certains
points intérieurs de ê.j, points frontières de êi pouvant être frontières de ÏBa.
La frontière de JÎPs est formée d'un nombre fini d'arcs périphériques
d'éléments <^, et la correspondance entre la frontière de JS^ et la circonférence
de D2==û3,, est ponctuelle continue.

6. Soit ^3 l 'élément de plus fa ible indice tel que îls 0^37^0- Les composantes
de S^H^ sont les composantes deê ,n<ê i et celles de &^_ C\&^ peuvent être
réunies ou séparées par la suppression et la conservation d'arcs frontières de êi
pénétrant dans 6^. En remarquant que, s'il existe dans 5l> une courbe fermée
frontière de Î^O^-» c'est la périphérie complète de ê;{ et qu'elle est donc
unique on déduit que le théorème relatif à l 'intersection de deux éléments êi
et (î^ est valable pour l ' intersection de SI.,, et ^3, en remplaçant dans son
énoncé d^ par î^ et <ê_, par 63.

Les mêmes cas que dans a peuvent se rencontrer, et dans le troisième l'opéra-



32 LÉONCE FOURÈS.

tion peut se poursuivre : on obtient un cercle D', image conforme deJ^C^,
constitué par les points de êi, ê^, ^3, certains points intérieurs de ê^U^s
(frontières de î^ donc de êi ou d^) pouvant être poin ts frontières dejB^. La
frontière de jB^ est l'image sur (R, d 'un nombre fini d'arcs des circonférences
de Ai, A^, A3. Il peut arriver que D^ possède deux arcs frontières contigus
associés. Par recol lement de D^ suivant ces arcs on obt ient 03 qui est soit le
plan entier (Da est image conforme de ôt entière), soit un cercle fini (D3 est
image de Î^C^ avec correspondance ponctuelle cont inue entre les frontières),
soit le plan pointé (c'est le cas où la frontière de jCTa ^t intérieure à êy, où la
frontière de (^3 est intérieure à -J9-2 et où les deux frontières on t un ou plusieurs
points communs. Ces poin ts sont intérieurs à des ô\ d'indice plus élevés et

.l'opération peut se poursuivre).
c. L' introduction de ê/, conduit à la construction de D/, image de 5(4 C^l. . ..

^ SURFACE FERMÉE. — On a const rui t sur (R, une suite finie de domaines
ÏÏ2CÎtl;iC . . . CX=ÎH. Ou bien 3K = ̂  e tD/ ,=D est le plan entier, ou bien D
est un cercle fini et la frontière de 51 est formée d'un nombre fini d'arcs péri-
phériques des éléments ê/. On a construi t ;J=<Î)(P) représentant conformé-
ment Ji ( Ç ôi) sur le plan entier ou un cercle fini D.

Ûi SURFACE OUVERTE. — La sui te ^2 C JS!!;? C 3L. C . . • C ̂ n C . . . est in f in ie .
Tout é\ est a t te in t : é\ peut être joint à êi par une chaîne f inie d'éléments &i;
chaque élément de cette chaîne est atteint au bout d 'un nombre f ini d'opérations
après que le précédent ait été at te int . Les cercles D,, de rayon croissant ont pour
l imite un cercle D (application du Chapitre 1, A), et les y,,./, convergent unifor-
mément dans D,( vers j=<I),,(^). Soit P^Ï^rn? alors P€JP<^ (tout i'^>m) et
notons ^ son image dans D;; ^=^(^) est indépendante de /. On a donc
défini ^=<I>(P). Un domaine rcJiïl/ est représentable conformément sur D/,
donc aussi sur G du plan z par z = ̂ (P).

Si P frontière de Slj^, ou bien PejBt,, pour / i^N (alors <Ï>(P) est une repré-
sentation conforme définie dans un domaine contenant P) ou bien P est frontière
de tous les jd// (n^K). Soit alors ê\ le premier élément de la suite ê/ (la
dernière formée) tel que Pçê^; P fa i t partie d'un arc frontière d 'un ê,au moins
(/^K, ^<^v) . La construction des ]K,< montre qu'on ne tracera pas dans d\
d'autres coupures que celles existant avant la v10111" opération : P est
frontière de SI,,, Pe^cS/, pour tout A^v. Sur A^ (image circulaire de ê^) la
frontière de îl, se représente suivant un nombre fini d'arcs analy t iques
(c/. p. 2.3). On peut alors construire dans A,; un domaine d Ç 1 P r } ' ^ P r (image
de P), tel que l ' image de la f ront iè re de JBI^ à l ' intérieur de ^(P^ soit formée
d'un nombre f ini d'arcs analyt iques C/ issus de l^, chacun é tan t image d'un seul
arc périphérique d'un &/,. On peut même construire cAP^ tel qu'il soit partagé
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par les Q en autant de triangles curvi l ignes t{. Soient sur (Ji, °(P)? ^ les
domaines correspondant à rf(P^) et ^, y/ les arcs images des arcs C,. On peut
remplacer o(P) par un voisinage U(P)cô(P). S'il y avait un seul arc yi issu
de P, la représentation circulaire de 51,, D,, admet t ra i t sur sa circonférence deux
arcs contigus associés, correspondant au tracé yi sur cîl. Le recollement suivant
ces deux arcs aurait été effectué sur D^(A^v). Soit alors p(^2) le nombre
des arcs y;: il existe au moins deux arcs y,, frontières de ^ et de tous
les P,,/z^v; sinon dans â(P) et sur? — i au moins des arcs y/, certains points
deviendra ient po in t s intérieurs de domaines îl,/; mais cela ne peut avoir lieu
que par un recollement suivant y, et ce recollement se poursuit sur tout y,,
suivant y i U y a si p = 2 (mais alors P deviendrait po in t in tér ieur d'un ît/),
jusqu'à P exclusivement si p ^> 2 ; le nombre des y, devenant? — r , après une
autre opération de rang fini, un autre arc y, disparaîtra et l'on sera ramené au
cas? = 2, puis P deviendrait in tér ieur à ît pour une valeur assez grande de /\

THÉORÈME. — Si P est frontière de tous les J9n n ̂ > N, il existe sur (R un voisi-
nage o(P) et un système de m arcs (^^2) issus de P, qui sont les seuls arcs
frontières^ intérieurs à â(P), de tous les ̂ npour n ̂ > Np (1).

Nous appellerons arc définitif y un arc frontière d'un &i et frontière de tous
les 3H,, à partir d'un certain rang.

Tout point frontière de H, est in tér ieur à un â(P) dans lequel il existe un
nombre f ini (peut-être nu l ) d'arcs définitifs extérieurs ou frontières de îl^. La
frontière de 3Iy peut être couverte par un nombre fini de o(P), donc un nombre
fini d'arcs définit ifs appartiennent à la frontière de Ï?v. Tout arc définitif appar-
tenant à la frontière d'un îl,, on déduit :

THÉORÈME. — Les arcs dé jlnitif s ̂  forment une famille dénombrable, finie si ffi
est fermée.

Considérons un morceau compact KC^ dont aucun point n'appartient à un
arc définitif : il existe un/ ÎÏ^^K : K peut être couvert par un nombre fini de <@,;

i=h

soit ê/, celui de plus fort indice et A/ ,=lJê , . H/,=A/,. La f ron t iè re de S)/,
i=ï

comprend un nombre fini d'arcs intérieurs à A/, et la construction desD,«m^> h
n' introduit pas de nouveaux arcs frontières ÇA/,, qui seraient donc CÎ1/,. H n'y
a besoin que d 'un nombre fini d'opérations de recollement pour é l iminer tous
les arcs non définitifs cA/, : il existe donc un ÎÏ^DK. ^==3>(P) représente
donc K sur K^cD. D'autre part, tout compact K^CÏ) est couvert par l ' image

( ') On indique seulement l'existence de Nu, mais non un moyen de déterminer No Ou de caractériser
les arcs définitifs parmi les y ; C û ( P ) . \

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. !. 5
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conforme d'un D^, donc d'un ÏK^, donc d'un compact KiCc^l et tel qu'aucun
arc y ne pénètre à Fintérieur de Ki.

L'ensemble F des arcs y est appelé coupure sur cR.. SiFi est une courbe fermée
formée de points intérieurs à c% etFi nF = o, l\ appartient h un compact K, donc
à un î^ et ^ = ^(P) représente Fi sur une courbe fermée C D. Donc ï\ sépare
sur cR. un domaine formé de points intérieurs à iîi et ^F.

THÉORÈME. — Û^ déduite de Jl par suppression des points appaj'tenant à la
coupure Vy est une surface de Biemann simplement connexe^ que la fonc-
tion ^=(I)(P) représente conformément sur un cercle i) de rayon |{ (fini ou
infinie.

'2. — CORRESPONDANCE ENTRE LES FRONTIÈRES.

Soient PeF, °(-P) déjà in t rodu i t , m le nombre d'arcs défini t i fs issus de P.
Sur A,, les arcs'"? ( ? m o d m) ont pour images les arcs ana ly t iques C/. Soit D/, un
domaine dont tous les arcs frontières qui pénètrent dans c!(P) sont définitifs.
Coïncidant sur cîl avec y/ dis t inguons "y/ ^ arc périphérique de D,, contigu au
triangle T/ compris entre y/ et 'y/+i, et y/ contigu au triangle T, i compris
entre y, et y,• i. Notons p;= y/ , , U Y / . , soit &, son image sur le plan S^. ^ se
représente conformément sur un croissant de I),,, &/ ayant pour images b" sur la
circonférence de D/^. fn.ni-n représente b'f sur b"^ de la circonférence de D// / , la
correspondance étant continue sur b'^ analyt ique dans l'intérieur.

Que 6^ soit ouverte ou fermée, b; se représente sur un arc de la circonférence
de D(6^ ou &J0), la correspondance étant continue sur b, analytique à l'intérieur
des arcs c/ ^ et c^i . En particulier si y; + et •y.+i._ appart iennent au même arc
définitif de F, c/ et c/^i ne constituent q u ^ u n seul arc analytique et la correspon-
dance est encore analytique en P.

1 HÉORÈME. — La représentation z = ̂ (P) est continue sur la coupure définitive
de ffl^\ analytique à l'intérieur des arcs définitifs.

Remarque. — La circonférence de 1) ne peut comprendre deux arcs contigus
associés. Sinon soit P^ Fextrémité commune aces deux arcs sur la circonférence
de I), et P l'image de P/ sur ̂ . II existe D,/admettant deux arcs frontières issus
de P// (correspondant à P^), contigus associés, sinon cela n 'aurai t pas l i e u
pour I) : mais le recollement de l),, doit avoir été fait suivant tous les arcs ou il
était possible.

3. — SURFACES SIMPLEMENT CONNEXES.

La coupure F ne sépare pas (fi. Soit alors PeF. On peut d i s t inguer , coïnci-
dant avec P sur <^, au moins deux points P/ et P" frontières de ûC, que l'on
peut joindre par une courbe CccR/ (sauf en P). C est une courbe fermée de oi
qui si cR, est s implement connexe, ssépare c^ en deux morceaux dont l ' un G est
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tel que c ^ = G u C est formé de points intérieurs à cU; c^, morceau compact
i.=/i.

de (Ry recouvrable par un nombre f in i d^éléments est recouvert par ^h=\]&i.
i == 1

FnA/, ne comprenant que des arcs périphériques de &{Çi^h\ en nombre
Fini, est formé à l 'intérieur de G d'un nombre fini d'arcs définitifs y. Supposons
qu'aucun arc y n'ait d 'extrémité l ibre , c'est-à-dire, que toute extrémité d^arc y
est aussi extrémité d'un autre arc y : à partir d'un point sur F (et intérieur à G)
on peut parcourir F dans les deux sens et après un nombre fini de pas (si nous
appelons pas la traversée d'une extrémité commune à deux arcs y) on a par-
couru entièrement F H G; or F ne coupe G qu^en un point P, donc né'cessaire-
ment F se referme à l ' intérieur de ^, mais alors une boucle fermée de F
sépare cî^ s implement connexe en deux morceaux, ce qui est absurde. Soit
donc Q une extrémité libre d'un arc y. Soit ê^3Q. On peut construire sur ûi,
o(Q)Cêy» °(Q) ayant pour image sur A,, un cercle, dont la circonférence n'est ^
coupée par l'image de F qu'en un point; le recollement de D serait possible
suivant les arcs images d ^ u n e portion de Fno(Q) voisine de Q. F ne peut pas
exister.

PREMIER THÉORÈME DE L'UNIFORMISATION. — Si (A est simplement connexe, z = ̂ P)
la représente conformément et biunivoquement soit sur le plan entier Çcas des sur-
faces fermées), soit sur le plan pointé Çcas parabolique)^ soit sur un cercle fini
{cas hyperbolique^),

Remarquer que si ^ •= ̂ (P) représente (îl^surle plan pointé, on peut affirmer
que dl*==^ c%, car si F existait D serait de rayon f in i .

I ) . -- Représentation d'une surface ouverte.

1 . — LOI DE LA SOUDURE.

Soient Do l'image de cR* par ^=<1>(P), et ( D , ) ( / = = i , 2, . . ., n, . . .) une
suite de disques ident iques à Dp. Numérotons les" côtés ( image d'un y) sur la
circonférence de chaque disque D,, de la même façon sur tous les D,. A/./, désigne
le côté ayant le numéro k sur la circonférence du disque D/. Tout arc yy a sur la
circonférence de Do deux arcs images Xo., et A o . / parcourus dans des sens
opposés quand on parcourt yy sur c%. Ao, ,v et A o , r S o n t dits associés. Ainsi les
deuxièmes indices peuvent être associés par couples. Il .en résulte que A / /
et Ay , sont assoclables : en effet, soient dans D,» deux morceaux simplement
connexes d, et rf,(rf/ n</,=o ) contigus à A o . / et Xo.,, c/i / et d^s ces mêmes mor-
ceaux pris dans D< et D/ ; rf , , et dj , sont les images de o/ et S.ç sur (Ji, sans points
communs et admettant une courbe frontière commune y,..,. correspondant à A , ,
et A/ .,. Effectuons alors la soudure de l)i et 1)3 suivant A , , et ^2 /, ( où les
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deuxièmes indices i etp sont associés). On obtient un cercle A', sur la circon-
férence duquel il peut y avoir deux arcs contigus associés, on effectue alors le
recollement de A^ suivant ces arcs et l'on obtient un cercle Aa. Sur la circonfé-
rence de Aa les côtés ont pour indices X^/,(?= i, 2; k = 1 ,2 , . . ., zi, . . . ). Les
côtés X, , . et A3 y sont associables : pour le voir il suffî t de considérer dans As
l'image de di,.. iNous effectuons la soudure de Â2 et A3 suivant la loi ci-dessous.

Loi de la soudure. — Soit A,, sur la circonférence duquel il n'existe pas d'arcs
contigus associés. Nous lui soudons un nouveau disque D,^_i suivant l'arc de
la circonférence de A,^ dont la somme des indices est minimum. Si plusieurs
arcs ont la même somme d'indices on choisira celui de premier indice le plus
faible. Il se peut que la circonférence de A^ obtenu par soudure de A,, et D,,^
possède deux arcs contigus associés. On effectue alors le recollement de A^,
suivant ces arcs tant que cela est possible. On obtient alors A,,+i.

Comme il s'agit de surfaces ouvertes, la circonférence de A^ obtenue par
soudure de A^, et D,^i possède nécessairement un sommet singulier (point
d'accumulation de côtés) ne correspondant pas à un po in t de ffi, comme celle
de D,^i elle-même, et le recollement ne peut être réalisé suivant la circonfé-
rence entière ni de A^, ni de D,^_i. On définit ainsi une suite de domaines (A,,),
ayant chacun une image dans le suivant par ^4-1== y^i(^) normalisée au
centre, et à laquelle on peut appliquer (si elle n'est pas finie, ce qui apriori
serait possible) les résultats du Chapitre I, A. On obtient alors un cercle A de
rayon fini ou infini , contenant une image conforme biunivoque de tout A,, et tel
que tout cercle de rayon plus petit est couvert par l'image d'un A^.

Ï. —— ÉTUDE DE A.

SiPeA, i l est intér ieur à l'image dans A d'un A,,. Soit P,, le point de A, j mage
de P avec correspondance conforme b iunivoque d'un voisinage. P,^ est soit inté-
rieur à l'image dans A,, d'un D^, soit frontière de plusieurs images de disques Dy.

Premier cas. — P,,, donc? est l'image d'un point P^ eÛo, avec correspondance
conforme biunivoque d 'un voisinage. Or Pô est l'image localement conforme
de ^e^l*C^, c'est donc aussi vrai pour P. Inversement si ^€(Jl*, il a une
image dans Do, localement conforme, donc aussi dans tout D/, et n images
dans A,,; une de ces images P^ est intérieure à l'image de D, dans A,,.

Deuxième cas. — P,, est frontière de plusieurs images de disques Dy, néces-
sairement en nombre fini. Soit D/, le disque de plus petit indice dont l 'image
dans A^ admet P,, pour point frontière. P/, correspond à un point P/, de la fron-
tière de A/,. Puisque P/, devient poin t intérieur d'un A/, c'est que P//, est soit inté-
rieur à un éôté de A/,, soit sommet régulier (extrémité d'un côté, correspondant
à un point de Jl), la loi de la soudure ne permet tant pas à d'autres points péri-
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phériques de A/, de devenir points intérieurs d 'un A/,. Supposons P/,_^ frontière
de A/,_,. La soudure de A/,__/ et D/, fai t in tervenir (c/. recollement) un domaine
Cc^i et son image circulaire F. A/, contient, entourant P/, une image conforme
du domaine C contenant l 'image ^î de P/,_^ ; il en résulte que P/,, donc P,, et P
sont des images localement conformes de %.

Inversement : i° ®e l'intérieur d'un côté de ôi*. ^ a deux images Pô et P^
sur la circonférence de Do, P o € A o , ^ Po€Xo, , . Soient P//et P^ les deux points
de A/, qui, sur l'image de D/,, correspondent à Pô etP^. Si P/,€Â//, alors A/, contient
un voisinage de P/, en correspondance conforme b iun ivoque avec un voisinage
de ^ sur dl. Si P/, est sur la frontière de A/,, P / / € A A , / . Après un nombre fini de
soudures, À/,,. finira par être le côté de A/,_^ dont la somme des indices est
minimum. Alors la soudure de A/,_i et D/, se fera suivant les arcs À / / , . et À/,^,
et P,,_^ aura pour image P/.GA/,; la correspondance est alors localement

Fig. 24.

conforme entre ^€^, P/,€:A/, et son image P€À. Remarquons que l'image
de P/,__i peut devenir intérieure à A/, à la faveur d'un recollement sans que À// ,.
ait été le côté de somme d'indices m i n i m u m . Une image de ^ dans A sera
définie par P/, ou P^ suivant qu'il s'agit sur la front ière de l'image de D/,, du
point correspondant à P(, ou à P^. P//=^= P^.

2° % est extrémité d 'un arc y. En ® aboutissent p arcs y, séparant des
triangles T; dans â(3;). Chaque triangle T, se représente suivant un croissant 6'
de Do. Soient Q\Çi= 1 ,2 , . . . ,jo) les points de la circonférence de Do images
de ^. Q^ est l 'extrémité commune de AO,(^-+ . ) et À O , ( , + I , _ ) ; c'est aussi le sommet
du croissant 6'. L'ensemble des? points Q^ est appelé un cycle de sommets. Si
la soudure de A/,_, et D/, (ou un recollement au cours de cette soudure) a lieu
suivant les arc A/, ( , _ ) et ^/, ,( / ,4-) on a rassemblé dans A/, le croissant 6^ image de 6^
son sommet étant l ' image Q^. de Q^_\ sur A/,_i et de Q^. Sur la circonférence
de A/,_i, supposons que plusieurs croissants aient déjà été rassemblés avec Q^
pour sommet commun. Soient A / J + ) et ^/,,(,,-) les côtés de la circonférence
de A/,_i aboutissant en Q^_, . Les croissants rassemblés en 0^,. sont donc
^-l(a= . /?./+ I» • • • ? i~ I)- Supposons le nombre de ces croissants <^p (ce
qui est vrai pour Ai =D,, où il n'y a qu'un seul croissant à chaque sommet).
Après la Z^"10 soudure, le croissant 9, est aussi rassemblé a u t o u r du point Q^.



38 LÉONCE FOURÈS.

Ou bien le nombre des croissants r é u n i s en Q est encore <^p, ou bien il est
égal àp, puisqu'on n'en a ajouté qu'un. Dans Je dernier cas ? + i = / m o d p , et
l'on peut poursuivre le recollement de A/, suivant les arcs \i ̂ +, et X/, (,+i _ i . Ce
recollement se fait en introduisant un cercle contenant une image conforme d'un
voisinage de "î. Q^ devient alors point intérieur de A/,, en étant une image loca-
lement conforme de ^î. Il se peut que le recollement de A^. puisse se poursuivre
le long de la circonférence de D/ à partirde Pextrémité de l'arc (suivant lequel
a été faite la première soudure), qui n^a pas été utilisée pour conduire à Q^.. La
périphérie de D/, et celle de A/,__i contenant chacune au moins un sommet sin-
gulier, le recollement ne peut se faire ni jusqu'au point Q/^ par Parc A/,- ̂ +1 ̂ ....) et
ses suivants, ni jusqu^au point Q^_\ par l'arc A/ ̂ +1. Donc une opération de
soudure n'a bien ajouté qu'un seul croissant 9^ à Pensemble des croissants déjà
réunis en Q^L\. Après un nombre fini de soudure t? aura encore une image loca-
lement conforme à l ' intér ieur d 'un A^, donc de A.

DEUXIÈME THÉORÈME DE L^ UNIFORMISATION. — Toute surface de Riemann ouverte est
représentable par une représentation conforme, uniforme ou non, soit sur un
cercle, soit sur le plan pointé, de la manière suivante : tout point de <A peut être
enfermé dans un de ses voisinages, que la représentation précédente applique
conformément et biunù'oquement sur un voisinage d^une de ses images. Tout point
du cercle image, correspond à un point de dl, avec correspondance conforme biuni-
voque d^au moins un voisinage sur (H.

CHAPITRE îll.

LES SUKFACES DE RECOUVREMENT ET LEURS ARBRES TOPOLOGIQUES.

\. - Surfaces de recouvrement.

1 . — DÉFINITIONS ( ^ ).

A. DOMAINE RÉGULiÈREMEiNT COUVERT. — ^oit f une représentation con forme d^ une
surface de Riemann iR, dans une autre K. Un domaine D de H est régulièrement
couvert par (Jl pour f si l'ensemble E des points de ffi dont P image par f, appar-
tient à D[E = /' ' (D)], n'est pas vide et si toute composante connexe de E est
représentée conformément et biunù'oquement sur D par f.

B. RECOUVREMENT ABSTRAIT. — Soit R une surface de Riemann: un recouvrement
abstrait (c%, /) de \\ est un couple formé par une surface de Riemann (R, et une
représentation f de (fi sur R telle que tout point de K possède un voisinage réguliè-
rement couvert par iR, pour f.

( 1 ) Diaprés Cheval ley, Tlicor^ of Lie Croups, pour les recouvrements d^espaces topolo^iques.
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^ '2. — CHOIX DE Jl.

(dl, /') é^/^ î//i recouvrement de R, (cîl7, y) î//î recouvrement de ôi, (c??/, / o 9)
^ un recouvrement de R.

/o y représente cR/ sur R en satisfaisant aux conditions A et B. En particulier,
toute surface de Riemann (PJ conformément équivalente à cK, peut, combinée
avec une fonc t ion convenable, constituer un recouvrement de R.

RECOUVREMENTS SIMPLEMENT CONNEXES. — a. Existence. — D'après le deuxième
théorème de l 'uniformisat ion, étant donné une surface R, il existe une repré-
sentation conforme d'un cercle A (de rayon fini ou infini ), sur R telle que tout
point PêR possède un voisinage U(P) régulièrement couvert par A pour/.
Reprenons R * = = R — F; si PeR*, prenonsU(P)c R*; si Pe F, il est intérieur à
à un arc de F, donc à un « disque » ayant servi à recoller divers exemplaires
de R* [ces « disques » ayant été ordonnés on prendra IJ(P) inclus dans le
disque de plus petit indice]. Tout cercle ÇA est couvert par un nombre fini
d'images de R* ou de disques.

E ( U ) ^ o , puisqu'il y a des po in ts de E(L ) dans le premier exemplaire de
l'image de R*. Soit Me lî(P) et [j- une image de M dans A. La connaissance de [M
permet de déterminer soit l 'exemplaire de l ' image de R*, soit l 'image du
« disque » auquel i l appartient. Dans les deux cas, l'image considérée contient
u n e image conforme b iun ivoque de U ( P ) par / ] .

6. Equivalence conforme. — Soient (A,/) et (A^/7) deux recouvrements
simplement connexes de R où A et A' sont deux cordes des plans z et z ' . Soit
p € A dont l'image sur R par /est P.

Il existe sur R, U(P) représenté conformément et biunivoquement sur u ( p )
et u\p') [une composante quelconque de f ^(U)]. Pour obtenir l î (P) on aura
pu être amené à se restreindre à l ' intersection de deux voisinages de P, l 'un
régulièrement couvert par A pour /, l 'autre par A' pour/7 . On a ainsi défini
^'(^) holomorphe^ univa lente dans ^(jp); soit pi sur la périphérie de u{p\
auquel correspondent Pi sur R et p\ sur la périphérie de u ' Ç p ' ) . [En ayant au
besoin réduit 1^ P) pour que ses représentations sur u et u' soient encore biu-
nivoques entre les frontières]. U , ( P i ) est représenté conformément etbiunivo-
quement sur ^ i ( p i ) et u\(p\). J \^) est holomorphe dans uC\u^{^0) et est
prolongeable dans ^ entier. Ce prolongement est possible dans tout A : soit
^ ê A d o n t o n peut s'approcher indéfiniment, par prolongement de ̂ \^) suivant
une courbe A. Q est l 'image de q sur R; il existe V(Q), régulièrement couvert
par A pour/e t par A^ pour /7; la composante de/~'(V), connexe à q étant ^(y),
il existe ^(jp//) tel que oC(^/<rv) ne soit pas vide et ait pour image par/ d,
d a une image dans ii^ soit ^ /, et V(Q) a une image dans A', connexe à o',
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par /7--1 : le prolongement de -^(^) est donc possible en q. ̂ (^) est analyt ique
dans A, uniforme d'après le théorème de monodromie; elle est univalente , s inon
^(^ /) ne serait pas uniforme, et z ' couvre M- quand z parcourt A entier. ^'(^)
est donc homographique.

THÉORÈME. — Les recouvrements simplement connexes de R sont tous conformé-
ment équivalents.

3. — CHOIX DE/.

Choisissons ma in t enan t pour représentation /, l ' identité locale ( ' ) ; / q m
représente une composante connexe de /"^(D) sur D est l ' identité. La
surface ûi qui , combinée à /cons t i tue un recouvrement de R, est alors appelée
surface de recouvrement de R, relativement non ramifiée.

Existence. — Construisons sur R, k arcs de courbes ne morcelant pas R (on
peut même supposer qu'il y en a une infinité dénombrable, comme c'est le cas
pour F), certains pouvant être fermés. Comme R est orientable on peut distin-
guer sur R, deux bords d'un tel arc de courbe : nous les noterons (a, et a\),
c'est la loi d'association (Chap. II, D, 1); soit R* la surface ainsi découpée,
R* une suite d 'exemplaires ident iques àR\ Si le bord ai de l'exemplaire de R* est
noté a^i, on peut construire (R^ = R^uB^U^o , ! U^i, où les points a^^ et a\ ^
correspondants sont identifiés. En se donnant une certaine loi de formation R/
[par exemple la loi de la soudure (Chap. II, D, 1)], on définit une surface de
R i e m a n n qui est une surface de recouvrement de R.

P>. — Arbre topologique. Généralités.

1. — DÉFINITIONS.

Pour les surfaces de Riemann de fonctions analytiques, et possédant seule-
ment un nombre fini de points fondamentaux, c'est-à-dire dont les points de
ramification se projettent sur un nombre fini de points, on a utilisé un mode
de représentation de ses surfaces par les réseaux ou les arbres topologiques
[Speiser (2), Nevan l inna (3), Le van ïhiem (4)]. Nous décomposerons un arbre
topologique en les éléments suivants :

a. SCHÉMA. — L'ensemble des nœuds et des traits de liaison (ou cotés). — Le
nombre q des traits de liaison issus d'un nœud, est indépendant du nœud.

( ' ) Abus de langage, pour désigner une projection de domaines plans, à un ou plusieurs feuillets,
sur un autre domaine plan. Nous dirons aussi que ces plans sont « au-dessus >-> les uns des autres.

( 2 ) Ueber Riemannsche Flàchen ( Comrn. Math. Helv., 2, ig3o).
( : î) Eindentige analytische Funktionen, (Springer, 193 6).
(4) Beitrag zuin Typenproblein der Riemmanschen Flàchen ( Comm. Matli. fîelv.^ ^O, 1947).
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Cycle, — Ensemble de nœuds et des côtés qui les joignent, de telle sorte que la
ligne polygonale ainsi formée, soit fermée et sépare le plan en deux régions dont
l^une ne contient aucun nœud.

Un cycle peut avoir un nombre fini n (cycle (Tordre n) de nœuds (donc le
même nombre de côtés) ou une in f in i t é (cycle d'ordre infini).

6. ORIENTATION. — Nœuds. — Les nœuds sont de deux sortes, notés o et x. Un
côté joint un o à un x.

Côtés. — Les côtés de q sortes, notés û , , a^, . . . , âq_^ âq. Si Pon tourne
autour d'un o dans le sens direct, et que l'on renconte les côtés dans l'ordre
ûi, a^, . . . y â^_i, Oq, il en est de même pour tous les autres nœuds o , et si Fon
tourne dans le même sens autour d'un nœud x quelconque, on rencontre les
côtés dans l'ordre a^ Oq, ^_i, . . ., a^.

THÉORÈME. — Tous les cycles du schéma étant d} ordre pair, l'orientation est
déterminée lorsque on a fixé la nature ( o ou x) d^un nœud, et la nature d^un trait
de liaison.

S'il y avait un cycle d'ordre pair, le fait pour un nœud de ce cycle, d'avoir
une nature o eux serait incompatible avec le fait qu'un côté joint deux nœuds
de natures différentes. Pour un cycle d'ordre pair, les natures de ces nœuds et
de ses côtés (donc des côtés issus d'un nœud quelconque de ce cycle) ne
dépendent pas du trajet effectué sur la périphérie du cycle, pour atteindre ce
nœud, à partir d'un nœud origine. Or deux trajets distincts joignant un nœud
origine à un nœud quelconque sont réductibles l 'un à l'autre en remplaçant sur
un nombre fini de cycles, une partie du contour d'un cycle par l'autre partie du
contour du même cycle ayant les mêmes extrémités (1).

Le schéma et l 'orientation constituent l'arbre topologique ̂  et si l'on a fixé les
projections sur un plan z , des points de ramification d^une surface de Riemann,
en spécifiant leur nature (par celle des deux arcs de liaison qui l 'entourent), la
la surface de Riemann est déterminée; Phypothèse ( ^ ) correspond au fait que
la surface de Riemann est simplement connexe. L'arbre topologique d'une sur-
face de Riemann peut dans certains cas suffire pour déterminer le type de la
surface, alors que la liberté du choix des points fondamentaux, de ramification

" peut a priori modifier le type de la surface.

î. — LES ARBRES TOPOLOGIQUES A CYCLES UNIS ET RÉGULIÈREMENT RAMIFIÉS.

Il s agit d'arbres T ne possédant pas de cycles in f in i s et dont les nœuds ne
s'accumulent qu'à Pinf în i .

(1) Cela imp l ique que les nœuds du schéma, s'ils sont en nombre infini, ne s'accumulent qu'au
point à l 'infini du plan. Nous nous placerons toujours dans cette hypothèse.

Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 1. 6
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DÉIIMTIONS. — a. Nœuds scliématiquement équivalents. — Deux nœuds P et V
sont dits schématiquement équivalents (P <^ P^ si les figures constituées par le
schéma et le point P d'une part, le schéma et le point P ' d'autre part, sont iden-
tiques (en tant que figures définies à une tran formation topologique prés).

Transùivité. — II est évident que P <^ Q, Q ̂  R entraînent P r^ R.

b. Un schéma est régulièrement ramifié, s'il existe un certain ensemble fini (V.)
de nœuds tel que tout nœud du schéma soit <^ à un nœud de E.

c. Nœuds équivalents. — P et Q sont équivalents (P ̂  Q), si les figures consti-
tuées par r arbre T et le point P d'une part, V arbre T et le point Q d'autre part,
sont identiques.

Transùivité. — P ̂  Q, Q r^ R entraînent P ̂  R.

d. Arbre régulièrement ramifié. — T est un arbre régulièrement ramifié, s^il
existe un certain ensemble finiK de nœuds ̂  tel que tout nœud de l'arbre soit r^j à
un nœud de K.

D'après le théorème du paragraphe 1, l 'ensemble des nœuds <^ Pô peut être
séparé au plus en ^q classes de nœuds équivalents, d'où :

THÉORÈME. — Un arbre topologique à schéma régulièrement ramifié est régulié-
ment ramifié.

THÉORÈME. — Si ï, régulièrement ramifiée possède une infinité de nœuds, tout
nœud Q a une infinité de nœuds équivalents.

L'un au moins des nœuds de K, soit Pô, possède une infini té de nœuds
P/^Po. Soit Q un nœud de T, qui peut être joint à Pô par une ligne polygo-
gonale Fo- On peut construire d'une manière unique à partir de chaque P/ une
ligne F/, comme Fo est construite sur T à partir de Pô. Chaque F/ détermine un
nœud Q/^Q. De plus F/ et r, déterminent Q, et Q/ distincts, car Q/ étant équi-
valent à Q, la l igne F/ peut se construire d'une manière unique à partir de Q/
comme Fo à partir de Q. D'où l'on déduit :

THÉORÈME. — Si T, régulièrement ramifié n^a qu'un nombre fini de nœuds,
chaque classe de nœuds équivalents comprend le même nombre de nœuds.

e. Cycles équivalents. — Deux cycles sont équivalents si tous leurs nœuds sont
deux à deux équivalents, et rencontrés dans le même ordre lorsqu^on parcourt les
cycles dans le même sens : II n'y a qu'un nombre fini de classes de cycles équi-
valents; et d'autre part, pour que deux cycles soient équivalents, il suffit qu^un
nœud de l 'un soit équivalent à un nœud de l'autre, et que les côtés du cycle
issus de ces nœuds soient de même nature. La condition sur les sens est respectée
d'elle-même^ puisque les nœuds équivalents sont de même nature,
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G. — Les surfaces fermées et leurs surfaces de recouvrement.

1 . — ARBRE TQl'OLOGIQUE D^UNE SURFACE FERMÉE.

Soit F âne courbe fermée du plan ^ passant par les projections des points
cr i t iques de H ; F est partagée en un certain nombre d'arcs par l^s projections
de ces points critiques. Construisons alors à partir de h une surface R* simple-
ment connexe obtenue en retirant de R les points de cer ta ins arcs y dont les
projections sur le plan j sont des arcs de F. La construction de l'arbre topo-
logique T* de H* met en évidence des côtés issus de certains nœuds, et n^abou-
tissant pas à un autre nœud. Ces côtés représentent des liaisons entre demi-
feuillets à travers un arc de R — R * . Cet arc sépare dans son voisinage deux
demi-feuillets de natures différentes, et à chacune de ces deux lèvres corres-
pond un côté libre de l'arbre T\ Identifions conventionnellement ces deux
côtés libres notés /^ — X. Alors tout côté de T* joint effect ivement deux nœuds
( o etx) , et T* devient l'arbre T de R. Une transformation topologique globale
de R transforme les demi-feuillets en domaines sur S transformée de R. Si
nous prenons pour S une surface type de même genre que R , un coussin à
p trous par exemple, les domaines transformés des demi-feui l le ts seront appelés
demi-domaines d 'univalence, et la frontière de chacun pourra être séparée en
autan t d'arcs que F. Sur cette surface S, Farbre T de R peut être construit sans
que l 'on ait recours à l ' i den t i f i ca t ion conven t ionne l l e d^éléments « libres ».

remarque. — L^arbre ï peut être r égu l i è remen t ramifié, si les déf ini t ions c
et d s'appliquent à l'arbre T construit sur la surface S.

Inversement, soit ï* un arbre composé d'un nombre fini de nœuds, don t
certains sont origines de côtés libres eux-mêmes associés par couples (c, — s);
si deux côtés libres associés étaient successifs sur la périphérie de 1*, on
pourrait les raccorder en fermant un cycle; deux côtés associés doivent être de
même nature et issus de nœuds de natures différentes. Dans ces condi t ions on
peut cons t ru i re de proche en proche la surface h* représentée par T* et la
l imi ter par des coupures indiquées par les côtés l ibres de ï* ; en identif iant les
coupures correspondant aux l iaisons s, —s, on a construi t une surface de
Riemann R a nombre f in i de feuil lets. On sait déterminer le nombre n de
feuil lets de R, sur T*, et pour déterminer le genre de R , il suffit de déterminer
le nombre des points critiques avec leur ordre. La périphérie de T* est séparée
par les côtés libres en un nombre fini d'arcs polygonaux qu i représentent
chacun un trajet sur H l i m i t é aux deux coupures représentées par les côtés
libres extrêmes. Ce trajet peut se poursuivre sur H et s imu l t anémen t sur d'autres
arcs polygonaux de la périphérie de T*. Lorsque le parcours se sera fermé, le
trajet correspondant sur R se sera également fermé, et l'on aura décrit sur R un
chemin fermé entourant un seul point cr i t ique : tous les arcs polygonaux ainsi
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parcourus sur la périphérie de T* appart iennent à un même cycle dont l'ordre
est 2v (nombre de côtés de l 'ensemble de ces arcs) et le po in t cri t ique corres-
pondant a pour ordre v. Sur la surface S on ne distinguera pas les cycles initia-
lement fermés sur ï* et ceux qui correspondaient à des systèmes d^arcs poly-
gonaux de la périphérie de T*. Nous dirons que le « centre » d'un cycle
d'ordre 2v correspond à un point critique d'ordre v. D^où le genre de R,
2p == 2(v,— i) — 2(^1 — i) qui ne dépend que de T\

2. — SURFACE DE RECOUVREMENT.

Soit ® l'arbre topologique de ^l, surface de recouvrement de R. Un nœud 31
de % représente un demi-feuillet de ffi et comme tel correspond à un nœud N
de T (Chap. III, A, 3). Soit alors un point critique de (Ji pe rmutan t une famille
de demi-feuillets, dont fait partie celui représenté par 51. A ce point critique
sur (R, correspond sur R un point critique de même ordre, donc à chacun des
cycles auxquels appartient 91 correspond un cycle de même ordre sur T auquel
appartient N (d'où l'on conclut que % est à cycles finis). La correspondance
entre 51 et N ayant ainsi été prolongée à tous les nœuds des cycles contenant 51
et N, on peut à partir de 51 construire u n arbre To identique à T. L'arbre ^ est
l'arbre de la surface de recouvrement représentée par T(). Mais ïo peut être
construite à partir de n ' importe quel point 51 de ^, donc :

THÉORÈME. — ^-est à cycles finis, régulièrement ramifié, Vensemble K (cf. déf.,
Chap. III, B, 2) pouvant être pris identique à V arbre ï de R.

Cela n'exclut pas que l'on puisse trouver un ensemble K^plus restreint que T.

3. — CELLULES.

Soit û un ensemble f ini de nœuds de %. On peut définir les éléments sui-
vants sur % : nœud périphérique de û, nœud Neû et tel que l'un au moins des
nœuds de ® et ^û soit reliable à N par un seul côté; nœud extrapériphérique
de û, n œ u d Q de^ et 4=i2, reliable à un nœud Netipar un seul côté. Nes tdonc
périphérique de t2.

Cellules. — Une cellule est un ensemble fini ̂  de nœuds de ̂ , tel quiln'y ait
pas dans C, deux nœuds équivalents, et que tout nœud extrapé^phérique de C soit
équivalent à un nœud de C.

Construction. — Soit P€%, et b'^ l 'ensemble des nœuds extra-périphériques
pour P. Désignons par 6, le plus petit sous-ensemble de b[, tel que tout nœud
de b\ soit ~ à un nœud de &i ; posons Bi=^ uP. Soit b', l 'ensemble des nœuds
extra-périphériques de Bi et 63 le plus petit sous-ensemble de V, tel que tout
nœud de b\ ait un équivalent dans B^=ïi^ \jb^, . . . . Cette construction des B,
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ne peut fournir une suite croissante de B,, puisqu'il n'y a qu 'un nombre fini de
classes de nœuds équivalents. Lorsque B,^=B,,, B,,est une cellule &.

Côtés libres associés. — Un côté libre de C est un trait de liaison de T joignant
un nœud périphérique de C à un nœud extra-périphérique. Soit Q extra-périphé-
rique, il possède un nœud équivalent R dans C, et soit a un côté libre j o ignan t Q
à Q^ (périphérique); le côté issu de R et de même nature que a joint ReC à }\'
qui ne peut être Q' lui-même, sinon il y aurait deux côtés de même nature issus
de Q\ puisque Q et R sont distincts; R'qui est ̂ Q^ ne peut donc appartenir à (£,
sinon C comprendrait deux nœuds équivalents. Les côtés (RR^) et (QQ^) sont
deux côtés libres dits associés. Il est immédiat que cette association est réci-
proque et qu 'un côté libre n'a qu 'un seul associé. (Nous conviendrons dans ce
qui suit de ne représenter que la moitié d 'un côté libre.)

Arcs périphériques. — Appelant extrémités de C les extrémités des demi-
côtés libres, nous pouvons séparer sur la périphérie de C (précisément au
moyen des extrémités) des arcs périphériques.

PAVAGE DE ^ PAR LES CELLULES. — A partir de deux nœuds de ^, P/: et Qy res-
pectivement équivalents aux nœuds P et QçC, on peut construire d'une
manière unique des cellules Ci et fiLy, comme C est construite à partir de P et Q.

THÉORÈME. — Ci et CL/ ou bien sont confondues ou bien n^ont aucun nœud
commun.

Supposons qu'il existe NeC, et à C/. N a donc un équivalent No eC et un
seul. C/ et Cy sont construits à partir de N comme C à partir de No et cette
manière de construire C, et C^ n'a qu'une solution, donc C<==Cy.

THÉORÈME. — Tout nœud P € ® a un équivalent dans C.

Soit P€^, on peut le joindre à Oe=€ par une ligne polygonale L, d'un
nombre fini de côtés. Parcourons L (de 0 vers P); soit Pi le premier point
extra-périphérique de L pour C, il a un équivalent P^ dans C; on peut cons-
truire Ci à partir de Pi comme € à partir de P\ et €1 et € n'ont aucun point
commun. Soit alors Pa le premier nœud extra-périphérique de L pour Cu^i?
il est extra-périphérique pour l 'une au moins de ces cellules et a par consé-
quent un équivalent périphérique, P.,€:C. On construit (£3 à partir de Pa
comme € à partir de P7,. Comme P^y^P^ et que L comprend seulement un
nombre fini de nœuds, il existe €n3 P. Donc P a un équivalent dans €, évi-
demment unique. Si l'on distingue Oe € et l 'ensemble de tous les 0/,/^0^ on
couvre ^ entier sans omission, ni superposition en construisant les tf,, à part ir
des 0,, comme € à partir de 0. Soient €/ et €j deux cel lules telles que P/e €/
et Qy€€y soient reliés par un seul côté (cellules juxtaposées), Qy désignant
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l 'équivalent dans d de Qy le côté issu de Q^ et de même nature que Q/P, est
précisément l'associé de P/Qy dans la cellule (r/.

THÉORÈME. — Dans le pacage de ^ deux cellules juxtaposées sont reliées V une à
l'autre par des traits de liaison associés.

\. —CYCLES.

Considérons un cycle K de î^; pour former le contour de K, i l faut juxtaposer
dans le pavage de ^, un certain nombre de cellules. Un certain nombre p d'arcs
périphériques de € contribuent à la formation du contour de ce cycle (en pou-
vant y apparaître plusieurs fois). Il n^existe pas sur la périphérie de C d'arcs
périphériques (autres que les p ci-dessus), cont r ibuant à la formation du
contour d'un cycle équ iva len t , s inon € comprendrait deux nœuds équivalents.
Supposons qu'un arc périphérique de € apparaisse v fois sur le contour du
cycle K. Soient Pi, . . ., P,/, v nœuds équivalents appartenant à ces arcs; comme
^ est le même à part ir de chacun des P/, tout arc qui contribue a la formation
du contour de K apparaît également v fois ; v est donc aussi le nombre de nœuds
équivalents apparaissant sur le contour de K, et à ce titre est indépendant de €.
Nous appellerons v la caractéristique de K. Par contre, p dépend de la décompo-
sit ion cel lulaire . Le nombre total d'arcs périphériques de cellules î apparais-
sant sur le contour de K est vp.

5. — ARBRE DÉ BASE.

L'arbre de base de ^ est un arbre T, avec un nombre fini de nœuds, et une
loi d'association entre côtés libres, qui soit l'arbre d'une surface algébrique A,
tous les cycles de 1 ayant l'ordre qu'ils ont sur ^. Si tous les cycles ont pour
caractéristique i, (£ est l'arbre de base de ^, mais ce n^est plus le cas dès qu'il
y a sur % un cycle de caractéristique 7^ i.

Prenons pour T un groupement G de N cellules VL\ dont les indices sont
définis modN. On va chercher un choix des indices des cellules VL\ de façon
que, en parcourant un cycle K/ dans le sens direct, on passe par les demi-
liaisons (/, — i ) | la liaison iç: (r/,, et la l i a i s o n — iç C/,j de la cellule C/, à la
cellule G/, avec k=li-{-Xj. On a alors x_i=—x, [si nous cherchons à faire
de Xi un coefficient l ié à la l iaison ( i , —i) indépendant des cellules qu'elle
relie |, ce que l'on voit en parcourant le cycle K/. adjacent à K/ suivant ( i, — /).
Pour chaque Ky on a une équation

( i) ^ /^^<=-:Â/N,
K

où vy est la caractéristique du cycle Ky; V la somme des Xi distincts corres-
ii". «
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pondant aux côtés libres reliant deux cel lules consécutives du cycle. Xy doit
être un entier premier avec v,, sinon le cycle se fermerait sans être constitué
par vp arcs périphériques de (Ê.

Si le système (i) est résoluble en nombres entiers, on peut construire un
groupement de N cellules ayant toutes des indices différents, et prendre pour
loi d'association, la suivante : soit ? un côté libre de C/,, on lu i associe le côté
ibre — i de C//+, ; l'association est évidemment réciproque : a — i de €/,+.,,

correspond i de C/,+.^_^^ C/,. On a a ins i constitué un arbre de base T d'une
surface algébrique A (1 ).

SURFACE DE RECOUVREMENT DE A. — Soit P € ® et 0 un nœud de T. On peut cons-
truire une ligne polygonale OP ou A. Soit Pi le premier nœud extra-périphé-
rique pour T sur A, P iQi le côté de A précédant P i (Qi€=ï i ) . PQi côté libre
de ï a un associé Q i P , ( P , € T ) et l'on peut construire une ligne A i à partir
de P, comme A à partir de Pi. Soit P_> le premier nœud extra-périphérique
sur Ai pour T; on peut construire A 2 et à chacune de ces opérations on pro-
gresse au moins d'un côté sur A, et l'on associe ainsi à P un point II de ï.

Ce point II ne dépend pas de A ; il suffit de montrer que II n'est pas changé si
l'on remplace dans A, une ligne polygonale contour d'un cycle, par la l i g n e
polygonale complétant le contour du même cycle et ayant les mêmes extré-
mités. Cela revient à montrer que si Q est un nœud de ^, et M un nœud T^Q,
et que l'on fasse parcourir à Qi le contour d'un cycle en partant de Q et reve-
nant en Q, le point Mi^^Qi va parcourir à partir de M une ligne polygonale
connexe ou disjointe de T se fermant en M quand et seulement quand Qi
atteint Q. C'est une conséquence du fait que les équations ^ i ) sont vérifiées
(Xy premier avec v/), d'autre part, si Qi décrit un cycle d'ordre 27*, Mi parcourt
une ligne polygonale de 2/1 côtés (en comptant pour un seul deux demi-
liaisons associées).

Soit d la surface de Riemann représentée par © et admettant les mêmes
points fondamentaux de ramification que A. Un point de Ûi appartient, soit à un
demi-feuillet : alors la co'rrespondance établie entre les nœuds de ̂  et ceux de T,
permet d'établir entre un point d 'un demi-feui l le t de Ji et un point d^un demi-
feuillet de A, une correspondance conforme des voisinages, localement iden-
tique; soit à l ' intérieur d'un arc séparant deux demi-feuillets : la correspon-
dance ci-dessus s'étend encore à ce cas, avec correspondance identique des
voisinages; ou bien c^est un point c r i t ique deôi, d'ordre À correspondant sur ̂
à un cycle d'ordre 2À. A ce cycle correspond sur ï une ligne polygonale de 2 A
côtés, donc sur A un point critique d'ordre A. La correspondance entre

( 1 ) .Fai montré par une toute autre méthode que l'ordre de base T pouvait être construit même
dans le cas on (1) n^est pas résoluble en nombres entiers, (C. II., À end. Se.. 4:^. I Q Ô I . p. 46; ").
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« centres » de cycles s'étend encore dans le voisinage des points critiques, par
identité locale.

THÉORÈME. — La surface (H représentée par V> et ayant les mêmes points fon-
damentaux de ramification que A, est la surface de recouvrement de A représentée
par T.

6. — RÉSOLUTION DU SYSTÈME ( 1 ).

Au lieu de conserver Xi et x_i dans les équations (i) nous écrirons s/,^ où c^
est le coefficient de Xi dans l 'équation de Ky.

a. in désignant le nombre des côtés libres de €, les équations

( l ) yy^£y,^=:^N

^

con t i ennen t n inconnues. Puisqu'il y a 2/1 côtés libres, il y a aussi 2/1 arcs péri-
phériques de tf, d'où 2/1 équations. Si dans une équation figurent À inconnues,
c^est que h arcs périphériques de € participent à la formation de Ky, et l'équa-
tion de Kj se trouve répétée h fois dans les in que nous avons écrites; h est ici
le p défini plus haut.

6. Retirons du système les équations qui se rencontrent plusieurs fois et
écrivons le système sous la forme

(2) '^ZjiXi-=^\
N

^ M^'

Dans ce système, puisque les cycles K/ sont toujours parcourus dans le sens
direct, l ' inconnue x^ se rencontrera deux fois seulement dans deux équations
distinctes, avec des signes différents, puisque la liaison (i, —i) correspon-
dante, est un côté commun à deux cycles seulement et est parcourue dans deux
sens différents lorsqu'on parcourt les deux cycles dans le même sens.

c. Si toutes les équations comportent au moins deux inconnues , il y a au
plus n équations dans le système (2). Supposons que (i) cont ienne a équations
à une inconnue, ce qui ramène à in—a le nombre des équations répétées au
moins deux fois :

Si a^ 2, i l y a au p lus n — i équations distinctes à plus d^une inconnue, ce
qui porte à n + i au plus le nombre d'équations distinctes dans (2).

Si a^>2 , soient sur la périphérie de C deux arcs périphériques de ç==i,
limités par les côtés associés À et — À et, [L et — ^, et tels qu'il n'y ait pas
d'autre arc de p = i entre les côtés libres A et [JL. Il y a alors entre A et a, un
arc au moins d^un cycle de p > 2 ; sinon à partir des côtés libres À et — À tous
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les côtés libres seraient deux à deux associés, et l'on trouverait que y. aurait un
autre associé que — pi, puisque entre — À et — [L il y a d'autres arcs de cycles
avec p == i. Cela ayant l ieu entre chaque couple d'arcs dont les extrémités sont
associées, on déduit que :

Si a = 3 au moins une équation est écrite trois fois dans (i ).
Si a = 4 au moins deux équations sont écrites trois fois ou une équation est

écrite quatre fois, etc. ; dans le cas général on pourra re t i re ra—2 équations de(i)
pour se ramener au cas où toutes les équations restantes (à part celles ne con-
tenant qu 'une inconnue) sont encore écrites au moins deux fois. Il reste donc
au plus a + -[(2^ — a) — (a — 2 )] ===- n + i équations dans (2).

d. Le système (2) comprenan t p équat ions , le rang du tableau des coeffi-
cients estp — i ; la somme de toutes les formes linéaires f igurant aux premiers
membres est =^o, d'après (6). Donc le système ne sera résoluble que si Fon
peut trouver N et un système de Ây (chacun premier avec le Vy correspondant)
vérifiant

(3) ^.=o.

Si le rang é t a i t <^p—i, il serait possible d'exprimer une forme linéaire des
premiers membres, comme somme (changée de signe) d'autres formes de (2),
sans pour cela les utiliser toutes; revenons alors à la signification de ces équa-
tions : l 'équation d^un cycle fera toujours intervenir les équations de tous les
cycles qui lu i sont contigus qui sont les seuls où figurent les inconnues appa-
raissant dans la forme init iale, et de proche en proche tous les cycles périphé-
riques de € interviendront .

Il est à remarquer que la condit ion (3) ne fait pas intervenir la structure de C,
ni les cycles de caractéristique i. C'est une condition ne dépendant que de %.

c. Calcul du dé terminant des p — i formes principales. Il possède la pro-
priété suivante H : chaque colonne se compose de zéros et de deux éléments au
plus, 7^ o égaux Vun à + i ? Vautre à — i.

Nous chercherons seulement la valeur absolue de ce déterminant , sachant
qu'il est 7^0, et nous permuterons sans précautions pour le signe, lignes ou
colonnes. Aucune colonne ne pouvant être composée exclusivement de zéros,
ni aucune ligne, on peut placer un i comme premier terme de la diagonale
principale et ajouter la première ligne à celle où figure — i à la première
colonne. Le coefficient de a\ est un déterminant Di de même espèce que le pré-
cédent, puisqu'on a modifié une seule ligne sans altérer la propriété fondamen-
tale H. Il en résulte que ce déterminant a pour valeur absolue i.

Sous la condition (3) le système (2) est résoluble en nombres entiers.
Ann. Éc. Norm., (3), LXVIII. — FASC. f . 7
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CHAPITRE IV.

DÉCOMPOSITION EN FEUILLETS DE CERTAINES SURFACES DE RIEMANN.

A. — Méthodes d'isolation des singularités.

1. — NOTATIONS.

La variable complexe étant w, nous considérerons des surfaces de Riemann (R
obtenues par prolongement analytique. Nous admettrons que le prolongement
est possible au delà d'un point algébrique sur tfl, et nous réserverons le nom
de point critique à la projection sur le plan w, d'un point algébrique de <%.
c% sera supposée simplement connexe, représentée sur un cercle G de rayon p
(fini ou infini), par une fonction z = (p(^)dont la fonction inversesera w=f(z).

Un point \\\ est transcendant pour <p, s'il existe à l 'intérieur de tout cercle
centré en w^ un élément ê(^, z) prolongeable dans l'intérieur de ce cercle,
suivant un certain chemin jusqu'à w^ exclusivement. Un point transcendant
n'existe que dans le plan w [les points critiques sont provisoirement exclus,
puisque l'on a admis que y était prolongeable au delà des points algébriques].
Il peut arriver que certains éléments soient prolongeables jusqu'en ^o inclusi-
vement ; nous dirons qu'ils définissent une branche régulière (ou algébrique)
en WQ. Nous désignerons par ^ l'ensemble des points transcendants, ^ son
dérivé, c&=c&\jc&. Nous nous bornerons aux surfaces (R telles qu'il estpossible
pour chaque valeur de. rentier n, de construire un ensemble fini de domaines sim-
plement connexes §^(i=ï, 2, . . ., pn) tels que :

ï°^C\J^
i

2° maxdist(P, Ç^-^o quand n-> oo, P parcourant la frontière de Uâ/,.
i

2. — EXHAUSTION QUASI SIMPLE DE C^.

Soit ̂  la courbe fermée frontière de o^; la trace de ̂  sur c^ .est un ensemble
fermé in tér ieur à â^, dont la distance à^es t / ^^>o . La couronne comprise
entre -y^ et une courbe ̂  dont tous les points sont à une distance de ^ ,<^,
ne renferme qu'un nombre fini de points transcendants, et au plus une inf in i té
dénombrable de points critiques. Il est donc possible de construire dans cette
couronne une courbe ^'^ fermée limitant un domaine % c ^ > contenant à son
intérieur tous les points de ^ intérieurs à o^, et ne passant par aucun point cri-
tique. Les points de ^ extérieurs à t jo^ sont isolés et en nombre fini : on peut

i
les enfermer dans des domaines d^ ne contenant chacun qu'un seul point trans-
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cendant, et dont les courbes frontières ne passent par aucun point cr i t ique ; on
peut assujettir les d^ à avoir des diamètres qui tendent vers zéro quand n--> oc .
Désignons par â^ les domaines o^ ou d^(i== 1 , 2 . . . . , y,^ et posons A,,= c U^;

i
les A,, forment une suite croissante, chacun étant limité par un nombre fini q,,
de courbes fermées y^ limitant les domaines o^; A,^ ne cont ient aucun point
transcendant et les ^ ne passent par aucun point critique. Les ^ satisfont
alors à

i °®cU^
i

2° max dist(P, ̂ ) -> o quand / î—oc , P parcourant la frontière de Uâ^;
/

3° y^ ne passe par aucun point critique ni transcendant

3. — EXHAUSTION SIMPLEMENT CONNEXE DE C%.

Sur chaque courber marquons un point A^. Construisons alors dans Ai à
partir d'un point Ao intérieur non crit ique, q^ courbes ne passant par aucun
point critique, sans autres points communs q û e A o et aboutissant aux points A',.

Fig. 25.

Les o^ se séparent en q^ familles : tous les o^, d 'une même famille étant inté-
rieurs au même §^. Joignons alors chaque A^^ à A^ par une courbe ne rencon-
trant pas de point cri t ique, in tér ieure à d^ = A/^i n o^. Ces courbes, qui n 'ont
d'autre point commun que A^, seront notées [A^A^J. En retirant de A,, toutes
les courbes ainsi tracées, on obtient un domaine A^ simplement connexe. Les
courbes qui deviennent ainsi frontières de A^, en constituent la <( frontière
régulière ». La suite des A^ est croissante; so i tA^ le domaine l imite dont la
«frontière régulière» est l 'ensemble de toutes les courbes [A^A^,]. Soit
^'i^®; il est donc à une distance p ^> o de ^ et d'après la condition 2°, ^\ est
extérieur aux o^ pour n assez grand. Donc \\\ € A^, en é tan t soit in tér ieur , soit
sur sa frontière régulière (celle d'un A^ pour n assez grand).

Considérons une courbe fermée F intérieure à 4/; elle sépare le plan en deux
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régions dont Fune (dite intérieure) ne contient pas Ao. Cette région est formée
de points intérieurs à A^ : en effet, s'il y avait un point de % dans cette région,
comme F est à une distance p ^>o de ^, il y aurait toute une courbe -y^ dans
Fintérieur de F, donc un point A^, et la frontière régulière de A7,,, donc celle de
A' couperait F, ce qui est exclu. Un point vç\ e%, qui n'est pas intérieur à A',
est donc sur la frontière régulière d'un A^, et s'il était intérieur à F, on aurai t
la même contradiction que dans le cas précédent : les A^ et A^ sont simplement
connexes.

4. — CONSTRUCTION DES FEUILLETS DE (Ji.

i° LES RAYONS DE PROLONGEMENT. — Soit 0^ un point non critique in tér ieur à^.
Soit une famille de courbes C^. dépendant d'un paramètre continu ^ (variant
par exemple de 0 à 71), in tér ieures à d^, jo ignant 0^ au point A^, sans autres
points communs que les extrémités, telles que par tout point derf^, il passe une
et une seule C^, une C^. ne pouvant passer par plus d'un seul point critique.
Appelons d'^ le domaine simplement connexe obtenu en retirant de rf^la fron-
tière régulière de A^ ; un certain nombre de courbes C^ sont à double
déterminat ion : elles sont des deux types suivants :

a. des courbes (O^A^)-4- (pour l 'une des déterminations seu lement ) la
courbe Y^.JC)^- l'arc [A^A^]. Il y a autant de ces courbes que de o^, inté-
rieurs à o^.

[3. une courbe (O^A^) 4- (pour l 'une des déterminations seulement) la
courbe y^î. Dans un voisinage de A^ on peut distinguer u n arc de y^J issu de A^ et
un arc aboutissant en A^. Nous pouvons assujettir les arcs (O^A'J et (O^, A'J à
ne comprendre dans l'angle qu'ils forment en A^ que l'arc de y'j issu de A^ et
aucun arc [A^A^_J ou [A^A^J. Les courbes à double déterminat ion sont
astreintes à ne passer par aucun point critique.

2° PROLONGEMENT DANS d^ (G). — Considérons un élément ê(0^, *€) de y(^)et
prolongeons-le radialement suivant les courbes C,^. On ne poursuivra pas le
prolongement au delà d'un point algébrique et l'on appellera « rayon exception-
nel », la portion de C^( sur ôt) comprise entre le point algébrique et le point A^.
Pour les C^\ à double détermination on effectuera le prolongement suivant les
arcs (O^A^,) et-y7^^ seulement pour les courbes du type a, et suivant (O^A7^)
eiy,J pour le type [3. Le prolongement de ê(O^) a été effectué dans (^(^)=EE^
privé des arcs [A^A7^,] et des « rayons exceptionnels )>, toujours en nombre
fini : sinon ils s^accumuleraient suivant une C^, (à simple ou double détermi-
nation) qui passerait par un point transcendant, ce qui est impossible.

J désigne la courbe ^4-1 parcourue dans le sens direct à partir de A^+i.
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3° CONSTITUTION D 'UN FEUILLET. — Soit Oo une origine dans A^ et <ê(0o, ^o) un
élément dey^). Effectuons son prolongement dans A^ comme il vientd'étre dit
(A^=Ai privé des arcs [AoA'J) et suivant chacune des courbes y^. Ce prolon-
gement permet de définir dans chaque d\, un é lément unique ê(0\, ^ , ) q u i ,
prolongé dans (^(^0,1)? coïncide sur ̂  avec le prolongement de ê(0o, Ço). Nous
dirons qu'on a sur (R un domaine ne se recouvrant pas, simplement connexe,
tel que tout point du plan ^ qui € C^ soit projection d'un point ou intér ieur ou
frontière de ce domaine, que nous appellerons feuillet de Ûi couvrant C^. Ce
feuillet sera dit complet si C^ couvre le plan <r.

4° DOMAINES D'UNIVALENCE. — Un feuillet de ûi est l'image par ^=/(^) de
domaines du plan z où/est univalente, ses valeurs couvrante^. So i t^o€C :
si/(^o)^=^, on sait déterminer par un nombre fini d^opérations, le domaine
d'univalence auquel appartient ̂  où les domaines (en nombre fini) dont il est
point frontière, ^o est à une distance finie de %, donc il existe n assez grand
pour que d^B^o. On prolonge alors ê(^o, ^o) jusqu'à 0^ suivantia C^, passant
par ce point . Si ce prolongement rencontre un point algébrique entre ^\ et
0^, on obtient deux éléments1 en 0^; on peut en obtenir plus de deux si
<^(^ 'o?^o)est lui-même élémentalgébriquede 9(^). Le prolongement du ou des
éléments obtenus en 0^ suivant le système des courbes (O^A^) (A^O^)(O^A^)
conduit en Oo à un nombre égal d'éléments : les feuillets construits à partir de
ces éléments comprennent le point (^, ^o) de ai, donc les domaines d'univa-
lence correspondants comprennent Z o , comme point intérieur ou frontière d'un
nombre fini de feuillets ou domaines d'univalence.

5. — RÉDUCTION DES ENCLAVES FINIES.

Soit ê(A^, a^) un élément que l'on prolonge suivant y^J sans l imi ter ce pro-
longement lorsqu'on rencontre A^. Supposons que la courbe P^ obtenue dans le
plan z comme image de y^ soit une courbe fermée, qui se décompose donc en
p arcs élémentaires ayant chacun pour image ̂  parcourue une seule fois. Pro-
longeons alors ê(A^, a1^) dans c^ de toutes les façons possibles. Ce prolonge-
ment n'est arrêté par aucun point transcendant puisque?^ est fermée. Le domaine
Wn obtenu dans le plan z, est ou simplement connexe^ ou de connexion f inie,
puisque/(^)==A^ n'a qu'un nombre fini de solutions à l ' intérieur deP^; dans
le cas où î^ est mult iplement connexe les courbes frontières autres que P^ ont
pour image ^ dans le plan w, et peuvent être décomposées en un nombre fini
d'arcs élémentaires. Dans les deux cas JB^ ne comprend qu 'un nombre fini de
zéros de/(^) et peut être décomposé en un nombre fini de cellules d^univalence
dans chacune desquelles/(^) prend toutes les valeurs couvrant â^. Chacune de
ces cellules a pour frontière un arc élémentaire de la frontière de 3 .̂ Dans le
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cas où J^'^ est de connexion mult iple, soit r,7 une des courbes intérieures,
obtenue par prolongement suivante de ê(A^, a^). Prolongeons cet élément
de toutes les façons possibles à l 'extérieur de ^. On peut renouveler pour le
domaine 3(^ (obtenu ainsi à l ' intér ieur de F,7 tout ce qui a été dit pour |̂ ). On
décompose Wn en cellules d 'univalence et l'on rassemble en un même domaine
d'univalence deux cellules, l 'une intérieure, Fautre extérieure à r,*/, ayant en
commun un arc élémentaire de r,7. Ces domaines complets d'univalence sont
complètement intérieurs à F[ et de ce fait sont en nombre fini ; même en consi-
dérant tous ceux que l'on peut constituer à partir de toutes les courbes inté-
rieures à P^, images de ^. Nous appellerons réduction de l'enclave finie P^,
l'opération qui a consisté à décomposer l ' intérieur de T^ en domaines complets
d'univalence, et en cellules à valeurs couvrant o^, ces dernières admettant cha-
cune un arc élémentaire de P^ comme arc frontière.

THÉORÈME FONDAMENTAL , — Soit ZQ ç. C. AÏ ̂  = /(^o ) 4= ̂ ( ̂  ) C ) on sau détermi-
ner le domaine (Tunivalence de fÇz) auquel z^ est intérieur^ ou les domaines Çen
nombre fini) dont il est point frontière.

Soi t5o€C avec ^=/(;^)ç©, mais tel que les diamètres des o^ qui con-
tiennent ^Fo, décroissent vers zéro. Convenons que dans la méthode générale de
construction des domaines d'univalence, nous réduisons les enclaves finies F^
toutes les fois que cela est possible. Soit ^(^05 ^o) l 'élément de y(^ ) corres-
pondant à ZQ : c'est un élément à un ou plusieurs feui l le ts qui se projette sur
un disque Eo du plan \v\ il existe un S^cEo avec (T\)€=^ et A^€Ëo. L'élément
ê(A^â4) prolongement immédiat de ê((ï o, ^o)? prolongé suivant ^ engendre
dans le plan z une courbe fermée P^. Dans la suite des o^Çyn=n, n— i,
n— 2, . . ., i), soit o^ celui d ' indice le plus faible, tel qu 'un élément ê(A^, û^)
prolongé suivant y^ engendre, dans le plan z une courbe fermée 1̂  conte-
nant ^o* La réduction de l'enclave finie correspondante permet de déterminer le
ou les domaines d'uni valence de f(z) auxquels appartient Zo soit comme point
intérieur, soit comme point frontière.

6. — VOISINAGE D'UN POLNT TRANSCENDANT ISOLÉ.

Si co est transcendant isolé, il existe 8^30), de diamètre arbitrairement
petit, et ê(A^, a^) — où A,^ est un point du contour de o^ — qui, prolongé
dans S," de toutes les façons possibles, lui fait correspondre un domaine A^
non fermé, c'est-à-dire admettant des points de la circonférence C, comme points
frontières, sans que ce prolongement soit arrêté par d'autres points transcendants

(1) Nous notons ^*(S^) Fensemble des points de é pour lesquels la suite des ô^ (satisfaisant aux
conditions du paragraphe A,2) qui les contiennent, n^ontpas des diamètres qui tendent vers zéro.
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queco, ou que les projections des points algébriques rencontrés s'accumulent
en un autre point que co.

û. Si o^ ne renferme aucun point critique, A;;' est alors limité par un seul
contour. Joignons A/'0 au point co, et dans le plan z\ prolongeons tous les élé-
ments ê(A^, <') tels que a^1 appartienne au contour de A^, suivant (A;;\ co).
On a ainsi séparé A0/ en cellules d\mivalence à valeurs couvrante, chaque cellule
admettant un arc élémentaire du contour de A^ pour arc frontière.

6. Si ô^0 renferme un nombre fini de points critiques, on peut, en réduisant le
diamètre de â^\ construire un S^ correspondant au cas précédent.

c. Si o;° renferme une infinité de points critiques, construisons dans o^ une
famille de courbes €,^ joignant co à A^, et soit encore (co, A^) la ®,^ à double
détermination. Supposons que les prolongements de tous les ê(A^, a^'1) sui-
vant (A0,', co) conduisent à des éléments réguliers en co. On effectue alors le
prolongement de chaque élément obtenu en co suivant la famille des C,^- Les
cellules d'univalence obtenues dans A," sont limitées par un nombre fini de
courbes correspondant à des « r ayons except ionnels» joignant des points
algébriques à A,°\

REMARQUES. — 1. Dans le cas où/ est méromorphe, on reconnaît dans les cas a
et &, les points directement critiques de première espèce; dans le cas c, les
points indirectement critiques, où les rayons du cercle de centre co considérés
par Iversen ( ' ) sont remplacés par la famille des courbes C/^o.

2. Dans les trois cas ci-dessus on dira qu'on a réduit l'enclave infinie A^. La
méthode utilisée est bien la méthode générale où l'on a considéré dès le début
une courbe (A^co) au lieu de considérer une suite d'arcs (O^A^O^) dont
l'ensemble constitue une courbe joignant A" à co.

B. — Surface de Riemann de type parabolique.

L'existence de fonctions méromorphes \v=fÇ^) pour lesquelles toute valeur
w est point transcendant pour la fonction inverse z = ç(w) montre que même
pour des surfaces de Riemann de type parabolique, il peut ne pas exister de
suites de domaines S1 de diamètres tendant vers zéro et enfermant %.

1 . — CONSÉQUENCE DU THÉORÈME DE GROSS.

Soit ^ la famille dénombrable des éléments réguliers de y(^'), dont les
centres sont à coordonnées rationnelles. D'après le théorème de Gross [sous la

( T ) Recherches sur les fonctions inverses des fondions méromorphes. Thèse, Helsin^fors, 1 9 1 4 .
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forme donnée par R. Nevanl inna (1)], si ê((po, ^o) est un élément régulier de
ç(^), il est prolongeable jusqu'à w =00, sur presque tous les rayons issus de
^o ; donc dans tout angle 9<^arg(^—^)<^9^ il existe une demi-droite
arg(iï '— <r)= 9, (9'<; 9 <^ 9") suivant laquelle ê(^o? z ^ ) est prolongeable jus-
qu'à <r==oo. Rangeons les éléments de ^ en une suite êi, ^2, . . . , < § „ , . . . de
centres ^'i, ^ '2» • • • ? n ' / /» • • • • Soit Co un domaine convexe borné fermé du plan \v :
si ir/i 6Co, et si E, désigne un cercle de rayon inférieur à celui du cercle de
convergence de <êi, le domaine C^ = = C o H E ^ est un domaine convexe borné
fermé dans lequel êi est prolongeable radialement. Si t^i^Co, il existe dans
l'angle que font les deux « tangentes » issues de \\\ à Co une demi-droite suivant
laquelle le prolongement deêi est possible jusqu'à ^=00. On peut alors déter-
miner un angle Ai de sommet \\\, d'ouverture ai ^> o, contenant Ai à son inté-
rieur, dans lequel le prolongement radial de &i est possible jusque dans
C i = C o n A i ; le prolongement de êi étant supposé possible suivant les demi-
droites extrêmes de Ai, Ci est convexe, borné, fermé. Ci et êa jouant alors le
rôle que jouaient Co et <^i, on peut définir un nouveau domaine €2 convexe
borné fermé dans lequel êi et ^2 sont prolongeables radialement. On obtiendra
ainsi une suite de domaines convexes, dont aucun ne se réduit à sa frontière,
ordonnés par inclusion

C o ^ C i ^ C s ... ^C/,?.. ./

qui ont au moins un point commun il.

THÉORÈME. — Tout élément &i € ̂  est prolongeable radialement jusqu^ au point SI
inclusivement et y définit un élément <ê(û, co,), (^distincts ou /io/i)(2).

2. — ÉTOILE D'HOLOMORPHIE E*(û, (JL)) DE ê(û, (JL)).

1° LES SECTEURS S. — Désignons par [9] la demi-droite arg(^ 5 —û) = 9. Suppo-
sons ê(û, co), prolongeable suivant [9o] jusqu'à c o — Û [ = = R Inclusivement.
Ce prolongement est possible en utilisant seulement un nombre fini d'éléments
dont l'ensemble forme une chaîne <2(9o). Soient [9J et [9'J (9^ << 9o<^9i ) les
deux rayons dont tous les points sauf un nombre fini , ^é(9o). Soient A^ et A\
les points d'intersection de [9J et [9'J avec | co — û = R.

I. Supposons ê(û, (o) non prolongeable suivant [9J jusqu'en Ai :
a. Si la première singularité rencontrée sur [9i] à partir de fi est algébrique,

on introduit Félément algébrique d'ordre k correspondant et l'on prolonge sui-
vant [9i] la branche dont l'image dans le plan z fait + , avec la branche

(1) Eindentige Analytische funktionen, Springer, igSô.
( 2 ) Shimizu utilise un tel point Q, mais n^en démontre pas Inexistence : 0/z thé fundamental domains

(fap. fourn. math., VIII, iQSi, p. 175-804 ).
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d'arrivée (s ' i l s^agit du rayon [67,] on remplace 4- , p a r — - ) • On dira que
l'on a contourné le point algébrique dans le secteur [61— 60].

j3. Supposons que par prolongement suivant [6i], après avoir éventuellement
contourné les points algébriques dans [61—6o], on rencontre an point trans-
cendant T. On peut construire un segment PQ3Ï, morceau de [61] dont tous
les points saufT, sont intérieurs à C(0o); construisons un lacet L, intérieur à
<3(6o) joignant P à Q; l'élément ê(P, p) obtenu par prolongement radial de
ê(û, co) définit par prolongement suivant L un élément ê(Q, y). Aux prolon-
gements de ê(P, p) et ê(Q, q) suivant [9i] jusqu'en T (exclusivement) corres-
pondent deux arcs infinis?^ qt ( t à l ' infini), qui avec Parc pq image de L,
limitent une langue image conforme b iun ivoque de la portion du plan w corn-

plan w pomtalgébnque

plan z

Fig. 26.

prise entre Let le segment PQ de [61]. Nous disons que les deux arcsjo^ et qt se
raccordent en t.

La portion de [61] comprise entre û et le premier point singulier (algébrique
transcendant), sera un segment F et l'arc issu de co qui lui correspond (f ini ou
infini) sera un arc y. L'image dans le plan^ du secteur [6, — 6 0 1 est un domaine
limité par :

— une courbe finie image de la portion de [6o] vérifiant [ ̂ —il ^R;

— un arc a^ ai image de l'arc AoAi de w—û | ==R(Qo^9^9i ) ;
— une courbe y issue de co aboutissant en c [c à l'infini ou bien f\c) == oj ;
— un nombre fini d'arcs finis ou infinis, se raccordant entre eux et à l'extré-

mité de y (à l'infini ou en des points annulant/7).

II. Supposons le prolongement radial de ê(û, co) possible suivant [ôi] jus-
qu'en A, inclusivement. On peut alors construire [6^] à partir de [61] comme
[61] à partir de [60]. Il se peut que [62] soit de l'espèce étudiée au paragraphe I,
sinon on définira [63] à partir de [63], et ainsi de suite. Supposons qu'aucune]
ne rentre dans le cas I. Alors si R est supérieur au rayon de convergence de
<ê(î2, co), les [6^] tendent vers une position limite [©]. Le prolongement de
<ê(û, co) est holomorphe dans le secteur (ouvert) [© — 60] et sur [60]. Prolon-

Ann. Ec. Ao/'m., (3), LXVITI. — FASC. 1. 8
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geons ê(û, (o ) su ivan t [©J ; si la première singulari té rencontrée est a lgébrique,
on définit dans le plan 3, l'arc y joignant co à un point à distance finie où/^) == o!
Si la première singularité rencontrée est transcendante, l'arc y es t inf în i .

Considérons un élémentê((0i,^0dans[©—9o] obtenu parprolongementradial
de ê(û, co). Le prolongement radial de ê(c^, ^) montre que les singularités
rencontrées sur [©] par ce prolongement forment un ensemble fermé de mesure
nulle. Ces singularités sont évidemment les mêmes pour le prolongement radial
de tout élément centré dans [© — OJ et obtenu lui-même par prolongement radial
de ê(û, co). Sur tout intervalle de [©] si pet i t soit-il, il existe un élément régulier
&Çu, ^) qui peut se déduire par prolongement radial de &(^\, z\}. Prolongeons
&(u, 0 suivant © vers û et vers A, en contournant s'il y a lieu les points cri-
tiques dans [©—0]; ce prolongement ne sera donc arrêté que par des points

transcendants. Partageons ÛA en intervalles de l ongueu r^ ; dans chacun de
2

ces intervalles il existe au moins un <?(</„ •€,) que nous prolongeons vers û et
vers A suivant [©]; nous obtenons ainsi dans le plan z, outre l'arc y déjà cons-
t rui t qui peut se prolonger par d'autres arcs dont l 'un s'éloigne à l ' in f in i , un
un nombre fini de courbes allant de l ' infini à l 'infini, images de segments de [©].

a. Use peut que pour une valeur de n, tout poin t de [©] ait été atteint inclusive-
ment ou exclusivement. Il est alors impossible de prolonger ê((^, z, ) à travers
[©] sans traverser l 'une au moins des courbes déjà tracées dans le plan T : tout
prolongement de &{w\, z^ à travers [@] traverse ce rayon en un point régulier
qui a donc été atteint inclusivement par le prolongement suivant [©] d'un au
moins ê(u,, ^,).

P. Dans le cas contraire, on peut affirmer qu'il n'existe plus sur [©] d'inter-
valles supérieurs à ^— ne contenant aucun point atteint par le prolongement

suivant [©], des ê(u,, ^). On divisera alors ÛA en intervalles -R- et on intro-^«+i
duira un ê(^, ^) dans chacun des nouveaux intervalles où il n'y a pas de point
atteint par les prolongements de l'opération précédente. On poursuivra la divi-
sion indéfiniment et l 'on obtient à la l imite dans le plan s une infinité dénom-
brable de courbes allant de l 'infini à l ' infini. Tout prolongement de &{w^ z,)
qui peut se faire en traversant [©], traverse [©] en un point régulier dont le
cercle de convergence couvrirait une portion de [@], supérieure à R et nous
avons vu qu'il n'y a pas, après la (p + a)16"16 opération, d'intervalle supérieur à
^ où ne pénètre pas le prolongement d 'un ê(u, Ç). Il est donc impossible de
prolonger <&(«',, 2,) à travers [©] sans traverser l'une au moins des courbes
tracées dans le plan z comme images d'une fami l l e dénombrable de seements
de[@], "
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Si l'on remarque qu'on a considéré les prolongements radiaux deê(û, CL))
dans jn '—12 ^R, on constate que l'image de l'arc AoA de ^—iî =R, se
compose d'un seul arc issu de a,», et aboutissant soit en a( /Ca)=A), soit à
l ' inf ini .

Si l'on opère de la même façon, à par t i r de f©o j vers les 9 décroissants, on
limite dans [ ( ^ Û I ^ R u n secteur [©—© /] que nous appellerons secteur S, ou
secteur d'holomorphie pour ê(û, co). Il correspond dans le p lan^, au secteur S,
un domaine s l imité par F, :

i deux courbes y issues de co;
„ ^ un arc p, p(© —© / ) , image de l'arc A'A de ( F — û = R ;
' ] des arcs A, formant au plus une infinité dénombrable, images d'inter-
\ valles sur les rayons [©] et [©/].

Puisque le prolongement de tout élément &{ i ï ' i , ̂ ) obtenu par prolongement
radial de <@( û, eu) ne peut se faire à l'extérieur de S sans que le point z traverse
une courbe de la famille F,, on déduit que s est un domaine d'univalence pour
/(^) à valeurs couvrant S.

2° EXHAUSTION DU CERCLE ! ̂ — û ^K- — Partageons le cercle [ ^ ' — û ^R

en secteurs SiS^ • • • ^2^ d 'ouverture -^- Dans chacun de ces secteurs il existe
au moins un rayon suivant lequel on peutprolonger ê(û, co) jusqu'à ^ '—û I^R
inclusivement. Faisant jouer à ce rayon le rôle de [9o] de la première partie, on
définit à partir de lui un secteur S, auquel correspond dans le plan z un
domaine s. Si deux domaines s eut un point commun ils sont identiques.

a. Il se peut que pour une valeur de n les secteurs S recouvrent entièrement
w—Û|^R. On reconnaît alors que les rayons exceptionnels de l'étoile de

ê(i2, où) ayant leur origine à Pintérieur ou sur la frontière de ^', û f^R? sont
en nombre fini et l'on sait construire l'image dans le plan z^ de cette étoile que
nous noterons E^û^ co ). Les domaines s se raccordent suivant les courbes y que
Von supprime.

* P. Quel que soit n, les secteurs S ne recouvrent pas w—û ^R. Considé-
rons un rayon quelconque [0] suivant lequel <ê(î2, oo) est prolongeable jusqu'à
] \v — û | = R inclusivement : il existe donc un secteur o- d'ouverture non nulle
contenant ce rayon et intér ieur lui-même à la chaîne (S(0). Ce secteur fait
nécessairement partie d'un secteur S, puisque après la n^^ opération il n'y a
plus d'angle supérieur à —^ dans lequel ne pénètre au moins un secteur S; si
^/z-i ̂  réouverture de Œ, le secteur o- est tout entier dans un secteur S. Considé-
rons alors dans le plan z , l 'ensemble dénombrable des domaines s et introdui-
sons toutes les courbes limites des systèmes F^ en désignant spécialement par X*
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les courbes limites de suites de courbes y : A^est formée d'un ou plusieurs arcs
distincts, dont l 'un est issu de co, et a pour image dans le plan M^, un segment
de rayon [©], A\ issu de û, le rayon [0] étant l imi te de rayons except ionnels ;
À* n'a pas d'autre extrémité à distance finie (excluons le cas où cette extrémité
serait celle d 'un arc dont les deux bords seraient plages d'accumulation de
courbes y; cette éventual i té ne peut en effet se présenter puisque/^) estholo-
morphe et que l'image de A^ est un segment de [©]); une extrémité deA^ ne peut
être quepoint d'accumulation d'extrémités des courbes^ doncdepointsquisont
des zéros à.ef\^) et qui, par conséquent, ne peu vent s'accumuler à distance f in ie .
L'arc de A^ issu de oo est un arc inf in i et les autres arcs de la même courbe X*,
vont de l ' in f in i à l ' inf in i . Appelons A l'arc de X* issu de CL) et se terminant au
premier point où/ /(^)= o, ou joignant (JL) à l ' inf ini si f\z) 7^0 sur ?^. Soit A
l'image de X.

3° COURBES y ET COURBES X. — Si coo==/(^o)e:T ou A, ê(û, co) est prolon-
geable radialement jusqu'à i^o- Inversement si ê(û, co) est prolongeable radia-
lement jusqu'à ï^o, (^o est soit intérieur à un secteur S soit sur une F ou une A :
supposons que ̂  n'appartienne pas à un secteur S, c'est que ê(ï2, co) n'est pas
prolongeable jusqu'à co—£2 =R, suivant le rayon [6] qui passe par^o- Dans
tout angle (9 , 6 4- a), il existe un rayon prolongeable jusqu 'à w — û [ = R, qui
appartient donc à un secteur S auquel n 'appart ient pas [6]. C'est donc que [6]
est soit frontière pour un secteur S, et alors ^€;F, ou bien il existe des rayons
exceptionnels, donc des F dan^ tout angle (0, 9 + a) pour si petit que soit a.
Les courbes F s'accumulent suivant une portion A" de [ô] : ^o€:A*, sinon les
extrémités des F s'accumuleraient en un point de [6] situé entre û et ^o et le
prolongement de ê(î2, co) ne serait pas possible jusqu'à ^oy donc (ï^eA.
Comme [9] peut être l imite de rayons par valeurs supérieures ou inférieures, il
se pourrait que certains arcs de A soient aussi des arcs y. La propriété ci-dessus
montre donc que cela ne peut arriver que pour un arc de X. Les courbes A et y
forment donc une fami l l e telle qu'aucune de ses courbes ne peut être d'une
autre espèce parmi celles qui ont été définies.

4° FORMATION DE E^û, co). — Suppî^imons dans le plan z toutes les courbes ^
et X. Soient ^ le système des courbes restantes, ê((^o ^o) un élément
(\w^— û[ <^R), accessible par prolongement radial de ê(()L)o?^o); soit^i reliable
à ^ o par une courbe ne coupant aucun arc de <^. Soient / cette courbe, L son
image dans le plan w. S'il existe s u r / u n point z^ tel que ê(^, ^3) ne soit pas
accessible par prolongement radial de ê(û, a)), il existe un point t, tel que tous
les points de Farc (zo, S) de l, correspondent à des éléments accessibles par
prolongement radialde ê(û, OD), et que cette propriété ne soit plus vraie pour
tout autre point "Q au delà de ^ sur / (en partant de ^o)- C ainsi défini ne peut
correspondre à un élément accessible par prolongement radial de &(Sî, co),
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sinon il en serait de même pourtous lespoints voisins, sur/, sauf si \f(Ç) — Û[==R ;
supposons que |/(Q — û = R, l 'élément êÇfÇC), ̂ ) régulier ou algébrique, est
accessible par prolongement radial de ê(£2, co); si [6] désigne le rayon passant
pary(^), [9] ne peut être rayon l imi te de rayons exceptionnels, ni par valeurs
supérieures de 9, ni par valeurs inférieures, il en résulte que [9] est soit un
rayon intérieur à un secteur S, soit un segment F commun à deux secteurs S (si
y^Q^o; dans le premier cas ^ est sur une courbe p d'un système F^ (donc sur
une courbe de ^); dans le deuxième cas *€ est l'extrémité commune de deux
courbes p de deux systèmes F,, F,, (et dans ce cas encore ^ est sur une courbe
de ^); /coupera i t ^, ce qui est exclu. Supposons donc que ê(/(^), Ç) ne soit
pas accessible par prolongement radial de ê(û, co). Les points précédant Ç sur
/, sont soit intérieurs à des domaines ^ soit sur des courbes y ou A. Si 'C est
limite de points situés sur des courbes y, Ç est sur une X* sans être sur l'arc A
correspondant, donc ^ serait sur une courbe de ̂ . Si dans un voisinage suffisam-
ment pet i t de ^ avant ^, sur /, il n'y a pas de point sur des y, c'est que tous ses
points sont intérieurs au même domaine s. ^^s et l'on ne peut prolonger u n
élément intérieur à S sans que le point z correspondant traverse une courbe
de F,, donc ^ est sur une courbe p (ou A), c'est-à-dire sur une courbe de ç}.

Tout point reliable à co par une courbe ne coupant pas ^, correspond à un élé-
ment accessible par prolongement radial de ê(£2, co ), dans \w — i2 <^ R, et inver-
sement (s^ï s il s'agit de points dont l'image est sur \v—iî = R). ^ limite
donc une région o11 du plan z qui est un domaine d'univalence à valeur couvrant un
domaine E^û, co).

5° FORMATION DEE*(i2,co). — Soient o11 et S11 deux domaines images de E^û.co)
et E11 '(Î2, co) avec IV >R : Si Pe^Peo^ : PG^ correspond à un élément
accessible par prolongement radial de ê(û, co), c'est donc que PG^, puisque
son image n'est pas sur w—û|=B/.

Tout point frontière de o11 correspondant à un élément non accessible par
prolongement radial de ê(û, co) est donc aussi point frontière de S^\ puisqu'il
ne peut être point intérieur et qu'il y a dans son voisinage des points intérieurs
à S11, donc à â^. (Il y a peut-être exception s'il s'agit d'un point frontière d'un
arc p.)

Considérons alors une suite de cercles < ^ — û | = R,, où R,, fcroît indéfiniment.
On peut construire une suite de domaines S11", tels que tout point intérieur
d'un o^ est intérieur à tous les S^'Çn^ n) et tel que tout point frontière d'un o"",
dont l'image n'est pas sur [ \v — û = R,,, est frontière de tous les S1^1{n'^> n).
Soit un domaine borné z -^p- On peut toujours supposer que [ ^ [ ==p ne passe
par aucun pôle de /(^) : alors |/(^)]^M pour \z\ ==p. Soit co une racine
déterminée de /(^)=û à l'intérieur de \z <^p, et prenons dans la suite des R^,
n tel que R,,^>M. On peut alors entourer les pôles de/(^) intérieurs à \z\ <^ p
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de courbes fermées |/(^)[=R^. Dans le domaine restant A,,, j / ( ^ ) j < H n ;
construisons le domaine o11" relatif à 00. Nous pouvons affirmer que tout point
de A^ est si tué par rapport à la suite des o^'Çn^ n), soit comme point intérieur,
soit frontière, soit extérieur. Appelons alors o le domaine limite des à11", qui a
pour image E*(û, co) dans le plan w.

6° ACCESSIBILITÉ DES POINTS FHOINTIÈHES DE o. — o est limité par des courbes g du
système ^. Supposons qu'une famille ^ de ces courbes s^accumulent suivant
une courbe g^ (qui est aussi par conséquent de la famille^). Un point de g^ ne
peut correspondre à un élément accessible par prolongement radial de ê(û, co),
car il n'y aurait pas, sur le plan w, dans un voisinage du point correspondant,
de rayons exceptionnels, pas plus par conséquent que dans une image conforme
biunivoque obtenue dans le plan z . L'image de g\ dans le plan w est donc

Fig. 27.

nécessairement un segment de droite arg(^ — û) == G16, sinon on serait en con-
tradiction avec le théorème de Gross. Soit^o €^^(/(-?o) 7^°^ » /^o)^ o). On
peut considérer un voisinage Uo de ^o? de sorte que o^ permette de définir S (par
ses points intérieurs et ses points frontières) à ^intérieur de Uo. Soit mainte-
nant IL un cercle de centre ^o? intérieur à Uo et assez petit pour que son image
dans le plan w soit un domaine convexe V (à un feui l le t év idemment) : c'est
toujours possible avec /^o) 7^ o? de plus tous les cercles de centre ^o et de
rayons plus petits se représentent sur des domaines convexes. Une courbe ^qui
pénètre dans "U le partage en deux régions seulement , puisque l'image de ^-est
un segmentde droite qui partage 'Ven deux régions. Soient alors ^,^•2» 5:? trois
courbes de la famille g-^ qui pénètrent dans ^L. Ces courbes et g^ séparent le
plan en cinq régions Bi, B^, Ë3, 84, B^ (on a pris g\,g\,g'^ du même côté de g\\
De plus les courbes g\ ne peuvent se couper, en raison, de leur image sur le
plan \\\ Soient dans 11, Ci€^i et ^e^'s et des voisinages u^ et u^ de ^i et €3
respectivement : u^ ne pénétrant que dans les régions Bi e tBa, u^ dans Ba et 84.
Dans u^ il existe ^i êâ et dans u^, ^3 CEo. Tout chemin joignant dans 11, z^ à ^3
doit nécessairement couper g\. Soient ^'i=/(^\ ^^=fÇz.^. ê(t2, co) est
prolongeable radialement jusqu'à^ et IF;; inclusivement, etê((Fi, ^i)estprolon-
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geable jusqu'à ^'3 inclusivement suivant le segment de droite w^ ̂ 3 entièrement
intérieur V, l'élément obtenu en w^ étant précisément ê(^, ^3). L'arc z ^ z z
image de ̂  ̂ 3 ne sort pas de IL, donc coupe g^ en a, Fimage A dans V (il ne
peut y avoir qu'un seul point d'intersectiond^après l'image dans V). En parcou-
rant le pourtour du triangle curviligne 00^53, on fait parcourir à w le triangle
£2 ̂ 1^2 une seule fois, et inversement; il y a correspondance conforme biuni-
voque des intérieurs de ce triangle et tous les points du segment w^\ peuvent
être atteints par prolongement radial de ê(û, co), ce qui est contraire au f a i t
que <ê(A, a) n'est pas accessible par un tel prolongement.

Les courbes du système (^ ne s'accumulent pas à distance finie. Tous les points
frontière de o sont accessibles par l'intérieur.

Remarque, — Au 2° on a introduit toutes les courbes limites des systèmes F,,
ce qui n'a donc introduit en fait que des courbes X*, puisque les autres courbes
frontières des domaines s sont des courbes de Ç qui ne s'accumulent pas à
distance finie.

3, — COiNSTRUCTION DES FEUILLETS DE CH, OU DES DOMAINES D^UNIVALENCE DE/(^).

Considérons les domaines o, construits dans le plan z à partir des éléments
ê(û, co/) formant un ensemble dénombrable. Les o, sont des domaines complets
d 'univalence pour/et deux S, et Sy ne peuvent avoir de points intérieurs com-
muns sans être identiques. Dans toute portion du plan il pénètre au moins un
domaine S, : soit z et un voisinage IL assez petit pour que son image V dans le
plan w soit à un feuillet (/(^^o). V contient des points 1^1)2 . . . ï]« . . . à
cooordonnées rationnelles dont les images dans le plan z sont Çi^ • • - G . • •
dans 'U. Les éléments ê(ï],,, ^) sont de la famille S1, donc sont prolongeables
4'adialement jusqu'à û, où ils déterminent des éléments ê(I2, oo/,) à partir
desquels on a construit E*(t2, CL)/,) ayant pour image S/, dans le plan z . t,, est inté-
rieur à SA. Oi étant caractérisé par Félément ê(û, co/), de Fétoile duquel il est
Fimage, peut-on déterminer à quel domaine o, appartient un point z du plan?

a. Si ^ ==/(^) est à coordonnées rationnelles, ê(co,^)e^et zçêi que Fon
sait déterminer si f ' { z ) 7^ o. Si /'(^O = o, z est frontière de plusieurs o/, que
Fon détermine par prolongement radial jusqu'à û des diverses branches de
ê(<^, z\ On peut en effet avoir inclus dans ^ l'ensemble dénombrable des
éléments ê(n', z) algébriques à coordonnées rationnelles.

6. Siê(i^, z} est prolongeableradialement jusqu 'au inclusivement, l 'élément
ê(û, ̂ ) obtenu cont ient des points à coordonnées rationnelles, centres d'élé-
ments de ^ dont ê(£2, CL/) est le prolongement immédiat. Donc ê(û, co') est de
la famille 6(û, co,) et z € ô< relatif à co\
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c. Supposons ê(^, z ) non prolongeable jusqu'à 12 suivant le serment Î^JL
Introduisons une suite de points^, ̂ , ..., ^, ... tendant vers^ dont les images
^1^2, . • .,^ • • . sont à coordonnées rationnelles.Si tous les éléments êÇr^^)
conduisent par prolongement radial au même élément ê(û, coy) [on doit prendre
la suite telle que les arguments des y;,, forment u n e suite monotone], z peut être
sur la frontière d'un domaine ̂ , donc sur la frontière d'un §j que l'on sait déter-
miner; si s n'est sur la frontière d'aucun s1;, comme les points ^ sont soit inté-
rieurs aux ^, soit sur les courbes y communes à s} et ̂ , soit sur des X limites de
domaines .y;1,.y;.2,..., ̂ , ..., z est par conséquent sur une courbe X* qui n'est pas
une X. Dans tous ces cas z est sur la frontière de o, relatif à coy. Si les ê(ïL, ^-)
ne conduisent jamais, à part ir d^un certain rang à un élément unique, ^fait
partie d 'une courbe limite de frontières de domaines S/, que l'on peut détermi-
ner. C'est le cas de division impropre, mis en évidence par G. Valiron dans son
étude sur la fonction w = e——î- -\- i ( ^ ).

( ) Journ. Math., t. 19, 1940. Division en feuillets d'une surface de Riemann.


