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SUR LA THEORIE DES SURFACES
DE RIEMANN |

Par M. Léonce FOURES.

———eD Y T—— —

INTRODUCTION.

De nombreux travaux ont été consacrés aux surfaces de Riemann depuis
H. Poincaré et P. Keebe qui en 19o7 énoncaient le théoréme fondamental de
I'uniformisation déja énoncé par Riemann pour les surfaces algébriques.
Poincaré et Keebe utilisaient les fonctions de Green définies sur des surfaces de
Riemann obtenues par prolongement analytique de Weierstrass. H. Weyl (1913)
et T. Rado (1925) donnent des définitions axiomatiques des surfaces de
Riemann, construites sur des espaces topologiques. R. Courant (1922) donne
une démonstration du ‘théoréme de l'uniformisation utilisant encore les
fonctions harmoniques : cette démonstration sera précisée dans I'édition de
1929 de sa Funktionentheorie et par G. Valiron dans son cours a la faculté des
Sciences de Paris en 1949-1950 (*). En 1927, Keebe (Acta Mathematica, t. 50)
avait donné la premiére démonstration de ce théoréme sans utiliser les
fonctions harmoniques, et Bieberbach publiait dans sa Funktionentheorie, une
démonstration originale ne faisant intervenir que la définition du prolon-
gement analytique de Weierstrass. Les deux premiers Chapitres du présent
travail sont consacrés a une extension des travaux de Bieberbach : au
Chapitre ‘I, j’étudie une suite de fonctions univalentes définies dans des
domaines de plus en plus grands : I'utilisation du Verzerrungsatz de

“(1) A paraitre dans Cours d’Analyse, t. 111
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIl. — Fasc. |. 1
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Bieberbach, et des familles normales de P. Montel, permet d’obtenir des
résultats précis sur la fonetion limite et son comportement a la frontiére. La
suite du chapifre est consacrée au raccordement de domaines plans, dont
certains cas ont été étudiés par Bieberbach; d’autres types de raccordement
sont ici étudiés, et trouveront une application au chapitre suivant et dans des
travaux ultérieurs; une large part est consacrée a l’étude des frontieéres.

Au Chapitre II je rappelle la définition de Rado, des surfaces de Riemann, en
atilisant les axiomes de topologie sous la forme que leur a donnée Bourbaki
(dont je conserve aussi les notations) : j'en déduis la représentation para-
métrique des surfaces de Riemann, et I'étude de Iintersection de deux
éléments de définition souligne I'importance de la régularité de I’espace topo-
logique sur lequel est définie la surface de Riemann. L’étude du raccordement
des surfaces de Riemann, conduit alors aux théorémes de l'uniformisation,
étendus aux surfaces définies par H. Weyl. Le premier de ces théorémes
concerne les surfaces simplement connexes, le second les surfaces ouvertes
quelconques.

Le deuxiéme théoreme de I'uniformisation conduit 4 la considération des
surfaces de recouvrement de la surface initiale. De la définition des recou-
vrements d’espaces topologiques, donnée par C. Chevalley, je déduis une défi-
nition axiomatique des recouvrements abstraits de surfaces de Riemann, et de
la surface de recouvrement relativement non ramifiée. Tout ce qui suit ne
concerne plus alors que des surfaces de Riemann définies par prolongement
analytique de Weierstrass. L'arbre topologique défini par Speiser, et utilisé par
Nevanlinna, Ulrich, Elfving, etc. permet-il de déterminer si la surface qu’il
représente est, ou non, la surface de recouvrement d’une surface de Riemann ?
Ayaat défini dans ce but les arbres topologiques réguliérement ramifiés, je
caractérise parmi eux une classe d’arbres qui satisfont i la question posée.
On peut pour chacun de ces arbres, déterminer une surface fermée dont la
surface de recouvrement admet précisément pour arbre topologique I'arbre
donné. Ces considérations font I’objet du Chapitre III.

Le Chapitre IV est consacré a la décomposition en feuillets des surfaces de
Riemann simplement connexes, ou, ce qui revient au méme, a la construction
des domaines d’univalence pour la fonction inverse de I'uniformisante. Ce
probleme a été abordé en 1931 par F. Marty, dans le cas général, et par
T. Schimizu dans le cas des surfaces de Riemann de type parabolique.
G. Valiron (1940) a mis en évidence certaines singularités possibles pour les
domaines d’univalence et leur disposition. J'indique une premiére méthode de
résolution qui consiste 4 enfermer les singularités transcendantes dans des
domaines de diameétres décroissants, quand cela est possible. On obtient ainsi
une classification des points transcendants isolés, d’aprés 'allure des domaines
d’univalence. Dans le cas des surfaces de Riemann de type parabolique la
méthode des étoiles d’holomorphie permet de résoudre le probleme : les
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domaines d’univalence correspondants, pour la fonction inverse de I'unifor-
misante, ont tous leurs points frontiéres accessibles, mais leur répartition peut
présenter le cas de division impropre.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma gratitude pour MM. Montel, Valiron
et Cartan dont les cours a la faculté des Sciences et a I'Ecole Normale
Supérieure, ont décidé de I'orientation de mes recherches, et je suis heureux
qu’ils aient bien voulu accepter de constituer le jury de ma theése. Je remercie
tout particulierement M. G. Valiron pour I'intérét bienveillant qu’il n’a cessé
d’apporter 4 mon travail. Ses encouragements et ses conseils m’ont été
extrémement précieux.

CHAPITRE 1.

THEORIE DU RACCORDEMENT.

A. — Sur les suites de fonctions univalentes.

Soit une suite de fonctions z,,,= f,(3,) vérifiant les conditions suivantes :

a. f.(z,) est holomorphe univalente dans C, (|z,|=r,) avec f,(0o)=o,
So(0)=1;

b. I'image de C, par /, est un domaine I', C C,.,.

1. rp>>max| fu(5,) 2>=r,. Soit R la limite finie ou infinie de la suite r,.

2. fuin(Zaen) est une fonction ¢, ., (z,) holomorphe univalente dans C, et
normalisée au centre. Les ¢,, (n fixe, ~>0) formant une famille bornée
normale dans l'intérieur de C,, soit ¢,, une suite convergeant uniformément
dans lUintérieur de C, vers ®,(z,) holomorphe, univalente dans C,, normalisée
au centre.

Soit m > n, et ¢, un ensemble fermé intérieur a C,, d’image o, dans C,,. La
famille @, (zn), (m—+ k;=n-+h;, k;_>o0) bornée dans l'intérieur de C,,
converge dans &,, donc uniformément dans l'intérieur de C,, vers ®,(s,.),
holomorphe, univalente et normalisée au centre de C,,. ®,°0,,, ,= ®, dans
C, pour tout m > n.

3. Soit Cle cercle | z | <R.

a. Sif,€C,, ®,({,)€C sinon il existerait A; tel que |9, ()| >R 7., ce
qui est contraire a la condition &.

B. Tout cercle |z|-—~¢ <R est couvert par I'image par z=®,(z,) d'un
cercle C, pour n assez grand. .
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‘Choisissons p, et r, vérifiant ¢ < ¢, <7, <R. Désignons par ¢, ,lasuite g, , ;

e . e R .. L R
Si R est fini, Qur, é;—- Soit A > 1. On peut choisir 2 assez grand pour que — << A.
Zn "n Tn
O r? 2
(B) Si Restinfini, | 222 | _~ 4 - n se limitant au disque |5,|<<1'<<r,
I Zn (rn—1%n|)* = (ra—1")?
. , .. r
avec 1’ > p;; une fois /' fixé on peut choisir n pour que —*—— o — ) < A.
— I

Par un calcul fait par Bieberbach (*) on trouve

| Onp— 3 <VAT—T1.p,. _— 1l

valable pour |z, | ¢, <r, avec r < r, si R est fini, »< 7' si R est infini.

Soit = donné : choisissons alors ¢, >¢ +¢, puis 7 >p, (et 7 >r si R est
infini). Ayant calculé A pour que H <[z, on peut déterminer » pour que r, >r
(r.>1r"si R est infini), et que les conditions (B) soient satisfaites.

Dans ces conditions |®,— z,| ¢, et I'image par ®, du cercle |z,| ¢, est
limitée par une courbe située dans la couronne ((p, —¢, py+ ¢)). L'image du
cercle C,, a fortiort, couvre le cercle | z| =Z¢.

4. Supposons que les ¢, ,(5,) ne convergent pas. On peut définir une
~ fonction W,(s,) possédant les mémes propriétés que ®,. Soit{€C, et{,€C, tel
que ®,({,)="{avec representatlon conforme biunivoque des voisinages; {, est
unique dans C,. Soit {'=W,({,), {, est le seul point de C,, dont I'image par W',
est {'.{" est indépendant de p :

(D])(};/I) - (Dz/ ° CP/),(/—/J(:]:) = quel que soit q=>p
Zy=2p.4—p({,) est le seul point de C, dont I'image par @, est {
W, (2) =Wy 0 0pyp(8p) = Wp(L) =1

On peut donc réaliser une correspondance {«>{’ de C sur lui-méme, avec
représentation conforme biunivoque des voisinages, dans laquelle le centre
de C est son propre homologue, la dérivée y étant 1. C’est I'identité.

5 St un arc de la circon ference (_,,l est représenté par tout @, ; suivant un arc de
la circonférence C,.,, la fonctzon b, represente Uintérieur de cet arc analyti-
quement sur un arc de la circonférence de C qui est de rayon fini.

Soit v cet arc de la circonférence C, et T un morceau simplement connexe
de C, et contigu & v. Les fonctions 9, ,(z,) analytiques dans T et sur safrontiére
(sauf peut-étre aux extrémités de v), représentent T surT, C Cooins et sODt aussi

holomorphes univalentes dans ® =Tu'T"Uy (ot A est 'intérieur de A, et T’

(1) Funktionentheorie, 1931, p. 181 (édition Chelsea).
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I'image de T par rapport & la circonférence C,,). De la limitation de | P, | et
{ ¢, .| dans I'intérieur de T on déduit existence d’une borne pour |9, ;| dans
I'intérieur de O : il suffit pour cela d’'introduire un nombre fini de cercles
intérieurs 2 CU O, recouvrant un domaine arbitraire intérieur 3 ®; dans chacun
d’eux les | g, | sont bornés, ce qu’on peut voir en opérant de proche en proche
a partir de ceux de ces cercles qui ont leur centre dans C,. La suite Duth
converge donc uniformément dans tout domaine intérieur 2 ®, domaine que
I’on peut supposer contenir n’importe quel arc y'C¥.

Posons z,=r,e"; y' correspond & 0,<0_<06,. On a |, ,(r.e")]|=r,..
On peut trouver / assez grand pour que |®,—g,;|<c dans tout un

.

domaine contenant Yy’ a son intérieur. Si |®,|>£const. sur Y on aurait

|®,(r.e”)| — | ®,(r,e”)|| = 2. Prenant ¢ <% on aurait
3

: o o ‘ o o
|"ll+/t_}(bn("uelo)” < 3 et l’,ll—e»/l'—l@"(,,llelo )!|< 3'9
ce qui est impossible, donc « = o.
| ®,| =const. sur Y mais ®,>~const. sinon elle serait aussi constante
dans C,. |®,| est bornée dans O, donc C est un cercle de rayon fini et la repré-
sentation de ' sur un arc de la circonférence de C est analytique.

B. — Raccordement de premiére espéce.

1. PoSITION DU PROBLEME.

Derinitions. — Soient dans les plans z et { deux domaines A et B et deux
parties A’ et B’ de A et B en correspondance conforme biunivoque par {=1{(z).
A’ et B’ sont supposés mazima, c’est-a-dire que { = {(z) n’est pas prolongeable
dans A — A’, {(3) restant univalente & valeurs dans B.

DeFmiTioN. — Raccorder les domaines A et B des plans z et g, par {4, ou
sutvant A', c’est déterminer une fonction w = f(z) et une fonction w=o({),
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me’romozphes et univalentes dans A et dans B, prenant les mémes valeurs en deux

points homologues de A’ et B' associés par { = ()] et des valeurs distinctes pour
tout autre couple €A et {€B.

On écrira que s» est méromorphe univalente dans A 2. B ou (A2 B).

Si le raccordement est possible I'’ensemble A des valeurs prises par w lorsque
s parcourt A et { parcourt B forme un domaine : soient A* et B* les domaines
images de A et B par f et 9. 3, et {, étant choisis homologues dans A’ et B/,
wo= f(3,)=0({,) : w,€A" et w,€B" peuvent étre joints & w, par deux
courbes respectivement intérieures 4 A* et B* donc 4 A. A connexe est bien un
domaine. Nous écrirons A= (A X B).

Si PeA (ou B) son image par f(z) [ou o({)] €A, et inversement P* €A est
I'image d’un point €A ou €B.
Si A est simplement connexe, soit A' une image conforme de A : A' est

1

un cercle dont le centre est I'image de z, €A, avec <%> —1, on écrira
A'=(A > B).. °

Unicite. — Soient A'= (A Y. B); et A2=(A L B):. P*(w')E€A' est I'image
de z€A (ou de (e B) qui a lui-méme pour image dans A?, Q. Cette image est
unique méme si s €A/, et en vertu de 'univalence des fonctions f*, ¢', /2, ¢?,
la correspondance établie entre P* et Q* est localement conforme biunivoque,

donc aussi globalement. La représentation de A' sur A* normalisée au centre
est 'identité.

TypEs DE RACCORDEMENT. — Soient un cercle A, A’ une portion connexe de ce
cercle limitée par des arcs de Jordan (sans points doubles) dont tous les
points sont accessibles par l'intérieur (une exception sera envisagée : voir
remarque 3, p. 13). Soit A=A — A",

1° Disposition en croissant. — A’ simplement connexe, et @ admettent

chacune au moins un arc de la circonférence de A, comme élément frontiére.
Cette circonférence est partagée en un nombre fini d’arcs frontiéres de A’ et A;

2° Disposition en pince. — QL connexe; A’ simplement connexe admet toute
la circonférence de A comme frontiére, un point de cette circonférence etant
frontiére de A(;

3° Disposition en anneau. — Aucun point de la circonférence de A n’est
frontiére pour . A’ est de connexion finie > 2
Nous étudierons quatre types de raccordement :

Raccordement par croissants lorsque les décompositions de A et B se font en
croissants. On se bornera au cas ou @3 est simplement connexe.
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Raccordement par croissant et pince : décomposition de A en croissant, de B
en pince.

Raccordement par pinces : décomposition de A et B en pinces;

. croissant anneau

Raccordement par anneaux : décomposition de A et B en anneaux. On se
bornera au cas out A’ (donc aussi B) est doublement connexe.

Cas p'mwpossipiLite. — Sur la frontiére de A’ nous distinguerons les arcs
externes qui appartiennent a.la circonférence de A et les arcs internes dont les
intérieurs C A. Les frontiéres de A’ et B’ se correspondent ponctuellement et
continument par {=1{(z). On pourra donc distinguer sur la périphérie de A’

les sarcs homologues d’arcs internes de B’ et les arcs homologues d’arcs
externes de B'.

Tueorime. — St sur la périphérie de A’ les homologues des arcs externes de B' ne
couvrent pas les arcs internes de A', le raccordement A 2. B ne peut étre réalisé.

Remarque. — Si les homologues des arcs externes de B’ couvrent les arcs
internes de A’, c’est que tout point d’un arc interne de A’ correspond a un
point de la circonférence de B, donc un point d’un arc interne de B’ ne peut
correspondre qu’a un point de la circonférence de A; c’est dire que les homo-
logues des arcs externes de A’ couvrent les arcs internes de B'.

Soient sur la circonférence de A, [ et ! les ensembles des arcs frontiéres
de @ et A’; soient " la frontiére interne de A’, et ' 'ensemble des homologues

@ 0§ %
&,

Fig. 4.

des arcs externes de B'. De la méme facon, m désigne ’ensemble des arcs
frontiéres de @3, situés sur la circonférence de B, m' la frontiere externe de B/,
- m' sa frontiére interne. '
Supposons /’— y/ non vide, il s’agit d’'un arc //— p." au sens de I'accessibilité
dans A’ : il se pourrait pour un point de ” que pour certains chemins d’accés
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il appartienne a 1’ et pour d’autres il appartienne & //— v’ (fig. 3). Soit
Pell— W (POGA> et V, un voisinage de P,, V, c A. Comme 2’ est une courbe
de Jordan on peut trouver dans V, un point P(P€l’— /) et V,(P)CV,
partagé par /” en deux morceaux seulement V), et V| dont I'un au moins vérifie
V., CA’. Supposons le raccordement A * B réalisable : w = f(s) holomorphe
univalente dans V, le représente sur %,. D’autre part la correspondance
A’«>B’ continue sur les frontiéres associe & P au moins un point Q
sur m’ (Q€B), unique si V|, ¢ A’. w =o({) représente sur ¥, un voisinage V,
de Q. La considération de deux suites de points homologues dans V, et V,
tendant respectivement vers P et Q montre que P et Q ont méme image II dans
le plan w. Il € ¥,, e, donec ¥V, cV, = W £ o 1 soit WC W™ un voisinage
de II partagé en deux morceaux seulement %W’ et 29" par I'image de 2’. Soient
alors W,, W\, W/ les images dans le plan z par z = /~'(w) de %, W', W";
W,, W,, W, leurs images dans le plan { par { =o~'(w). {={(z) définit une
correspondance conforme biunivoque entre W' et W,; {=0o~*(w) est holo-
morphe univalente dans 2w donc {=¢ ' o f(z) est holomorphe univalente
dans W,, identique a ¢(z) dans W,; {(z) est alors prolongeable dans
- A"=A"U W, ses valeurs restant dans B puisqu’elles sont dans W,; deux cas
sont alors possibles :

a. 4(z) ainsi prolongée est univalente dans un domaine A”D>A’; A’ ne
serait pas maximum;

b. m' ne pénétrant pas dans W et certains points de W’ appartenant i B/,
c’est que W, CB’. Soit W=~ *(W)); W'= f(W])=0o(W;)=/(W)); mais
f est univalente donc W;=W;], et W;CA’. La fonction {(5) donnée est
identique dans W au prolongement dans W, entier de {(z) donnée dans W'.
La correspondance A’ 2B s6tend done 2 la portion de I’ (et m") intérieure
a W, (et W,): A’ ne serait pas maximum.

Remarque. — Soit A=A — (I'"— /) que nous supposons simplement
connexe. Un « raccordement » de A et B suivant A’, ou 'on admettrait la
possibilité pour les points de (2’— ) d’avoir pour image, des points frontiéres
du domaine image de ce « raccordement » n’est autre que le raccordement

A*® B, ou A* est une image conforme circulaire de A. On est ainsi ramené au
cas ou ' D/,

2. RACCORDEMENT PAR CROISSANTS.

Soient B3, et B, les extrémités de m/, 3, et 3, celles de 1. Soient «, et o, sur

la circonférence de A les extrémités de 'arc de cette circonférence, frontiére
T .oy . ., , , .y

~de A’ et contenant {3, 3, =frontiére de A’ — p/. 3, sera dit extrémité réguliére

- de B’ §’il est possible de construire a I'intérieur de B’ une courbe aboutissant
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en 3, en coupant la circonférence de B sous un angle £ o (i k= preés); dans le
cas contraire on dira que {3, est une extrémité lrreguhere de B’. Remarquons
que la frontiére mterne de B’ reste 4 une distance finie de tout arc intérieura m'.

Cas REGuLIER. — 3, et (3, sont extrémités réguliéres de B’. On peut alors
construire un arc de cercle C, intérieur 4 B’ coupant I'y (circonférence de B)

en (3, et 3, sous un angle 6 = E(n entier). A C, correspond dans A’ un arc v,

joignant {8, et 83, separant A’ en deux partles dont 'une @, est contigué a A.
Posons @, = @U@, Y. £ étant un point choisi dans &, il existe z, = f,(z)
représentant A, 51mplement connexe, sur un cercle A,, la correspondance
étant analytique entre les frontiéres (sauf en @, et §,), et avec f,(§)=o,
Ji(E)=1. Soit T, I'image de v, : les autres éléments de A, seront notés par

les mémes lettres que leurs éléments homologues dans Aj soit 3 I'arc de la
circonférence de A,, autre que I',. Le domaine <n?, C;, > limité par m’ et C,
(plan ) est en correspondance conforme biunivoque avec < p/, I'; > du
plan z,; cette correspondance peut étre prolongée par la méthode des images
par rapport aux cotés homologues C, et T',. Soit C, I'image de m' par rapport
a C,, et v, I'image de ' par rapport a T',. <3, v, > simplement connexe, &
frontiére accessible, est représenté sur A, par 3,=/,(s,) normalisée a I'origine

= (@, < S < m!, C>)s. Soit T, limage de y,. De la méme facon
le prolongement de la correspondance existant entre < m’, C, > et < ', I, >
au dela de G, et I'; fournit dans un plan sz, Aa.——(@t,f’;<m’, C, >)A On
poursuivra I'opération, et 'on obtiendra dans le plan z,,,,

An+i—— (C(1 < s /z+1 >)€: (al @ B)

puisque B= <m/, C,.y > ().

Soient z,.,==f(3) et z,.,=9¢({) les fonctions ainsi déterminées dans &,

(1) Cette construction, sous des hypothéses moins larges, est-indiquée dans Bieberbach (ouv. cité
p- 172), la validité du raccordement n’étant pas assurée dans A entier.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. : 2
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et B. Pour €@, f(5)=10 o {(z); mais 9 o { est défini dans tout A’, donc
aussi f(z) qui satisfait & f(s,)=¢(%,), pour z, et {, homologues quelconques
dans A’ et B. Donc A,.,=(@, %% Je=(AX.B);. On peut enfin par une
transformation homographique w =~hA(z,.,) de A,., sur un cercle A obtenir
A=(A 2 B); ot Z est un point quelconque de A ou de B.

Remarque. — A el B n’ont pas joué initialement le méme role : on a été
conduit & supposer @3 simplement connexe pour déterminer ' donc p’, ce qui
ne pouvait se faire si aucun des deux domaines A ou @ n’était connexe.

On a construit C, dans B’, mais on pourrait réaliser la construction de A par
le méme processus fini 4 partir d'un arc de cercle €, intérieur a A’ et
d’extrémité «, et a, (pourvu qu’elles soient réguliéres).

. Cas 1rrEGULIER. — Si le probléme ne peut étre résolu par I'examen précédent
c’est que 'une au moins des extrémités («, «,), et 'une au moins des
extrémités ((3,, 3.) sont irréguliéres. Remarquons aussi que si $3, et «, sont
distincts, on peut prendre sur I’arc ‘3:;( un point quelconque 3, comme extre-
mité réguliere de B’ (ou a; sur I'arc correspondant ac_,/(;’z). Le seul cas excep-
tionnel est donc le suivant : dans B, «, = §; extrémité irréguliére de B’ pour au
moins une valeur de 7 (1 ou 2); dans A, o;= 3, extrémité irréguliere de A’,
pour au moins une valeur de j (1 ou 2).

Supposons o, = §3, extrémité irréguliére. Soit une exhaustion de m,
m,Cm,C...Cm,C...; m,Cm ayant pour extrémités 3, , et 3, ,. La suite
des B, , converge vers 3,, et 3, , pourra étre choisi = 3, si 3, est extrémité

réguliere de B’, ou a B, si B,5£a),, sinon 3,,->3,. Pour n>n,, B €A

(ou 3, , correspond a 3, ,), 8, .~ a,. Soit A, le domaine obtenu en retirant

de A1arc OZ\B'W (arc interne de A’) et éventuellement I’arc o::@;,”. Soit dans le
plan w,, A,=(A,2LB);. Tout point P,e€A,, étant lui-méme image d’un point
P,eA, ou B avec représentation conforme biunivoque des voisinages, se
représente de la méme facon sur P,€A, (m>n) ou P, est unique.
Inversement P, €A,, est image soit d’un point Poeﬁ, soit de P,€A,,; P, est
alors soit frontiére soit intérieur & A,, et dans ce dernier cas seulement P,, est
I’image d’un point P, €A, unique. En particulier sim=n--1 on définit une suite
W1 =0, (w,)satisfaisant aux conditions du paragraphe A. SoitAle cercle limite
des cercles A,. P€A est image d'un P,€A, (n assez grand) lui-méme image
de P, € soit a B soit a A, donc 4 A. Inversement si P,€B ou €A, il existe n
tel que P,€Bou A,, et P, a une image unique P,€A, donc une image P€A.
Comme toutes ces images s’accompagnent de représentation conforme biuni-
voque des voisinages et que deux points homologues par {={(z) ont méme
image dans tout A,, donc dans Aona A= (A B):.
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TutoriMe. — Sous les hypothéses du raccordement par croissants (p. 6), si
l’homologue de ’arc externe (unique) de B' couvre [’ensemble des arcs internes
de A', le raccordement A X B est réalisable, A= (A 2.B); étant un cercle de
rayon fini.

La rrontiERE DE A. — Soient sur la circonférence de A, (o, a,) I'are of:oc2 YA
et («, %, ) son complémentaire. Soit («,%,)" le complémentaire de (o, «,) sur
la frontiére de A’. (3,8,), (3:8.), (3:3s)" représentent les éléments analogues
dans B.

La construction de A dans le cas régulier montre que les points o, o, 3, 3, ont
pour images sur la circonférence de A, I'y, des points «ja;(3;8;, la corres-
pondance entre (a,x,) et (a;a;), (B:3,) et (3 3;) étant analytique, et les arcs
(o o, )" et (3, P:)" ayant pour images des courbes de Jordan aboutissant en a,
% et B, B2,

Cas irrégulier. — A est de rayon fini: (o, «,) a une image suivant un arc de
circonférence de chaque A,. En appliquant le résultat (§A, 5) on trouve que

(a;%) se représente analytiquement sur un arc ouvert de Fy. De méme
pour (B.B.):

Image des extrémités o, et «, : soit dans & une courbe L aboutissant en a,.
Supposons que son image L* dans A n’aboutisse pas en un point de Fy;

L* approche uniformément un arc K de Fs. K ne peut contenir deux points
accessibles de la frontiere de A* (image de A dans A), sinon on pourrait
trouver sur L* deux suites de points convergeant respectivement vers chacun
de ces points, et auxquelles devraient correspondre dans A deux suites
convergeant vers des points distincts de I'y, ce qui est contraire au fait que L
aboutit en «,. Soit donc K'CF,, le support inaccessible de la frontiére de A*;

KcK'. Soit &,= o?:\@”l,.,,: A—A,. A, apourimage dans A, A;=A— 1, ou A}
est 'image de A,. Pour la méme raison que précédemment K ne peut contenir
deux points accessibles de la frontiére de A : soit alors £CF,, I'arc limite

de %;; Kck. Ni K/, ni K, ni £ ne peuvent couvrir F,, donc ils ont chacun
deux extrémités :

,\/r“’ﬁ——-'ﬁé‘\
e —
n
Fig. 6

a. K et k ont au moins une extrémité commune; sinon K€K’ et1’on pourrait
construire un rectangle dont K serait un arc frontiére et contenant L* (4 partir
d’un certain point); mais ce méme rectangle serait séparé en deux régions par
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un arc de A, et cela aussi prés de K (uniformément) que 'on veut. L* ne
pourrait travefser cet arc donc s’approcher de K ( fig. 6).

~b. K'=k. k ne peut. contenir deux points accessibles de la frontiére de A*
donc K' > k. Mais 3, ==, et pour B* les roles de K’ et £ sont permutés et (8, 3,)"
posséde au voisinage de 3, les mémes propriétés que %, au voisinage de z,.
Done kDK’ soit k=K. '

c. K’ est un bout premier de la frontiére de A* : soient une suite quelconque
de points intérieurs ou frontiéres (accessibles) de A*, ayant tous ses points
limites sur K’ et deux points accessibles quelconques de A* qui sont soit sur

P'image de («,2.), extrémités comprises, soit sur celle de (2, %,) . Dans tous les
cas & partir d’un certain rang les traces des points de la suite ne séparent pas
les deux points : la suite initiale est une suite pure et les suites ainsi définies
sont toutes équivalentes.

Remarque 1. — Supposons (3, extrémité réguliére de (§,3,)". Soit sur I'y

—

(2,3,) larc «, 3, contenant (o,a,). Sur la circonférence de A, il y a unare vy,
formé des images de («,(3,) et (5,3,) ayant une extrémité commune image
continue de {3, et 3,. Les résultats du paragraphe A, 5 s’appliquent a v,, donc
(a0, 3,) et(3,3.) ont pour image sur Iy deux arcs ayant une extrémité commune
image continue de (3, et 3,.

2. L’arc K’ peut effectivement exister sans étre réduit 4 un point. Soient
dans un cercle A deux courbes £2 et 1L s’accumulant suivant le méme arc K’ de
lacirconférence de A, et partageant A en trois domaines @*, A”* (limité par £ et L)
et B*. Soit A*=AQ*UA™U £ et B*=A""y M UB*. Dans la représentation de A*
sur un cercle A, K’ est un bout premier correspondant & un point «, de la
circonférence de A, et £ a pour image / aboutissant en «,. Soit sur la circon-
férence de B (image de B*), 3, le point image du bout premier K’ et m

K/

Fig. 7. Fig. 8.
aboutissant en B, l'image de O1. o, et . sont nécessairement gxtrémﬂés
irréguliéres de A’ et B’ (images de A™" dans A et B) sinon A . B serait possible
avec correspondance ponctuelle des frontieres méme en «, (/fig. 7).

Application. — L’étude précédente fournitune solution simple 4 un probléme
de représentation conforme au:voisinage de la frontiére : soit D un domaine
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simplement connexe, et K' un arc support inaccessible d’éléments frontiéres;
soit C une courbe issue d’un point €D et s’accumulant suivant KcK'.
Complétons C de facon a former une courbe L aboutissant en P accessible sur
la frontiére de D; L sépare D en @ et A’*; soit 3* un domaine limité par la
frontiére de D et une courbe construite & I'extérieur de D, joignant P a 'extré-
mité de K' non accessible dans D. Dans la représentation de D sur un cercle A,
K’ est un bout premier correspondant & «, qui est extrémité irréguliére de A’
image de A™. Cela résulte de ce que DU®* peut étre considéré comme
(AL B) ou B est I'image circulaire de A"y ®*. Si «, n’était pas wregullere K
serait réduit & un point (fig. 8).

TueorkMe. — K bout premier d’un domaine D représenté sur un cercle A, a
pour tmage un point % de ce cercle. A une courbe aboutissant réguliérement en o
correspond dans D un arc aboutissant a I’ extrémité accessible du bout premier K.

3. Si nous admettons la possibilité pour la frontiére de A" de s’accumuler
suivant un arc de la circonférence de A, on peut cependant réaliser A "B par

//’K\r\ //K_\\
@ ‘ A @ X
regulier

irrégulier
Fig. 8 bis.

la méthode indiquée dans I'étude du cas irrégulier. Chaque cas nécessitera une
étude spéciale des frontiéres et I'on sera amené a distinguer les arcs inacces-
sibles extrémités réguliéres et irrégulieres de A’ suivant que de I'extrémité
accessible du bout premier on peut ou non construire une courbe intérieure
a A’ faisant avec la circonférence de A’ un angle = o ( fig. 8 bis).

3. — REDUCTION AU RACCORDEMENT PAR CROISSANTS.

A. RACCORDEMENT PAR PINCE ET CROISSANT. — (3, et 3, distincts sur la frontiére
de B' sont confondus en  surla circonférence de B.

a. o, £ B,. 1°3, extrémité non irréguliére de B. On prendra pour C, un arc
oS
de cercle o, B,; 2° 3, = &, se repporter aux méthodes & ci-dessous.
b. o, =B, a,=B,. 1° 2, et a, sont extrémités régulicres de A’. On construit
dans A’ I'arc de cercle C, et'on constrmt (AYB): ou Ec si c37é;» Il est
possible que B3 =g, c’est donc @ est formé d’un ou plusieurs arcs de courbes

issus de B. On prendra alors pour % une extrémité de (3 et I'on devra aprés
chaque opération représenter sur un cercle un domaine simplement connexe
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constitué par le plan privé d’une courbe joignant a I'infini un point image de f3.
On peut encore construire (A.2.B)s donc aussi (AX.B)s par un processus fini;

—
N

2" si o, (ou «,) est irréguliere on entaillera A suivant 2,=a«, 3, , ce qui
conduiraala construction de A comme limite de domaines A, (¢/, cas irrégulier).

)

. 5 .
A [3‘2 B1 Y > B\
{32 B'Z
%o
Fig. 9.
Frontiére de A. — Dans tous les cas A est un cercle de rayon fini dont la

circonférence contient un arc image analytique de («, a,) : dans le cas @ 1°, la
circonférence Fy est image analytique de (3, 3,), dans le cas b 1°, elle estimage
analytique. de (o, a,)=((3,53,), Dans le cas a2, il peut apparaitre sur Fy un
arc K bout premier correspondant 4 «,; dans le cas b 2°, on peatavoir deux ares
K, et K, bout & bout ou se chevauchant, arecs d’accumulation de I'image de
(aya,)" : ces singularités peuvent avoir lieu méme si 3, et 3, sont extrémités
réguliéres de B'. Les figures suivantes donnent des exemples de singularités.

o B ‘
B w
1
‘ P, * 4

casa? ) K,
a.’ B
: B, o’

B Q

K cas b?
|
Fig. ro.

B. RaccorpEMent pAR piNcES. — Sur Ty, ¢,=a,=a et sur I}, 3, =3,=3.

c. &, 3. 1° On peut réaliser le raccordement par un processus fini comme
dans a 1° sauf si : 2° «,= 53, avec «, et 3, extrémités irréguliéres de A’ et B'.

T~
On introduit alors les domaines A,, en retirant de A des arcs ., 3, , de (2, 2,)".
d. a,=73,, «,><[,. Nous ne distinguerons pas entre les cas d’extrémités
réguliéres et irréguliéres. On introduit les domaines A, obtenus en retirant
' A~
de A des arcs a3, , et a,3, , de (x,a,)" — dans le cas o une des extrémités

yn =2
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B: ou «; est réguliére, on peut prendre 3,,=8,. — La suite des cercles
A,=(A,LB); «converge » vers un cercle A= (A*.B); derayon finiou infini.

Frontiére de A. — Dans le cas ¢, I'arc («,3,) de T, correspondant a (o, 3,
I’y est en correspondance analytique avec un arc de Iy qui peut étre la circon-
férence de A tout entiére ou seulement un arc dont le complémentaire K est
alors bout premier dans la représentation, de A* sur A (et correspondant a «)
et de B* sur B (et correspondant a 3). ‘

Dans le cas d, A est de rayon fini ou infini, de frontiere F'y; & toute suite de

Fig. 12.

points convergeant dans A vers Fy correspond une suite de points dans A ou
dans B (ou dans chacun des deux) dont le seul point limite est o ou .
Supposons A de rayon fini. Supposons que deux points de Fy soient frontiéres
accessibles de A* : deux suites de points intérieurs 2 A*et convergeant vers ces
points, seraient les images de deux suites convergeant dans A vers deux points
distincts de I'y, ce qui est impossible, ces suites ne pouvant converger que
vers o. Il y a au plus sur Fy un point frontiére accessible de A* et un point
frontiére accessible de B*. Tout point de Fy est donc frontiére a la fois pour.
A* et pour B*. D’autre part un point de Fy frontiere accessible de A" serait
frontiére accessible de A* et B*; il ne peut y avoir qu’un tel point au
plus. La circonférence Fy est un bout premier correspondant a «
(resp. ) dans la représentation de A* sur A (resp. B* sur B) : Toutefois
s’il y a sur Fy un point frontiére accessible de A*, il peut étre exceptionnel
pour certaines suites pures convergeant vers le bout premier Fy
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4, — BRACCORDEMENT PAR ANNEAUX.

Décomposition de A et B en anneau. A’ et B’ doublement connexes.
Introduisons dans B’ un cercle de méme centre que B et d’image v, dans A'.
Soit @, l'intérieurdey, et A = A, — A. La méthode utilisée par Bieberbach (*)
permet de construire (@, %' B). Les deux fonctions obtenues w=f(z) et
w = ({) prennent la méme valeur en deux points homologues de U, et L(&").
J(5)=100d(3) pour €, mais o est défini dans tout A’, donc on définit
un prolongement de f dans A’. /f ainsi définie dans A réalise avec o({) le
raccordement A.Y,B. Le domaine image de ce raccordement est le plan entier.

C. — Raccordement de deuxiéme espéce.

1. — REPRESENTATION CONFORME DES BANDES.

Soit C une courbe de Jordan fermée, analytique par morceaux, présentant un
nombre fini de points doubles. C sépare le plan en un nombre fini de régions S,.
Soit M(¢) un pointsur G, zétant le paramétre de C. Une bande étroite entourant C
est un domaine B(C) satisfaisant a la condition :

1° PeB(C) s'il existe M(¢)&€C tel que MP —Z<(¢) ou =(¢) est une fonction
donnée caractérisant la bande o < z(¢) < e et satisfaisant a :

»° Toute région S; contient au moins un point Q,¢B(C).

3° L’ensemble des points Q&€ S; et ¢B(C)forme un seul domaine connexe X;.

Les transformations de la forme w, = (z — :’)‘1', v >o0ouw,=log(z—{)oul
est I'affixe d’un point €Z3;, représentent une bande étroite conformément et
biunivoquement sur une autre bande étroite pour v convenablement choisi,
et { dans une X; convenable. Cela suppose qu’initialement on a considéré deux
branches de B(C) dans le voisinage d’un point double de C. Aprés avoir effectué
sur le plan de B(C) une transformation homographique, on considérera un
élément de la fonction ;= ¢""**** : cet élément prolongé dans B(C) représente
B(C) sur une autre bande étroite. La combinaison des transformations w,, w,,
i, permet de représenter conformément et biunivoquement B(C) sur une bande
étroite 3 (C) ou C est sans points doubles; on se raméne ensuite 2 une couronne
circulaire par les procédés classiques de la représentation conforme.

9. — HYPOTHESES DU RACCORDEMENT.

Soit dans le plan 5 une partition du cercle D en trois morceaux simplement
connexes A, A’, @ (A et A’ non contigus). Il existe entre points de A et A’ une.
correspondance z'=¢(z) holomorphe univalente.

(') Ouvrage cité p. 174.
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/

DiriNiTioN. —— Raccorder D par { (ou suivant A, A') c’est déterminer une
Sfonction w = f(z) holomorphe dans D, univalente dans AU A et dans AU A’ et
prenant la méme valeur en deuz points homologues s et '[ € A, 5’ € A', ' = {(3)].

Le domaine couvert par w = f(z) sera A= (DLD).

Supposons que dans chacun des domaines A, A’, @ les frontiéres soient
accessibles:soientm,m’, les arcs externes, et /' les arcs internes respectivement
de A et A’; soient «, 3 les extrémités de /, ¥’ et ¢’ cellesde . La correspondance
continue existant par ¢ entre les contours de A et A’ associe les éléments
suivants : a<>a', B<>8, y<>v/, 0«>2, l<>W. A<>{. Comme pour le
raccordement de premiére espéce, D 2D n’est possible que si m>2%
(alors m' D).

Supposons qu’il existe une fonction F(z) holomorphe et univalente sur A,
prolongeable analytiquement, suivant une courbe C sans points doubles, intérieure
a D, jusque dans A', sur leguel F (3 ) prolongée est univalente et prend en tout point
de A’ la méme valeur qu’au point homiologue de A.

Raccorder D par ¢ c’est déduire de l'existence de & (z) I'existence d’'une

fonction f(z) vérifiant la condition précédente, et prolongeable dans D entier,
“univalente dans AU A.

De 'hypothése précédente et de la théorie de la représentation conforme des
bandes on déduit qu’il existe une bande BC &, reliant A et A’, et une fonction
w,=®,(3) réalisant ULUou U=AUBUA', le domame couvert par o, étant
une couronne ((I';, I')).

3. -— Construction bk (D2D).

Soient A, et @, les deux composantes simplement connexes de D — U. Soit
dans un plan z, un cercle C, image du domaine AUA, UB, C, étant I'image
de BUA. La décomposition de C, en C| et C,— C|. Soit I'; dans le plan w, la
circonférence extérieure de ((I',, I'))). Soient A, le cercle limité par I',, A
I'image simplement connexe de AUB. On peut construire A:.:(A,A;‘Ci); la
correspondance entre A et C, étant définie par I'intermédiaire de AUB. La
courbe I', a pour image une courbe fermée I, intérieure a A,. Représentons

A'u@,UB sur un cercle €, etsoit €, =€, —image de /:’;’ Comme A, contient
une image de ((I';, I'))), on peut considérer I'image de A dans A, comme une
image de A’, et noter A} 'image de € dansA,. SoitA, = (AJL"QI, )alintérieur
duquel I', est I'image de I',; I'; étant la circonférence de A,, la couronne
(T, T7,)) peut étre représenté conformément et biunivoquement sur une
couronne circulaire ((I",, I';)), la circonférence extérieure I, correspondant

a I',. Nous appellerons A, le cercle intérieur & I',. Soient C, un cercle image
conforme de D—A’, et A, I'image dans A, de AUBUA, représenté dans C,

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 3
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sur (. Construisons A :(A,,SL C2>.'Soit €, un cercle image conforme de D — A,
—

et €, =€,— image de ;/'2'. €, a pour image dans A, un domaine A, et ’on peut

construire Aﬁz(Aﬂi‘i@?). Soit I'; I'image dans A, de la courbe fermée I,

Fig. 14.

représentée en I'; dans A,. Le domaine doublement connexe compris entre les
courbes I'; et I, (contour extérieur de A,) est représentable conformément et
biunivoquement sur une couronne circulaire d. D = (D.LD)

exemple de singularités
aux frontiéres

‘
B :

Remarque. — Supposons qu’il existe initialement (voir hypothése § 2) une
fonction F*(z) holomorphe et univalente dans A, prolongeable analytiquement
suivant une courbe C sans points doubles, non nécessairement intérieure i D,
jusque dans A’, sur lequel ..., etc. On peut alors construire un domaine H
simplement connexe contenant A, A’ et C et une partie de D simplement
connexe dans laquelle on peut construire une bande B reliant A et A’. H est

M

Fig. 16,
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représentable sur un cercle H* d’un plan 5*; le domaine AU A’ UBsereprésente
suivant un anneau, sans point multiple, d’out I'existence d’une fonction ¥ (=)
satisfaisant 4 ’hypothése du paragraphe 2.

- CHAPITRE 1I.

UNIFORMISATION DES SURFACES DE RIEMANN.

A. — Définition des surfaces de Riemann (*).
1. — VARIETES A DEUX DIMENSIONS.

Soient E un espace topologique régulier [au sens de Bourbaki (*)], et U(P)
un voisinage faisant partie de la famille UL(P) des voisinages du point P. Un
domaine GCE est un domaine élémentaire s’il est topologiquement repré-
sentable sur un cercle : une variété a deux dimensions est un espace topologique
connexe pour lequel il existe un systéme de voisinages qui sont des domaines
élémentaires a deux dimensions (*).

Triangulabilité. — 11y a équivalence entre 'hypothese de triangulabilité et
la suivante : Il existe un ensemble dénombrable de domaines élémentaires, qui
recouvre la variété.

Représentation conforme locale. — Supposons données les représentations
topologiques T(U) qui représentent topologiquement les U sur le cercle unité :

Axiome de conformité. — Soit GC(U,NU,), G, et G, les domaines images
de G, respectivement par T(U,) et T(U,). La correspondance T(U,)o[T(U,)]™*
est une représentation conforme directe de G\ sur G,

DeriniTioN. — Une surface de Riemann est une variéié a deux dimensions,
triangulable pour laquelle sont données les T(U) satisfaisant a l'axiome de
conformité.

La surface S, variété triangulable a partir de laquelle est définie la surface
de Riemann R s’appellera supportde R.L’ensemble des cercles unités V;(images
des U;), et des correspondances entre régions des ?; constitue |'atlas de R. La
représentation T(U;) sera appelée 'uniformisante locale (Ortsuniformisierende)
de U;, ou échelle de ;.

(V) H. WexL, Die Idie der Riemannshe Fliche; 'I. Rapo, Acta Szeged, 2, 1925.

(?) BourBaki, Zopologic générale, Ch. 1. E salisfail aux axiomes .2, 4 l'axiome de
Hausdorff H, et a 'axiome Q.

(1) Dans la suite les systémes de voisinages seront loujours des domaines élémentaires.
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IDENTITE DE DEUX SURFACES DE RieMANN. — Pour que deux surfaces de Riemann
soient identiques, il faut qu’elles aient méme support (kollokale). Soient deux
surfaces de méme support R* et R*, (U') et (U?) les systemes de voisinages
(équivalents) de R' et R*, (T*) et ('I*) les ensembles des uniformisantes
locales correspondantes. Laréunion (U')U(U?*)forme un systeme devoisinages
de S; si alors en conservant les mémes uniformisantes locales, ["axiome de
conformité est vérifié par le nouvel atlas les deux surfaces sontidentiques.

Pour vérifier la transitivité de Uidentité : R, = R,, R.=R,, > R, = R,,
il suffira de vérifier la transitivité pour les-structures analytiques, la transitivité
de I'équivalence (topologique) des systemes de voisinages définissant S,, S,
et S, étant connues.

Morceau pE sukrAce DE Riemany. — Un morceau G de R est un sous-espace
de S sur lequel les voisinages définissant la structure analytique, sont ceux
définissant R et contenus dans G, les uniformisantes locales étant les mémes.

2. — REPRESENTATIONS CONFORMES.

Définition. — Soient R et R’ de supports respectifs S et S’ et ® une repré-
sentation topologique de S sur S'. A (U) correspond par ®, (U*) sur S'. Les
représentations T*(U*)=T(U)o®~'(U*) constituent un systéme d’unifor-
misantes locales d'une surface de Riemann ®}* de support $’. Nous dirons
que ® représente conformément R sur R’ si et seulement si R* = R/.

Justification de Uidentité. — Solent R, = R,. ® leur fait correspondre R
“et R, dont les systémes (Uj]) et (U]) avec leurs uniformisantes locales,
T,o®*(U;) et T,o®d=*(U;,) forment par réunion un systéme vérifiant 'axiome
de conformité comme T, (U,) et T,(U,). L’ |dent1te de deux surfaces de Riemann
se conserve par représentation conforme.

Inversion. — @ représentant R sur ®’, on peut définir R’ par (U*) et les
uniformisantes locales T*(U*). @' transforme (U*)en (U) et les uniformisantes
locales sont T*(U*)ed(U)=T(U)d*(U*) o(I)(l‘)_l‘(U) ®-* représente
conformément R’ sur R.

Transitivité. — R, =R, par ,, R,=>R, par ®,. Prenons pour (U,) les (U})
et pour (U,) les (U}). ®,o®, réalise une représentation topologique de R,
sur R; et le systeme (U;) admet pour uniformisantes locales :

Ty (Up) o[ @,0®, |1 (Uy) — T, (U)o ;! (Uy) oy (U3) = T, (U)o, (Uy) = Ty (Us).
@, od, transforme conformément R, en R,.
Tutorime. — T(U) représente conformément U sur le cercle unité.

Le cercle unité est muui de la topologie ordinaire (métrique cuclidienne) et
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les uniformisantes locales sont les représentations conformes ordinaires entre
domaines plans.

Soit U, représenté par T,(U,) sur le cercle unité V,; soient ¥ la famille des
voisinages définissant la topologie dans V,, V I'image conforme sur le cercle
unité de . Soit UcU,, T, représente U sur U*CV,. T(U)T,~(U*) définit
sur V, une surface de Riemann. Par hypothése T, est topologique, il reste i
vérifier que les systemes (?7) et (U*) équivalents, vérifient ’axiome de confor-
mité. Soit H,=U;N?,. La correspondance entre points de H, considérés
comme points de U] et de %, est I'identité, donc est conforme aprés représen-
tation de ¥, sur V,. Comme U,nU,=U,, les images de U, parT,, et par T(U,)
sont en correspondance conforme; ces images sont U] et son image par
T(U)oT,'(U7). Les images de II, sur V, d'une part, et par T(U)-T,"(U7})
d’autre part sont en correspondance conforme.

TukoriME. — Les représentations conformes classiques sont des représentations
conformes au sens ci-dessus.

Soient D et A deux domaines plans, (F)et(®)lesfamilles desvoisinagesdeD .
et A, T(F) et @(®) les uniformisantes locales. { représente D sur A, donc I sur
F* et, le systeme (F*) avec les uniformisantes locales T(F)o ' (F*), définissent
sur A une surface de Riemann, identique & celle définie par (®)avecles unifor-
misantes locales ©(®) -- on le reconnait en remarquant que les uniformisantes
locales T(F)od"(F*) et O(®) sont toutes deux des représentations conformes
classiques.

3. — REPRESENTATION PARAMETRIQUE DE (R (*).

Soient Pe R et U(P)e(U) un voisinage de P, ayant pour image par T, V,
dans lequel Q est 'image de P. Soit V' déduit de V par 'homothétie ¢(Q, 1/2),
et ¥ I'image par 'homothétie 5¢(Q, 2) de 'ensemble des pointsde V, intérieurs
a V. Soit U I'image de V' par [T(U)]™': c’estun domaine élémentaire U C U(P)
et Pel. Tous les points frontiéres de Al sont des points de R. A chaque
point P associons un U particulier, 1L,.

S peut étre recouvert par un ensemble dénombrable de domaines-élémen-
taires, D;, ayant pour image par une certaine transformation topologique ®;, un
cercle d;. Soit une suite C/ de cercles fermés concentriques a d; et de rayons
croissants tendant vers 1. Les C] étant compacts, leurs images C] sur S par &

.

le sont aussi. Tout point de C, est intérieur & un domaine élémentaire aL,.
*/ peut étre recouvert par un nombre fini de L, donc D; et aussi S peuvent

(1) NrVANLINNA, Lin Satz uber offene Riemannsche Flichen (Ann. Ac. Sci. Fenn., Ser. A, t. 84,
ne 3); Eindeutigheitsfragen in der theorie der konformen Abbildung (X° Congr. Math. Scand.,
Copenhague, 1946).
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étre recouverts par une infinité dénombrable de ,. Appelons éléments &,,
les UL, ainsi choisis pour recouvrir S.

Soit une surface de Riemann ® de support S définie par (U) et
[T(U)] : on sait en déduire la famille des AL, et leurs images ¥, par
#(Q, 2)oT(U,) = B(U,). Soient DN (&, C&,), D, et D, ses images par B(&,)
et ©(&,), D, et D, ses images par T(U,) et T(U,). Les correspondances
ponctuelles (déduites par identité des images sur D) sont conformes directes
entre D, et D', ainsi qu’entre D, et D,. Or le systeme (U) et [ T(1)] satisfait &
I'axiome de conformité, donc la correspondance est conforme directe entre D
et D), et ausst entre D, et D,. . '

On dit qu’on a obtenu une représentation paramétrique de ® lorsqu’on a
défini sur R une famille de domaines (&,) satisfaisant aux conditions :

1° Tout point de R appartient & un élément au moins de la famille dénom-
brable (&,).

2° La frontiére de tout &, appartient a R.

3° Deux points quelconques de R peuvent étre joints par une chaine d’un
nombre fini de (&,) chacun ayant une partie commune avec le précédent.

4° Tout (&,) estreprésentable conformément suruncercle A, (duplanz)|z| 1.
Cette représentation con forme biunivoque doit étre prolongeable et rester biunivoque
dans ,36,, &, CR.

59 Les tmages dans A, et A, de o= &,NE&, sont en correspondance conforme.
Les cercles A, sont appelés cercles paramétre, leur ensemble et celui des corres-
pondances conformes entre parties de A, et A, (") constituent I’ Atlas réduit de (R.

ConstrucTioN DE R. — Donnons-nous un atlas réduit satisfaisant aux conditions
suivantes :

a. A tout point frontiere d’un A, correspond par relation d’enchainement un
point intérieur d’'un A, au moins;

b. Si d,CA, correspond a d,CA, et a ¢, CA;, la relation d’enchainement
entre A, et A, représente conformément d, sur d,.

Bornons-nous & la construction d’une surface de Riemann étalée (obtenue par
prolongement d’éléments de Weierstrass) admettant I’atlas donné comme atlas
réduit. La surface R (si elle existe) dépend de I’élément &, que ’on fait corres-
pondre au cercle paramétre A, ; avec un méme atlas, la construction de R peut
étre possible ou impossible suivant le choix de &,, sous la condition que
les T(U) soient des représentations conformes classiques.

(") Ou relations d’enchainement.
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Exemple. — Soient dans un plan z les trois cercles suivants :
C,:[:—\’/‘:iél, Cy: 50, C;ll_w:-r*\“.v):vél.

Représentons ces trois cercles sur les cercles A,, A,, A,; les diverses images
de C,NC, et C.NC, définissent des relations d’enchainement entre A, A,
et A,, qui peuvent étre regardés comme atlas rédunit du morceau du plan
complexe 3 C,UC, U (;.

Soit alors C,: |z|=1+4a (0<a<\2——1). Représentons C, sur le demi-
plan £ <o de la variable { =& + /7 en associant 1+ a<+0, — 1 — a <> 0. Aux
cercles C, et G, correspondent les cercles I', et I';, et la fonction log( — A),
holomorphe dans I'; et I', leur associe des domaines (pouvant se recouvrir),
&, et &,. Associons 4 A, I’élément &,; par prolongement de larelation d’enchai-

planz
-

Ca

Fig. 17.

nement entre parties de A, et A,, on construit &, comme image de A, sur ]
cherchée; la relation d’enchainement entre A, et A; fournit une représentation
conforme biunivoque entre un morceau de &, et un morceau de A;, prolongeable
dans une partie de A, mais pas dans A, entier (il y a un point exceptionnel
correspondant & z—=—1—a). A l'atlas A;, A,, A, correspond un morceau
de surface de Riemann si I'on associe C, a A,, mais ce n’est plus vrai si l'on
associe &, a A,. Ainsi toutes les relations d’enchainement interviennent pour
déterminer la possibilité de construction d’une surface de Riemann admettant
un atlas réduit donné, le premier élément étant aussi donné, la métrique
conforme étant imposée.

4. CARACTERES TOPOLOGIQUES.

a. Une surface R est fermée si toute suite infinie de points intérieurs & R admet
un point limite intérieur & . Du fait que R peut étre recouverte par une infinité
dénombrable d’éléments on déduit que cette définition des surfaces fermées
(compacte au sens de Fréchet) est équivalente a la suivante : R peut étre
recouverte par un nombre fini d’éléments. Ces surfaces sont aussi compactes
au sens de Bourbaki. R est dite ouverte si elle n’est pas fermée;
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6. On appelle genre d’une surface R le nombre maximum de courbes fermées,
disjointes que I'on peut tracer a l'intérieur de la surface sans la morceler.

Les surfaces de genre zéro, ou quasi simples (schlichtartige), sont homéo-
morphes a des domaines plans.

c. Une surface de genre zéro est simplement connexe si toute courbe fermée
tracée sur elle la sépare en deux morceaux dont I'un est formé exclusivement
de points intérieurs a la surface, lorsqu’on lui ajoute son adhérence.

5. INTERSECGTION DE DEUX ELEMENTS.

Soient &, et &, formés & parlii' de U, et U,, ayant pour images par T(U),
V, et V, contenant V| et V, images de &, et &,. Soient d, et d, les images
de d=U,NnU,, limités par les circonférences C, et C, de V, et V, et par des

courbes 4, et A,. Soit m, un point de A, : la correspondance résultant de
Pidentité des images sur ®, ne peut associer a m, un point m, €V, : soit M
'image de m, sur S; MeU,, donc il existe U'(M)cU,; de méme il
existerait U*(M)cU,. Posons UM)=U'(M)nU*(M); U(M)e&(U). Soient
o(m,)cV, et ¢(m,)CV, les images par T(U) de U(M). On aurait ¢(m,)Cd,
et ¢(m,)Cd,, ce qui serait contraire au fait que m, (et m,) sont frontiéres
de d, et d,.

Soient C et C, les circonférences de V' et V,. C| est partagée par A, (image
de C,) en un nombre fini ou infini d’ares B joignant deux points de %,, et
auxquels correspondent dans V, des arcs « joignant deux points de C,. Une
courbe vy intérieure & V, (en particulier C,) ne peut étre coupée que par un
nombre fini d’arcs 2 : sinon on pourrait considérer une suite de points
communs 2 Y et aux ares «; i cette suite correspondrait une suite de points
sur C, s’accumulant en un point qui serait aussi point d’accumulation d’extré-
mités d’arcs 3; donc en revenant & I'image de la portion de ® correspondante,
sur V,, des points de C, auraient méme point limite que des points de y. Un
arc « ne peut couper C, qu'en un nombre fini de points : on peut extraire

de o, un arc «,Cd, (en supprimant des voisinages des extrémités); a |



SUR LA THEORIE DES SURFACES DE RIEMANN. 25

correspond B, cd,: «, est 'image par une fonction analythue de 'arc de

cercle B, donc ¢’est un arc analytique ne pouvant couper C, qu’en un nombre
fini de points.

TuiortME. — Soient deux éléments &;, &; d’images A;, A;. L'image dans A;
de &;N &; est limitée par un nombre fini d arcs analytiques intérieurs a A; et corres-
pondant a des arcs de la circonférence de A,.

&,— &, comprend un nombre fini de composantes connexes. Sil’'une n’est pas
simplement connexe il existe une courbe fermée intérieure a V', correspondant
a un arc de C, donc a C, entiére. C’est aussi le cas, sil'une des composantes
de &, N &, n’est pas simplement connexe. &, N &,, satisfaita l'une des conditions
suivantes : ‘

TutoriMe. — & NG, & — &,, & — &,, sont formés d’un nombre fini de
composanltes simplement connexes ;
— &, N &, doublement connexe est limité par la périphérie de &, et celle de &, ;

— &, NG, =&, ou &, : l'un des éléments est contenu dans ’autre.

B. — Raccordement des surfaces de Riemann.

Soient sur ® deux domaines D et C, limités par un nombre fini d’arcs péri-
phériques d’éléments &,. D et C sont représentés conformément sur les
cercles Aet I’ de> plans complexes u et ¢. DN C a pour image 1" dans I'. Soit
dans un plan = Q =(ALI") ¢'il existe. ‘

a. A tout point Me (DU () correspond un po»fnt s€Qetinversement. Il est
immédiat que la représentation s = ®(M) de DU C sur Q est topologique.

b. Soit Ue(U) qui définit R; Uc(DUC) et W= ®(U). Soit V un voisinage
dans Q et c=WnNYV. Pour montrer que z =®(M) est conforme il suffit de
vérifier que S et son image par T(U)o®*(3), ou W et T(U)o® *(W) (c’est-a-
dire les images de U par ® et'T) sont en correspondance conforme. Soit Pe U,
il existe U(P)cU. Pe(DUC) donc PeD ou PeC. Supposons P€D, on peut
prendre U(P)cD. Comme UNU(P)=U(P) les images de U(P)par T(U)
et T[U(P)] sont en correspondance conforme. La représentation conforme de D
sur A représente U(P) sur U'(p) en correspondance conforme avec I'image
de U(P) par T[U(P)]. L’image de U(P) par ® se déduisant de U’(p) par repré-
sentation conforme est elle-méme image conforme du transformé de U(P)
par T(u). Cela ayant lieu pour tout P& U, z=0(M) est bien conforme.

1. — CORRESPONDANCE ENTRE FRONTIERES.

Supposons I connexe. Si I" était doublement connexe il ny aurait pas
d’éléments frontieres de Q (plan entier). Supposons I'" simplement connexe.
Ann. Ec. Norm , (3), LXVIII. — Fasc. 1. . 4
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Nous supposerons désormais que G est un morceau simplement connexe d’un
élément & décomposé en (7 (image de IV sur R ) et . — (¥ tous deux simplement
connexes. ‘

a. Raccordement par croissants. — Si (ALLT') est obtenu par un processus
fini, la correspondance entre frontiéres est ponctuelle, analytique dans
'intérieur des arcs de circonférence, et continue méme en o, 3., 2., B,
(notation ch. I). '

— Soit A le cercle image de & et V I'image de U (dont & est extrait) par
prolongement de la représentation précédente. Soit b I'image dans Vde DN U;
b est limité par une courbe A dont toute portion intérieure 4 V est formée d’un
nombre fini d’ares analytiques. Soit G I'image de C dans A, décomposée en G’
et G— G'. X coupe la périphérie de G en deux points seulement dont P'un § est,
aprés représentation de G sur un cercle, extrémité singuliére de I'image de G'.

Fig. 19.

Construisons un petit cercle de centre (3, coupant A en deux points
seulement (c’est possible d’aprés I'analyticité de 7 au voisinage de j3),
dont I’'un o est extérieur & A. Soit 7 le point oll ce petit cercle coupe I’arc de
circonférence de A intérieur & b. Soit G,= G U triangle Buz; A décompose G,
en G\, = G'U triangle Baz, et G— G'. Soit H, I'image circulaire de G,, G’ ayant
pour image H'; (3,, &\, 7, correspondent a {3, =, 7. Les parties de A et H en
correspondance conforme par identité des images sur R ou V, sont dans A et
dans H, (H,), du type «en croissant ». Dans A, c’est 'homologue de «, qui est
extrémité de A’ (correspondant a H)). Donc Q = (A!LH,) se construit par un
processus fini (puisque o, 5£3,). On reconnait que Q= (AL G)=(ALT).
La correspondance est encore continue au point  de V.

Remarque. — Si cela est nécessaire on fera la méme construction autour du
deuxiéme point d’intersection de A avec la périphérie de G.

b. Raccordement par pince et croissants. — La périphérie de I'un des deux

domaines ne sort pas de I'autre. Si AC A, ce serait une courbe fermée ayant en
commun avec la circonférence, soit un ou plusieurs arcs, soit plusieurs points,
soit un point. Dans les deux premiers cas on aurait a réaliser un raccordement
par croissants entre A et une partie de A, dans le troisitme cas on aurait a
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réaliser un raccordement par pinces (fig. a); 2 C A c’est le cas de raccordement

par anneaux. Supposons donc la périphérie de (:cb. Le partage de G est
du type «en pince» : Le partage de A est du type «en croissant» (fig. ¢),
A — A’ pouvant étre formé d’un nombre fini de composantes connexes. Si (A1)
est obtenu par un processus fini, la correspondance entre frontiéres est ponc-
tuelle continue; sinon soient 3 et 3* (fig. b) les points confondus ou les deux
branches de 2 coupent la périphérie de G. Dans le voisinage de 3 chaque
branche est composée de denx arcs analytiques, I'un extérieur, I'autre intérieur
4 A. Construisons un petit cercle de centre 3 coupant chaque branche de 7 en

deux points seulement, deux points d’intersection o et «* € A.<Soient ¢ et 7* les

¥

points ou ce petit cercle coupe la circonférence de A Soient G,= GuU
triangle By triangle 3*a*:*, H, I'image circulaire de G, (fig.e); o\, o', ¢y, ¢,
B, B} correspondent a «, o, 7, ©*, B, 8*. La partie de A en correspondance
conforme avec H), par identité des images sur V est encore du type en croissant
(fig. c). o), B), @, o, B, ¢, correspondent & o*, B*, 7*, &, 3, 73 Q= (A"LH,) se
construit par un processus fini en introduisant les arcs de cercles
d’extrémités B, 3. Q=(ALiT) et la correspondance est ponctuelle continue

au point 3 de V (fig. /).

c. Raccordement par pinces. — La périphérie de chaque domaine estintérieure
a l'autre. 2 ne sort pas de A et a un point commun avec sa circonférence; dans
le voisinage de ce point A est formé de deux arcs analytiques. La méthode
précédente, par 'introduction d’un petit cercle de centre (3 conduit par raccor-
dement par anneaux au domaine Q, et la correspondance est encore ponc tuelle
continue en 3. ‘



28 LEONCE FOURES.

TueoriME. — Soient sur R deux domaines D et C limités chacun par un nombre
Jint d’arcs périphériques d’éléments &,. DNC=C'. CC&; avec C et C— C stmple-
ment connexes. D et C sont représentables sur des cercles A et ' des plans
complexes z et L. Dans ces conditions DuC est représentable conformément sur un
domaine d'un plan complexe % (plan entier, plan pointé ou cercle fint), la corres-
pondance entre fronticres étant ponctuelle continue.

Remarques 1. — D’apreés le role joué par A on peut se borner a faire sur la
nature de la frontiére de D, I’hypothése suivante : la périphérie de D est une
courbe A dont toute portion intérieure a un voisinage U est formée d’un nombre

_Jini d arcs périphériques d’éléments &,. Nous dirons que A est une courbe normale
sur R. Le théoréme est encore valable.

2. Conservons toujours les mémes hypothéeses sur C, et considérons un
cercle A dont un morceau 2, simplement connexe, est représentable conformé-
ment sur dC R, ou d est limité par une courbe normale. Soitd'= (' =dnC,
ayant pour images ¢’ et I dans 2 et I'. On sait alors construire Q =(A.2T) Ia
correspondance entre frontieres étant ponctuelle et continue.

9. RECOLLEMENT.

. . , /N TN VY TN
Soient sur la circonférence d’un cercle A, deux arcs pg’, pq” <pq’npq”= {p })
TN
- Supposons qu'il existe SCA contigu & ¢'pg’, représenté conformément par ¢

L~ N . N

sur dC R, de sorte que pg' et pg”aient pour image une méme courbe v, normale,
d’extrémités P et Q. Soit C I'intérieur de /Uy, que nous supposons intérieur
un élément &, (et simplement connexe), représentable sur un cercle I', dans

lequel d a pour image I". On dit que ]/9;’ et pq" sont contigus associés. D’aprés la
. . . R . //-\
remarque 2 (ci-dessus), on sait construire Q= (A2.T), les points de ¢'pg’

. TN

correspondant & des points intérieurs a Q. Si ¢'pg” couvre la circonférence de A,
N . 1 o N\ .

avec 5 doublement connexe, Q est le plan entier (/ig. b); si ¢ est simplement
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. . ) .o, ye . TN

connexe (fig. c), QgC, ct Q estle plan pointé (privé de 'image de Q). Si ¢'pg”
ne couvre pas la circonférence de A, Q est un cercle dont la circonférence est

une image ponctuelle continue de I'arc ¢'¢" ne contenant pas p(fig a). Dans tous
les cas on dit qu’on est passé de A & Q par recollement suivant les arcs contigus

., TN —

associés pg’ et pq”.
Dans le cas ol Q est un cerele que nous notons A,, p, étant I'image de ¢’
(et g"), il se peut que p, soit 'extrémité commune de deux arcs contigus

F VN

sy ’ " \ /\l /-\H . , v .
associés p,s,, p,s, correspondant a ¢'q, et q”q1 sur la circonférence de A. Soit A,

obtenu par recollement de A, sulvantpls et p, L1l se peut que l'on puisse
“recoller A, et ainsi de suite :

a. Si A, ne peut pas étre recollé : si ¢, 5= ¢, la circonférence de A, est en

TN
correspondance ponctuelle continue avec ¢,q, qui $p. Cette correspondance

Q P Y
S
0
P
. Lqg” P (e)
) q=q ) 7q c

Fig. 20.

est analytique entre les intérieurs de ces arcs; si ¢,=g¢,, A, est soit le plan
pointé soit le plan entier, suivant la facon dont a pu étre effectué le recollement

de A, (fig. b et ¢) : Dans ces deux cas on dira encore que ]/J-c\[:l et]/);; sont
contigus associés.

b. La suite des A, étant infinie, chaque A, contient une image conforme
de A, _,. Toutes les représentations de A dans A, étant normalisées au centre de A,
on peut appliquer les résultats du Chapitre 1, A. Soit Q le cercle limite. Sur la

, o
circonférence de A, ¢, — Q', ¢, — Q". L’intérieur de Q'pQ” se représente sur un

arc A, tandis que lintérieur de @ est représenté analyliquement sur un
arc de la circonférence de Q, mais plusieurs éventualités sont possibles concer-
nant la représentation des points Q" et Q”: il se peut que un arc de circonférence
de Q soit un bout premier correspondant & Q' ou Q”, ou que la circonférence
entiére de Q soitbout premiére correspondanta Q' si Q'=Q”, Q étant de rayon

—~~ —~
fini. On dit que pQ’ et pQ" sont contigus associés au sens large.

AvericATION. — Sout sur R un domaine D limité par un nombre fini d’arcs péri-
phériques d'éléments &,, représentable conformément sur un cercle A; la correspon-
dance étant ponctuelle, continue entre les fronticres. Supposons que deux arcs

~ —~
JSrontieres de D, PQ et PQ’ suivent le méme tracé A sur R et correspondent i pq'’
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i . ~ o~ . ..

et pq" sur la circonférence de A. Les deux arcs pq' et pq” sont contigus associés .
en d’autres termes DU A\ est représentable conformément sur un cercle, la corres-
pondance ¢étant encore ponctuelle continue entre les frontiéres, le cercle image
de DU A\ poucant étre de rayon infini.

s

Il suffit de remarquer que .\ peut étre recouvert par un nombre fini
d’éléments &;, et de prendre pour domaines (i les morceaux les plus grands
possibles de ces &;. On se trouve alors nécessairement dans le cas a ci-dessus.

3. — SOUDURE.

Sotent deux cercles A, et A,, et deux morceaux simplement connexes ¢, CA,,
2, CA,, contigus aux arcs ), et h, des circonférences de A, et A,. Supposons
qu'tl existe deux représentations conformes, de o, surd, CR, etde o, surd,CR
telles que d,Nd,=o et que ), et )., atent pour images sur R une méme courbe
normale \. Dans ces conditions on peut réaliser la soudure de A, et A,
sutvant h, et h,, c'est-a-dire construire un cercle A contenant une umage
conforme de A, de A, et de d,UdA\ .. St U'une des extrémités de \ appartient
a R, il lut correspond un point sur la circonférence de A.

Soit yC \, et périphérique de &,. Sur A, image de &>y (y est pris assez petit
pour qu'un tel & puisse exister), y a pour image un arc analytique, dont v
est une portion connexe intérieure 2 A. Soient 2} et <) les images dans A
de 8Nd, et ENd,, ¢, et 3, les composantes connexes de ¢; et ¢, contigués a y'.
On peut construire dans ¢, Uy U¢, un cercle C coupant y' en deux points
seulement sous des angles £ o et =. 2, = CN¢), ¢,= (N<,. La représentation
de ¢} sur le morceau correspondant de ¢, restant analytique au voisinage de
I’are v/, la périphérie de d) image de 2 coupe la circonférence de A, sous des
angles =20, ©. @, = (Aij (l) s’obtientalors par un processus fini. Soit &, I'image

dans @, de 2. Dans A, la périphérie de &, est un arc analytique coupant la
4/,.2

circonférence de A, sous des angles =£ o, ©. Donc @ = (LD,_ ' 2) s’obtient par
un processus [ini. On a réalisé la soudure de A, et A, suivant 1) et 1 corres-
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pondant & Y"=CnY. Soient A|, A} les deux arcs de la circonférence de (@,
correspondant a2 A, — A, et A,, A} ceux qui correspondent & A,—A". A} et A}
sont contigus associés (au sens large seulement si \ n’a pas d’extrémité corres-
pondante sur ®R) ainsi que A; et A. La réalisation du recollement de @
suivant A}, A}, d’une part, A} A} d’autre part conduit & un domaine Q qui réalise
la soudure de A, et A, suivant A, et %,. On dit que 2, et %, sont des arcs
associables. ‘

C. — Représentation conforme des surfaces de Riemann découpées.

1. — DEcouPAGE DE R..

A, étant le cercle image de &,, toutes les représentations considérées seront
définies dans A, et normalisées au centre.

a. Soit &, I’élément de plus faible indice tel que &, N &, £ o.

— Si &,NE,= &, ou &,, A, ou A, réalisent la représentation sur un cercle
de 6, U8,.

— Si &, N, est doublement connexe, &, U&, couvre S (fermée). On sait
construire s = ®(M) représentant R sur le plan entier.

— &, — &, est formé d'un nombre fini de composantes simplement
connexes C, G, ... C,. G, est contigué a &, suivant un arc au moins : soit I',
I'un deux (le plus grand possible) et soit €, la composante de &, N &, contigué
aT,. Soient C,, C, v, les images dans A, de &,, €,,T,; C, Uy, UC, simplement
connexe est représentable sur un cercle €, dans lequel € est I'image de C'.
Soit @, = (A, ¢: €,), 'image conforme de M|=&, U, UC,. Opérant avec @]
et C, comme avec &, et C,, on construit @,=(®,¢:&,). @, est une image
conforme circulaire de I, C R constituée par les points de &, et de &,, certains
points intérieurs de &,, points frontiéres de &, pouvant étre fronticres de ,.
La frontiére de #, est formée d’un nombre fini d’arcs périphériques
d’éléments &,, et la correspondance entre la fronti¢re de 3, et la circonférence
de D,=®, est ponctuelle continue. '

b. Soit &, I’élément de plus faible indice tel que M, N &, £ v. Les composantes
de M, N &, sont les composantes de & N &, et celles de & N &,, peuvent étre
réunies ou séparées par la suppression et la conservation d’arcs fronticres de &,
pénétrant dans &,. En remarquant que, s'il existe dans D, une courbe fermée
frontiecre de M, N&,, c’est la périphérie complete de &, et qu'elle est donc
unique on déduit que le théoréme relatif & U'intersection de deux éléments &,
et &, est valable pour l'intersection de D, et &,, en remplacant dans son
énoncé &, par D, et &, par &;.

Les mémes cas que dans a peuvent se rencontrer, et dans le troisieme I'opéra.
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tion peut se poursuivre : on obtient un cercle D, image conforme de I, C R,
constitué par les points de &,, &,, &,, certains points intérieurs de &,U&,
(frontiéres de M, donc de &, ou &,) pouvant étre points frontiéres de M. La
frontiere de I, est 'image sur.® d’un nombre fini d’ares des circonférences
de Ay, A, A,. Il peut arriver que D’ posséde deux arcs frontiéres contigus
associés. Par recollement de D), suivant ces arcs on obtient D, qui est soit le
plan entier (D, est image conforme de R entiére), soit un cercle fini (D, est
image de I, C R avec correspondance ponctuelle continue entre les frontiéres),

soit le plan pointé (c’est le cas ou la frontiére de M, est intérieure & &,, ot la
frontiere de &, est intérieure & M, et ou les deux frontiéres ont un ou plusieurs
points communs. Ces points sont intérieurs & des &, d’indice plus élevés et
.I'opération peut se poursuivre).

c. L’introduction de &, conduit & la construction de D, image de I, CR.. ...

(R SURFACE FERMEE. — On a construit sur R une suite finic de domaines
D.ch,c...cD,=D. Oubien D=R et D,=D est le plan entier, ou bien D
est un cercle fini et la frontiére de 3 est formée d’un nombre fini d’arcs péri-
phériques des éléments &;. On a construit z = ®(P) représentant conformé-
ment I ( CR) sur le plan entier ou un cercle fini D.

(R SURFACE OUVERTE. — La suite D, cD,.cH.c...cD,cC... est infinie.
Tout &, est atteint : &, peut étre joint & &, par une chaine finie d’éléments &;;
chaque él¢ment de cette chaine est atteintau boutd’un nombre fini d’opérations
apres que le précédent ait été atteint. Les cercles D, de rayon croissantont pour
limite un cercle D (application du Chapitre I, A), et les ¢, , convergent unifor-
mément dans D, vers s=®,(z,). Soit Ped,, alors PeD, (toutz>m) et
notons ; son image dans D;; 5=®;({;) est indépendante de i. On a donc
défini 3 =®(P). Un domaine I'cI; est représentable conformément sur D;,
donc aussi sur G du plan z par s =®(P).

Si P frontiére de D, ou bien Ped, pour » > N (alors ®(P) est une repré-
sentation conforme détinie dans un domaine contenant P)ou bien P est frontiere
de tous les D, (n>>K). Soit alors &, le premier élément de la suite & (la
derniére formée) tel que Pe&,; P fait partie d'un arc frontiére d’un &; au moins
(iZK, /< v). La construction des D, montre qu’on ne tracera pas dans &,
d’autres coupures que celles existant avant la v opération : P est
frontiere de 9, Peé,cD, pour tout A>xv. Sur A, (image circulaire de &,) la
frontiéere de D, se représente suivant un nombre fini d’arcs analytiques
(¢f. p-25). On peut alors construire dans A, un domaine ¢ (P')>P’ (image
de P), tel que I'image de la fronticre de I, a I'intérieur de d(P’) soit formée
d’un nombre fini d’arcs analytiques C; issus de P’, chacun étantimage d’un seul
arc périphérique d’un &,. On peut méme construire «(P’) tel qu’il soit partagé
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par les C; en autant de triangles curvilignes #. Soient sur ®, ¢(P), =; les
domaines correspondant & d(P") et ¢, v les arcs images des arcs C.. On peut
remplacer ¢(P) par un voisinage U(P)c2(P). S'il y avait un seul arc v, issu
de P, la représentation circulaire de D, D, admettrait sur sa circonférence deux
arcs contigus associés, correspondant au tracé y, sur . Le recollement suivant
ces deux arcs aurait été effectué sur D), (h=v). Soit alors p(>~2) le nombre
des arcs v;: il existe au moins deux arcs 7y;, frontiéres de I, et de tous
les M, n>>v; sinon dans 3(P) et sur p—1 au moins des arcs v;, certains points
deviendraient points intérieurs de domaines 3,; mais cela ne peut avoir lieu
que par un recollement suivant y; et ce recollement se poursuit sur tout v,
suivant ¥, Uy, si p=12 (mais alors P deviendrait point intérieur d'un ,),
jusqu’a P exclusivement si p > 2; le nombre des y; devenant p — 1, aprés une
autre opération de rang fini, un autre arc y; disparaitra et 'on sera ramené au
cas p = 2, puis P deviendrait intérieur & 3, pour une valeur assez grande de 7.

TutoriMe. — S¢ P est frontiére de tous les M, n >N, il existe sur R un voisi-
nage ¢(P) et un systtme de m arcs (m>~2) issus de P, qui sont les seuls arcs
Jrontiéres, intérieurs a o( P), de tous les M, pour n >N (").

Nous appellerons arc définitif  un arc frontiére d’un &; et frontiére de tous
les M, a partir d’un certain rang.

Tout point frontiére de I, est intérieur & un ¢(P) dans lequel il existe un
nombre fini (peut-étre nul) d’arcs définitifs extérieurs ou frontiéres de D,. La
frontiere de I, peut étre couverte par un nombre fini de ¢(P), donc un nombre
fini d’arcs définitifs appartiennent a la frontiére de .. Tout arc définitifappar-
tenant a la frontiére d’'un D,, on déduit :

TueoriME. — Les arcs définitifs y forment une famille dénombrable, finie st R
est fermée. '

Considérons un morceau compact KC ® dont aucun point n’appartient 4 un
arc définitif : il existe un D,,DK : K peut étre couvert par un nombre fini de &;;

i=h

soit &, celui de plus fort indice et Ah:Ué‘»,-. D,=A,. La frontiére de D,
i=1

comprend un nombre fini d’arcs intérieurs & A, et la construction des 2, m > /

n’introduit pas de nouveaux arcs frontieres cA,, qui seraient donc € D,. Il n’y

a besoin que d’un nombre fini d’opérations de recollement pour é¢liminer tous

les ares non définitifs €A, : il existe donc un D, DK. z =®(P) représente

donc K sur K*cD. D’autre part, tout compact K, cD est couvert par l'image

{") On indique seulement I'existence e Ny, mais non un moven de délerminer Ny ou de caractériser
les ares définitifs parmi les v; c3(P).
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. . b}
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conforme d’un D, donc d’un D,,, donc d’un compact K, CR et tel (u'aucun
arc y ne pénétre a l'intérieur de K. -

[’ensemble I' des arcs y est appelé coupure sur R. Sil', estune courbe fermée
formée de points intérieursa R et 'y nI"=0, I', appartient & un compact K, donc
aun D, et z=>®(P)représente I', sur une courbe fermée C D. Done I, sépare
sur R un domaine formé de points intérieurs a R et &I’

TukoriME. — R* déduite de R par suppression des points appartenant a la
coupure I, est une surface de Riemann simplement connexe, que la fonc-
tion 5 =®(P) représente conformément sur un cercle 1) de rayvon R (fini ou
infint). ' ‘

2. — CORRESPONDANCE ENTRE LES FRONTIERES.

Soient Pel’, 2(P) déja introduit, m le nombre d’arcs définitifs issus de P.
Sur A, les arcs™y; ( mod m) ont pour images les arcs analytiques C;. Soit D, un
domaine dont tous les arcs frontiéres qui pénétrent dans ¢(P) sont définitifs.
Coincidant sur R avec v, distinguons y; . arc périphérique de D, contigu au
triangle =; compris entre vy, et y.,, et vy, contigu au triangle =; , compris
entre y; et v; ,. Notons 3;=1v, Uy, . soit b; son image sur le plan {,. ¢; se
représente conformément sur un croissant de D,,, b; ayant pour images b sur la
circonférence de D,. o, ., représente b’ sur b" de la circonférence de D,,, la
correspondance étant continue sur b; analytique dans I'intérieur.

. Que R soit ouverte ou fermée, b; se représente sur un arc de la circonférence
de D(b; ou b7), la correspondance étant continue sur b; analytique a I'intérieur
des ares ¢; et ¢, , . En particulier siy; , et y;., _appartiennent au méme arc
delinitif de I', ¢; et ¢;,, ne constituent qu’un seul arc analytique ct la correspon-
dance est encore analytique en P.

TueorREME. — La représentation s = (P ) est continue sur la coupure définitive
de R*, analytique a U'intérieur des arcs définitifs.

Remarque. — La circonférence de 1) ne peut comprendre deux arcs contigus
associés. Sinon soit P’ 'extrémité commune a ces deux arcs sur la circonférence
de DD, et P I'image de P’ sur R. 1l existe D, admettant deux ares frontiéres issus
de P, (correspondant & P'), contigus associés, sinon cela n’aurait pas lieu
pour D : mais le recollement de D, doit avoir été fait suivant tous les ares ou il
était possible.

3. — SURFACES SIMPLEMENT CONNEXES.

La coupure I' ne sépare pas R. Soit alors P€l'. On peut distinguer, coinci-

dant avec P sur R, au moins deux points P’ et P” frontiéres de R*, que 1'on

peut joindre par une courbe CC R* (sauf en P). (i est une courbe fermée de R
qui si R est simplement connexe, sépare R en deux morceaux dont U'un G est
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tel que ¢ =GUC est formé de points intérieurs a R; ¢, morceau compact
i=h
de R, recouvrable par un nombre fini d’éléments est recouvert par A/,,ZU&‘-
i=1
I'Nn4, ne comprenant que des arcs périphériques de &;(¢=_A), en nombre
fini, est formé & l'intérieur de G d’un nombre fini d’aves définitifs y. Supposons
qu’aucun arc y n’ait d’extrémité libre, c’est-a-dire, que toute extrémité d’arc y
est aussi extrémité d’un autre arc y : & partir d’un point surI’ (etintérieur a G)
on peut parcourir I' dans les deux sens et aprés un nombre fini de pas (si nous
appelons pas la traversée d’une extrémité commune a deux arcs y) on-a par-
couru entierement I'nG; or I' ne coupe C qu’en un point P, donc nécessaire-
ment 1" se referme i l'intérieur de ¢, mais alors une boucle fermée de T
sépare R simplement connexe en deux morceaux, ce qui est absurde. Soit
donc Q une extrémité libre d’un arc v. Soit &,3Q. On peut construire sur R,
2(Q)C &, 2(Q) avant pour image sur A, un cercle, dont la circonférence n’est
coupée par I'image de I' qu’en un point; le recollement de D serait possible
suivant les arcs images d’une portion de I'nc(Q) voisine de Q. I' ne peut pas
- exister.

PREMIER THEOREME DE L’UNIFORMISATION. — St (R est sumplement connexe, = = ®(P)
la représente conformément et biunivoquement soit sur le plan entier (cas des sur-
faces fermées), soit sur le plan pointé (cas parabolique), soit sur un cercle fint

(cas hyperbolique).

Remarquer que si s = ®(P)représente R*sur le plan pointé, on peut affirmer
que R*== R, car si I' existait D serait de rayon fini.

. — Représentation d'une surface ouverte.

|. — Lol DE LA SOUDURE.

Soient D, I'image de R* par s=®(P), et (D;)(r=1.2, ..., 7, ...) une
suite de disques identiques a D,. Numérotons les cotés (image d’un y) sur la
- circonférence de chaque disque D;, de laméme facon sur tousles D;. 4, , désigne
le coté ayant le numéro £ sur la circonférence du disque D;. Tout arc y; a sur la
circonférence de D, deux arcs images A, et 7,, parcourus dans des sens
opposés quand on parcourt y; sur R. 7,, et 2, sont dits associés. Ainsi les
deuxiémes indices peuvent étre associés par couples. Il .en résulte que 7,
et 7.;, sont associables : en effet, soient dans D, deux morceaux simplement
connexes d, et d,(d,Nd,= o) contigus a 7., , et X, ,, d; . et d; ; ces mémes mor-
ceaux pris dans DD; et D;; d;, et d;, sont les images de 2, et 3, sur R, sans points
communs et admettant une courbe frontiére commune v, , correspondant a 7., ,
et 2;,. Effectuons alors la soudure de D, et D, suivant 7, , et %, , (ou les
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deuxiemes indices 1 et p sont associés). On obtient un cercle A, sur la circon-
férence duquel il peut y avoir deux arcs contigus associés, on effectue alors le
recollement de A, suivant ces arcs et I’on obtient un cercle A,. Sur la circonfé-
rence de A, les cotés ont pour indices 4, (r=1,2;k=1,2, ..., n, ...). Les
cotés ;. et A, sont associables : pour le voir il suffit de considérer dans A,
I'image de d;,. Nous effectuons la soudure de A, et A, suivant la loi ci-dessous.

Loi de la soudure. — Soit A, sur la circonférence duquel il n’existe pas d’arcs
contigus associés. Nous lui soudons un nouveau disque D,., suivant I'arc de
la circonférence de A, dont la somme des indices est minimum. Si plusieurs
arcs ont la méme somme d’indices on choisira celui de premier indice le plus
faible. Il se peut que la circonférence de A, obtenu par soudure de A, et D, ,
posséde deux arcs contigus associés. On effectue alors le recollement de A,
suivant ces arcs tant que cela est possible. On obtient alors A, .

Comme il s’agit de surfaces ouvertes, la circonférence de A, , obtenue par
soudure de A,, et D,., posséde nécessairement un sommet singulier (point
d’accumulation de cotés) ne correspondant pas a un point de &, comme celle
de D, elle-méme, et le recollement ne peut étre réalisé suivant la circonfé-
rence entiére ni de A,, ni de D,,,. On définit ainsi une suite de domaines (4A,),
ayant chacun une image dans le suivant par w,,,=29,:(w,) normalisée au
centre, et a laquelle on peut appliquer (si elle n’est pas finie, ce qui a priort
serait possible) les résultats du Chapitre I, A. On obtient alors un cercle A de
rayon fini ou infini, contenant une image conforme biunivoque de tout A, et tel
que tout cercle de rayon plus petit est couvert par I'image d’un A,.

2. — Ertupe bE A.

SiPe&A, il est intérieur a I'image dans A d'un A,.. Soit P, le pointde A, image
de P avec correspondance conforme biunivoque d’un voisinage. P, est soitinté-
rieur 4 I'image dans A, d'un D, soitfrontiére de plusieurs images de disques D;.

Premuer cas. — P,, donc P est]'image d’un pointP, eD,, avec correspondance
conforme biunivoque d’un voisinage. Or P, est 'image localement conforme
de T€e R*C R, c’est donc aussi vrai pour P. Inversement si 2e®*, il a une
image dans D,, localement conforme, donc aussi dans tout D;, et n images
dans A,; une de ces images P! est intérieure & 'image de D; dans A,.

Deuxiéme cas. — P, est frontiere de plusieurs images de disques D;, néces-
sairement en nombre fini. Soit D, le disque de plus petit indice dont I'image
dans A, admet P, pour point frontiére. P, correspond & un point P, de la fron-
tiere de A,. Puisque P, devient point intérieur d’un A, c’est que P, est soitinté-
rieur 4 un ¢oté de A, soit sommetrégulier(extrémite’ d’un coté, correspondant
3 un point de ® ), la loi de la soudure ne permettant pas a d’autres points péri-
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phériques de A, de devenir points intérieurs d’un 3,. Supposons P,_, frontiére
de A,_,. La soudure de A,_, et D, fail intervenir (¢/. recollement) un domaine
CC R et son image circulaire I'. A, contient, entourant P, une image conforme
du domaine C contenant I'image % de P,_,; il en résulte que P,, donc P, et P
sont des images localement conformes de <.

Inversement : 1° € & l'intérieur d’un coté de R*. < a deux images P, et P
sur la circonférence de D, Poeio,,., P, €%, ,. Soient P, ‘et P, les deux points
de A, qui, sur’image de D, correspondenta P, et P. Si P,€A,, alors A, contient
un voisinage de P, en correspondance conforme biunivoque avec un voisinage
de @ sur R. Si P, est sur la frontiere de A, P,,,e*'A,,,’,.. Aprés un nombre fini de
soudures, %, , finira par éetre le coté de A,_, dont la somme des indices est
minimum. Alors la soudure de A,_, et D, se fera suivant les arcs %, et A, ,
et P,_, aura pour image P,el,; la correspondance est alors localement

AN 9/
Tig. 24.

conforme entre 2€®, P,€A, et son image PeA. Remarquons que 'image
de P,_, peut devenir intérieure a A 4 la faveur d’un recollement sans que 7, ,
ait été le coté de somme d’indices minimum. Une image de < dans A sera
définie par P, ou P} suivant qu’il s’agit sur la frontiere de I'image de D), dv
point correspondant & P, ou a P,. P,=P’.
2° @ est extrémité d'un arc v. En & aboutissent p arcs v; séparant des
triangles 7; dans ¢( ). Chaque triangle t; se représente suivant un croissant 0’
de D,. Soient Q{(i=1, 2, ..., p) les points de la circonférence de D, images
de . Q) est 'extrémité commune de 2, ;. et h, ;.4 3 c’est aussi le sommet
du croissant §'. L’ensemble des p points Q) est appelé un cycle de sommets. Si
la soudure de A;_, et D, (ou un recollement au cours de cette soudure) a lieu
suivant les arc 2, ;) et ; ;,, on arassemblé dans A, le croissant 0} image de 0
son sommet étant Uimage Q, de Q. sur 4, , et de Q). Sur la circonférence
de A,_,, supposons que plusieurs croissants aient déja été rassemblés avec Q_,
pour sommet commun. Soient 4, ., et A, ;_, les cotés de la circonférence
de A,_, aboutissant en Q) ,. Les croissants rassemblés en Q.. sont donc
¥ (a=j,j+1,...,7—1). Supposons le nombre de ces croissants < p (ce
qui est vrai pour A,=D,, ou il n’y a qu'un seul croissant & chaque sommet).
Apres la £ soudure, le croissant f; est aussi rassemblé autour du point Q.
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Ou bien le nombre des croissants réunis en Q est encore < p, ou bien il est
égal a p, puisqu’on n’en a ajouté qu'un. Dans le dernier cas /4 1=/ modp, et
I’on peut poursuivre le recollement de A, suivant les arcs &, ;. et Ay iy .. Ce
recollement se fait en introduisant un cercle contenant une image conforme d’un
voisinage de 7. Q; devient alors point intérieur de 3, en étant une image loca-
lement conforme de <. Il se peut que le recollement de A, puisse se poursuivre
le long de la circonférence de D, a partirde I'extrémité de I'are (suivant lequel
a été faite la premiere soudure), qui n’a pas été utilisée pour conduire a Q. La
périphérie de D, et celle de A,_, contenant chacune au moins un sommet sin-
gulier, le recollement ne peut se faire ni jusqu’au point Q,,; par'arc 7, ;.4 et
ses suivants, ni jusqu’au point Q' par l'arc %, ... Donc une opération de

Iy

soudure n’a bien ajouté qu’un seul croissant 0} a I'’ensemble des croissants déja
11

réunis en Q)",. Aprés un nombre fini de soudure <7 aura encore une image loca-
lement conforme a 'intérieur d’un A,, done de A.

DEUXIEME THEOREME DE L'UNIFORMISATION. — Toute surface de Riemann ouverte est
représentable par une représentation conforme, uniforme ou non, soit sur un
cercle, soit sur le plan pointé, de la maniére suivante : tout point de R peut étre
enfermé dans un de ses voisinages, que la représentation précédente applique
conformément et biunivoquement sur un voisinage d’une de ses images. Tout point
du cercle image, correspond @ un point de R, acec correspondance conforme biuni-
voque d’au moins un voisinage sur R.

CHAPITRE 1.

LES SURFACES DE RECOUVREMENT ET LEURS ARBRES TOPOLOGIQUES. °

\. — Surfaces de recouvrement.

I. — DérNrrions ().

A. DOMAINE REGULIEREMENT COUVERT. — Soit [/ une représentation conforme d’une
surface de Riemann (R dans une autre R. Un domaine D de R est réguliérement
couvert par R pour [ si I’ensemble E des points de R dont I'image par [, appar-
tient a D[E=/"'(D)], n'est pas vide et si toute composante connexe de K est
représentée con formément et biunicoquement sur D par f.

B. Recouveement apstrarr. — Soit R une surface de Riemann: un recouvrement
abstrait (R, [) de R est un couple formé par une surface de Riemann R, et une
représentation [ de & sur R telle que tout point de R posséde un voisinage régulie-
rement couvert par (R pour f.

(1) aprés Chevalley, Theory of Lie Groups, pour les recouvrements d’espaces topologiques.
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2. — (Hoix nE (R.

A\

n : 5 . » R . . R/ :
(R, [) étant un recousrement de R, (R’, @) un recousrementde R, (R', [ o @)
est un recousrement de R. ‘

/o o représente R’ sur R en satisfaisant aux conditions A et B. En particulier,
toute surface de Riemann R’ conformément équivalente & R, peut, combinée
avec une fonction convenable, constituer un recouvrement de R.

RECOUVREMENTS SIMPLEMENT CONNEXES. — a. FExistence. — D’apres le deuxieme
théoreme de I'uniformisation, étant donné une surface R, il existe une repré-
sentation conforme d’un cercle A (de rayon fini-ou infini), sur R telle que tout
point P& R posséde un voisinage U(P) réguliérement couvert par A pour /.
Reprenons R*=R —1'; si P€R*, prenons U(P)C R*; si Pel, il estintérieura
aunarc de I', donc & un « disque » ayant servi a recoller divers exemplaires
de R* [ces « disques » ayant été ordonnés on prendra U(P) inclus dans le
disque de plus petit indice]. Tout cercle €A est couvert par un nombre fini

- d'images de R* ou de disques.

E(U)=£ 0, puisqu’il y a des points de E(U) dans le premier exemplaire de
I'image de R*. Soit M& U(P) et u.une image de M dans A. La connaissance de .
permet de déterminer soit I'exemplaire de I'image de R*, soit I'image du
« disque » auquel il appartient. Dans les deux cas, I'image considérée contient
une image conforme hiunivoque de U(P) par /*-'.

b. lquivalence conforme. — Soient (A, /) et (A, /) deux recouvrements
" simplement connexes de R ol A et A’ sont deux cercles des plans 5 et 5", Soit
p€A dont I'image sur R par fest P.

Il existe sur R, U(P) représenté conformément et biunivoquement sur u(p)
et u'(p’) [une composante quelconque de /" -*(U)]. Pour obtenir U(P) on aura
pu étre amené i se restreindre i l'intersection de deux voisinages de P, 'un
régulicrement couvert par A pour /f, 'autre par A pour /. On a ainsi défini
5'(3) holomorphe, univalente dans u(p); soit p, sur la périphérie de u(p),
auquel correspondent P, sur R et p, sur la périphérie de «'(p’). | En ayant au
besoin réduit U(P) pour que ses représentations sur u et u’ soient encore biu-
nivoques entre les frontiéres]. U,(P,) est représenté conformément et biunivo-
quement sur «,(p,) et ¢, (p,). s'(z) est holomorphe dans unu,(=£0) et est
prolongeable dans «, entier. Ce prolongement est possible dans tout A : soit

g€A dont on peuts’approcher indéfiniment, par prolongement de ='(z) suivant
une courbe 7.. Q est I'image de ¢ sur R; il existe V(Q), réguliérement couvert
par A pour /et par A’ pour /7; la composante de /~'(V), connexe a g étant ¢(q),
il existe u,(p,) tel que s (u,Nv) ne soit pas vide et ait pour image par /, d.

’

d a une image dans «, soit 2/, et V(Q) a une image dans A, connexe a 2/,
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par /"' : le prolongement de '( =) est donc possible en ¢. 5'(z) est analytique
dans A, uniforme d’apreés le théoreme de monodromie; elle est univalente, sinon
3(s") ne serait pas uniforme, et ' couvre A" quand = parcourt A entier. 3'(z)
est donc homographique.

Tukorkme. — Les recousrements simplement connexes de R sont tous conjformé-
ment équivalents. :

.

3. — CHoIX DE /.

Choisissons maintenant pour représentation /, I'identité locale ('); / qui
représente une composante connexe de f~'(D) sur D est I'identité. La
surface R qui, combinée & / constitue un recouvrement de R, est alors appelée
surface de recouvrement de R, relaticement non ramifiée.

Existence. — Construisons sur R, £ arcs de courbes ne morcelant pas R (on
peut méme supposer qu’'il y en a une infinité dénombrable, comme c’est le cas
pour I'), certains pouvant étre fermés. Comme R est orientable on peut distin-
guer sur R, deux bords d’un tel arc de courbe : nous les noterons (a; et a;),
c’est la loi d’association (Chap. II, D, 1); soit R* la surface ainsi découpée,
R’ une suite d’exemplaires identiques 4 R*. Silebord a;de 'exemplaire de R est
noté a; ;, on peut construire R, =R;URTUa, U4, ,, ol les points a, , et @)
correspondants sont identifiés. En se donnant une certaine loi de formation R,
| par exemple la loi de la soudure (Chap. II, D, 1)], on définit une surface de

Riemann qui est une surface de recouvrement de R.

BB. — Arbre topologique. Généralités.

1. — DEFINITIONS.

Pour les surfaces de Riemann de fonctions analytiques, et possédant seule-
ment un nombre fini de points fondamentaux, c’est-a-dire dont les points de
ramification se projettent sur un nombre fini de points, on a ntilisé un mode
de représentation de ses surfaces par les réseaux ou les arbres topologiques
[ Speiser (*), Nevanlinna (*), Le van Thiem (*)]. Nous décomposerons unarbre
topologique en les éléments suivants :

a. ScuiMa. — L’ensemble des neeuds et des traits de liaison (ou cdtés). — Le
nombre ¢ des traits de liaison issus d’un nceud, est indépendant du neeud.

(') Abus de langage, pour désigner une projection de domaines plans, & un ou plusicurs feuillets,
sur un autre domaine plan. Nous dirons aussi que ces plans sont « au-dessus » les uns des autres.

(2) Ueber Riemannsche Flichen (Comm. Math. Helo., 2, 1930).

(3) Eindentige analytische Funktionen (Springer, 1936).

(#) Beitrag zun Typenproblem der Riemmanschen Flichen (Comm. Math. Helo., 20, 1947).
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Cycle. — Ensemble de nwuds et des cotés qui les joignent, de telle sorte que la

ligne polygonale ainst formée, soit fermée et sépare le plan en deux régions dont
l’une ne contient aucun noeud.

Un cycle peut avoir un nombre fini » (cycle d’ordre n) de nceuds (donc le
méme nombre de cotés) ou une infinité (cycle d’ordre infini).

b. OrieENTATION. — Neeuds. — Les nceuds sont de deux sortes, notés o et x. Un
cOté joint un o a un x.

Cotés. — Les cotés de ¢ sortes, notés a,, a,, ..., a,_,, a,. Si 'on tourne
autour d’un o dans le sens direct, et que I'on renconte les cotés dans I'ordre
Ay, @y, ..., Gqy, a4, 1l en est de méme pour tous les autres neceuds o, et si ’on

tourne dans le méme sens autour d’un nceud » quelconque, on rencontre les
cotés dans l'ordre a,, a,, a, ., ..., a,.

TukoriMe. — Tous les cycles du schéma étant d’ordre pair, !’orientation est
déterminée lorsqu’on a fixé la nature (o ou x) d’un neeud, et la nature d’un trait
de liaison.

S’il y avait un cycle d’ordre pair, le fait pour unneeud de ce cycle, d’avoir
une nature o oux serait incompatible avec le fait qu’un coté joint deux nceuds
de natures différentes. Pour un cycle d’ordre pair, les natures de ces neeuds et
de ses cotés (donc des cotés issus d’un neeud quelconque de ce cycle) ne
dépendent pas du trajet effectué sur la périphérie du cycle, pour atteindre ce
neeud, i partir d’un neeud origine. Or deux trajets distincts joignant un neeud
origine a un nceud quelconque sont réductibles 'un al’autre en remplacant sur
un nombre fini de cycles, une partie du contour d’un cycle par 'autre partie du
contour du méme cycle ayant les mémes extrémités (').

Le schéma et 'orientation constituent ’arbre topologique, et si I'on a fixé les
projections sur un plan z, des points de ramification d’une surface de Riemann,
en spécifiant leur nature (par celle des deux arcs de liaison qui I’entourent), la
la surface de Riemann est déterminée; I’hypothése (') correspond au fait que
la surface de Riemann est simplement connexe. L’arbre topologique d’une sur-
face de Riemann peut dans certains cas suffire pour déterminer le type de la
surface, alors que la liberté du choix des pomts fondamentaux de ramification
peut a priori modifier le type de la surface.

2. — Lus ARBRES TOPOLOGIQUES A CYCLES FINIS ET REGULTEREMENT RAMIFIES.

1l s'agit d’arbres T ne possédant pas de cycles infinis et dont les neeuds ne
s’accumulent qu’a I'infini.

(1) Cela implique que les nceuds du schéma, s’ils sont en nombre infini, ne s’accumulent qu’au
point a linfini du plan. Nous nous placerons toujours dans cette hypothése.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 6
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Diriximions. — a. Neeuds schématiquement équivalents. — Deua: noeuds P et P’
sont dils schématiquement équivalents (P oo P') si les figures constituées par le
schéma et le point P d’une part, le schéma et le point P' d’autre part, sont iden-
tiques (en tant que figures définies a une tranformation topologique prés).

<

Transuivité. — 1l est évident que P o> Q, Q «o R entrainent P~ R.

b. Un schéma est réguliérement ramifié, s’il existe un certain ensemble fini (E)
de nceuds tel que toul neud du schéma soit e @ un nowud de E.

c. Neeuds équivalents. — P et Q sont équivalents (P~ Q), si les figures consti-
tuées par Uarbre | et le pornt P d’une part, Uarbre T et le pornt Q d’autre part,
sont identiques.

Transitivitée. — P~ Q. Q~v R entrainent P~ R.

d. Arbre réguliécrement ramifié. — 'I' est un arbre réguliérement ramifié, s’il
existe un certain ensemble fini K de noeuds, tel que tout neeud de I’arbre soit ~ a
un neeud de K.

D’aprés le théoréeme du paragraphe 1, I'ensemble des neeuds « P, peut étre
séparé au plus en 24 classes de nceuds équivalents, d’ou :

TakorkME. — U'n arbre topologique a schéma régulicrement ramifié est régulic-
ment ramifié.

TneoriMe. — St T, régulicrement ramifié, posséde une infinité de nwuds, tout
noewd Q a une infinité de neeuds équivalents.

L’un au moins des nceuds de K, soit P,, posséde une infinité de nceuds
Pi~P,. Soit Q un neeud de T, qui peut étre joint & P, par une ligne polygo-
gonale I',. On peut construire d’'une maniére unique a partir de chaque P, une
ligne I';, comme I, est construite sur T a partir de P,. Chaque I'; détermine un
neeud Q;~ Q. De plus I'; et I'; déterminent Q; et Q; distincts, car Q; étant équi-
valent a Q, la ligne I'; peut se construire d’'une maniére unique a partir de Q;
comme I’y a partir de Q. D’oi1 'on déduit : -

Tuiorime. — St T, réguliérement ramifi¢ n’a qu’un nombre fini de neoeuds,
chaque classe de nceuds équivalents comprend le méme nombre de neeuds.

e. Cycles équivalents. — Deux cycles sont équivalents st tous leurs neeuds sont
deux a deux équivalents, et rencontrés dans le méme ordre lorsqu’on parcourt les
cycles dans le méme sens : 1l n’y a qu’un nombre fini de classes de cycles équi-
valents; et d’autre part, pour que deux cycles soient équivalents, il suffit qu’un
neeud de I'un soit équivalent 2 un neceud de I'autre, et que les cotés du cycle
issus de ces nceuds soient de méme nature. La condition sur les sens est respectée -
d’elle-méme, puisque les nceuds équivalents sont de méme nature.
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C. — Les surfaces fermées et leurs surfaces de recouvrement.

. — ARrBRE TOPOLOGIQUE D’UNE SURFACE FERMEE.

Soit I' une courbe fermée du plan = passant par les projections des points
critiques de R; I est partagée en un certain nombre d’arcs par les projections
de ces points critiques. Construisons alors & partir de R une surface R* simple-
ment connexe obtenue en retirant de R les points de certains ares y dont les
projections sur le plan = sont des arcs de I'. La construction de I'arbre topo-
logique T* de R* met en évidence des cotés issus de certains neceuds, et n’abou-
tissant pas a4 un autre neeud. Ces cotés représentent des liaisons entre demi-
feuillets a travers un arc de R — R*. Cet arc sépare dans son voisinage deux
demi-feuillets de natures différentes, et 4 chacune de ces deux lévres corres-
pond un coté libre de I'arbre T*. Identifions conventionnellement ces deux
cotés libres notés 7., — 7. Alors tout coté de 1* joint effectivement deux neeuds
(o et), et T" devient I'arbre T de R. Une transformation topologique globale
de R transforme les demi-feuillets en domaines sur S transformée de R. Si
nous prenons pour S une surface type de méme genre que R, un coussin a
p trous par exemple, les domaines transformés des demi-feuillets seront appelés
demi-domaines d’anivalence, et la frontiére de chacun pourra ¢tre séparée en
autant d’arcs que I'. Sur cette surface S, 'arbre T de R peut étre construit sans
que I'on ait recours a I'identification conventionnelle d’éléments « libres ».

Remarque. — 1.’arbre T peut étre réguliérement ramifié, si les définitions ¢
et d s’appliquent a I'arbre T construit sur la surface S.

Inversement. soit T* un-arbre composé d’un nombre fini de neeuds, dont
certains sont origines de cotés libres eux-méemes associés par couples (g, —¢);
si deux cotés libres associés étaient successifs sur la périphérie de 1%, on
pourrait les raccorder en fermant un cycle; deux cotés associés doivent étre de
méme nature et issus de nceuds de natures différentes. Dans ces conditions on
peut construire de proche en proche la surface R* représentée par 1° et la
limiter par des coupures indiquées par les cotés libres de T*; en identifiant les
coupures correspondant aux liaisons ¢, —z, on a construit une surface de
Riemann R & nombre fini de feuillets. On sait déterminer le nombre » de
feuillets de R, sur T*, et pour déterminer le genre de R, il suffit de déterminer
le nombre des points critiques avec leur ordre. La périphérie de T* est séparce
par les cotés libres en un nombre fini d’ares polygonaux qui représentent
chacun un trajet sur R limité aux deux coupures représentées par les cotés
libres extrémes. Ce trajet peut se poursuivre sur R et simultanément sur d’autres
arcs polygonaux de la périphérie de T*. Lorsque le parcours se sera fermé, le
trajet correspondant sur R se sera également fermé, et I’on aura décrit sur R un
chemin fermé entourant un seul point critique : tous les arcs polygonaux ainsi
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parcourus sur la périphérie de T* appartiennent & un méme cycle dont I'ordre
est 2v (nombre de cotés de 'ensemble de ces arcs) et le point critique corres-
pondant a pour ordre v. Sur la surface S on ne distinguera pas les cycles initia-
lement fermés sur T* et ceux qui correspondaient 4 des systémes d’arcs poly-
gonaux de la périphérie de T*. Nous dirons que le « centre » d’un cycle
d’ordre 2v correspond 4 un point critique d’ordre v. D’ol le genre de R,
2p =X(v;—1)—2(n—1) qui ne dépend que de T*.

9. — SURFACE DE RECOUVREMENT.

Soit B ’arbre topologique de R, surface de recouvrement de R. Un nceud 9t
de @ représente un demi-feuillet de R et comme tel correspond 4 un neeud N
de T (Chap. III, A, 3). Soit alors un point critique de R permutant une famille
de demi-feuillets, dont fait partie celui représenté par 9t. A ce point critique
sur R correspond sur R un point critique de méme ordre, donc a4 chacun des
cycles auxquels appartient 9T correspond un cycle de méme ordre sur T auquel
appartient N (d’ou 'on conclut que  est a cycles finis). La correspondance
entre 9T et N ayant ainsi été prolongée a tous les noeuds des cycles contenant 9t
et N, on peut a partir de 9C construire un arbre T, identique 4 T. L’arbre % est
I'arbre de la surface de recouvrement représentée par T,. Mais T, peul étre
construite a partir de n’importe quel point 9t de G, donc :

TrEOREME. — B-est a cycles finis, régulicrement ramifié, 'ensemble K (cf. déf.,
Chap. IIL, B, 2) pouvant étre pris identique a 'arbre T de R.

Cela n’exclut pas que I'on puisse trouver un ensemble K’ plus restreint que T.

3. — CELLULES.

Soit Q un ensemble fini de neeuds de . On peut définir les éléménts sui-
vants sur G : neud périphérique de Q, neud N€Q et tel que 'un au moins des
neeuds de G et €Q soit reliable a N par un seul coté; neud extrapériphérique
de Q, neeud Q de G et g Q, reliable 4aun neeud N€Q par un seul coté. Nestdone
périphérique de Q.

Cellules. — Une cellule est un ensemble fini € de neeuds de G, tel qu’il n’y ait
pas dans €, deux neuds équivalents, et que tout neeud extrapériphérique de € soit
équivalent a un neeud de €.

Construction. — Soit P€®, et &, I'ensemble des neeuds extra-périphériques
pour P. Désignons par b, le plus petit sous-ensemble de ), tel que tout neeud
de b’ soit ~ & un nceud de b, ; posons B,=05, UP. Soit ¥, I'ensemble des nceuds
extra-périphériques de B, et b, le plus petit sous-ensemble de &, tel que tout
neeud de &), ait un équivalent dans B,=B, U b,, . ... Cette construction des B;
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ne peut fournir une suite croissante de B;, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de
classes de neeuds équivalents. Lorsque B, ,=B,, B, est une cellule €.

Cotés libres associés. — Un coté libre de @ est un trait de liaison de T joignant
un neeud périphérique de € 4 un neeud extra-périphérique. Soit Q extra-périphé-
rique, il posséde un nceud équivalent R dans &€, et soit o un coté libre joignant Q
a Q' (périphérique); le coté issu de R et de méme nature que « joint Re € a R’
qui ne pent étre Q' lui-méme, sinon il y aurait deux cotés de méme nature issus
de Q', puisque Q et Rsontdistincts; R’ qui est ~ Q' ne peut donc appartenira €,
sinon € comprendrait deux nceuds équivalents. Les cotés (RR") et (QQ") sont
deux cotés libres dits associés. Il est immédiat que cette association est réci-
proque et qu'un coté libre n’a qu’un seul associé. (Nous conviendrons dans ce
qui suit de ne représenter que la moitié d’un coté libre.) .

Ares périphériques. — Appelant extrémités de € les extrémités des demi-
cotés libres, nous pouvons séparer sur la périphérie de € (précisément au
moyen des extrémités) des arcs périphériques.

Pavace bE G par LES CELLULES. — A partir de deux nceuds de G, P; et Q; res-
pectivement équivalents aux nceuds P et Q€€, on peut construire d’'une
maniére unique des cellules €; et €;, comme € est construite a partirde P et Q.

Tatoreme. — &; et €; ou bien sont confondues ou bien n’ont aucun nocud
commun.

Supposons qu’il existe Ne; et a €;. N a donc un équivalent Noe€ et un
seul. €; et €; sont construits a partir de N comme € a partir de N, et cette
maniére de construire €; et €; n’a qu'une solution, donc €;=,.

TukoriME. — Tout neeud P € G a un équivalent dans €.

Soit P& ®, on peut le joindre & O€@ par une ligne polygonale L, d’un
nombre fini de cotés. Parcourons L (de O vers P); soit P, le premier point
extra-périphérique de L pour €, il a un équivalent P, dans €; on peut cons-
truire €, a partir de P, comme € & partir de P’ et €, et € n’ont aucun point
commun. Soit alors P, le premier neeud extra-périphérique de L pour €U €,,
il est extra-périphérique pour 'une au moins de ces cellules et a par consé-
quent un équivalent périphérique, P,€€. On construit €, & partir de P,
comme ¢ a partir de P,. Comme P,5<P,, et que L comprend seulement un
nombre fini de nceuds, il existe €,2P. Donc P a un équivalent dans ¢, évi-
demment unique. Si l’on distingue O € € et ’ensemble de tous les 0,~ 0, on
couvre G entier sans omission, ni superposition en construisant les €, a partir
‘des 0, comme € a partir de O. Soient &€; el €; deux cellules (elles que P; e €;
et Q€ &; soient reliés par un seul coté (cellules juxtaposées), Q; désignant
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Péquivalent dans €; de Q; le coté issu de Q et de méme nature que Q;P; est
précisément l'associé de P;Q; dans la cellule €,.

TueoriME. — Dans le pavage de G deux cellules juxtaposées sont relices 'une a.
[’autre par des traits de liaison assoctés.

1. — Cyeres.

Considérons un cycle K de &; pour former le contour de K, il faut juxtaposer
dans le pavage de &, un certain nombre de cellules. Un certain nombre ¢ d’arcs
périphériques de € contribuent a la formation du contour de ce cycle (en pou-
vant y apparaitre plusieurs fois). Il n’existe pas sur la périphérie de € d’ares
périphériques (autres que les ¢ ci-dessus), contribuant a la formation du
contour d’un cycle équivalent, sinon € comprendrait deux neeuds équivalents.
Supposons qu’un arc périphérique de € apparaisse v fois sur le contour du
cycle K. Soient Py, ..., P,, v neeuds équivalents appartenant a ces arcs; comme
® est le méme a partir de chacun des P;, tout arc qui contribue 4 la formation
dua contour de K apparait également v fois; v est donc aussi le nombre de neeuds

équivalents apparaissant sur le contourde K, et i ce titre estindépendant de €.
" Nous appellerons v la caractéristique de K. Par contre, ¢ dépend de la décompo-
sition cellulaire. Le nombre total d’arcs périphériques de cellules € apparais-
sant sur le contour de K est vg.

D). — ARBRE DE BASE.

L’arbre de base de & est un arbre T, avec un nombre f[ini de nocuds, et une
loi d’association entre cotés libres, qui soit arbre d’une surface algébrique A,
tous les cycles de T ayant I'ordre qu’ils ont sur ®. Si tous les cycles ont pour
caractéristique 1, € est I'arbre de base de &, mais ce n’es( plus le cas dés qu’il
y a sur G un cycle de caractéristique 1.

Prenons pour T un groupement G de N cellules €, dont les indices sont
définis modN. On va chercher un choix des indices des cellules €, de facon
que, en parcourant un cycle K; dans le sens direct, on passe par les demi-
liaisons (z, — ) | la liaison 7€ €, et la liaison — 7€ €] de la cellule €, a la
cellule €, avec K=/ —+ ;. On a alors x_;=— x; | si nous cherchons & faire
de x; un coefficient lié & la liaison (¢, —7) indépendant des cellules qu’elle
relie |, ce que I'on voit en parcourant le cycle K adjacent & K; suivant (7, — 7).
Pour chaque K; on a une équation

(1) v,-z‘x,--_,; MmN,

K

.o . - Al . .
ol v, est la caractéristique du cvele K;; 2‘ la somme des @; distincts corres-

K
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pondant aux cotés libres reliant deux cellules consécutives du cycle. 7#; doit
élre un entier premier avec v;, sinon le cycle se fermerait sans étre constitué
par vp arcs périphériques de €.

Si le systéme (1) est résoluble en nombres entiers, on peut construire un
groupement de N cellules ayant toutes des indices différents, et prendre pour
loi d’association, la suivante : soit z un coté libre de €, on lui associe le coté

ibre —7 de €, . ; P'association est évidemment réciproque : 4 — ¢ de €,
correspond 7 de €., _..= €,. On a ainsi constitué un arbre de base T d’une
surface algébrique A (').

SURFACE DE RECOUVREMENT DE A. — Soit P& G et O un neeud de T. On peut cons-
truire une ligne polygonale OP ou A. Soit P, le premier neeud extra-périphé-
rique pour T sur A\, P,Q, le coté de \ précédant P,(Q,€T,). PQ, coté libre
de T a un associé Q, P (P, €T) et 'on peut construire une ligne .\, & partir
de P’ comme A\ a partir de P,. Soit P, le premier nceud extra-périphérique
sur A, pour T; on peut construire .\, et & chacune de ces opérations on pro-
gresse au moins d’un coté sur .\, et 'on associe ainsi & P un point I de T.

Ce point IT ne dépend pas de A ; il suffit de montrer que I n’est pas changé si
'on remplace dans .\, une ligne polvgonale contour d’un cycle, par la ligne
polygonale complétant le contour du méme cycle et ayant les mémes extre-
mités. Cela revient 2 montrer que si Q est un nceud de &, et M un neeud T~ Q,
et que I’on fasse parcourir & Q, le contour d’un cycle en partant de Q et reve-
nant en Q, le point M,~ Q, va parcourir & partir de M une ligne polygonale
connexe ou disjointe de T se fermant en M quand et seulement quand Q,
atteint Q. C’est une canséquence du fait que les équations (1) sont vérifiées
(7, premier avec v;), d’autre part, si Q, décrit un cycle d’ordre 27, M, parcourt
une ligne polygonale de 27 cotés (en comptant pour un seul deux demi-
liaisons associées).

Soit R la surface de Riemann représentée par & et admettant les mémes
points fondamentaux de ramification que A. Un point de R appartient, soiz 2 un
demi-feuillet : alors la correspondance établie entre les nceuds de G et ceuxde T,
permet d’établir entre un point d’un demi-feuillet de R et un point d’un demi-
feuillet de A, une correspondance conforme des voisinages, localement iden-
tique; soit & I'intérieur d’un arc séparant deux demi-feuillets : la correspon-
dance ci-dessus s’étend encore a ce cas, avec correspondance identique des
voisinages; ou bien ¢’est un point critique de ®, d’ordre # correspondantsur @
a un cycle d'ordre 27.. A ce cycle correspond sur T une ligne polygonale de 27.
cotés, donc sur A un point critique d’ordre . La correspondance entre

(1) J’ai montré par une toute autre méthode que I'ordre de base T pouvait étre construit méme
dans le cas ot (1) n’est pas résoluble en hombres entiers, (C. R., Acad. Sc., 232, 1951, p. 467).
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« centres » de cycles s’étend encore dans le voisinage des points critiques, par
identité locale.

TukoriME. — La surface R représentée par G et ayant les mémes points fon-
damentaux de ramufication que A, est la surface de recousrement de A représentée
parT.

6. — ResoLuTIoN pU SYSTEME (1).

Au lieu de conserver x; et z_; dans les équations (1) nous écrirons ¢;;x; ol ¢;
est le coefficient de x; dans I’équation de K;.

a. 2n désignant le nombre des cotés libres de @, les équations

(1) V/E gjiri= NN

K;

contiennent n inconnues. Puisqu’il y a 27 cotés libres, il y a aussi 2narcs péri-
phériques de €, d’ou 27 équations. Si dans une équation figurent 2Zinconnues,
c’est que A arcs périphériques de & participent a la formation de K;, et 'équa-
tion de K; se trouve répétée % fois dans les 27z que nous avons écrites; £ est ici
le o défini plus haut.

b. Retirons du systeme les équations qui se rencontrent plusieurs fois et
écrivons le systeme sous la forme

: N
(2) iwi= Ny

7
K

Dans ce systéme, puisque les cycles K; sont toujours parcourus dans le sens
direct, I'inconnue x; se rencontrera deux fois seulement dans deux équations
distinctes, avec des signes différents, puisque la liaison (¢, — ) correspon-
dante, est un coté commun a deux cycles seulement et est parcourue dans deux
sens différents lorsqu’on parcourt les deux cycles dans le méme sens.

c. Si toutes les équations comportent au moins deux inconnues, il y a au
plus » équations dans le systéme (2). Supposons que (1) contienne o équations
a une inconnue, ce qui raméne 4 2n — « le nombre des équations répétées au
moins deux fois :

St a2, il yaau plus n —1 équations distinctes a plus d’une inconnue, ce
qui porte & n 41 au plus le nombre d’équations distinctes dans (2).

Si a > 2, soient sur la périphérie de € deux arcs périphériques de ¢ =1,
limités par les cotés associés A et — 7 et, p. et — u., et tels qu’il n’y ait pas
d’autre arc de p =1 entre les cotés libres 2 et . Il'y a alors entre A et p, un
arc au moins d’un cycle de p > 2; sinon a partir des cotés libres 2 et — % tous
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les cotés libres seraient deux a deux associés, et 'on trouverait que p aurait un
autre associé que — y., puisque entre — A et — p. il y a d’autres arcs de cycles
avec o = 1. Cela ayant lieu entre chaque couple d’arcs dont les extrémités sont
associées, on déduit que : ‘

Si oo = 3 au moins une équation est écrite trois fois dans (1).

Si o=/ au moins deux équations sont écrites trois fois ou une équation est
écrite quatre fois, etc. ; dans le cas général on pourra retirer « — 2 équations de (1)
pour se ramener au cas ol toutes les équations restantes (a part celles ne con-
tenant qu'une inconnue) sont encore écrites au moins deux fois. Il reste donc

au plus o+ %[(zn——a)—(a—— 2)] = n-1 équations dans (2).

d. Le systéme (2) comprenant p équations, le rang du tableau des coeffi-
cients est p —1; la somme de toutes les formes linéaires ﬁglirant aux premiers
membres est = o, d’aprés (b). Donc le systéme ne sera résoluble que si 'on
peut trouver N et un systéme de 7; (chacun premier avec le v; correspondant)
vérifiant
(3) n,l: —o.

Sile rang était < p — 1, il serait possible d’exprimer une forme linéaire des
premiers membres, comme somme (changée de signe) d’autres formes de (2),
sans pour cela les utiliser toutes; revenons alors a la signification de ces équa-
tions : ’équation d’un cycle fera toujours intervenir les équations de tous les
cycles qui lui sont contigus qui sont les seuls ou figurent les inconnues appa-
raissant dans la forme initiale, et de proche en proche tous les cycles périphé-
riques de € interviendront.

Il est a remarquer que la condition (3) ne fait pas intervenir la structure de €,

ni les cycles de caractéristique 1. C’est une condition ne dépendant que de ®.

c. Calcul du déterminant des p —1 formes principales. 1l posséde la pro-
priété suivante H : chaque colonne se compose de zéros et de deux éléments au
plus, 7~ o0 égaux l'un a 41, lautre & — 1.

Nous chercherons seulement la valeur absolue de ce déterminant, sachant
qu’il est £ 0, et nous permuterons sans précautions pour le signe, lignes ou
colonnes. Aucune colonne ne pouvant étre composée exclusivement de zéros,
ni aucune ligne, on peut placer un 1 comme premier terme de la diagonale
principale et ajouter la premiére ligne & celle ou figure —1 a la premiére
colonne. Le coefficient de @, est un déterminant D, de méme espéce que le pré-
cédent, puisqu’on a modifié une seule ligne sans altérer la propriété fondamen-
tale H. 1l en résulte que ce déterminant a pour valeur absolue 1.

Sous la condition (3) le systeme (2) est résoluble en nombres entiers.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. |. 7
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CHAPITRE 1V.

DECOMPOSITION EN FEUILLETS DE CERTAINES SURFACES DE RIEMANN.

A. — Méthodes d’isolation des singularités.

1. — NortATIONS.

La variable complexe étant w, nous considérerons des surfaces de Riemann R
obtenues par prolongement analytique. Nous admettrons que le prolongement
est possible au dela d’un point algébrique sur R, et nous réserverons le nom
de point critique a la projection sur le plan w, d’un point algébrique de R.
R sera supposée simplement connexe, représentée sur un cercle C de rayon ¢
(fini ou infini), par une fonction 5 = ¢(w)dont lafonction inversesera w = f(z).

Un point w, est transcendant pour ¢, s’il existe a 'intérieur de tout cercle
centré en w, un ¢lément &(w, z) prolongeable dans I'intérieur de ce cercle,
suivant un certain chemin jusqu’a w, exclusivement. Un point transcendant
n’existe que dans le plan ¢ [les points critiques sont provisoirement exclus,
puisque I'on a admis que ¢ était prolongeable au dela des points algébriques].
Il peut arriver que certains éléments soient prolongeables jusqu’en s, inclusi-
vement; nous dirons qu’ils définissent une branche réguliere (ou algébrique)
en w,. Nous désignerons par & l'ensemble des points transcendants, &' son
dérivé, = BUT'. Nous nous bornerons aux surfaces R telles qu’e/ est possible
pour chaque valeur de.l'entier n, de construire un ensemble fini de domaines sim-
plement connexes ¢, (1 =1, 2, ..., p,) tels que :

oo i,
1° o' C Uo",
i

2° max dist(P, ®')—o quand n—> «, P parcourant la frontiére de UB,I.

l

9. — Exnaustion quasi siMPLE DE C®. -

Soit v/ la courbe fermée frontiére de ¢/ ; la trace de © sur ¢/, est un ensemble

n?
fermé intérieur 4 o/, dont la distance a v/ est 2/, >o0. La couronne comprise

entre v/ et une courbe vy’ dont tous les points sont i une distance de y, <4,
ne renferme qu'un nombre fini de points transcendants, et au plus une infinité
dénombrable de points critiques. II est donc possible de construire dans cette

iy

couronne une courbe ¥/ fermée limitant un domaine ¢’ € &, contenant a son
intérieur tous les points de  intérieurs 2 ¢/, et ne passant par aucun point cri-

tique. Les points de % extérieurs a | J2) sontisolés et en nombre fini : on peut

/
les enfermer dans des domaines d; ne contenant chacun qu’'un seul point trans-
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cendant, et dont les courbes frontiéres ne passent par aucun point critique ; on
peut assujettir les d; & avoir des diamétres qui tendent vers zéro quand n > .
Désignons par ¢’ les domaines ¢/ oud:(¢=1,2....,¢,) et posonsd,=C Uaf, ;

s
les A, forment une suite croissante, chacun étant limité par un nombre fini ¢,

de courbes fermées v/ limitant les domaines ¢’ ; A, ne contient aucun point

transcendant et les v, ne passent par aucun point critique. Les ¢, satisfont
alors &

1° BC U g
i
2° max dist(P, ) o quand n->x, P parcourant la fronticre de L}&jz ;
. . o . . .
3° v, nepasse par aucun point critique nitranscendant

¢

3. — KEXHAUSTION SIMPLEMENT CONNEXE DE C®.

Sur chaque courbe y, marquons un point A). Construisons alors dans A, a
partir d’un point A, intérieur non critique, ¢, courbes ne passant par aucun
point critique. sans autres points communs que A, et aboutissantaux points A’.

Fig. 25.

Din

Les ¢, se séparent en ¢, familles: tous les ¢  d’une méme famille étant inté-
rieurs au méme ¢.. Joignons alors chaque A” & A’ par une courbe ne rencon-
trant pas de point critique, intérieure 4 & =A,., N8". Ces courbes, qui n’ont
d’autre point commun que A?, seront notées [A, A  ]. En retirant de A, toutes
les courbes ainsi tracées, on obtient un domaine A’, simplement connexe. Les
courbes qui deviennent ainsi frontiéres de A, en constituent la « frontiére
réguliére ». La suite des A, est croissante; soit A’ le domaine limite dont la
«frontiére réguliére» est I'ensemble de toutes les courbes [AZA% ]. Soit
o, &B; il est donc a une distance ¢ >ode B et d’apres la condition 2°, ¢, est
extérieur aux &, pour n assez grand. Donc v, € A, en étant soit intérieur, soit
sur sa"friontiére réguliere (celle d'un A, pour n assez grand).

Considérons une courbe fermée I' intérieure a A’; elle sépare le plan en deux
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régions dont 'une (dite intérieure) ne contient pas A,. Cette région est formée
de points intérieurs a A’ : en effet, s’il y avait un point de B dans cette région,
comme I' est & une distance p > o de %, il y aurait toute une courbe v! dans
Pintérieur de I', donc un point A}, et la frontiére réguliére de A', donc celle de

0
A’ couperait I', ce qui est exclu. Un point w, €%, qui n’est pas intérieur a A’,
est donc sur la frontiere réguliére d’un A/, et s’il était intérieur a I', on aurait
la méme contradiction que dans le cas précédent : les A) et A’ sont simplement
connexes. '

4. — (ONSTRUCTION DES FEUILLETS DE (R.

1° LES RAYONS DE PROLONGEMENT. — Soit O, un point non critique intérieur a d,.
Soit une famille de courbes €, dépendant d’un paramétre continu p. (variant

n.i
par exemple de O a ©), intérieures a d,, joignant O, au point A, sans autres
points communs que les extrémités, telles que partout point de d,, il passe une
et une seule €}, une €}, ne pouvant passer par plus d’un seul point critique.
Appelons d; le domaine simplement connexe obtenu en retirant de d,la fron-

tiere réguliere de A, ; un certain nombre de courbes €%, sont a double

n+1? 1y

détermination : elles sont des deux types suivants :

«. des courbes (O, A% )+ (pour I'une des déterminations seulement) la
courbe v J (") <4 T'arc [A%  A}]. 1l y a autant de ces courbes que de ¢, inté-
rieurs a 2.

B. une courbe (O A)) + (pour 'une des déterminations seulement) la
courbe v.J. Dans un voisinage de A, on peut distinguer unarc dey,] issude A/, et
un arc aboutissant en A’. Nous pouvons assujettir les arcs (O}, A’) et (0%  A’) a
ne comprendre dans I’angle qu’ils forment en A}, que I'arc de v,) issu de A! et
aucun arc [A’ A* ] ou [ALA% ]. Les courbes a double détermination sont

astreintes a ne passer par aucun point critique.

2° PrOLONGEMENT DANS d,({). — Considérons un élément &(0), {) de o(a)et
prolongeons-le radialement suivant les courbes €. On ne poursuivra pas le
prolongement au dela d’un point algébrique et 'on appellera « rayon exception-
nel », laportion de €%, (sur® ) comprise entrele pointalgébrique etle point A, .

i
Pour les €%, 4 double détermination on effectuera le prolongement suivant les
arcs (O) A’ ) ety ) seulement pour les courbes du type «, et suivant (0} A%)
et ¥,) pour le type 8. Le prolongement de &(0;, {) a été effectué dans o, (0)=d,
privé des arcs [A, AL ] et des « rayons exceptionnels », toujours en nombre
fini : sinon ils s’accumuleraient suivant une €}, (a simple ou double détermi-

nation) qui passerait par un point transcendant, ce qui est impossible.

(') viir1) désigne la courbe y/i., parcourue dans le sens direct a partir de AZ,.
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3¢ ConsTITUTION D'UN FEUILLET. — Soit O, une origine dans A, et &(0,, {,) un
élément de o(w). Effectuons son prolongement dans A, comme il vientd’étre dit
(A)==A, privé des arcs[A,A']) et suivant chacune des courbes y'’. Ce prolon-
gement permet de définir dans chaque d,, un élément unique (07, &, ) qui,
prolongé dans d;(Z; ), coincide sur y| avec le prolongement de &(0,, {,). Nous
dirons qu’on a sur } un domaine ne se recouvrant pas, simplement connexe,
tel que tout point du plan w qui € C% soit projection d’un point ou intérieur ou
frontiére de ce domaine, que nous appellerons feuiller de R couvrant C. Ce

feuillet sera dit complet si CB couvre le plan .

4° Domaves p'univaLeNcE. — Un feuillet de R est I'image par w = f(z) de
domaines du plan z ou / est univalente, ses valeurs couvrant C%. Soit z,&C :

si f(5,)& %, on sait déterminer par un nombre fini d’opérations, le domaine
d’univalence auquel appartient z,, ou les domaines (en nombre fini) dont il est

point frontiére. w, est a une distance finie de %, donc il existe n assez grand
pour que d, D w,. On prolonge alors (s, 5,) jusqu’a 0!, suivantla €*, passant
par ce point. Si ce prolongement rencontre un point algébrique entre ¢, et
0}, on obtient deux éléments en O’; on peut en obtenir plus de deux si
& (w9, 3,)est lui-méme élémentalgébrique de o(w). Le prolongement du ou des
éléments obtenus en O/ suivant le systéme des courbes (0),AY) (A%, 04_) (0, ,AL,)
conduit en O, a un nombre égal d’¢léments : les feuillets construits a partir de
ces éléments comprennent le point (w,, z,) de R, donc les domaines d’univa-
lence correspondants comprennent z,, comme point intérieur ou frontiére d’un

nombre fini de feuillets ou domaines d’univalence.

5. — REDUCTION DES ENCLAVES FINIES.

Soit 8(A!, a.) un élément que I'on prolonge suivant y,j sans limiter ce pro-
longement lorsqu’on rencontre A.. Supposons que la courbe I', obtenue dansle
plan z comme image de ¥/, soit une courbe fermée, qui se décompose donc en
p arcs élémentaires ayant chacun pour image v, parcourue une seule fois. Pro-
longeons alors &(A!, ) dans ¢, de toutes les facons possibles. Ce prolonge-
mentn’est arrété paraucun point transcendant puisqueI', estfermée. Le domaine
I obtenudans le plan z, est ou simplement connexe, ou de connexion finie,
puisque f(z)= A} n’a qu’un nombre fini de solutions a I'intérieur de I, ; dans
le cas ou I, est multiplement connexe les courbes frontiéres autres que I', ont
pour image y; dans le plan s, et peuvent étre décomposées en un nombre fini
d’arcs élémentaires. Dans les deux cas 3, ne comprend qu’'un nombre fini de
zéros de /() et peut étre décomposé en un nombre fini de cellules d’univalence
dans chacune desquelles f(z) prend toutes les valeurs couvrant ¢),. Chacune de
ces cellules a pour frontiére un arc élémentaire de la frontiére de ;. Dans le
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cas ou I, est de connexion multiple, soit T} une des courbes intérieures,
obtenue par prolongement suivant y; de &(A), a"). Prolongeons cet élément
de toutes les facons possibles a 'extérieur de y,. On peut renouveler pour le
domaine 1, (obtenu ainsi & intérieur de I’ tout ce qui a été dit pour ). On
décompose I, en cellules d’univalence et 'on rassemble en un méme domaine
d’univalence deux cellules, I'une intérieure, 'autre extérieure a I')’, ayant en
commun un arc élémentaire de I')’. Ces domaines complets d’univalence sont
complétement intérieurs 4 I, et de ce fait sont en nombre fini ; méme en consi-
dérant tous ceux que I'on peut constituer a partir de toutes les courbes inté-
rieures a I, images de y,. Nous appellerons réduction de I’enclave finie I,
I"opération qui a consisté & décomposer U'intérieur de I', en domaines complets
d’univalence, et en cellules a valeurs couvrant &', ces derniéres admettant cha-
cune un arc ¢lémentaire de I, comme arc frontiére.

THEOREME FONDAMENTAL. — Sott 5, € C. Stw, = f(z,) & T (2,) (*) on sait détermi-
ner le domaine d'univalence de f(z) auquel z, est intérieur, ou les domaines (en
nombre fin) dont il est point frontiére.

Soit z,€C avec w,= /(z,) €S, mais tel que les diamétres des &', qui con-
tiennent w,, décroissent vers zéro. Convenons que dans la méthode générale de
construction des domaines d’univalence, nous réduisons les enclaves finies I",
toutes les fois que cela est possible. Soit &(w,, z,) 'élément de o(w) corres-
pondant & z, : c’est un élément a un ou plusieurs feuillets qui se projette sur
un disque E, du plan w; il existe un ¢, CE, avec &, €S, et A\ €E,. L’élément
8(Ald)) prolongement immédiat de &(sr,, 3,), prolongé suivant y, engendre
dans le plan s une courbe fermée I. Dans la suite des ¢, (m=n, n—1,
n—2,...,1),soite% celuid’indicele plus faible, tel qu’un élément &(AJ, , al)

prolongé suivant vy engendre, dans le plan z une courbe fermée I conte-

nant z,. La réduction de ’enclave finie correspondante permet de déterminer le

ou les domaines d'univalence de f(z) auxquels appartient z, soit comme point
intérieur, soit comme point frontiére.

6. — VOISINAGE D’UN POINT TRANSCENDANT ISOLE.

Si ® est transcendant isolé, il existe 6w, de diameétre arbitrairement
petit, et &(A?, a¥) — ou A? est un point du contour de ¢ — qui, prolongé
dans ¢ de toutes les fagons possibles, lui fait correspondre un domaine A?
non fermé, c’est-a-dire admettant des points de la circonférence C, comme points
frontiéres, sans que ce prolongement soit arrété par d’autres points transcendants

(1) Nous notons &*(8&i,) 'ensemble des poinls de & pour lesquels la suite des &; (satisfaisant aux
conditions du paragraphe A,2) qui les contiennent, n’ont pas des diameétres qui tendent vers zéro.
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que w, ou que les projections des points algébriques rencontrés s’accumulent
en un autre point que w.

a. Si 2y ne renferme aucun point critique, A? est alors limité par un seul
contour. Joignons A;’ au point w, et dans le plan s, prolongeons tous les élé-
ments &(A;, a;') tels que a;' appartienne au contour de A?, suivant (A?, w).
On aainsi séparéA; en cellules d’univalence a valeurs couvrant ¢, chaque cellule
admettant un arc élémentaire du contour de A” pour arc frontiére.

b. Si ¢! renferme un nombre fini de points critiques, on peut, en réduisant le
diamétre de ¢, construire un ¢, correspondant au cas précédent.

c. Si &P renferme une infinité de points critiques, construisons dans ¢2 une
famille de courbes €}, joignant » a4 A?, et soit encore (w, A?) la @%, & double
détermination. Supposons que les prolongements de tous les &(AY, a?) sui-
vant (A?, ) conduisent & des éléments réguliers en . On effectue alors le
prolongement de chaque élément obtenu en w suivant la famille des €. Les
cellules d’univalence obtenues dans A;’ sont limitées par un nombre fini de
courbes correspondant 4 des «rayons exceptionnels» joignant des points

algébriques 4 A7,

Remaroues. — 1. Dans le cas ou s est méromorphe, on reconnait dans les cas a
et b, les points directement critiques de premiére espece; dans le cas ¢, les
points indirectement critiques, ou les rayons du cercle de centre o considérés
par Iversen (') sont remplacés par la famille des courbes €.

2. Dans les trois cas ci-dessus on dira qu’on a réduit ’enclave infinie Ay, La
méthode utilisée est bien la méthode générale ot I’'on a considéré deés le début
une courbe (A°w) au lieu de considérer une suite d’arcs (0) A% 0/, ) dont
I’ensemble constitue une courbe joignant A} a w.

B. — Surface de Riemann de type parabolique.

L’existence de fonctions méromorphes = f(z) pour lesquelles toute valeur
w est point transcendant pour la fonction inverse z = ¢(w) montre que méme
pour des surfaces de Riemann de type parabolique, il peut ne pas exister de

suites de domaines &' de diamétres tendant vers zéro et enfermant G.

1. — CONSEQUENCE DU THEOREME DE GROSS.

Soit #F la famille dénombrable des éléments réguliers de o(w), dont les
centres sont & coordonnées rationnelles. D’aprés le théoréme de Gross [sousla

(') Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes. Thése, Helsingfors, 1914.
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forme donnée par R. Nevanlinna ()], si &(w,, z,) est un élément régulier de
o (), il est prolongeable jusqu'a &w =, sur presque tous les rayons issus de
wo; donc dans tout angle 6 <arg(w —w,)< 0, il existe une demi-droite
arg(w —w) =10, (0" <0 <0") suivant laquelle &(sv,, z,) est prolongeable jus-
qu’'a =0 . Rangeons les éléments de F en une suite &,, &,, ..., &,, ... de
centres 'y, Wy, ..., %, .... Soit G, un domaine convexe borné fermé du plan o :
si v, €C,, et si E désigne un cercle de rayon inférieur a celui du cercle de
convergence de &,, le domaine C, =C,NE, est un domaine convexe borné
fermé dans lequel &, est prolongeable radialement. Si w, &C,, il existe dans
I'angle que font les deux « tangentes » issues de ¢, 4 C, une demi-droite suivant
laquelle le prolongement de &, est possible jusqu’a ¢w=o0. On peut alors déter-
miner un angle A, de sommet o, d’ouverture o, > o, contenant A, i son inté-
rvieur, dans lequel le prolongement radial de &, est possible jusque dans
C,=0C,NA,; le prolongement de &, étant supposé possible suivant les demi-
droites extrémes d.e A,, G, est convexe, borné, fermé. C, et &, jouant alors le
role que jouaient C, et &;, on peut définir un nouveau domaine C, convexe
borné fermé dans lequel &, et &, sont prolongeables radialement. On obtiendra
‘ainsi une suite de domaines convexes, dont aucun ne se réduit & sa frontiére,

ordonnés par inclusion
€y2Ci2Cs...2C,2 ...,

qui ont au moins un point commun Q.

TutoriME. — Tout élément &; € F est prolongeable radialement jusqu’au point Q
inclusivement et y définit un élément &(Q, w;), (distincts ou non)(?).

2. — Eroie p’moLomorenie E*(Q, ©) pE &(Q, w).

1° Lgs secteurs S. — Désignons par [6]la demi-droite arg (i — Q) = 0. Suppo-
sons &(Q, w), prolongeable suivant [0,] jusqu’a [ — Q=R inclusivement.
Ce prolongement est possible en utilisant seulement un nombre fini d’éléments
dont I'ensemble forme une chaine €(f,). Soient [0,] et [0] (0, < 0,<0,) les
deux rayons-dont tous les points sauf un nombre fini, €C(0,). Soient A, et A’
les points d’intersection de [0,] et [0 ] avec |w — Q| =R.

I. Supposons &(Q, w) non prolongeable suivant [6,]jusqu’en A, :

. Si la premiére singularité rencontrée sur [0,] 4 partir de Q est algébrique,
on introduit I'élément algébrique d’ordre k correspondant et I'on prolonge sui-

vant [0,] la branche dont I'image dans le plan z fait —Q—Zavec la branche

() Eindentige Analytische funktionen, Springer, 1936.
(2) Shimizu utilise un tel point @, mais n’en démontre pas I'existence : On the fundamental domains
(Jap. Journ. math., VIII, 1931, p. 175-304).
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; <y / EK K 3 N U ™ [ - .
d’arrivée Kb il s’agit du rayon [07] on remplace +  par — Z)' On dira que
I'on a contourné le point algébrique dans le secteur [0, — 0,].

3. Supposons que par prolongement suivant[0,], aprés avoir éventuellement
contourné les points algébriques dans [, —0,], on rencontre un point trans-
cendant T. On peut construire un segment PQ3 T, morceau de [0,] dont tous
les points sauf T, sont intérieurs a4 C(6,); construisons un lacet L, intérieur a
c(9,) joignant P 4 Q; I'élément &(P, p) obtenu par prolongement radial de
&(Q, ) définit par prolongement suivant L un élément &(Q, ¢). Aux prolon-
gements de &(P, p) et &(Q, ¢) suivant [0,] jusqu’en T (exclusivement) corres-

. . . e . . , ~
pondent deux arcs infinis pz, g¢ (¢ a l'infini), qui avec I'arc pg image de L,
limitent une langue image conforme biunivoque de la portion du plan ¢ com-

pl?n w point algebrique

planz A

Fig. 26.

prise entre Let le segment PQ de [6,]. Nous disons que les deux arcs pt et gt se
raccordent en 2.

La portion de [0,] comprise entre et le premier pointsingulier (algébrique
transcendant), sera un segment I' et I'arc issu de w qui lui correspond (fini ou
infini) sera un arcy. L’image dans le plan z du secteur [0, —6,] est un domaine
limité par :

— une courbe finie image de la portion de [8,] vérifiant | — Q| ZR;
N T

— un arc a,a, image de 'arc AjA, de|w—Q|=R (0, 26 260,);

— une courbe v issue de w aboutissant en ¢ [c¢ 4 I'infini ou bien f'(¢)=o];

— un nombre fini d’arcs finis ou infinis, se raccordant entre eux et i I’extre-
mité de y(a 'infini ou en des points annulant /7).

II. Supposons le prolongement radial de &(Q, ) possible suivant [8,] jus-
qu'en A, inclusivement. On peut alors construire [6,] & partir de[0,] comme
[0.] & partir de [6,]. Il se peut que [6,] soit de I’espéce étudiée au paragraphe I,
sinon on définira [0,] & partir de [0,], et ainsi de suite. Supposons qu’aucun [6,]
ne rentre dans le cas I. Alors si R est supérieur au rayon de convergence de
&(Q, w), les [0,] tendent vers une position limite [@]. Le prolongement de
&(Q, w) est holomorphe dans le secteur (ouvert) [@ — 6,] et sur [6,]. Prolon-

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 1. 8
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geons &(L, w)suivant [O]; sila premiére singularité rencontrée est algébrique,
on définit dans le plan z, I'arc y joignant w a un point adistance finie ot /' (z)=o.
- Si la premiére singularité rencontrée est transcendante, I’arc y estinfini.
Considérons un élément &(w,, 5,)dans[® —0,]obtenu par prolongement radial
de &(Q, ). Le prolongement radial de &(w,, 5,) montre que les singularités
rencontrées sur [@] par ce prolongement forment un ensemble fermé de mesure
nulle. Ces singularités sont évidemment les mémespour le prolongement radial
de tout élément centré dans[® — 0, ] et-obtenu lui-méme par prolongement radial
de &(Q, w). Sur tout intervalle de [@] si petit soit-il, il existe un élément régulier
&(u, {) qui peat se déduire par prolongement radial de &(sry, z,). Prolongeons
&(u, {) suivant | @] vers Q et vers A, en contournant s’il y a lieu les points cri-
tiques dans [@ —0]; ce prolongement ne sera donc arrété que par des points

transcendants. Partageons QA en intervalles de longueur ;R,—l; dans chacun de

ces intervalles il existe au moins un &(u;, ;) que nous prolongeons vers Q et
vers A suivant [@]; nous obtenons ainsi dans le plan z, outre I'arc y déja cons-
truit qui peut se prolonger par d’autres arcs dont I'un s’¢loigne a 'infini, un
un nombre fini de courbes allantde I'infini & I'infini, images de segments de[0].

a. Ilse peut que pour une valeur de n, tout pointde [@] ait été atteintinclusive-
ment ou exclusivement. 11 est alors impossible de prolonger &(sv,, z,) A travers
[0] sans traverser 'une au moins des courbes déja tracées dans le plan < : tout
prolongement de &(wy, z,) & travers [0] traverse ce rayon en un point régulier
qui a donc été atteint inclusivement par le prolongement suivant [@] d’un au
moins &(u;, {;).

3. Dans le cas contraire, on peut affirmer qu’il n’existe plus sur [@] d’inter-

valles supérieurs a ne contenant aucun point atteint par le prolongement

271—1

suivant [0], des &(u;, {;). On divisera alors QA en intervalles B et on intro-

2ll+l
duira un &(u;, {;) dans chacun des nouveaux intervalles ou il n’y a pas de point
atteint par les prolongements de I'opération précédente. On poursuivra la divi-
sion indéfiniment et I’on obtient & la limite dans le plan z une infinité dénom-
brable de courbes allant de 'infini & I'infini. Tout prolongement de &(w,, z,)
qui peut se faire en traversant [@], traverse [@] en un point régulier dont le

.. : . L R

cercle de convergence couvrirait une portion de [0], supérieure & _; et nous

avons vu qu’il n’y a pas, apres la (p + 2)*™ opération, d’intervalle supérieur a
R o . , . .

5 O ne pénélre pas le prolongement d’un & (u, €). Il est donc impossible de

prolonger &(wy, 3,) & travers [0] sans traverser l'une au moins des courbes
tracées dans le plan = comme images d’une famille dénombrable de segments
de [0],
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Si 'on remarque qu’on a considéré les prolongements radiaux de &(Q, w)
Q| <R, on constate que I'image de I'arc A,A de |[w— Q|=R, se
compose d’un seul arc issu de «,, et aboutissant soit en o ( f(2)=A), soit a
infini.

Sil'on opére de la méme fagon, a partir de [0,] vers les 0 décroissants, on
limite dans | Q|R un secteur [® — @] que nous appellerons secteur S, ou

secteur d’holomorphie pour &(Q, w). Il correspond dansle plan z, au secteur S,
un domaine s limité par F,

deux courbes vy issues de w;

s un arc g, (0 — 0'), image de 'arc A’A de v —Q|=R;

des arcs /%, formant au plus une infinité dénombrable, images d’inter-:
valles sur lesrayons [O] et [0'].

Puisque le prolongement de tout élément &( 1, z,) obtenu par prolongement
radial de &(Q, ) ne peut se faire 3 I'extérieur de S sans que le point 5 traverse
une courbe de la famille F,, on déduit que s est un domaine d’univalence pour
f(z) a valeurs couvrant S.

2° ExnaustioN pu cercLE o — Q| R. — Partageons le cercle | — Q| <R

en secteurs X, X, ... X,, d'ouverture —2% Dans chacun de ces secteurs il existe

aumoins un rayon suivant lequel on peut prolonger £(Q, w)jusqu’a o — Q| =R
inclusivement. Faisant jouer & ce rayon le role de [0,] de la premiére partie, on
définit A partir de lui un secteur S, auquel correspond dans le plan z un
domaine s. Si deux domaines s ont un point commun ils sont identiques.

a. Il se peut que pour une valeur de n les secteurs S recouvrent entiérement
|w— Q| ~R. On reconnait alors que les rayons exceptionnels de 1'étoile de
&(Q, w) ayant leur origine 4 I'intérieur ou sur la frontiére de |, Q| ZR, sont
en nombre fini et I'on sait construire I'image dans le plan z, de cette étoile que
nous noterons E"(Q, w). Les domaines s se raccordent suivant les courbes v que
lon supprime.

* 8. Quel que soit n, les secteurs S ne recouvrent pas | — Q| —R. Considé-
rons un rayon quelconque [0] suivant lequel &(Q, ©) est prolongeable jusqu’a
| — Q| =Rinclusivement : il existe donc un secteur s d’ouverture non nulle
contenant ce rayon et intérieur lui-méme a la chaine C(0). Ce secteur fait
nécessairement partie d un secteur S, puisque aprés la n*™® opération il n’y a

plus d’angle superleur 4 = dans lequel ne pénétre au moins un secteur S; si

2"t > =/ouverture de o, le secteur o est tout entier dans un secteur S. Considé-
rons alors dans le plan z, 'ensemble dénombrable des domaines s et introdui-
sons toutes les courbes Iimites des systémes F,, en désignantspécialement par 1*
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les courbes limites de suites de courbesy: 7.* est formée d'un ou plusieurs arcs
distincts, dont I'un est issu de w, et a pour image dans le plan w, un segment
de rayon [0], ¥, issu de Q, le rayon [@] étant limite de rayons exceptionnels;
7% n’a pas d’autre extrémité a distance finie (excluons le cas ol cette extrémité
serait celle d’un arc dont les deux bords seraient plages d’accumulation de
courbes y; cette éventualité ne peut en effet se présenter puisque f(z) estholo-
morphe et que 'image de 2" est un segment de [0]); une extrémité de A* ne peut
étre que point d’accumulation d’extrémités des courbes <y, donc de points quisont
des zéros de f'(5) et qui, par conséquent, ne peuvents’accumuler i distancefinie.
L’arc de A% issu de w est un arc infini et les autres arcs de la méme courbe 1%
vont de I'infini a I'infini. Appelons A I'arc de A* issu de w et se terminant au
premier point ot /’(z)=o0, ou joignant w a infini si /"(z)=£0 sur 2*. Soit A
I'image de A. :

3° CourBEs Yy ET COURBES A. — Si w,= f(5,)€T ou A, &(Q, w) est prolon-
geable radialement jusqu’a ov,. Inversement si &(Q, w) est prolongeable radia-
lement jusqu’a w,, w, est soit intérieur & un secteur S soit sur une I'ou une A :
supposons que w, n’appartienne pas a un secteur S, c¢’est que &(Q, w) n’est pas
prolongeable jusqu’a |w — Q| =R, suivant le rayon [0] qui passe par #,. Dans
tout angle (0, 6+ o), il existe un rayon prolongeable jusqu’a [ — Q| =R, qui
appartient donc a un secteur S auquel n’appartient pas [0]. C’est donc que [0]
est soit frontiére pour un secteur S, et alors w &I, ou bien il existe des rayons
exceptionnels, donc des I' dans tout angle (0, 64 a) pour si petit que soit a.
Les courbes I’ s’accumulent suivant une portion A* de [6]: w, €A*, sinon les
extrémités des I' s’accumuleraient en un point de [0] situé entre Q et w, et le
prolongement de &(Q, w) ne serait pas possible jusqua w,, donc w,€A.
Comme [0] peut étre limite de rayons par valeurs supérieures ou inférieures, il
se pourrait que certains arcs de A soient aussi des arcs y. La propriété ci-dessus
montre don¢ que cela ne peut arriver que pour un arc de A. Les courbes A et v
forment donc une famille telle qu’aucune de ses courbes ne peut étre d’une
autre espéce parmi celles qui ont été définies.

4° Formarion pe E*(Q, w). — Supprimons dans le plan s toutes les courbes
et k. Soient G le systéme des courbes restanles, &(w, z,) un élément
(|wo— Q| <R), accessible par prolongement radial de &(w,, z,); soitz, reliable
a 5, par une courbe ne coupant aucun arc de §. Soient / cette courbe, L son
image dansle plan . S’il existe sur/un point z,, tel que &(w,, z,) ne soit pas
accessible par prolongement radial de &(Q, w), il existe un point {, tel que tous
les points de 'arc (z,, {) de [, correspondent a des éléments accessibles par
prolongement radial de &(Q, w), et que cette propriété ne soit plus vraie pour
tout autre point {’ au dela de { sur Z (en partant de z,). { ainsi défini ne peut
correspondre 4 un élément accessible par prolongement radial de &(Q, ),
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sinonil enseraitde méme pourtous lespoints voisins, sur/, saufsi| f({) — Q|=R;
supposons que | /(L) — Q| =R, I'élément &( /(), {) régulier ou algébrique, est
accessible par prolongement radial de &(Q, w); si[0] désigne le rayon passant
par (%), [8] ne peut étre rayon limite de rayons exceptionnels, ni par valeurs
supérieures de 6, ni par valeurs inférieures, il en résulte que |0] est soit un
rayon intérieur 4 un secteur S, soit un segment I'commun a deux secteurs S (si
f'(Y)=no0; dans le premier cas { est sur une courbe p d’un systéme F, (done sur
une courbe de §); dans le deuxiéme cas { est I'extrémité commune de deux
courbes 7 de deux systémes I, F, (et dans ce cas encore { est sur une courbe
de G); L couperait G, ce qui est exclu. Supposons donc que &(f({), {) ne soit
pas accessible par prolongement radial de &(Q, w). Les points précédant { sur
[, sont soit intérieurs a des domaines s, soit sur des courbes y ou 7. Si { est
limite de points situés sur des courbes v, { est sur une 2* sans étre sur 'arc A
correspondant, donc { serait sur une courbe de ¢. Si dans un voisinage suffisam-
ment petit de { avant {, sur Z, il n’y a pas de point sur des y, c’est que tous ses
points sont intérieurs au méme domaine s. (€5 et 'on ne peut prolonger un
élément intérieur a S sans que le point s correspondant traverse une courbe
de I, donc { est sur une courbe ¢ (ou /), ¢’est-d-dire sur une courbe de g.

Tout point reliable ¢ w par une courbe ne coupant pas ¢, correspond a un élé-
ment accessible par prolongement radial de &(Q, w), dans |w — Q| <R, et inver-
sement (sauf s’il s’agit de points dont 'image est sur [ — Q|=R). ¢ limite
donc une région ¢" du plan z qui est undomaine d’univalence a valeur couvrant un
domaine E*(Q, v).

5° Formwation bk E*(Q, ). — Soient 2" et 2" deux domaines images de E*(Q, w)
et E¥(Q, w) avec R >R : S¢ Pei*, Pes¥: Pes" correspond 4 un élément
accessible par prolongement radial de &(Q, ), c’est donc que P& 2", puisque
son image n’est pas sur |w — Q| =R/,

Tout point frontiére de " correspondant & un élément non accessible par
prolongement radial de &(Q, ) est donc aussi point frontiere de ¢*, puisqu’il
ne peut étre point intérieur et qu’il y a dans son voisinage des points intérieurs
ac" doncac". (Il y a peut-élre exception s’il s’agit d’un point frontiére d’un
arc p.) ' '

Considérons alors une suite de cercles | — Q| =R, ou R, troit indéfiniment.
On peut construire une suite de domaines ", tels que tout point intérieur
d’un g™ est intérieur a tous les 8" (n' > n) et tel que tout point frontiére d’un ™,
dont I'image n’est pas sur | w — Q| =R, est frontiére de tous les ¢"(n'>n).
Soit un domaine borné | | p. On peut toujours supposer que | s | =p ne passe
par aucun péle de f(z) : alors | f(5)| <M pour |s]| =p. Soit w une racine
déterminée de f(3)=Q al'intérieur de | z| <p, et prenons dans la suite des R,
n tel que R,>M. On peut alors entourer les poles de f(z) intérieurs a |z|<¢
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de courbes fermées |/(z)|=R,. Dans le domaine restant A,, | /(z) < R,;
construisons le domaine ¢" relatif & ». Nous pouvons affirmer que tout point
de A, estsitué par rapport & la suite des 8“"'(n’ > n),soit comme pointintérieur,
soit frontiere, soit extérieur. Appelons alors ¢ le domamp limite des ", qm a
pour image E*(Q, w) dans le plan .

6° ACCESSIBILITE DES POINTS FRONTIERES DE 6. — o est limité par des courbes g du
systéme §. Supposons qu’une famille g;de ces courbes s’accumulent suivant
une courbe g, (qui est aussi par conséquent de la famille ). Un point de g, ne
peut correspondre aun élément accessible par prolongement radial de (€2, w),
car il n’y aurait pas, sur le plan w, dans un voisinage du point correspondant,
de rayons exceptionnels, pas plus par conséquent que dans une image conforme
biunivoque obtenue dans le plan z. 'L’image de g. dans le plan 4 est donc

w

Fig. 27.

nécessairement un segment de droite arg(w — Q)= (%, sinon on seraiten con-
tradiction avec le théoréme de Gross. Soitz,€8.(f(3,)#», f'(z,)50). On
peut considérer un voisinage U, de z,, de sorte que 6" permette de définir o (par
ses points intérieurs et ses points frontiéres) a l'intérieur de U,. Soit mainte-
nant U un cercle de centre z,, intérieur a U, et assez petit pour que son image
dans le plan & soit un domaine convexe ¥ (a un feuillet évidemment) : c’est
toujours possible avec f'(z,) = o, de plus tous les cercles de centre z, et de
rayons plus petits se représentent sur desdomaines convexes. Une courbe g qui
pénétre dans Ul le partage en deux régions seulement, puisque 'image de g est
un segmentde droite qui partage ¥ en deux régions. Soient alors 8,8,,8, trois
courbes de la famille g;, qui pénétrent dans Al. Ces courbes et g, séparent le
plan en cinq régions By, B,, By, B,, B, (on a pris 8182 8 du méme cotede g,).
De plus les courbes gine peuvent se couper, en raison de leur image sur le
plan w. Soient dans AL, {, &g, et L, € g, et des voisinages u, et u, de {, et {,
respectivement : u, ne pénétrant que dans lesrégions B, et B,, u, dans B, etB,.
Dans u, il existe z, €5 et dans u,, 5, €5. Tout chemin joignant dans U, z, 4 z,
doit nécessairement couper g,. Soient w,= f(z,), wy=f(z,). &(Q, w) est
prolongeable radialement jusqu’a w, et inclusivement, et &(w,, z,) est prolon-
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geable jusqu’a w, inclusivement suivant le segment de droite w, w, entiérement
intérieur ¥, I’élément obtenu en w, étant précisément &(w,, 3,). Larc 15
image de w, s, ne sort pas de U, done coupe g, en «, I'image A dans % (il ne
peut y avoir qu’un seul point d’intersectiond’aprés I'image dans ). En parcou-
rantle pourtour du triangle curviligne wz,3;, on fait parcourir a w le triangle
Quw, w, une seule fois, et inversement; il y a correspondance conforme biuni-

voque des intérieurs de ce triangle et tous les points du segment ror peuvent
étre atteints par prolongement radial de &(Q, w), ce qui est contraire au tait
que &(A, 2) n’est pas accessible par un tel prolongement.

Les courbes du systéme G ne s’accumulent pas a distance finie. Tous les points
Jrontiére de ¢ sont accessibles par Uintériéur.

Remarque. — Au 2° on a introduit toutes les courbes limites des systemes F,,
ce qui n’a donc introduit en fait que des courbes A*, puisque les autres courbes
frontiéres des domaines s sont des courbes de ¢ qui ne s’accumulent pas &
distance finie.

3. — CONSTRUCTION DES FEUILLETS DE (R, OU DES DOMAINES D’UNIVALENCE DE f(3).

Considérons les domaines ¢; construits dans le plan z & partir des éléments
8(Q, w;) formant un ensemble dénombrable. Les ¢; sont des domaines complets.
d’univalence pour /et deux 2; et 5; ne peuvent avoir de points intérieurs com-
muns sans étre identiques. Dans toute portion du plan il pénétre au moins un
domaine ¢; : soit z et un voisinage Il assez petit pour que son image 2’ dans le
plan ¢ soit & un feuillet (/'(z)5£0). ¥ contient des points 7,7, ...7,... &
cooordonnées rationnelles dont les images dans le plan sz sont £, %, ... 7,...
dans U. Les éléments &(7,, £,) sont de la famille &, donc sont prolongeables
radialement jusqu’a Q, ou ils déterminent des éléments &(Q, w,) & partir
desquels on a construit E*(Q, w,)ayant pour image o, dans le plan z. , est inté-
rieur a 8. o; étant caractérisé par I'élément &(Q, w;), de I'étoile duquel il est
I'image, peut-on déterminer & quel domaine ¢; appartient un point = du plan?

. Siw=/f(s )est a coordonnées rationnelles, (v, s)€F et €5, que 'on
sait determmer si f'(3) £ 0. Si f'(z)=o0, 5 est frontiére de plusieurs ;, que
lon détermine par prolongement radial jusqu'a Q des diverses branches de
&(w, z). On peut en effet avoir inclus dans & I'ensemble dénombrable des
¢léments &(vv, =) algébriques & coordonnées rationnelles.

b. Si&(w, z)est prolongeable radialement jusqu’aQ inclusivement, I’élément
&(Q, ©') obtenu contient des points 2 coordonnées rationnelles, centres d’élé-
ments de & dont &(Q, o) est le prolongement immédiat. Donc &(Q, ') est de
la famille 6(Q, ;) et z€¢; relatif a w'.
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c. Supposons &(w, 3) non prolongeable jusqu’a Q suivant le segment Q.
Introdmsons une suite de points{,, Ly, ... J,, ... tendant vers =, dont les images
Ny T2y« + - Ty - - - SONL & coordonnées rationnelles. Sitous les éléments (v, {;)
conduisent par prolongement radial au méme élément &(Q, w,)[on doit prendre
la suite telle que les arguments des, forment une suite monotone], = peut étre
sur la frontiére d’'un domaine s;, donc sur lafrontiére d’'un g; que I’on sait déter-
miner; si s n’est sur la frontiére d’aucun s}, comme les points {; sont soit inté-
rieurs aux sj., soit sur les courbes ¥ communes a sj. et s’ soit sur des A limites de
domaines s?,s",...,s7, ..., 5 est par conséquent sur une courbe A* qui n’est pas
une A. Dans tous ces cas 3 est sur la frontiére de ¢; relatif a w;. Si les & (v;, ;)
ne conduisent jamais, & partir d'un certain rang 4 un element unique, z fait
partie d'une courbe limite de frontiéres de domaines ¢, que I’on peut détermi-
ner. C’est le cas de dz'w'szbn zthrop/‘e, mis en évidence par G. Valiron dans son

étude sur la fonction ow—=2""1 41 ().

() Journ. Math., t. 19, 1940. Division en feuillets d’'une surface de Riemann.




