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SUR LA

REDUCTION DES ANNEAUX D'0PERATEURS
Par M. J. DIXMIER.

—d © C—

Dans un précédent article [1] (*), j’ai défini et étudié les anneaux d’opé-
rateurs de classe finie.” Le présent article est consacré aux anneaux
d’opérateurs quelconques (*). J. von Neumann a montré [5] que ces anneaux
étaient des sommes directes généralisées de facteurs (cette notion fait intervenir
essentiellement la théorie de la mesure). En regroupant ceux de ces facteurs
qui appartiennent 2 une méme classe (la classification des facteurs a été faite
par F. J. Murray et J. von Neumann dans [3]), on obtient une décomposition
moins fine des anneaux d’opérateurs. Le but du présent travail est d’obtenir
cette réduction indépendamment de [3], de [5], et de toute théorie de la
mesure. Les démonstrations sont valables dans des espaces non séparables,
alors que les démonstrations de [3] et [5] s’appliquent seulement aux
espaces séparables. Les résultats contiennent donc la classification des
facteurs dans les espaces hilbertiens quelconques.

Les théorémes qui suivent seront utilisés dans un autre Mémoire, a paraitre
dans Compositio Mathematica, ou I’on généralisera aux anneaux quelconques
la théorie de Papplication %, établie dans [1] pour les anneaux de classe finie.

Des résultats voisins ont été obtenus par I. Kaplansky [2].

Notations et remarques diverses.

On utilisera sans explications les notations de [1]. Cependant, quelques.
modifications ont paru préférables.

() Les chiffres entre crochets renvoient 4 la bibliographie. v v
(2) Il sera toujours sous-entendu que ces anneaux contiennent 1. Cette restriction n’est d’ailleurs
pas essentielle, d’aprés [4].

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 2. 24
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1. Soit M un anneau d’ operateurs Le centre de M sera noté Mkq (dans [17,
il est noté MNM').

~

2. Si N est un ensemble quelconque d’opérateurs, on désignera par N
I'ensemble des variétés linéaires fermées ON telles que P,y&N. Ainsi,

I’ancienne notation Ity M est remplacée par Il € M.
3. Soit M eM. On désignera par N ce qui, dans [1], était noté [INM]
(cf. définition 3.1 de [1]). Rappelons que J1™ est la réunion des U(ON) ou U

parcourt M. La variété 017 est la plus petite variété de M* contenant 1L, ou
encore la variété sous-tendue par les variétés équivalentes a o ([1],

lemme 3.1). Si (OM;),c, est une famille de variétés de M, EBOTI“ est la plus
petite variété de M’ contenant les oMa, donce les MN;, done P J]‘L,, d’ou
iel
(@)=, onf

i€l

4. On écrira I < IT s’ill existe une NU~v N avec NV cCIL. La rela-
tion I < IT est réflexive et transitive. Si (I;),ci[resp. (9)e,] est une
famille de variétés deux & deux orthogonales, et si JN; < IL; pour 7 €,
ona@PI,; < EB I;.

iel
I. — Variétés finies et infinies.

Les propriétés des variétés finies s’obtiennent a peu prés comme dans[3].
Par contre, pour les variétés infinies, le fait que M n’est pas un facteur et la
non-séparabilité de I’espace entrainent des complications.

DiFniTioN 1.1. — Une variété M € M sera dite finie si toute variété de M

contenue dans M et équivalenté a O est identique & . St INEM rlest pas
finie, I sera dite infinie

Dirmvition 1.2 — Une variété N € M sera dite proprement infinie si MM £ o et
st, pour toute variété I € M’ telle que ILNIM £ 0, TN I est infinze.

Dermirion 1.3. — Une variété I €M sera dite purement infinie st M £ o0 et
st )L ne contient aucune variété finie =< o.

On a immédiatement les implications suivantes :
purement infinie = proprement infinie — infinie.

Il est aussi évident que, si N est infinie et si ' D> oM (M’ €M), I’ est -
infinie. Car si M~ M, avec M, CIN, I, =£ I, on a

M =M P (M'Q M) ~ M@ (NS M) £ .
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LemMe 1.1. — Soient (O1;),¢, des variétés finies telles que les N3 sotent deux:

& deux orthogonales. I = P IN; est finie.
iel
Démonstration. — Soit U € M= P M7 une variété de M. Elle est compa-
iel
tible avec les O}, done, posant JU= I/ A IMNA, on a IN'= P I, D’autre
iel

part, ;= M AN est évident. Si alors M € I et N~ I, on a M, C I,
et MM~ IM,;, done, puisque I, est finie, M= IM;; done I/ = M.

Lewye 1.2. — Soit N une variété de M. Il existe une variété 9 de M telle
que : 1° MNIC est finie; 2° MNAHEIN)=0 ou MNHGSIN) est
proprement infinie.

Démonstration. — Considérons, griace au théoréme de Zorn, une

famille (9%;),c, maximale de variétés de M* deux a deux orthogonales telles
que IMNIL; soit finie pour tout 7 € I. Soit = ;. On a M NI, C I,

iel
done (M A, cI, done les (DML NIL)F sont deux a deux orthogonales.
D’aprés le lemme 1.1, I NI =6 M NI, est finie. Montrons par 'absurde
iel

que, si MAHS ) =£0, Mn(HES ) est proprement infinie. S’il existait
une variété U €M’ telle que IV NIMA(HE ) soit £ o et finie on pour-
rait ajouter IV N (HSIT) £ 0 a la famille (IMN;),g,, ce qui contredit le fait que
cette famille est maximale.

LemMe 1.3. — Soit N une variété proprement infinie. Pour tout entier n”> o, 1l
existe une partition MU', N2, ..., M de N telle que M AL ~OIM2~v.. .~V

Démonstration. — Soit I, CIM =IN,, avec N, =£IM,, IM,~vIN,.
Si UeM,, applique isométriquement 1, sur I,, posons Ny, = U(INL,). On
a M, = U(IM;), ce qui prouve, par récurrence, que N, DN, DM, D .. ..
Soit IG;=N;S M ;,. Ona M, =U(I,), donc 0 £ I~ I, Iy~ ...
Ainsi (9T, I, ... ) est une partition homogeéne infinie majorée par J1L,.

Considérons les partitions homogénes majorées par I, qui contiennent
N, I, ... comme éléments. Soit (théoréme de Zorn) ® = (9,),¢, une telle
partition maximale. Soit 9,= M, & @9{ .9‘L,~>. Appliquons le théoréme 6

de [1]a 9¢, et 9, qui sont orthogonales. Il existe :
deux variétés 9T, U de M7, avec 9 =H S 9 ;
trois variétés orthogonales n,, n,, n, contenues dans 9;

trois variétés orthogonales n', n, n, contenues dans 9U;
avec

ny ~ 1y, n o~ n, Iy =n P nPpn,, Iy=n,P n\yP n,
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On a M, N It=£o0, sinon M, I, donc I,=n' ~n,cI,, de sorte
que @ ne serait pas maximale (on pourréit'lui ajouter 7, )

Puisque 9(;~~ 9L, pour i€l, il existe dans 9t; des variétés orthogo-
nales n;, n;, n; avec

’ ’ - - - ’
ng~ ny, n; ~n, n;e ny, INy=nH n;Pn;.

Puisque 9, et les 9¢; sous-tendent J1L,, et puisque toutes ces variétés sont
compatibles avec I et IU, on voit que n,, les n; etles n; sous-tendent 1L, N IT.
~ Soit 9t* la variété sous-tendue par les n; et les n;. Comme I et IU{o} sont
équipotents, on a lﬂé}{n,«v no@(\% n,~>, done M, NI~ IT*. Or I est sous-

tendue par la partition homogéne (n:D 7)er- Done :
Al existe une partition homogéne infinie (9),er de M, NI £ 0.

Nous allons alors démontrer le lemme pour » = 2, afin de simplifier les nota-
tions. Mais il sera évident que ladémonstration est générale. Partageons I en deux
sous-ensembles I,, I,, équipotents a I, et posons mt= P 9, M= 4, ..

i€l i€l

I et JNL* sont orthocronales, sous-tendent 1, N 9L, et N, A I~ M~ M2,

Ceci posé, considérons les familles (9t7),o, de variétés deux a deux
orthogonales de M" possédant la propriété suivante : pour tout j€J, il existe
des variétés ﬁ}, ﬁ] orthogonales, sous-tendant I, NI/=£o0, et telles
que M, NIV ~v M~ I}, Grace au théoréme de Zorn, considérons une telle
famille maximale, que nous notons encore (It/),c, pour simplifier.
Soit 9 = P, On a M, N 90 = I, sinon I, n(H@Q‘L) 0 seraltmﬁme,

i€’

et, appliquant dans 'espace H & 9t le raisonnement du début a 01, n (HEI),
on pourrait ajouter une variété de M’ a la famille (9U/) ¢, qui est pourtant

maximale. Alors, les variétés OMi=@ M (i=1, 2) sont les variétés du
jEs

lemme.

Lemye 1.4. — Sotent N, N, (resp. M,, IM,.) deux variétés de M ortho-
gonales, complémentaires dans une variété . Il existe deux variétés IU*, I?
de M avec 90> = H@ It telles que,enposantmlf =M;NI(i=1,2,V,2";j=1,2)
on att M, LM, M} <M.

Démonstration. — Soit ;= IM;NM (i, j=1, 2, 1/, 2"). Appliquons le
théoreme 6 de [1] & ML, et IONL,,. Il existe deux variétés IU', I de M,
avec IV =HO I telles que My, NI KNy NI, My NI KMy, N,
It*. On va voir que It', I ont les propriétés du lemme. Par exemple,
prouvons que I <IN,
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My, et M, SINM,, sont orthogonales complémentaires dans I, ; IN,,
et N, SN, sont orthogonales complémentaires dans J1L,. Or 1L, SN,
et M, S IM,,. sont en position p’ donc équivalentes, donc leurs intersections
avec IU' sont équivalentes. Ceci, combiné avec IN,., NI <M, NI,
donne J1t; <IN,

: n
Lemve 1.5. — S 0N, N, ..., IN, sont des variétés finies, @ IN; est finte.
i=1

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de prouver le lemme pour deux
variétés I, IM,. Soient NUL=I, PN, et ﬁ,::m@om.ﬁl est en
position p’ avec M, (M, NIM,)CIM, donc est finie. Et Jt,, M, sont
orthogonales complémentaires dans J1L. Bref, il suffit de prouver le lemme
pour deux variétés O,, OW,. finies orthogonales. Supposons I = N, P,

infinie. Alors (lemmes 1.2 et 1.3) il existe une variété 9L € M? et une partition
M, N, de NN I telle que NN I~ I, ~V I, £ 0.

Raisonnant dans 9T et changeant de notations, on a la situation suivante :
I, et M, sont des variétés finies orthogonales, et O, I, forment une
partition de 1L = I, G INN,. telle que I~ I, ~ INL,.. Done INL,, I, sont
infinies.

Appliquons le lemme 1.4 en changeant le role des indices. Il existe deux
variétés 9U', 9> de M avec, les propriétés suivantes. : 90 =HOIN';
M, NI XM, NI, done AN, NI est finie; alors Ny NI~ N, NI est
aussi finie; I, NI LN, NI, done M, NI* et I, NI* sont finies.
Alors (lemme 1.1) ona_((mqnf)z')@(;m NoL*) est finie, d’olt contra-
diction.

Les lemmes 1.6 4 1.9 ne seront pas utilisés dans ce qui suit. Mais ils seront
nécessaires pour la théorie des applications * annoncée dans I'Introduction.
Comme ce sont des conséquences directes des lemmes précédents, nous les
démontrons ici.

LemMe 1.6. — Soient N,, N, deux wvariétés de M Jinies et équivalentes,

et JI‘LGM une varwte contenant N, et M,. Il existe un U & My conservant I et
tel que U(ON,) =

Démonstration. — Soit MU' =M, PN, CN. N est finie (lemme 1.5).
Donc les opérateurs de M réduits par U induisent dans IV un anneau de
classe finie. Alors (d’apres [1], lemme 4.12) il existe dans I'espace J1U" un
opérateur unitaire de cet anneau qui transforme 1L, en J1L,. Prolongeons cet
opérateur a H par linéarité en un opérateur U en posant Uz ==
pour z€ HG M. U est invariant par tout unitaire de M, donc U€EM, et U
transforme I, en IT,.
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LemMe 1.7. — Soient N, N, deux variétés équivalentes de M. 1] existe deux
variétés M, M, (resp. ON,, M.) de M, orthogonales, sous-tendant N,
(resp. IMNy) telles que N, =U'(IM}) et M, =U"(M;) pour un U' €M, et
un U" € My.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1. 2, il existe une variété 9 € M telle que
M, N I soitfinie et M, N (HSIL) proprementinfinie[ ou M, N(HE I )=o0].
On a

M AN ~M,NI et Mn(HSN)~M,n(HON),

de sorte qu'il suffit de démontrer le lemme en supposant successivement J1t,
finie et O, proprement infinie. Si 1, est finie, il suffit d’appliquer le
lemme 1.6 (en prenant JW,=0N,, N, =o0). Supposons désormais O,
(et O,) proprement infinies. Alors (lemme 1.3) il existe une partition
(o, o)) de OIL,, une partition (I, IM;) de I, avec IM,AVIM, AV~
ML,ANU,~OIL,. Montrons par exemple qu’il existe un U'eM, tel que
M, = U'(ONL)). 1l suffit visiblement de prouver que HSMN,~HSIMN,. Or
HOM =(HOM)PM, ~(HOM)PM=H  (i=1, 2)

et le lemme est démontré.

Lemme 1.8. — Supposons H proprement infinie. Sotent O,, I, des variétés
finies. Il existe une variété équivalente a N, et orthogonale a I, .

Démonstration. — Soit M,=HES M. D’apreés le théoréeme 6de| 1 ]appliqué
A O, et M, il existe deux variétés O, N’ de MY, avec

M=HOIM,  IMNAIM <KXM,NM,  IM,AIM <M, NI,

Alors I, NI est finie. ML, NI est aussi finie. Puisque I, et I, sous-
tendent H, I, NI et NM,NIN sous-tendent M, qui est donc finie
(lemme 1.5). Comme H est proprement infinie, 1L =o. Alors

My == M, A I =< I, A I = DN,
ce qui prouve le lemme.

Lemye 1.9.- — Supposons H proprement infinie. St N; KM (i=1, 2, ..., n)
avec une variété N finte, 1l existe des N,~o M (i=1, 2, ..., n), deux & deux

orthogonales, telles que é m;c é m,.

i=1

Démonstration. — Par récurrence sur n, on est ramené a prouver ceci :
soient M, M, ..., M,_, des variétés deux a deux orthogonales équiva-
lentes & J1t; soit I, <IN ; alors, il existe une variété IV, ~v ITL, orthogonale

n n—1
AON,, M, ..., M,_,, avee @mic<@mi>@mz;.
i=1 i—=1
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Or, soit m;=<@ ;)T‘L,-) &) < @31@). I, est en position p’ avec une variété
i=1 i—1
n—1

contenue dans I, donc I <IN, < I EB IL; est finie (lemme 1.5), donc

(lemme 1.8) il existe une L~ I avec I orthogonale & B ;. M, et am
sont contenues dans H@( E_B:)T‘L,> donc (lemme 1.6) il existe un UeM,

i=1
n—1

conservant @ I, et tel que U(IM.)c - U™ (O1) est la variété N, cher-

i=1

chée.

II. — Premiére réduction des anneaux d’opérateurs.

DeriNiTioN 2.1. — M sera dit de classe finie (resp. purement infinie) st lu
variété H est finie (resp. purement infinie).
(’est bien la la définition des anneaux de classe finie donnee dans [1].

LemMe 2. 1. — Soit I, une variété finie, M, une variété purement infinie. N,
et N, sont orthogonales.

Démonstration. — 1l existe ([1], théoréme 6) des variétés m,, m,
(resp. m,, m,) orthogonales complémentaires dans O1t, (resp. JN,) avec
m, {m,, m, <{m,, m“ orthogonale a m'f‘. Comme m, C IMN,, m, est finie, et,
comme m, < m,CIN,, m;=o0. Comme m, <m, CIN,, m, est finie, et, comme
m, € M, m, = o. Alors, IM% = m' " est orthogonale 2 M?=m?. D’oli le lemme.

Lewme 2.2. — Soit HP' la variété sous-tendue par lensemble des variétés
purement infinies () :

a. Hrig M,

b. HP est purement infinie;

c. les variétés purement infinies ne sont autres que les variétés de M, # o,
contenues dans Hr'.

Démonstration. — M7 €M est évident; H” est aussi invariante par tout U € My,
d’ot a. Toute variété finie est orthogonale a H#?, d’aprés le lemme 2.1, d'ou b.
Par définition de H?’, toute variété purement infinie est contenue dans H?'; et
toute variété de M, £ o, contenue dans H#, est purementinfinie puisque H” est
purement infinie, d’ou c.

Lemue 2.3. — Soit H/ la variéié sous-tendue par ’ensemble des variéiés finies

de M (3) :

(®) Si cet ensemble est vide, la variété sous-tendue est o conformément aux conventions usuelles.
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a. B/ eM";

b. W/ est finie;

c. les variétés finies de M ne sont autres que les variétés de M% contenues
dans H/.

Démonstration. — a est immédiat, ¢ résulte aussitot de la définition de H/ et

de b. Prouvons b. Soit (0;),c,la famille des variétés finies de M. Soit 96C H/,
avec 9t ~ H/. Pour tout7 €1, on a

NnycH/ N o= an,; et IJLNIM,; ~ O,

d’olt, comme IN; est finie, 91N IN;= ;. Done E)CDOT‘L,, et par suite IOH.
D’out 9t =H/, ce qui prouve b.

Lemme 2. 4. — [l existe une variéié finie N telle que mi=HOH".

Démonstration. — Soit (M;),¢, une famille maximale (théoréme de Zorn)
de variétés finies telles que les 012 soient deux & deux orthogonales.
Soit M = M, qui est finie (lemme 1.1). Ona M CcHSH” (lemme 2. 1),

iel

donc MM c HEH” (lemme 2.24a). Si O __(H@HI”)@JR“#O I, n’étant
pas purement infinie, contient une variété finle DTY.#O, comme O € M,

on a :m“c:m', de sorte qu'on pourrait ajouter AN 4 la famille (M;),e; qui ne
serait pas maximale. Donc M= HEO U,

Lemve 2.5, — a. Toute variété de M contenue dans B/ est finie.
b. L’ensemble des variétés finies sous-tend HOH (7).

Démonstration. — a est immédiat. Prouvons b. Toute variété finie est
contenue dans HSH” (lemme 2.1). D’autre part, les variétés équivalentes a
une variété 9T sous-tendent 9t ([ 1], lemme 3. 1), donc HOH” si I'on prend
pour I la variété I du lemme 2. 4.

Posons H'=H & (H/ @ Hr"). On peut grouper les principaux résultats qui
précédent de la maniére suivante :

TaeoriMe 1. — 11 existe trois variétés W', U/, W', appartenant a M, deux a deux
orthogonales, sous-tendant H, avec les propriétés que voicr :

a. M induit dans 0" un anneau de classe purement infinie. Toute variété = o
d’un tel anneau est purement infinie.

b. M induit dans U’ un anneau de classe finie. Toute variété d’un tel anneau est
finie.

¢. M induit dans W un anneau pour lequel : 1° aucune variété n’est purement
infinte; 2° aucunevariété du centre n’est finte.

d. W', U/, W’ sont déterminées univoquement par les propriétés précédentes.
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III. — Deuxiéme réduction des anneaux d’opérateurs.

Elle va étre basée sur les notions suivantes :

DirmvTioN 3.1. — Une variété L EM est dite irréductible si M £ 0 et s'il
n’existe aucune partition homogéne d’ordre 2 majorée par O,

DerFiNITION 3.2, — Une variété INEM est dite simple st N = o et 't existe
une partition homogeéne (IM;),c,, avec N;~ N pour i €1, et @ M, e MA.

Dermition 3.3. — Une variété €M’ est dite homogéne si M £ o, et 5l
existe une partition homogene (M;),c, de MM, les M, étant irréductibles (et simples
d’apres la définition 3. 2).

Quand M est de classe finie, les définitions 3.2 et 3.3 coincident avec les
définitions 4.2 et 4.6 de [1 ] (car alors toute partition homogéne est finie :[1],
lemme 4.2). La définition 3.1 n’est autre que la définition 4.5 de [1].

LemME 3. 1. — Toute variété irréductible est fine.

Démonstration. — Elle résulte aussitot des lemmes 1.2 et 1.3.

LEMME 3. 2. — Soit I une varété trréductible.

a. Soient A et B des opérateurs de M réduits par IVL. Les parties induites par A
et B dans N sont permutables.

b. Sotent N,, M, des variétés orthogonales contenues dans . NLé et :)1(.h sont
orthogonales.

Démonstration. — Ce lemme est démontré dans [1](lemmes 4.7 et 4.8).
Les démonstrations de [ 1] ne font nul usage du fait que M est de classe finie.

LeMME 3.3. — Soit NU une variété irréductible et 9C C I une variété de M
On a 90 = IM.n 9",

Démonstration. — Soit JU=0IM S I. On a NCIM et NI, donc
I 9. De méme IV CIMAIVA. 9 et IV sont orthogonales, donc aussi
(lemme 3.2b) M A CIN et MAINTCIMN. Comme I et I sont complé-
mentaires dans J1(, on a nécessairement

MAIAI=9, MANi=ar.

Lemme 3.4 — Sotent M,, [)TL deux variéiés ureduczzbles Pour que Ny ~o N,
i faut et il suffit que M2 =
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 2. 25
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Démonstration. — La condition est nécessaire d’aprés le lemme 3.1 de [1].
Montrons qu’elle est suffisante. Supposons %= M4, et appliquons le
théoréme 6 de [1] & J1L, et INL,. Il existe des variétés m,, m, (resp. m,, m.)
orthogonales complementalres dans O, (resp. IMN,), avec m, <m,, m, <m,,
m3 orthogonale am . Ona

Mi=mi@mi mIi=migm}F

mi est orthogonale a m %, micml, '”Cm't , donc I'hypothése J]‘Cq~311'q
entraine m? = m}, m,% = m.%. Onam, ~m,, avec m, Cmy, doncm = m’ = m,
et, comme (m2@m,)‘ est orthogonale a m® (lemme 3.25), (m2@rm>h.—:o,
my = m,, m, ~m,. De méme m ~m,. Dot le lemme.

LEMME 3. 5. — Soit N une variété homogéne, et (N;),1, (M), ¢y deuz partitions
homogénes de I, les ON; et les N’ étant irréductibles. 1 et J sont équipotents.

Démonstration. — Si | par exemple est fini, MM est finie (lemmes 3.1 et1.5).
Alors J est fini ([1], lemme 4. 2). D’ailleurs le lemme 3. 4 prouve que J1; ~ J1L..
Si I et J n’avaient pas le méme nombre d’éléments, on voit aussitot que It
serait équivalente a une variété strictement contenue dans N, ce qui est
absurde. Donc I et J sont équipotents. Supposons maintenant I et J infinis.
Considérons un indice particulier 7€l. Soit f; €N, avec f; = o, et soit I, la
plus petite variété de M contenant fi. On a 9t,C I, donc, posant I = I,
I;=M;N I (lemme 3.3). D'autre part, f; est orthogonal a toutes les I saut
au plus 4 une infinité dénombrable d’entre elles, s0it (I1));c . Donc f; € EBJT’L},
et par suite 9, PN, Ceci posé, comme IM; ~ M, pour ' €1, 1l ex1ste

jEK
une I, C I, avec les propriétés suivantes :

10 9L~ Iy, et par suite I = I, ;= I A M3

2° IU; est orthogonale anx O’ sauf au plus 4 une infinité dénombrable
d’entre elles. »

Comme les J1U; sous-tendent 1T, les 9(; = 9L N N sous-tendent 9C. Alors,
pour toute JIU; existe une I, non orthogonale a L, (sinon I, serait ortho-

gonale & 9C; donc toute I}, équivalente a I, serait orthogonale a I e M?
donc J1t serait orthogonale & 9L CIMN, I = o, I;= o contrairement a f;=~ o).
D’aprés ce qui précede, i; ne peut étre le méme que pour une infinité
dénombrable au plus d’indices j. On en déduit aussitot :

puissance de J =~ puissance de I < N, — puissance de I,

et, par symétrie entre I et J, le lemme est démontré.
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Nous pouvons alors poser la définition suivante :

Derition 3. 4. — Soit MM une variété homogéne. On appellera degré de N la
puissance de toute partition homogene de M dont les éléments sont trréductibles.

Les lemmes 1.5 et 3.1 prouvent aussitot que JI, homogene, est finie si et
seulement si son degré est fini.

LemMe 3.6. — S¢ 0N est une variété homogéne de degré o, toute variété 9
de M contenue dans WL et 5 o est homogéne de degré .

Démonstration. — Soit (I, ),el une partition homogéne de J1t, les JI; étant
irréductibles et I ayant pour puissance «. Les 9UNI; forment une partition
homogene de 9T et sont irréductibles, ce qui prouve le lemme.

LemMe 3.7. — Soit o« un nombre cardinal. S’il existe des variétés homogénes de
degré a, il en existe une, soit H*, plus grande que toutes les autres. Alors, les

variétés homogenes de degré o ne sont autres que les variétés == o de M* contenues
dans H>. ‘

Démonstration. — Considérons, parmiles partitions dontles éléments sontdes
variétés homogenes de degré o, une partition maximale (théoreme de Zorn),
soit (IM)e- Smt H*= @O‘I‘L Soit, pour /€1, (9U),¢, une partition de M,

dont les éléments sont 11‘reduct1bles, on peut supposer 'ensemble d’indices J
indépendant de 7 et de puissance «. Soit IV = 163‘)‘6{ Les 9U, ou je€l, forment
une partition homogeéne d’ordre « de H*. De plus, 9U est irréductible; car,
soit (m, m') une partition homogéne majorée par 9U; soient m;=mn I,
m;=m' N I; comme m ~m' 5 0, on a m;~ m,~ o pour un (€1, de sorte que
(my, m)) est une partition homogéne majorée par 9U, ce qui est absurde. Donc
H=> est homogeéne de degré o.
Maintenant, soit J1L une variété homogene de degré o. Si

M—=m S (MnH*) £ o,
O est homogéne de degré o d’aprés le lemme 3.6, donc on peut ajouter It a
la partition (J1,),¢,, ce qui est absurde. Done ML= o, ¢’est-a-dire que MM c H=.

H* est donc bien la plus grande des variétés homogeénes de degré «. La fin du
lemme résulte aussitot du lemme 3.6.

Lemme 3.8. — St « et 3 sont deux nombres cardinaux différents pour lesquels H*
et H® existent, H* et H® sont orthogonales.

Démonstration. — Si H*AHP=£0, H*NH? est homogeéne de degré o et de
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degré B (lemme 3.6), ce qui est absurde. Donc H*NH?=o, et le lemme en
résulte puisque H* e M et H® € M".

LemMe 3.9. — Toute variété irréductible I, contient une variété irréductible
stmple.

Démonstration. — Considérons les partitions homogénes qui contiennent 1,
comme élément, et soit (IN;),c, une telle partition maximale (théoréme de
Zorn). Soit JTKO:H@<€BDT‘L,~>. Raisonnant exactement comme dans [1]

iel .
(lemme 4.9), on détermine, pour /€l ou /=o, des variétés m;,CIN,,
] . t g . Crgr
équivalentes, =< o, sous-tendant une variété de M". Alors m, est la variété du
lemme.

TneoriME 2. — Soit A ’ensemble des nombres cardinaux inférieurs ou égaux a
la dimension de H. 1l existe une famille (H*), o, avec les propriétés suivantes :

a. H*= o0 ou H* est homogéne de degré a; I’ensemble des variétés homogénes de

degré a est Uensemble des variétés % o de M* contenues dans H*; cette propriété
détermine univoquement H*;

b. H* et H® sont orthogonales si o £ (33

c. '=HO ( ) H°‘> ne contient aucune variété irréductible ;
xEA

d. H*C 0/ si a est fini, H* C H' 57 a est infini.

Démonstration. — a et b sont déja prouvés, prouvons c. Si H° contient une
variété irréductible, H contient (lemme 3.9) une variété irréductible simple m,
et, comme H°eM? H° contient la variété homogéne m'. Le degré de cette
variété homogeéne est évidemment.un nombre de A, soit«, de sorte que mf c He,
d’out absurdité. Donc H® ne contient aucune variété irréductible.

Prouvons d. On a déja observé que, si « est fini, H* est finie, donc H*C H’.
Soit maintenant « € A un nombre cardinal infini tel que H*s£ o. Il existe une
variété irréductible 9 telle que H*= 9%, 9T est finie (lemme 3. 1), donc IT et
par suite 9L sont orthogonales 2 H#i (lemme 2. 1). D’autre part, si H*A H/ < o,
H*NH/ est homogéne de degré a (lemme 3.6), et finie, ce qui est absurde;
donc H* est orthogonale a H/. Donc H*C H'.

Nous allons voir maintenant que M induit dans chaque H%* (x€A), un
anneau de structure simple. Pour mieux comprendre I'intérét du théoréme
suivant, rappelons que (indépendamment de tout anneau M), si (O1L,),¢, est une
famille de variétés deux a deux orthogonales sous-tendant H, un opérateur A
est parfaitement déterminé par le tableau & double entrée des opéra-
teurs Pm,-APm,- Si de plus les O11; ont méme dimension, et si U;; est un opéra-
teur partiellement isométrique admettant J1; pour variété initiale et J1t; pour
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variété finale, on peut aussi bien définir A par les Ui, (P, AP ) U, ;)= U, AU, ,,
2, étant un indice particulier de I. Ces opérateurs appliquent 01, dans 01, et
s’annulent dans H& 1L, , de sorte qu’on peut se contenter de considérer leurs
restrictions A;; & IN,. La représentation matricielle correspond au cas ou
les J1; sont de dimension 1, et le calcul sur les A s’effectue d’ailleurs i 'aide
des A;; par les régles habituelles du calcul matriciel.

Si M est abélien, H est, on le voit aussitot, irréductible, de sorte que, avec
les notations précédentes H=H*. On va voir que I'é¢tude de M dans une H* se
raméne a 'étude des anneaux abéliens.

TntoriME 3. — Supposons H homogéne de degré a. Soit (OW;),c, une partition
homogéne de H, les OW; étant irréductibles, 1 étant de puissance . Soit U;; € My,,
admettant IW; pour variété initiale, IN; pour variété finale. Soit 1, un indice
particulier de 1. 11 existe dans Uespace I, un anneau abélien d’opérateurs, soitN,
avec la propriété suivante : ['opérateur borné A de H est dans M si et seulement st
les restrictions A;; a O, des U, AU,; sont dans N. N n’est autre que I'anneau
induit par M dans O, .

Démonstration. — Les opérateurs de M réduits par I, induisent dans 1L, un
anneau d’opérateurs N qui est abélien (lemme 3.24a). SiAeM, U, AU, eM
applique O, dans O, et s’annule dans HES 01, donc est réduit par 1L, , et sa
partie induite A;; dans O, est dans N. Réciproquement, si A ;E€N, les A},
donc A, sont invariants par tout opérateur unitaire de M’, de sorte que A €M.

IV. — Relations avec la réduction de J. von Neumann.

Nous allons, dans toute la fin de cet article supposer H séparable, et utiliser
sans explications les notations de [5] en méme temps que les notations
précédentes. .

M est engendré par une résolution de 'unité E(%). Soit o(2) une N-fonction
équivalente & E(). Il existe une représentation de H comme somme directe
généralisée d’espaces H(A) avec la N-fonction o(), a laquelle appartiennent
la décomposition de 'unité E(2) et Panneau M? ([5], théorémes 111 et IV).
Soit M~ XM(%) la décomposition de M en facteurs ([ 5], théoréme VII), bien
déterminée si I'on néglige les ensembles de s-mesure o. 1l s’agit d’étudier la
classe de ces facteurs suivant la valeur de A. Nous aurons besoin des lemmes
suivants :

LeMME 4. 1. — Soit EEM un projecteur proprement infini (*), E~ XE(1) sa
décomposition. Les E(\) sont nuls ou infinis a-presque-partout.

(*) Ce qui signifie que la variété correspondant a E est proprement infinie. De méme plus loin
pour les projecteurs finis, irréductibles, etc. Nous employons l’expression s-presque-partout pour
dire : sauf sur un ensemble de s-mesure nulle. ‘
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Démonstration. — 1l existe (lemme 1.3) des projecteurs E,, E, de M avec

E1E2:0, El—‘iw E.‘.: E, ENEir\JE._,.

Soient E,~XE,(1), E;~~XE,(1) les décompositions de E,, E,. E, (%), E;(%)
sontdes projecteurs,

E(2)=E,(2)+E,(}), E((M)E,(2)=o,

tout ceci o-presque-partout. E~VE, signifie qu’il existe un Ue M avec U*U =E,
UU*=E,, d’ou, si U~vXU(R),

(UM)U@)=E@®), U@ (U@®))=Ei(2),

¢’est-d-dire E(/\)’\JE4()\> de méme E(A)~E,(X) (o-presque- partout)
Si E(1) £ o, ceci prouve que E(A) est mﬁm

LeMME 4.2. — Soit EEM un projecteur fini, E~ ZE(L) sa décomposition.
Les E().) sont finis o-presque-partout.

Démonstration. — Utilisons plus spécialement les notations du lemme 17
de [5]. Les couples (%, V) dans 'espace r >< 8, vérifiant r€A et (21.2) de[5]
forment un ensemble D, qui est borélien. Comme dans la démonstration du
lemme 7 de [5], il en résulte 'existence d’'un V(A)eM(A), dépendant
mesurablement de 2, avec, pour A€M ,

VOPV)=E@®), VMOV =V V) EQD) £EM),

et, pour AgM_, V(A)=o. Soit V~UZV(RX) [les V(X) sont partiellement
isométriques, donc || V(X)||<L1]. Soit F(A) I'opérateur égal a 1(1) pour
reM_, ao(L)pour AgM_[F(2) est mesurable puisque M_'est], et F~0XF (1)
qui est un projecteur de M*. On a V*V = EF, VV*= VV*EF; comme E est fini,
EF est fini, donc VV*EF = EF; pour A€M _ on a donc V(1) V(A)*E(L)=E(%)
s-presque-partout. Donc M est de s-mesure nulle.

LemMe 4.3. — Soit E un projecteur irréductible, E~o XE( 1) sa décomposition.
Les E(\) sont nuls ou.minimaux o-presque-partout.

Démonstration. — Utilisons encoge les notations du lemme 17 de [5]. Consi-
dérons les couples (A, E) dans » <8, tels que A €A, et tels que

Egh=tA, () IN=gW—1A (W) INE,  EINA Q)TN =IN=1A, (L) IVE,
E=FE,E2=Ezxo0, EJN-EQ)IN=Ez=ZIN1EQ)s™.

A la maniére habituelle, on prouve que ces couples forment un ensemble
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borélien D, dans r><'8,. D'ou I'existence d’un E'(2)€M(%), dépendant mesu-
rablement de A, projecteur pour tout A, avec

E)EMN) =E @) #E®R),  E0)Zo),

lorsque % appartient & la projection M deD, UD,U...UD_surr, et E'(A)=o0(%)
pour les autres valeurs de A. M est ’ensemble des points pour lesquels E(%)
n’est ni nul ni minimal. Soit '~ ZE'(X). E’ est un projecteur de M avec E' <E.
Puisque E est irréductible, on a (lemme 3.3) E'=EF avec FeM*. Soit
F~UZF(2), avec F(A)=1(%) ou o(1) pour tout 2. On a alors E' (X)—F()\) :
ou o( 1) s-presque-partout. Donc M est de s-mesure nulle.

Lemme 4. 4. — St G, n'est pas de a-mesure nulle, il existe un projecteur irréduc-
wble BE€M, de décomposition E~vZE(n), tel que E(L)s£o0 pour L€C, ,
E(%)=o0 pour 7. &C,,. '

Démonstration. — Soit H* un espace de Hilbert de dimension mn(n =1,
2, ..., ®) et M*, M" une factorisation couplée de classe (I,, 1,) dans H*.
M(2) est de classe (1, I,) si et seulement si il existe un isomorphisme de H*
sur H(A) qui transforme M* en M(2). Comme dans le lemme 20 de [5]. les
paires (%, U) dans r>:8,, pour lesquelles : 1° 2 €A/, ; 2° U est unitaire
dans H*; 3° J® U transforme M* en M(1) forment un ensemble borélien. D’ou
'existence pour A€(,, , d’'un U(A)€S,, tel que I'image inverse, dans I'appli-
cation A —U(X), de tout ouvert de §,, soit o-mesurable. Soit d’autre
part E€S,,, un projecteur minimal de M*. On prouve a la maniére habituelle
que JPUA)EU(L)*FW-1=E, (%) est un projecteur de M(%) dépendant
c-mesurablement de A pour A€C, ,. Posons E(A)=E,(A)=£0 pour
re(, ,(n=1,2,..., ), E(A)=o0pour AgC, . E(1) dépend s-mesurable-
ment de A: E~0XE(2) est un projecteur de M. On va prouver que E est
irréductible, et le lemme sera établi. :

D’abord E £ o0 puisque E(%) £ o sur I’ensemble C, de c-mesure non nulle.
Ensuite, supposons des projecteurs E,, E, de M avec

E,Ey=o0, E,—=E, E,~E, E,~E,.
Soient E, N2E1</\) E,~XE, (%) leurs décompositions. On a
E () Es(B) =0, E(H)<ZE@),  E.(1)=E®), 1(X)~h‘,(l)

s-presque-partout. Comme E(1) est nul ou minimal pour tout 4, il en résulte
E, (%) =E,(%) = o o-presque-partout, donc E;=E,=o0, de sorte que E,, E,
ne forment pas une partition : E est irréductible.

Lemme 4.5. — St H est homogéne de degré a.(a =1, 2, ..., N,), M(%) est un
facteur de classe 1, a-presque-partout.
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Démonstration. — Soit (E;),c, une partition homogéne de 1, les E; étant
) o

irréductibles et I de puissance a. On a 1 :in au sens de la convergence forte
i=1

des suites d’opérateurs (si « est fini il n’y a méme pas de question de conver-

gence). Soit E;~ XE;(2.) la décomposition de E;. Les E,(%) sont des projecteurs

- nuls ou minimaux o-presque-partout d’apreés le lemme 4.3, et E;,(A)E;(A)=o0

pour iz£j g-presque-partout. D’aprés [5] (p. 444), I:EEi entraine

i=1
o

1(7\):2Ei(7\) g-presque-partout, a condition ‘de grouper ¢ventuellement
i=1 :

certains termes dans la série. Comme les E;(%) sont des projecteurs: ortho-
o

gonaux, on a 1(7\)=EE,~(7\) au sens usuel g-presque-partout. Pour achever
de proaver le lemme, il suffit donc de prouver que E;(1) £ o s-presque-partout.
Or, si 'on avait E;(%) =o sur un ensemble M de c-mesure non nulle pour
un /€l, on aurait E;,(A)=o0 pour 2€M et pour tout : €l puisque E,~E;
entraine E;(2)~E;(1), d’ou 1(1)=o0 o-presque-partout sur M, ce qui est
absurde. '

Lemme 4.6. — St H=H/'NnH°, c'est-a-dire si H est finie et ne contient aucune
variété irréductible, ML(1) est un facteur de classe 11, o-presque-partout.

Démonstration. — 1(7\) est fini o-presque-partout d’aprés le lemme 4.2.
C,, est de c-mesure-nulle pour m=1, 2, ..., o d’aprés le lemme 4.4.
Donc M (1) est de classe I, s-presque-partout.

Lemve 4.9, — Si H=H'NnH°, M(X) est un facteur de classe 11 a-presque-
partout. :

Démonstration. — Par définition de H/, H' est proprement infinie, donc 1()
est infini s-presque-partout d’aprés le lemme 4.1. C; est de c-mesure-nulle
pour m=r1, 2, ..., o d'aprés le lemme 4.4. Donc M (%) est de classe 1I_ ou
111 o-presque-partout. Soit 1L une variété finie telle que M= H (lemme 2. 4),
et soit Puu~uZE(L). E()) est fini o-presque-partout (lemme 4.2), et un
raisonnement déja fait prouve que E(A)s£o0 o-presque-partout (a cause de
M= H). Donc M()) est a-presque-partout de classe II_.

Lemve 4.8 — S¢ H=H¥, M () est un facteur de classe 11_ ou 11l a-presque-
partout. -

Démonstration. — 1l suffit d’utiliser le raisonnement de la démonstration
précédente.



REDUCTION DES ANNEAUX D’OPéRATEURS. 201

Nous pouvons maintenant aborder le cas général. H est sous-tendue par les
variétés suivantes de M*, deux i deux orthogonales (nous écrivons w au lieu
de %) :

H:, M, ..., H0*; Hnl/; Hoall; He.

Reprenant la résolution de I'identité E(%) qui engendre MY, on peut supposer,
au besoin en remplacant la représentation de H avec les H(2) par une repré-
sentation équivalente ([5], définition 3):

B(—3)—E(—64)=Pu;  E(—2) —E(—3)=Pupnn;
E(—l)—E(—Q):PHon“A/; E(O)—E(—“I):P“m;

E(n)—E(n—1) =Py pour n=—1,z2, ....

Soit A, A,, ... une suite d’opérateurs engendrant M. Soit A;~0XA;(%) la
décomposition de A;. On peut supposer que M(A) est 'anneau engendré par
les A;(M).

On a, d’aprés les définitions (c¢f. notamment [5], p. 422, ligne 8),
E(1) —E(o)~XZF(%), ou F(A)=1 pour o< 2 L1, F(A)=o0 pour 1 Zo,
A >1.Donc A,-(E('I) — E(o)) ~ZAMNFQ). Sio <A1, A;(W)F(L) = A;(2),
de sorte que M (%) ne change pas sil’on remplace les A; par les A;(E(I)-—E(O)).
Or les Ai(E(l>—-E(O)) = AP, engendrent MP,,. Ainsi le facteur M(2),
pour o< A1, ne change pas si I'on remplace M par MP,. Par suite, pour
étudier la nature des M(2) quand o< A1, on peut supposer H=H*. Un
raisonnement analogue vaut pour les autres valeurs de 7, et les lemmes
précédents prouvent alors que :

Sin— 1< nZLn(n=1,2,...), M(4) est de classe I,.

Si —1<AZo, M(%) » I.
Si —a2<AZ -1, M(x)  >» IL,.
Si —3<<AZ— 2, M(A)  » II_.
Si —4<hs -3, M(2)  » I oullL

Pour résoudre le probleme de mesurabilité de von Neumann ([5], p. 471),
il suffit donc de se placer dans le cas ou M est de classe purement infinie.
Ceci, d’ailleurs, ne simplifie nullement la solution. Notons seulement qu’une
maniére plus précise, et assez naturelle, de poser le probléme est la suivante :
si M est de classe purement infinie, les M(A) sont-ils de classe Il c-presque-
partout ? Jusqu’a nouvel ordre, il pourrait arriver que tous les M(%) soient de
classe II_!!

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 2. 26
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