P.J. MYRBERG
Sur les fonctions automorphes

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 68 (1951), p. 383-424
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1951_3 68__383_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1951, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1951_3_68__383_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES FONCTIONS AUTOMORPHES

Par M. P. J. MYRBERG.

— Q

I. — Introduction.

1. La base de la théorie des fonctions automorphes est constituée par un
groupe de transformations biuniformes. Le probléme principal réside dans la
recherche des fonctions analytiques, invariables par rapport a de telles trans-
formations. Dans le cas d’une seule variable, les transformations en question
se réduisent aux substitutions linéaires

(S) ;f:fﬁ:“_ﬁ__(“ 5).

vz+9 \y 9o

/

Dans la théorie des fonctions automorphes, nous intéressent seulement les
groupes discontinus dans un certain sens.
Soit I un groupe des substitutions linéaires que nous écrirons dans la forme
unimodulaire
a0 — By=1.

La premiére condition indispensable est que le groupe ne contienne pas de
substitutions infinitésimales, c’est-a-dire des suites infinies de substitutions
pour lesquelles le schéma de coefficients converge vers le schéma unitaire

(:) ?> Autrement, le groupe en question contiendrait des substitutions repré-
sentant des déplacements infinitésimaux dans le plan complexe, de quoi il

résulte que les fonctions invariantes se réduisent nécessairement a des

constantes. Mais la condition que nous venons de poser n’est pas suffisante.

(’est ainsi que, par exemple, le groupe de Picard, formé par I’ensemble des
substitutions linéaires dont les coefficients sont des nombres entiers de Gauss,
remplit notre condition, n’ayant cependant pas d’intérét du point de vue de la

théorie des fonctions. Comme une condition complémentaire suffisante, il faut

poser 'exigence de discontinuité propre, pour laquelle on donne la définition

sutvante :
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Soit I' un groupe de transformations linéaires (S). On dit que le groupe I est
proprement discontinu dans un point z, si ce point peut étre couvert par un
domaine dont les transformés sont situés en dehors de ce domaine, a I'excep-
tion peut-étre d’'un nombre fini. Les points ol le groupe est proprement dis-
continu forment un domaine D, composé d’une ou de plusieurs parties que
nous appellerons le domaine de discontinuité. 'Les points intérieurs de ce
domaine sont des points réguliers et les points de_la frontiére sont les poinis
singuliers du groupe. Les points singuliers qui sont des point-limites pour les
points équivalents du groupe sont constitués, ou bien par un ensemble discret
des points, ou bien d’un nombre de continus.

2. La définition que nous venons de donner de la discontinuité peut étre
mise en liaison avec la définition donnée par M. Montel pour les familles
normales des fonctions analytiques. On peut en effet démontrer que le domaine
D, est identique au domaine D ou les substitutions du groupe forment une
famille normale de fonctions. 1l est en effet possible d’extraire, de chaque
suite infinie de substitutions de I', une suite partielle infinie dont les fonctions
linéaires correspondantes convergent, dans chaque domaine intérieur de D,,
uniformément vers une fonction-limite qui se réduit a une constante. Ainsi, le
domaine de discontinuité D, est, dans ce cas, identique au domaine normal D
du groupe.

Remarquons cependant que c’est le cas seulement quand il s’agitd’une seule
variable. Dans le cas de deux ou de plusieurs variables, par contre, le domaine
normal D ne constitue généralement qu’une partie du domaine de disconti-
nuité D,. Dans mes recherches sur les fonctions automorphes de plusieurs
variables, j’ai démontré I'importance capitale du domaine normal en tant que
domaine d’existence de fonctions automorphes, ce qui rend possible d’expli-
quer quelques phénoménes remarqués par Picard, qui auparavant avaient
compliqué la théorie des fonctions en question [ 14].

3. Dans la théorie des fonctions automorphes, le concept de domaine fonda-
mental a une importance primordiale. On entend par la chaque domaine qui
contient un et un seul point équivalent 2 un point donné du domaine de dis-
continuité ou a celui d’une partie connexe de ce domaine. Comme les substitu-
tions linéaires ont ceci de particulier qu’ils conservent ’ensemble de cercles,
les droites y comprises, on peut toujours choisir pour domaine fondamental un

~polygone dont les cotés constituent des arcs de cercles. Ces cotés sont conju-

gués deux par deux, de sorte qu’a chaque couple appartient une substitution
transformant le coté correspondant sur son conjugué. En combinant, de toute
maniére possible, ces subtitutions fondamentales, on obtiendra ’ensemble de
substitutions du groupe donné, et les polygones correspondants remplissent
simplement le domaine D, ou une partie connexe de ce domaine.
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Examinons maintenant d’une maniére un peu plus détaillée les groupes de
substitutions ayant un cercle invariable principal C. Les substitutions en
question qui dépendent de trois paramétres réels peuvent étre interprétées
comme des mouvements du plan hyperbolique consistant en [iutérieur-
du cercle principal, ou I'on a introduit la métrique de la géométrie de
Lobatsheffsky.

Soit I' un groupe de telles substitutions. Dés que le groupe ne contient pas
de substitutions infinitésimales, il est proprement discontinu dans l'intérieur
(et aussi dans ’extérieur) de C. Ce résultat, bien connu, est d’ailleurs une
conséquence immédiate d’un théoréme général concernant les groupes de
certaines transformations biuniformes d’un nombre quelconque de variables
ayant un domaine invariant fini, comme j’ai démontré dans un travail publié
dans les Acta mathematica | 14]. .

Les groupes ayant un cercle principal peuvent, d’un certain point de vue,
étre répartis en deux catégories différentes. Ou bien tous les points de la
circonférence C sont des points singuliers, ou bien les points singuliers
forment un ensemble discret des points sur C. Dans le premier cas, renfermant
les groupes de Schwarz et, en particulier, le groupe modulaire, le polygone
fondamental est situé complétement & I'intérieur du cercle principal; dans le
deuxiéme cas, auquel conduisent, par exemple, les groupes de Schottky, le
polygone fondamental comprend aussi quelques parties de la circonférence C.

En adoptant un autre point de vue, on arrive & une classification différente.
Nous appellerons notre groupe un groupe fuchsien, si le nombre des substitu-
tions fondamentales est fini, et un groupe fuchsoide, si le nombre en question
est infini. ‘

Dans le premier cas, le nombre de cotés du polygone fondamental B est fini,
dans le deuxiéme cas infini. Comme cotés de B on peut, pour les groupes de la
premiére catégorie, toujours choisir des arcs de cercles coupant orthogonale-
ment C. Quant aux sommets ordinaires du polygone B, ils peuvent étre situés,
ou bien a U'intérieur de C — ce sont les sommets elliptiques ou adventifs — ou
bien sur C — les sommets paraboliques. Outre les sommets mentionnés, on
aura, dans le cas d’un groupe fuchsoide, encore des sommets singuliers, en
nombre fini ou infini, qui sont des points-limites des sommels ordinaires.

Pour les groupes de la deuxieme catégorie, la frontiére du polygone fonda-
mental comprend encore quelques parties de la circonférence C, en nombre
fini ou infini.

En joignant les cotés conjugués du polygone fondamental d’un groupe
fuchsien par les points correspondants, on obtient une surface fermée B’
(pointée ou non), dont le genre p est zéro, ou un nombre positif fini. En
partant d’un groupe fuchsoide, on arrivera de la méme maniére & une surface
ouverte, le genre pouvant maintenant aussi étre infini. Dans les deux cas, le
nombre p donne par définition /e genre du groupe en question.
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Dans le cas d’un groupe de la deuxiéme catégorie, on doit cependant rem-
placer le polygone fondamental par la somme du polygone B et de son image
par rapport au cercle principal.

4. Passons maintenant a I'étude des fonctions automorphes de nos groupes,
c’est-a-dire des fonctions analytiques qui restent invariables par rapport aux
substitutions du groupe donné. Avant d’en démontrer I'existence, remarquons
que chaque point singulier étant un point-limite des points équivalents, est
nécessairement un point singulier essentiel pour I’ensemble des fonctions
automorphes non constantes. Notre définition est cependant trop générale pour
qu'on puisse trouver quelques propriétés communes caractéristiques des
fonctions ainsi définies. C’est le cas déja des fonctions simplement périodiques.
Il est bien connu comment on arrive, dans ce cas-ci, 2 une catégorie bien natu-
relle de fonctions, exprimées rationnellement par une fonction exponentielle,
en supposant que les fonctions en question doivent, au plus, avoir un accrois-
sement exponentiel dans le domaine fondamental, composé d’une bande limitée
par deux droites paralléles. Dans d’autres cas, comme par exemple dans le cas
des fonctions doublement périodiques, on n’a pas besoin de telles restrictions,
parce que le polygone fondamental est un domaine fini, dont la frontiére ne
contient pas de points singuliers du groupe en question.

Revenons maintenant aux groupes fuchsiens, ou I'on est en présence de
circonstances analogues. A propos de la définition des fonctions automorphes
correspondantes, appelées fonctions fuchsiennes, on peut distinguer entre deux
cas, selon qu’il existe des substitutions paraboliques ou non. Dans le premier
cas, on doit compléter la définition des fonctions automorphes en exigeant
qu’elles puissent étre développées, aux environs d’un sommet parabolique,
suivant une fonction exponentielle, dont le point singulier coincide avec le
sommet en question. Dans le deuxiéme cas, on n’a pas besoin de telles condi-
tions complémentaires.

Quant aux groupes fuchsoides, la définition des fonctions automorphes, des
fonctions fuchsoides, exigera des conditions nouvelles relatives au comporte-
ment des fonctions au voisinage des sommets singuliers — question dont
’explication a jusqu’ici pu étre abordée seulement dans quelques cas
particuliers.

5. Nous nous proposons maintenant de traiter briévement de la question
concernant 'existence des fonctions automorphes. On a a cet effet employé
deux méthodes différentes. Dans ses recherches sur les fonctions auto-
morphes, Poincaré s’est servi des séries infinies, nommées ensuite séries de
Poincaré, qui non seulement prouvent I’existence des dites fonctions, mais
aussi donnent un moyen de les représenter analytiquement. La méthode de
Klein, entiéerement différente de celle de Poincaré et qui repose sur I'utilisation
des idées de Riemann, a le caractére d’'une démonstration d’existence.
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Nous répéterons briévement I’exposé de Poincaré.
Soit H(z) une fonction rationnelle restant finie dans les points singuliers du
groupe donné I'. Formons ensuite la série infinie

(1) o)=Y H(S)(%%)'n,

ou S parcourt 'ensemble des substitutions de I' et ou m est un nombre entier
au moins égal & 2. Il est aisé de voir que la série converge absolument et uni-
formément dans chaque domaine situé a 'intérieur du domaine de disconti-
nuité, si I'on supprime, au besoin, un nombre fini de termes devenant infinis
dans le domaine. La somme de (1) définit alors une fonction analytique, méro-
morphe a 'intérieur du cercle principal qui, par rapport aux substitutions S
de I, se transforme d’une maniére multiplicative selon la formule

(2) @)(S):@(z)<fl_§>_m.

Il s’ensuit que le rapport de deux fonétions (1) est une fonction automorphe du
groupe donné. ,

C’est un fait capital de la théorie de Poincaré que, dans le cas d’un groupe
fuchsien, toute fonction automorphe peut s’exprimer par les quotients de deux
fonctions © convenablement choisies. Quant aux groupes fuchsoides, il en est
autrement. En effet, comme le noyau rationnel H ne comprend qu’un nombre
fini de paramétres, on ne peut, avec les séries de Poincaré, représenter que des

-fonctions automorphes d’une nature particuliére.

6. Il est cependant possible, dans certains cas, de représenter des fonctions
automorphes d’une maniére entiérement différente, comme I'ont montré
Schottky et Burnside. /

Supposons, a cet effet, que notre groupe soit de la deuxiéme catégorie,
c’est-a-dire qu’il soit proprement discontinu méme sur quelques parties de la
circonférence C. On peut alors, par une considération géométrique simple,
démontrer la convergence absolue de la série (1) déja pour m = 1. Dans ce cas,
les équations fonctionnelles (2) se réduisent aux équations

(2" 0(S)dS =0(z) ds,

exprimant que O(z)ds est une différentielle automorphe de I'. La fonction
intégrale

<p(z)‘::f®(z) dz

est donc une fonction additive de I' satisfaisant aux équations

9(S) =0 (3) + ws.
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L’importance de cette nouvelle méthode consiste dans le fait que les expres-
sions en question conduisentd’une maniére directe aux fonctions automorphes,
dont les zéros et poles ou les poles avec les résidus sont donnés, toutes ces
fonctions pouvant étre obtenues par une combinaison linéaire des intégrales,
tandis que la méthode de Poincaré nous donne la solution sous une forme
implicite et difficile & exécuter.

Malheureusement, la convergence absolue des séries en question n’a pas
lieu dans les cas les plus importants, dans ceux des groupes fuchsiens de la
premiére catégorie. Il est cependant, au moins dans les cas trés étendus,
possible de démontrer la convergence non absolue des séries en question et
ainsi obtenir pour les fonctions automorphes une représentation nouvelle
simple essentiellement différente de celle de Poincaré. -

Mais avant de traiter de cette question, nous nous rappellerons quelques
propriétés connues des fonctions automorphes, utiles pour nos développements
prochains. '

7. Soit I' un groupe fuchsien de genre p. Si p=o, toutes les fonctions
automorphes peuvent s’exprimer comme fonctions rationnelles d’une fonction
spéciale entre elles

(3) x=ux (%),

qui n’obtient dans le domaine fondamental aucune valear plus d’une fois. Cette
fonction, définie a une transformation linéaire preés, sera appelée une fonction
fondamentale de T'.

Dans le cas p >> o, il existe un couple de fonctions automorphes

(4) ’ r=x(s), y=y(s)
liées entre elles par une relation algébrique
(3) ' Pz, y)=o

et tel que -toute fonction automorphe peut s’exprimer comme une fonction
rationnelle R(x, y) de (4). Les fonctions (4), définies a une transformation
birationnelle pres, forment par définition un systéme fondamental pour le
groupe I'.

Quant & la fonction uniformisante polymorphe z, elle peut étre représentée
comme quotient de deux intégrales d’'une équation différentielle linéaire et
homogeéne du second ordre .

Zp L dv o
g TP ) o +q(x,y)V—o,'

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles sur la surface rieman-
nienne F du genre p, définie par I’équation (5) (dans le cas spécial p=o, les
coefficients sont des tonctions rationnelles de x).
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L’importance capitale des fonctions automorphes consiste dans le fait
qu’étant inversement donnéc une surface algébrique quelconque (5), il sera
toujours possible d’exprimer les variables x et y comme fonctions automorphes
(fuchsiennes) d’une variable auxiliaire et de trouver ainsi une solution complete
au probléme d’uniformisation des surfaces algébriques d’un genre quelconque,
probléme dont la solution pour les surfaces de genre zéro a été fourni par les
fonctions rationnelles et pour les surfaces de genre un par les fonctions
elliptiques.

8. Parmi les fonctions polymorphes, se distingue la fonction conduisant a
un groupe fuchsien de la premiére catégorie et n’ayant aucun point de ramifi-
cation par rapport a la surface F.

On peut en prouver ['existence en partant d’un eysteme canonique de
coupures composé de p rétrosections

Ai, Ag, sy A/,

et de p sections conjuguées
B, By, ..., B,

et en représentant la surface de recouvrement correspondante d’une maniére
conforme sur I'intérieur du cercle unité. Par la fonction z ainsi obtenue, toutes
les fonctions non ramifiées par rapport a F peuvent s’exprimer comme fonctions
uniformes, parmi elles les fonctions rationnelles de F et les intégrales abé-
liennes de premiére et deuxiéme espéce de F.

Parmi les fonctions uniformisantes polymorphes conduisant aux groupes
sans cercle principal, on peut mentionner les fonctions appartenant a un groupe
de Schottky, dont le domaine fondamental est limité par un nombre de courbes
fermées, situées en dehors 'une de I'autre.

9. Nous avons parlé, dans ce qui précéde, seulement de 'uniformisation des
surfaces riemanniennes fermées. On peut cependant traiter d’'une maniére
semblable des surfaces riemanniennes ouvertes les plus générales. En effet,
étant donnée une fonction analytique multiforme quelconque y(x), on peut
représenter les variables x et y par exemple comme des fonctions auto-
morphes (4) appartenant & un groupe fuchsoide I' et cela d'une infinité de
maniéres.

Partons inversement d’un groupe fuchsoide donné I'. Soit d’abord le genre
de I' égal & zéro. Il existe alors une fonction automorphe 2 = 2 (z) n’obtenant
aucune valeur plus d’une fois dans le polygone fondamental B et représentant,
par conséquent, le polygone B sur un domaine simple T du plan @, domaine
principal de x(z). Comme tonction de x, chaque fonction automorphe de I'
sera uniforme dans le domaine T. La fonction fondamentale x(z) est déter-
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minée a une transformation biunivoque arbitraire prés, définie par une repré-
sentation conforme de T sur un autre domaine simple quelconque.

Soit maintenant le genre p plus grand que zéro. Il est alors, et méme d’une
infinité de manieres, possible de former deux fonctions automorphes z(z),
y(3) qui n’obtiennent dans le polygone fondamental aucun couple de valeurs
plus d’une fois. Il s’ensuit que chaque fonction automorphe du groupe sera une
fonction uniforme sur la surface riemannienne représentée par les fonctions
zety.

Dans le cas d’une fonction algébrique, les fonctions en question peuvent
s’exprimer, comme on le sait, sous forme de fonctions rationnelles des
variables @ et y. Ce résultat peut, d’aprés M. Henri Cartan [ 6], se transmettre
aux cas ou I’équation algébrique (5) est remplacée par une relation transcen-
dante de la forme

G(x, yy=o,

ou G est une fonction entiére de deux variables, chaque fonction méromorphe
sur la surface en question pouvant s’exprimer comme une fonction méromorphe
F(x, y) des variables « et y. Quant au cas général, ce résultat ne subsiste plus,
comme nous montre 'exemple de la surface riemannienne définie par y = a*,
ou p. est une quantité réelle irrationnelle. En effet, la fonction z = logx est ici
une fonction méromorphe pour laquelle il est évidemment impossible de trouver
une représentation de la forme

t=9(z, )

par une fonction o qui était partout uniforme dans son domaine d’existence
dans I’espace (z, y).

II. — Sur la représentation analytique des fonctions fuchsiennes.

10. Soit I" un groupe fuchsien de la premiére catégorie et f(s) une fonction
automorphe correspondante (fonction fuchsienne) ayant dans le polygone
fondamental les zéros resp. poles

ay,, b, (v=r1,2,...,n).

Etant méromorphe a I'intérieur du cercle principal C

la fonction f(z) peut s’exprimer, et méme d’une infinité de maniéres, comme
quotient

(6) Sis)=£2
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de deux fonctions entiéres, c’est-a-dire réguliéres dans le domaine |z| <1,
ayant ses zéros dans les points

.~ S(ay) resp.S(by), (v=1,2,...,n),
ou S parcourt ’ensemble de substitutions de I'. Les fonctions
(7) &%), &(2),

définies & un facteur commun preés ayant la forme ", ou ~(z) est une fonction
entiére arbitraire, satisferont pour chaque substitution de I' 4 une équation de
la forme

(8) 8(8) =e%g(z),

ol les exposants ug(z) sont des fonctions entiéres dépendant de S et du choix
des fonctions (7).

I s’agit maintenant de choisir les fonctions (7) d’une maniére a donner aux
équations (8) la forme la plus simple possible.

On peut, dans des cas particuliers, poser us(z)== o, a savoir dans les cas ou
il existe des fonctions automorphes partout réguliéres, et c’est le cas par
exemple pour le groupe modulaire. En laissant de coté ces cas, on peut, en
général, essayer de satisfaire aux équations (8) par des fonctions dont les
exposants forment un ensemble linéaire

(9) us(z) =asu(z) + B,

ou u(z) désigne une fonction entiére. Les fonctions en question, satisfaisant
pour chaque substitution S de I" 2 une équation de la forme

(10) 8(8) = exxt+Bs g (),

pourraient, si elles existaient, étre regardées comme une généralisation des
fonctions elliptiques aux multiplicateurs exponentiels.
ptq

1. Pour étudier la nature de nos fonctions hypothétiques, nous remarquons,
ce qu’il est facile de vérifier, que la fonction u(z) doit pour chaque S de T
satisfaire 4 une équation de Ja forme

(11) u(S)=asu(z)+ bs.

Comme fonction sur la surface algébrique riemannienne F, correspondante
a notre groupe I' et définie par le couple fondamental (4), la fonction u est une
fonction multiforme u(2), dont les branches dépendent I'une de ’autre par la
relation

(11") u(x')y=asu(x) + bs.
Il s’ensuit que
u'(z)
w(@) =r(zy)

Ann. Ec, Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 4. 48
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est une fonction uniforme et méromorphe sur F, donc une fonction rationnelle
de x et y. On aura ainsi pour la fonction u I’expression

(12) u :fe-/‘r(x'y)dxdx.

Quant aux fonctions g correspondant & u, on trouve qu’elles peuvent s’expri-
mer sous la forme

(13) g(z) = e *
par la fonction

(14) ¢(2) =D]l)%i;()ﬁ
satisfaisant aux équations

(15) (@) =2 (@)=

et ayant donc une expression de la forme
(16) O

ou R(z, y) est une fonction rationnelle. On peut aussi, par un calcul élémen-
taire, vérifier que les fonctions log g () et u () sont des intégrales de I’équa-
tion différentielle linéaire

(17) " — (R+2r)¢" + (r*+rR—r') ¢ =o.

Les fonctions (12) appartiennent a la catégorie des intégrales des fonctions
a multiplicateurs constantes étudiées par Appell et Prym.

Dans le cas le plus simple, ou toutes les constantes ag sont égales a I'uniteé,
la fonction u () se réduit 4 une intégrale abélienne de la premiére espéce de F.
Les fonctions (12) ainsi obtenues conduisent & la représentation connue des
fonctions automorphes comme quotients des fonctions entiéres composées par
la fonction © de Riemann définie par la série multiple

P P
CJ [l
2 a,‘&.,nt,r‘ln,+2 2 myu,

3‘(u1,u._,, ceey up): 2 ewv=1 v=1
m=-—®»
et des intégrales abéliennes normales de la premiére espéce

Uyy Uy ooy Up
sous la forme ;
(18) &(5)=3[uy(z)— Cyy ..., up(5) — Gy,
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ou C, sont des constantes. Les fonctions (18) satisfont alors aux équations

EP A ‘('s) l.lv(z)-p (s
g(8)=e=" &(s)

un peu plus générales que (10).

12. On arrive 4 une autre catégorie de fonctions plus remarquables au point
de vue application, en supposant les constantes ag égales a == 1. Nous traite-
rons de ce probléme d’abord le cas spécial ou (5) se réduit a la surface hyper-
elliptique

2p-+2

(19) r=[J@=—e

v=1

Soit alors u(ax) une intégrale elliptique de la premiére espéce ayant comme

u:f dx
(20) H(x—ew,)

quatre quelconques entre les points

€1, €2,y cecy e'2p+‘2

pour points de ramification. Comme fonction sur la surface F, la fonction u (x)
est égale a I'intégrale d’une fonction & multiplicateurs constantes (12)vérifiant
les équations

u()Y==xu(zx)+ mo, + myw,,

ou /m, et m, sontdes nombres entiers. Quant aux fonctions correspondantes (13),
elles peuvent maintenant s’exprimer par la formule

du [ E(wd
(21) g:efu u u’

ou E (u) désigne une fonction doublement périodique ayant les périodes primi-
tives w, et w, de I'intégrale elliptique (20) comme périodes.

Dans le cas actuel, le groupe I' sera un sous-groupe invariant d’un groupe
fuchsien I', de genre zéro et d’indice deux ayant la fonction z (z) comme
fonction fondamentale. Ln exigeant que les équations (10) subsistent méme
pour les substitutions de I',, la fonction (14) se réduira 4 une fonction ration-
nelle de . La plus simple de telles fonctions est la fonction

E(u)—_——A[p(u +a)+p(u—a)l,

ayant des poles doubles dans les points =a. Lafonction correspondante g devient
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alors, en la multipliant par une fonction exponentielle de la forme e***) la
fonction

(22) Hlu(z)]

formée par la fonction H (x) de Jacobi.

Comme fonction de «, notre fonction (22) satisfera, aprés un changement de
variable, aux équations

T
H(u+ o) =— H(u), H(u—|—w,):e_(u+2_)H(u).
Par la fonction (22), la fonction automorphe « (z) s’exprime sous la forme

. - v\ — (?(Z,Zo)
(23) 2(s) = (30) = C LI
ol
¢ (2, 50) =H[u(s) +u(s)]H[u(z) — u(z)]

est une fonction entiére de z, satisfaisant pour chaque S de I'; 4 une équation
de la forme (10).

13. Pour obtenir une expression semblable pour la fonction y(z), on peut
introduire un nombre fini ¢ des intégrales elliptiques de la forme (20) et I'on

obtient ainsi pour les radicales \Ja& — e; des expressions comme quotients de
fonctions @ dont les arguments sont des intégrales elliptiques mentionnées.
On arrive de cette maniére a la représentation

o\ Y1 (3)
(24) y(z)=0C 5]
de la fonction y (z) comme quotient de deux fonctions entiéres composées de
fonctions © elliptiques et de certaines fonctions entiéres analogues & la
fonction u (z). Et comme enfin chaque fonction automorphe de I' peut s’expri-
mer rationnellement par @ et y, on aura finalement pour chacune des telles
fonctions une représentation sous forme d’un quotient de deux fonctions
entiéres Y (z) satisfaisant pour chaque S de I' 4 une équation

q
2:, Ass) u,(z)+Bs)

(25) v(S)=e= ¥ (2);
ou
(26) u(2), (%), ..., ug(s)

sont des intégrales elliptiques. On peut toujours, par une transformation
simple, attendre que toutes les constantes A§'s’évanouissent pour v > 1 et que,
par conséquent, les équations (25) se réduisent & la forme simple (10)[18].
Nous avons ainsi démontré la possibilité de composer nos fonctions auto-
morphes de certaines fonctions elliptiques et des fonctions entiéres (26).
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14. 1l reste a étudier de plus prés ces derniéres fonctions. Nous pouvons
nous borner 4 la fonction u (). On peut facilement montrer que cette fonction
entiére est une fonction automorphe fondamentale d’un groupe fuchsoide I
du genre zéro, sous-groupe invariant de I'y, dont on peut trouver un polygone
fondamental de la maniére suivante :

Regardons le réseau des parallélogrammes des périodes de I'intégrale ellip-
tique u et coupons le plan suivant les cotés A, correspondant aux cotés C, du
polygone fondamental B, de I',. En joignant une infinité de tels réseaux suivant
des coupures A,, nous obtiendrons une surface F’ de recouvrement pour la
fonction polymorphe z (1) regardée comme fonction de u. Par la représentation
conforme de la surface F’' sur Uintérieur du cercle C, le réseau découpé sera
transformé en un polygone B’ ayant un nombre infini de cotés, lequel poly-
gone B’ est un polygone fondamental du groupe I'" cherché.

Soit maintenant II,, le parallélogramme constitué d’un nombre fini de paral-
lélogrammes dans le plan u. A ce parallélogramme correspond un polygone B,
a un nombre fini de cotés, qui s’obtient en tracant dans le polygone fonda-
mental B les lignes correspondant aux diverses parties des cotés de II,. Outre
ces cOtés, que j'appellerai les cotés de premiére espéce, la frontiére L, de B,
renferme un nombre fini de cotés de seconde espéce, provenant des parties des
coupures A, situées a l'intérieur de II,,.

Cela posé, formons pour le parallélogramme II, une surface de recouvrement ‘
en joignant un nombre fini ¢, de ces parallélogrammes suivant les coupures 7.
A la surface ainsi obtenue correspond un polygone A, composé d’'un nombre
fini de transformés de B),. Soit L, resp. L;, 'ensemble des cotés de premiéreresp.
de seconde espéce appartenant a la frontiére

(27) L,=L,+ L, b
de A,. On peut alors, par des considérations relativement compliquées, mais

tout a fait élémentaires, que nous laisseronsici de coté, déduire pourla longueur
de L, une inégalité de la forme

(28) ‘ Llyll <5m

ou ¢, désigne une quantité tendant vers zéro pour n — oo. Il s’ensuit, d’autre
part, de la définition de L, que

(29) | w(s) | >kn sur,

ou k est une quantité positive.

15. Formons maintenant la fonction

(30) f(z)=

u' (a)

u(z)—u(a)’

qui est, ainsi que u(z), une fonction automorphe fondamentale de notre groupe
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fuchsoide I". On peut, en vertu de la formule de Cauchy, écrire

N S O, NACS)
(31) f(”)—}-z—S(a)+zﬂt E—=5 27TlfC—~dc

n

Pour les intégrales, on a les évaluations

L= L

si f(z) reste bornée aux cotés de L,, ce qu'on peut d’ailleurs supposer sans
restriction. Pour n— o, on obtient ainsi ’expression

)4
(32) <;” < k"ep,

S(z)=lim 2 U

que nous écrirons simplement

S/
(33) f(z):Zz-—:(——Sa()a)’
o

en faisant toutefois observer qu’il s’agit ici d’une série dont la convergence est
uniforme, mais pas absolue. Il faut donc prendre les termes de (33) dans un
ordre bien déterminé et les réunir d’une maniére convenable. La loi qu'il faut
suivre est cependant aisée & exprimer et indépendante du choix de la fonction
automorphe f(z) en question [18].

Comme fonction du paramétre a, notre série (33) est identique a une série
de Poincaré de la dimension m = 1. Par l'intégration de (33) par rapport au
parameétre, on obtient pour la fonction u (z) I’expression

w(z)—u(a) ulz)—u(a) S(s)—a _S(z)—a
(34) w(z)—u(b) u(z)—u(b) [] [S(z)—b ’ S(zo)—b].

Ce produit, dont la convergence est uniforme, mais pas absolue, est en
réalité identique a un produit de Schottky.
En combinant les expressions ci-dessus avec des expressions connues des
fonctions elliptiques on peut obtenir, pour les fonctions automorphes x(z)
et y(z), des produits infinis ayant la forme la plus simple possible. On peut
aussi, a I'aide de la formule de Cauchy, trouver pour toutes les fonctions auto-
morphes et méme pour les intégrales abéliennes, une représentation analytique
par des séries infinies, ayant des propriétés remarquables, analogues a celles
des développements des fonctions elliptiques : I'invariance formelle par rapport
au groupe donné, ainsi que la dépendance la plus simple possible des éléments
de la fonction en question [18].

16. Nos développements s’étendent aussi aux surfaces algébriques les plus
générales. Regardons d’abord le cas le plus simple p= 0. Soit donc I', un groupe
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fuchsien quelconque de genre zéro et 2 (z) une fonction automorphe fondamen-
tale, définie 4 une transformation linéaire prés. Soient (¢;) les points de rami-
fication de la fonction polymorphe z (x) et (v;) les ordres de ces points. Ces
entiers satisfont, comme on le sait, a I'inégalité

‘/
4 < q -

’J
1=1

Il est toujours possible, comme nous I’avons démontré dans un travail publié
dans les Annali di Matematica [20], de construire une surface algébrique F de
genre un, dont les points de ramification sont situés sur les points (¢;), 'ordre
de ces points de ramification étant alors v;. Soit alors u une intégrale elliptique
de premiére espeéce de la surface F. La fonction u (), uniforme et réguliére
pour | 5| <1 est une fonction automorphe fondamentale d’'un groupe fuchsoide
du genre zéro, sous-groupe de notre groupe fuchsien I',. Pour cette fonction,
les développements précédemment donnés sont valables.

Comme, d’autre part, x est une fonction elliptique de u, on aura ainsi finale-
ment, par combinaison, des expressions pour la fonction  (z) et ensuite pour
toutes les fonctions automorphes du groupe I', donné.

17. Quant au cas général, ou le genre du groupe I' est un entier quelconque,
- nous sommes obligés de nous borner aux remarques suivantes :

Soit F une surface riemannienne algébrique quelconque et (e;) les projec-
tions des points de ramification de F sur le plan . Soit alors z =2z (x) une
fonction polymorphe de x, ayant les points (¢;) comme points de ramification
et telle que 'ordre de chacun de ces points soit un multiple d’ordre du point
correspondant de F. On peutalors regarder lafonction z(«) comme une fonction
polymorphe de la surface F avec une ramification relative. Il s’ensuit que les
fonctions rationnelles sur F seront des fonctions automorphes d’un groupe
fuchsien, sous-groupe d’un groupe de genre zéro. Pour les fonctions en ques-
tion tous nos développements précédents sont donc valables.

Choisissons en particulier v, = v, = x. La fonction
x — e

uw=—lo
gx—62

b

qui est une fonction automorphe d’un groupe fuchsoide I, joue alors dans le
cas qui nous occupe le méme role que l'intégrale elliptique u dans le cas hyper-
elliptique. On arrivera ainsi 2 une nouvelle réprésentation analytique des
fonctions automorphes, dont nous avons traité en détail dans un travail publié
dans les Acta mathematica [15].

Il est donc possible, pour chaque surface algébrique d’un genre quelconque,
de trouver une fonction polymorphe, par laquelle la représentation ana]ythue
des fonctions automorphes est possible, en se servant des expressnons cano-
niques les plus simples. : ' '
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18. Pour terminer, nous faisons encore la remarque suivante : on peut
regarder la méthode précédente comme une généralisation de la représentation
des fonctions périodiques par les séries de Fourier.

En effet, chaque fonction elliptique ayant les périodes w,, w, devient, par
I'introduction de la variable

L 14

t—=e®

une fonction uniforme de ¢, automorphe par rapport aux substitutions

i’
t'—=e » ¢

Mais la fonction ¢(z) est une fonction automorphe fondamentale pour le groupe

des substitutions
3=z 4+ mo,

sous-groupe invariant du groupe formé par 'ensemble des substitutions

d=z4+mo+muv.

On voit ainsi que dans nos développements précédents les fonctions fuch-
soides u (z) jouent le méme role que la fonction exponentielle z (z) dans le cas
présent. C’est dans ce sens qu’on peut regarder nos développements comme
une généralisation des séries de Fourier.

III. — Remarques sur la théorie des fonctions fuchsoides.

19. Dans le chapitre précédent, j’ai traité des groupes fuchsiens, auxquels
améne l'uniformisation des fonctions algébriques, c’est-a-dire des surfaces
riemanniennes fermées. Passant maintenant aux groupes fuchsoides, nous
aurons affaire & un probléme général de la théorie des fonctions, dont nous ne
pouvons obtenir que des résultats tres incomplets. En effet, comme toute
surface riemannienne et toute fonction analytique peut étre uniformisée
par ces nouvelles fonctions, leur théorie est équivalente a la théorie générale
des fonctions analytiques sur une surface riemannienne la plus générale.

On rencontre des difficultés nouvelles déja & propos de la définition d’une
fonction automorphe. En effet, si nous exigeons seulement que nos fonctions
restent invariables par rapport aux substitutions du groupe donné et méro-
morphes a I'intérieur du cercle principal, nous aurons affaire & une classe
de fonctions qui est trop étendue pour qu’on puisse en trouver les propriétés .
spéciales. Afin d’éclaircir notre assertion nous traiterons de ’exemple suivant :

Soit

(e) €1, €, €

un nombre infini dénombrable des points du plan complexe = ayant le point
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a l'infini comme seul point d’accumulation. Soit z(z) lafonction polymorphe,
inverse d’ane fonction fuchsoide, ayant les points (¢) comme points de rami-
fication logarithmique. En tracant par les points (e¢) une courbe convenable,
on obtiendra pour le groupe fuchsoide correspondant un domaine fondamental
formé par un polygone avec un nombre infini de cotés et des angles tous égaux
a zéro. Pour notre groupe I', la fonction x(z) est une fonction automorphe
fondamentale, ayant comme domaine principal le plan @ pointé & linfini.
Mais avec la fonction z(z), toute fonction méromorphe de x sera une fonction
de z, méromorphe a I'intérieur du cercle principal et invariante par rapport
au groupe I'. Rien que cet exemple nous montre qu’il sera indispensable
de préciser d’une fagon plus détaillée la définition des fonctions automorphes.

20. Les groupes fuchsoides peuvent, comme les groupes fuchsiens,
étre répartis entre deux catégories suivant que le groupe sera discontinu
seulement a l'intérieur (et a I’extérieur) du cercle principal, ou encore sur
quelques parties de la circonférence C. On définira, de méme, le genre
d’un groupe fuchsoide, ce nombre pouvant maintenant aussi étre infini. Mais,
outre ces propriétés déja connues, on rencontre ici des circonstances entie-
rement nouvelles, qui conduisent 2 une nouvelle classification importante
des groupes fuchsoides. Nous en traiterons d’abord dans le cas le plus simple,
a propos des groupes du genre zéro.

Il existe dans ce cas, par définition, une fonction automorphe x(3z)
n’obtenant aucune valeur plus d’une fois dans le domaine fondamental B
du groupe. Cette fonction fondamentale, qui donne une représentation
‘conforme de B sur un domaine simple T, est encore tres arbitraire. Si, en
effet, ' = f(«) désigne une fonction analytique quelconque représentant le
domaine T d’une maniére conforme sur un tel autre domaine 1’, la fonction
composée f[x(z)] sera également une fonction fondamentale du groupe T’
ayant le domaine T' comme domaine principal.

21. Notre classification nouvelle des groupes fuchsoides se fonde sur la
notion de la capacité de la frontiére du domaine T, en réunissant dans
la premiére classe A, tous les groupes pour lesquels la capacité est nulle,
dans la seconde classe A, tous les autres groupes. Il est peut-étre utile
de rappeler ici la définition de la capacité et quelques faits relatifs.

Soient @y, @, ..., x,, n points de I'’ensemble donné p fini et fermé.
Formons ’expression

n(n—1)

(35) ’ l—llxi—xkl,

<k

donnant la moyenne géométrique des distances de ces points pris deux & deux.
Quand les points @, parcourent, indépendamment 'un de l'autre, les points
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 49



400 P. J. MYRBERG.

de I’ensemble donné ., la fonction (35) aura un maximum fini d,, le n®
diamétre de 'ensemble . On peut démontrer facilement que les nombres
ainsi définis dy, d,, d,, ... forment une suite décroissante, d’ou il s’ensuit
qu’il existe la valeur limite

lim d,=d.

n>w
Cette quantité non négative, le diamétre transfini, est par définition la capacité
de I'ensemble donné. '

On peut arriver 2 cette notion aussi par un autre chemin. Soit, en effet,

T le domaine infini limité par .. Approximons ce domaine par les domaines
T,, T, Ty, ... limités par courbesfermées entourant les points de u. et choisies
de telle maniére que T, soit une partie de T,., et que chaque point de T soit
contenu dans T,, n étant suffisamment grand. Soit maintenant g, (x)
la fonction de Green pour le domaine T, ayant son pole a I'infini, c¢’est-a-dire
la fonction harmonique dans T, qui est égale a zéro sur la frontiére de T,,
et qui, a 'infini, a un développement de la forme

(36) ) gm(x):logl'xi“l—'{m_‘_(i)’

N I . ) . . .
ol <3—6> devient zéro pour « infini. Les constantes y,, forment, comme on le voit
aisément, une suite croissante ayant donc une valeur limite

lim Tm=1Y,
m> o
finie ou infinie. Entre la constante de Robin v ainsi définie et la capacité C
a toujours lieu la relation
C=e".

On peut distinguer entre deux cas essentiellement différents, selon que la
capacité est positive ou zéro. Dans le premier cas, il existe pour le domaine T
une fonction de Green g qui peut étre déduite de g,, en passant aux limites [17].
Il en est autrement dans le second cas, ou les fonctions (36) tendront vers
infini pour m—o. Les domaines de la premiere espéce ont une frontiére
positive, ceux de la seconde espéce sont des domaines ayant une frontiére
nulle [26]. Les ensembles de la capacité nulle sont d’ailleurs aussi identiques
aux ensembles des points qui sont des points réguliers pour chaque fonction
harmonique, bornée dans un certain entourage de I’ensemble en question [17].

22. Pour expliquer la dépendance de la capacité des mesures ordinaires
de Pensemble, nous remarquons, ce qui est aisé a voir, que chaque ensemble
contenant un nombre fini ou un nombre infini dénombrable de points a une
capacité nulle, et que chaque ensemble contenant un continu a, au contraire,
une capacité positive. Soit, plus généralement, h(z) une fonction réelle
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croissante de ¢. Nous dirons que ladite fonction est de la premiére espéce,
si I'intégrale ' '

(37) [ HRa

est divergente, de la seconde espéce, si I'intégrale est convergente.
Soient maintenant g,, 04, p;, ... les rayons des cercles qui recouvrent
les points de I’ensemble. Formons I'expression

3 i (py)

La limite inférieure

li_II_IZ/l(p\,)

de ces sommes sera par définition la /-mesure de notre ensemble p.
I
[Togz]”’
on obtiendra la mesure logarithmique. On doit 2 Erdos et Gillis le théoréme

suivant :

Pour A(t)=t¢, on obtiendra la mesure linéaire, tandis que pour A=

Si la mesure logarithmique est finie, la capacité est nulle.

D’autre part, j'ai démontré que la capacité est sirement positive, sila mesure
appartenant a une fonction de la seconde espece 4 est positive [ 17 |. 11 suffit,
par exemple, de prendre pour e > o

1

h()y= |logtlogyt ... log,t (logpyqt)i*e] b

93. Revenons maintenant i nos groupes et fonctions fuchsoides. Soit T
un tel groupe de genre nul et x = f(z) une fonction automorphe fondamentale.
Nous pouvons distinguer entre deux types de groupes selon la nature du
domaine principal T de . Pour les groupes du premier type le produit infini

(38) I} Sy (5) [,
est divergent; pour ceux du second type, il est convergent. Dans le deuxiéme
cas, ’expression

(39) —-logH:Elog\—sz—z)—\a

définit une fonction harmonique qui est automorphe et qui, comme fonction

de x, est identique a la fonction de Green g du domaine T. Quant a la série (39),

elle converge simultanément avec des séries de Poincaré de la dimensionm =1.
En vertu de ce qui précéde, la détermination du type d’un groupe fuchsoide

est un probléme équivalant a la recherche de la convergence absolue des séries
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de Poincaré mentionnées. Le dernier probléme est cependant trés difficile
a résoudre, et méme dans le cas le plus simple, c’est-a-dire pour les domaines
simplement connexes, on n’a pu jusqu’ici expliquer que des cas trés
particuliers [ 26 ].

Parmi les résultats un peu plus généraux, citons le suivant, dont la vérité
est facile a constater : Si la mesure linéaire de ’ensemble fermé m des points

du domaine fondamental appartenant a la circonférence principale C
est positive, le groupe sera du deuxiéme type.

24. On pourra se demander s’il n’est pas possible d’intervertir ce résultat
ou, plus précisément : est-il possible pour chaque domaine dont la frontiére
a la capacité positive de définir un groupe fuchsoide dont le domaine principal
est T, de sorte que la mesure linéaire de I’ensemble correspondant m soit
positive.

Envisageons a cet effet le domaine T constitué par I'intérieur du cercle
unité E du plan @, excepté un nombre infini des points

([l) s, Qs as,

convergents vers la périphérie E’ de E, chaque point de E’ étant un point limite
de ensemble (@) (cas hyperbolique). En joignant les points (@) par des lignes
droites aux points les plus rapprochés de E’, on aura un systéme de coupures
formant la frontiére d’'un domaine simplement connexe T’. Soit maintenant z
la fonction polymorphe ayant les points (a) comme points singuliers
logarithmiques et représentant la surface de recouvrement de T’ sur le cercle
unité. En effectuant, au besoin, une déformation des parties intérieures
des coupures, on aura pour le domaine fondamental du groupe I' de s
un polygone, limité par un systéme infini de demi-cercles, les cotés conjugués
ayant un sommet commun situé sur C. On peut procéder d’une maniére
analogue dans le cas ou T est identique au plan infini, pointé sur un ensemble
de points convergeant vers 'infini ( cas parabolique).

On peut maintenant distinguer entre deux cas différents, selon que la mesure
linéaire de I’ensemble m est nulle ou positive. Dans le cas parabolique, on a
toujours affaire au premier cas, d’aprés le théoreme mentionné ci-dessus.
Quant au cas hyperbolique, la mesure de m peut étre nulle ou positive,
selon la densité de I'ensemble (a).

Pour éclaircir cela, nous supposerons que les points (a) soient situés d’une
maniére réguliere exprimée par la formule

1\ ik
a(n]":<1—q—>67’" (o Lk < pr),

oll ¢,, g, G5, ... €st une suite croissante de nombres positifs et p, des entiers
devenant infinis avec n. On aura alors le théoréme :
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D

lim == =,
nywo gn

la mesure de m est nulle ; si, au contraire,

¥ <o,
qn
la mesure est positive | 21 ].

En prenant, par exemple, g,= 2", on aura le premier cas pour p,=2"('+¢
et-le second cas pour p,=2"""9, ott e >o0. Dans les deux cas, la tonction
automorphe x(z) nous fournit I’exemple d’une fonction bornée, dont les
valeurs limites de Fatou sont toutes absolument égales a I'unité. C’est un fait
remarquable que dans le premier cas la dite fonction obtient ces valeurs limites
déja pour un ensemble de points de mesure nulle. '

25. De ce qui précéde, il suit qu’il existe des groupes fuchsoides ayant
la. méme structure et dont les polygones fondamentaux se ressemblent
parfaitement, I'un des groupes conduisant au cas hyperbolique et I'autre
au cas parabolique. Pour distinguer entre les deux cas tout a fait différents,
on doit donc tenir compte non seulement de la mesure de I’ensemble m, mais
aussi de I’ensemble des cotés du polygone fondamental.

On pourrait songer qu’il serait, dans le cas hyperbolique, toujours possible,
par un choix convenable de coupures, d’arriver 2 un groupe fuchsoide dont
le polygone fondamental ait un ensemble m de la mesure positive. Il n’en est
aucunement ainsi, comme nous 'apprend I’exemple suivant [ 21 ]. En partant

de I’exemple hyperboliqne précédent, nous choisirons les points a, d’aprés
les conditions

gn=n, lim IOg—P" —oo.
n>o N
On peut alors démontrer que la mesure de I’ensemble m est nulle et cela pour
tous les systémes des coupures.
Notre condition est remplie, par exemple, si p,= n".

26. Nous traiterons dans ce qui suit d’une catégorie de groupes pour
lesquels on peut d’une maniére simple résoudre la question. J’entends par la
les groupes fuchsoides de genre zéro qui sont contenus comme sous-groupe
invariant dans un groupe fuchsien. On aura, en effet, pour les groupes
en question, le théoréme suivant :

Tout groupe fuchsoide Ty du genre zéro qui est contenu comme sous-groupe
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invariant dans un groupe fuchsien est parabolique, si le groupe factoriel T n'est
0
pas isomorphe & un groupe de trans formations linéaires

(40) _ _ ' =ax -+ b,

autrement hyperbolique [ 22 |.

Soit, en effet, # =x(3) une fonction fondamentale de T',, définie 4 une
transformation biuniforme prés, et soit T le domaine principal corres-
pondant. S étant une substitution quelconque du groupe fuchsien T,
la fonction (S) = f(«) est en méme temps une fonction fondamentale de I',,
dont le domaine principal coincide avec T. Il s’ensuit que les substitutions

(41) z'= f(x)

forment un groupe G isomorphe au groupe factoriel I£ et ayant T comme
0

domaine invariant.

Dans le cas ou le groupe G est isomorphe avec un groupe des substi-
tutions (40), la frontiére de T contient évidemment tout au plus deux points,
et ’on aura affaire au cas parabolique. Dans tous les autres cas, la frontiére
de T contient une infinité de points. D’aprés un théoréme que j’ai démontreé,
la capacité de la frontiere de T est alors positive, c’est-a-dire le groupe
en question est hyperbolique [21 ].

On obtient un exemple remarquable des groupes mentionnés en choisissant
pour le groupe I' le groupe de la fonction polymorphe z(z) non ramifiée
d’une surface tiemannienne algébrique F et pour I'y le groupe d’une fonction
polymorphe appartenant a2 un groupe de Schottky. Dans ce cas, la frontiére
du domaine T se compose d’un ensemble infini fermé de points discrets,
sauf le cas p=1, ou I'’ensemble en question renferme au plus deux points.
Dans le cas général p >1, il s’agit donc d’un groupe hyperbolique; dans le cas
particulier p =1, d’un groupe parabolique.

27. La classification établie ci-dessus n’est pas la seule qu'on puisse
imaginer. Nous traiterons dans le suivant de quelques autres classes de groupes,
importantes au point de vue de la théorie des fonctions [25].

Nous partons pour cela de la classe A, des domaines T dont la frontiére
se compose d’'un ensemble  dont la capacité est positive. Les domaines
en question sont, comme nous l’avons déja dit, identiques aux domaines
ou il existe des fonctions harmoniques bornées non constantes. La classe A,
contient la classe A, de domaines ou il existe des fonctions analytiques abso-
lument bornées non constantes. Dans le cas spécial ou les points limites de T
sont situés sur une droite, le domaine T appartient a la classe A, toujours
et seulement quand la mesure linéaire de la frontiere est positive.
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Nous introduisons finalement la classe A, des domaines ou il existe
des fonctions analytiques f(x) pour lesquelles I'intégrale de Dirichlet

ﬂ‘lf’(x) |2 dt dn, x=E+in,

a une valeur finie. C’est une sous- c]asse de AQ, comme il s’ensuit des travaux
récents de Schiffer.

La classification précédente implique lmmedlatement la cla551ﬁcat10n
des groupes fuchsoides correspondants.

Comme application, nous démontrons le théoréme suivant :

Pour chaque domaine de la classe A, il existe une transformation non
linéaire (41) par laquelle T sera représenté sur un domaine simple. Pour tous
les autres domaines, la transformation (41) est toujours linéaire.

Soit, en effet, u(x) une fonction non linéaire transformant le domaine T
en-un domaine simple renfermant le point a4 linfini et ayant & l'infini
le développement

u(lx)=—ax+ b+ <£—>

La différence u(x)—(ax+b) est alors évidemment une fonction non
‘constante, réguliére dans T et ayant 'intégrale de Dirichlet finie.

Soit inversement T un domaine quelconque. de la classe A;. D’aprés un
théoréeme de Schiffer, il existe alors dans T une fonction réguliére trans-
formant T en un domaine simple, dont la frontiére a la mesure extérieure
positive. La transformation en question est alors certainement non linéaire,
si la mesure de la frontiére p. de T est nulle. Dans le cas ou la mesure p.
est positive, on obtient une transformation non linéaire en représentant
le domaine T sur un domaine limité par un systeme de fentes paralléles a I'axe

réel (théoréme de Koebe). Notre théoréme est ainsi complétement démontré.

28. L'importance  de notre classification ressortira aussi de ce qui suit,
ol nous nous proposons de représenter analytiquement les fonctions auto-
morphes de nos groupes fuchsoides.

Commencons par le cas parabolique et traitons d’abord du cas le plus simple
ou le domaine T est identique au plan « entier pointé a I'infini. Les points
de ramification

(e) €1, €y €y

de la fonction polymorphe z(u) auront alors comme seul point d’accumulation
le point a I'infini.

Nous supposons pour simplifier que les points (¢) sont des points singuliers
logarithmiques pour z(x). En découpant alors le domaine T par une courbe
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simple convenable K traversant les points (¢), on obtient pour domaine
fondamental B du groupe fuchsoide I' de s un polygone ayant un nombre
infini des angles égal a zéro, les cotés conjugués

(G . ‘ G, G (v=1,2,3,...)

correspondant aux parties (e, e,,,) de K. Les sommets de B auront alors
comme seul point d’accumulation le point =, ou la fonction automorphe u(z),
inverse de z(u), a la valeur limite intinie.

Sur les cotés (C) de B il y a lieu 'inégalité

(h2) [u(z)|>M,,

dés que v surpasse un nombre v, devenant infini avec M,.

Nous adjoignons maintenant & B I’ensemble des polygones adjacents par
des cotés équivalents aux cotés (C), ot v=v, et nous continuerons ainsi
de suite. Aprés un nombre fini ¢, de telles opérations, on arrivera & un
polygone B, dont la frontiére L, se compose d’un nombre fini de cotés de deux
catégories différentes, les uns étant équivalents a un des cotés (C) ot v > v,,
les autres a un des cotés (C) o vZv,. Soit L, la somme des cotés de la
_premiévre catégorie, L) la somme des autres. On aura alors l'inégalité (42)
sur chaque coté appartenant a L.

On peut démontrer, et ¢’est un point capital de notre théorie, que

lim L), = o,

N>
si les nombres ¢, croissent d’'une maniére suffisamment rapide avec n.
Nous renvoyons a notre travail [19].

29. Formons maintenant ’expression
- u' (a) ¢
(43) f( )= T —w(a)
qui définit une fonction fondamentale du groupe I'. En vertu de la formule
de Cauchy, on aura

() 7(5) _Zzi(sa()a) 1 f JE 4

2mi — =3

la somme étant étendue sur ’ensemble des poles S(a) de f(z) situés dans
le domaine B, limité par L,. Quant a I'intégrale dans la formule (44), on aura

d’abord
L=k

A cause de (42), on aura sur L,
FOI

M, —[u(a)]’,
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L,

k étant une constante, indépendante de n, d’ol il suit

lim f =o.
N>

Y

donc

On aura également pour la seconde intégrale

lim[:o,
N> L
"

parce que la longueur de L, tend vers zéro pour n — o, si aucun pole de /()
n’est situé sur L), ce qu’on peut supposer sans restriction. On aura ainsi
pour f(z) I’expression

(45) f(.:):limz S

n>» 5 ( [(

que nous écrirons briévement

_ S ()
(46) = 2 5 —S(a)

Il s’agit ici d’'une série dont la convergence est uniforme, mais pas absolue.

En intégrant par rapport au parameétre a et en passant i la fonction expo-
nentielle, on en déduit I'expression

w(s)—u(a) w(s)—u(a) S(z) —a S(z)—a
(47) w(s)—u(b) u(sy) — u(b) *—l;[ [S(z) — b S(5) —l)J’

sous la forme d’un produit infini. La convergence n’étant pas absolue, on doit
prendre les termes du produit dans un ordre bien déterminé, défini par
le groupe I', mais indépendant de la fonction considérée. Notre expression
que nous avons déja rencontrée a propos de la représentation analytique
des fonctions fuchsiennes, met en évidence les propriétés fondamentales
de la fonction en question, a savoir les podles et les zéros de la fonction,
et ultérieurement l'invariance formelle de 'expression pour les substitutions
du groupe correspondant. Malheureusement on ne peut, en général, donner
aucune regle simple pour l'ordre des termes de (47). On devra pour cela
connaitre la croissance des entiers g¢,, probléme que I'on peut résoudre,
al’aide de théorémes de Ahlfors, au moins dans des cas particuliers [19].

30. Comme second exemple, nous traiterons du cas hyperbolique, ou T
est constitué par I'intérieur du cercle unité E, pointé dans un nombre infini
dénombrable de points logarithmiques

() . Ay, Qoy, Uzy o ..
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIIL. — Fasc. 4. 50
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ayant ses points d’accumulation sur la frontiére de E. La fonction inverse x(3)
de la fonction polymorphe correspondante est alors une fonction fondamentale
bornée

lz(s) [ <,

ayant toutes les valeurs limites de Fatou, en valeur absolue, égales i 'unité,

abstraction faite d’un ensemble dénombrable de valeurs, correspondant

aux points de ramification. ’
D’aprés un théoréme bien connu de Blaschke, on aura pour la fonction z(z)

I'expression
MO | O

[— 1,3

que P'on peut aussi écrire sous la forme

: __[—[ [S(;)-—u,.S(:o)—N' .
a(50) R S(z)— b S(5)—b

T

(47")

Cette derniére expression, identique & notre produit (47), est maintenant
absolument convergente.

31. Apreés ces remarques préliminaires, nous pouvons aborder le cas
général. Commencons par le cas parabolique.

Nous pouvons supposer que la frontiere du domaine T renferme au moins
trois points différents, les autres cas pouvant étre réduits au cas précédemment
traité. On peut encore, par une transformation linéaire, obtenir que trois
points de la frontiére coincident respectivement avec o, 1 et .

Soit {(«) la fonction polymorphe, inverse a la fonction modulaire de
Legendre. La fonction composée {[x(z)] est alors uniforme et identique &
une fonction fondamentale d’'nn groupe fuchsoide I" hyperbolique du genre
zéro, sous-groupe invariant de I,. Cette fonction ayant comme domaine
principal l'intérieur du cercle unité, peut étre représenté, d’aprés ce qui
préceéde, par-un produit absolument convergent (47). En le joignant a
’expression de la fonction modulaire, nous obtenons finalement une expression
. pour notre fonction fuchsoide x(z). L’expression ainsi obtenue est encore
une fois de la forme (47), la convergence de ce produit n’étant pas absolue.

Il ne reste plus que le cas hyperbolique, pour lequel on peutimmédiatement
donner la solution. On peut, en effet, d’aprés un théoréme connu |26 ],
représenter la dite fonction comme quotient de deux fonctions bornées sous
la forme

S5 = i (2) es's

71'2(5) !
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ou () et my(z) sont des produits de Blaschke et g(z) une fonction réguliére
representée par

I el 4 g .

ou

S
4/(3):‘limf log| (rei) | do
r>1 0

est défini par les valeurs limites de la fonction bornée f(z).

Nous avons done, dans tous les cas, trouvé pour notre fonction fondamentale
une expression sous la forme d’un produit infini, dont la convergence est
absolue ou non, selon que le groupe fuchsoide en question est hyperbolique
ou parabolique.

32. La plupart des résultats ci-dessus s’étendent immédiatement aux
groupes fuchsoides dont le genre p est un nombre fini positif quelconque.
Il existe dans ce cas un couple de fonctions automorphes

(48) x=x(z), y=y(z),
liées par une équation algébrique
(49) P(z, y)=o,

par lesquelles toute fonction automorphe peut s’exprimer comme fonction
uniforme de deux variables « et y. Le couple (48), déterminé & une transfor-
mation birationnelle prés

= Ry(z, y), y'=Ry(x, ¥),

constitue un systéme fondamental de I'.
Comme dans le cas p=o, deux cas essentiellement différents peuvent se

présenter ici, selon que le produit infini
[} IE&)
r

est convergent ou non. Dans le premier cas, c’est-a-dire le cas hyperbolique,
la surface riemannienne correspondante F aura une fonction de Green, repré-
, . 1 .

sentée par le logarithme de ;7> dans le second cas, le cas parabolique, une

pareille fonction n’existe pas. Les surfaces de la premiere catégorie sont,

d’aprés la terminologie de M. Nevanlinna, les surfaces ayant une frontiére

réelle ou idéale positive, les autres surfaces ayant une frontiére zéro [26].
Dans le dernier cas, que I'on obtient, en particulier, en partant d’une

surface fermée en supprimant un ensemble de points de la capacité nulle,
50.
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I'ensemble de fonctions automorphes n’obtenant une valeur donnée qu’'un
nombre fini de fois dans le polygone fondamental peut s’exprimer rationnel-
lement par un systeme fondamental (2, y) et I'on peut les représenter, comme
dans le cas p=o, par des séries et produits dont la convergence n’ést pas
absolue. ,

Soit, dans le cas hyperbolique, g(z, a) la fonction de Green ayant son pole
dans z =a. Soit alors f(z) une fonction automorphe n’obtenant dans le poly-
gone fondamental B aucune valeur plus d’'un nombre » de fois. En désignant
par z,, 2., ..., 5, les poles en nombre fini de / situés dans B, nous formons
la fonction

NOES | FICED]

v=1

l‘l) (8y 3y) = e—g(z,z.,)—ih(:,z,,)’
h étant la fonction harmonique conjuguée de g. Le produit
S(2) bo(2) =14 (2)

est alors évidemment, tout comme la fonction $,(z), une fonction bornée qui,
par rapport aux substitutions de ', se transforme d’aprés I'équation

$(8) = e’ b(2).

Il est donc possible de représenter, dans ce cas, chaque fonction automorphe
de cette espéce comme quotient de deux fonctions bornées multiplicatives

ey
%(5)

S(z)=

On arrive au cas hyperbolique, par exemple en partant d’une surface fermée,
dépourvue d’un ensemble des points ayant la capacité positive. Si, particuliére-
ment, cet ensemble contient un continu, le groupe correspondant aura des
fonctions automorphes bornées.

IV. — Les fonctions analytiques définies sur une surface riemannienne donnée.

33. Dans ce qui précéde, nous avons traité seulement des groupes de genre
fini. Quant au cas général, o le genre est infini, on y rencontre des phéno-
meénes essentiellement nouveaux. Il s’agit d’'un champ de recherches trés vaste
et peu exploré, c’est-a-dire de recherche des fonctions analytiques définies sur
une surface riemannienne transcendante. Nous nous proposons de traiter
dans ce qui suit de quelques problémes de ce domaine.
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11 est naturel ici d’aborder en premier lieu les surfaces dont la frontiére a la
mesure harmonique zéro, parce qu’elles peuvent étre regardées comme une
généralisation plus naturelle des surfaces algébriques.

La premiére question se rattache a I'existence des fonctions additives géné-
ralisant les intégrales abéliennes. Tandis que la théorie de ces derniéres inté-
grales a été exposée depuis longtemps, on n’a étudié que dans ces tout derniers
temps les fonctions définies sur les surfaces transcendantes. Dans leurs travaux
récents, quelques mathématiciens finlandais se sont efforcés de démontrer
I'existence d’intégrales, analogues aux intégrales abéliennes et ils ont obtenu
des résultats d’une portée remarquable [1], [23], [27], [33].

Dans ces recherches, on peut distinguer entre deux tendances différentes :
ou bien il s’agit de prouver I'existence des fonctions analogues aux intégrales
abéliennes sous les conditions les plus générales possibles, ou bien de pousser
leur étude dans des cas particuliers aussi loin que possible.

Dans tous les cas, on a d’abord le probléeme fondamental suivant : est-il
possible de construire une intégrale dont les singularités et périodes sont
données en avance ? Il est aisé de voir que si ce probléme a une solution, il en
posséde une infinité. C’est une conséquence immédiate d’un résultat récem-
ment obtenu par Behnke et Stein, d’apres lequel il existe, sur chaque surface
riemannienne ouverte, des fonctions analytiques uniformes partout réguliéres.
Pour trouver une solution unique de notre probleme, il faut donc imposer aux
intégrales des conditions complémentaires.

_34. Dans ses travaux récents, M. Nevanlinna a introduit comme condition
complémentaire pour les intégrales de la premiére espéce, ’exigence que I'inte-
grale de Dirichlet

ﬂlf’(x) Pdtdn, x=Ef+1in

doit avoir une valeur finie. Sous cette condition, il a pu démontrer I'existence
d’une classe remarquable d’intégrales possédant les propriétés connues des
intégrales abéliennes de la premiere espece [27]. Il est facile d’étendre les
résultats en question aux intégrales de la seconde et de la troisieme espéce en
supposant que le nombre des points singuliers est fini. Par contre, dans le cas
général ou le nombre en question est infini, o aura des difficultés nouvelles,
dont I'explication n’a pas encore réussi.

Afin de pouvoir pousser plus loin le développement de la théorie, je me suis
borné dans mes propres travaux a un cas spécial de surfaces, c’est-a-dire celui
des surfaces symétriques. Un exemple remarquable de cette catégorie de
surfaces nous fournit la surface 4 deux feuilles généralisant les surfaces hyper-
elliptiques et représentée par ’équation

(50) 2= G(x),
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ou G est une fonction entiére (réguliére dans tout le plan « fini) ayant les zéros
en nombre infini réels [23].

Pour les surfaces symétriques, on peut former des intégrales, analogues aux
intégrales abéliennes de trois espéces, qui sont parfaitement d¢terminées par
les singularités et les périodes en introduisant comme condition complémen-
taire que la partie imaginaire doit rester bornée sur la surface riemannienne
découpée par un systeme canonique de coupures.

On peut aussi introduire des intégrales ayant une infinité de points singuliers
et méme construire a I'aide de telles intégrales des fonctions uniformes sur la
surface donnée. Les zéros et les poles d’une telle fonction satisfont alors 4 une
infinité d’équations correspondant aux relationsabéliennes. Les fonctions ainsi
obtenues peuvent, dans un certain sens, étre regardées comme une générali-
sation des fonctions rationnelles définies sur une surface algébrique.

Quant a la formation des intégrales en question, on peut, ou bien les obtenir
comme fonctions limites des intégrales abéliennes relatives aux surfaces algé-
briques convergentes a la limite vers la surface transcendante donnée, ou bien
en effectuant I'uniformisation de la surface donnée.

Les résultats cités ci-dessus sont cependant d’une nature tres spéciale et 'on
ne connait pour le moment aucune méthode pour les appliquer au cas général
des surfaces non symétriques.

35. Nous donnerons, pour terminer, I’exemple d'un phénomeéne qui d’une
maniére remarquable montre la différence profonde existant entre les surfaces
de genre fini et infini.

Regardons de nouveau la surface hyperelliptique (50), ou G(«) désigne une
fonction entiére ayant un nombre infini de zéros simples réels ou complexes.
En enlevant d’une des feuilles, par exemple de la feuille supérieure l'intérieur
d’une courbe fermée C, il restera un domaine D comprenant la feuille inférieure
tout entiére. Il existe, comme on le sait, dans le cas algébrique dans D une
fonction uniforme bornée non constante, qu’on peut facilement eonstruire a
'aide des intégrales abéliennes. Je dis qu’il n’en est pas ainsi dans le présent,
ou la surface (50) est transcendante. ‘

Soit, en effet, f(x, y) une telle fonction. On peut évidemment ’écrire

(@, y)=A(z) + B(z) y (@),
ou - _ ' ~
A(z)= inat) B(x)={—=1
2 2y
f=A(x)—B(@)y étant la fonction conjuguée de /. A et B*y* sont alors des
fonctions de x, réguliéres et bornées en dehors de la courbe C,, projectionde C

)

sur le plan 2. Mais en vertu de B>G = 2—(/’—]’)2, la fonction B2G doit étre une

fonction réguliere et bornée de x en dehors de C, et donc aussi & Dinfini.
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Comme, d’autre part, ce point est un point limite des zéros de la fonction f,
cette fonction doit se réduire & zéro. On aura donc B(z)=o.

Mais, en vertu de notre supposition, la fonction / est réguliére aussi a
Pintérieur et sur C,. D’aprés le théoréme de Liouville, la fonction / doit done
se réduire a une constante.

V. — Sur les fonctions automorphes de plusieurs variables.

36. Nous avons, dans les chapitres précédents, traité de diverses questions
qui se ratlachent aux fonctions automorphes dépendant d’une seule variable.
Dans ce dernier chapitre, je me propose d’envisager, dans les grandes lignes,
quelques problémes de la théorie des groupes discontinus et des fonctions
automorphes d’un nombre quelconque de variables. ‘

On entend par cette dénomination, dans le sens le plus général du mot, les
fonctions analytiques qui restent invariables par rapport aux: substitutions
analytiques biuniformes

(51) o ="Ty(2y, 2s, ..., x)), (v=1,2,...,n)

d’un groupe discontinu donné.

Un cas important de telles fonctions nous est fourni par 'exemple classique
des fonctions abéliennes, c’est-a-dire des fonctions méromorphes dans tout
I'espace (x) ayant 2p systémes de périodes. Dans ce cas-ci, les substitutions
ont 'expression

’
\ . 2y =2y 4 Wyy,

et elles forment un groupe commutatif discontinu pour chaque point fini.

Les premiers exemples de groupes et de fonctions automorphes généraux
ont été donnés par Emile Picard qui, en profitant des idées de Poincaré, a
construit des fonctions de plusieurs variables analogues aux fonctions
fuchsiennes (fonctions hyperfuchsiennes) [28 |. Les groupes en question sont
formés par substitutions linéaires

n—+1

(52) )"EL':XQP.V‘}/W Yot Ynia=— &y, (‘u:I, 2y 0.0y II—-l—l),

v=1
conservant une variété quadratique, dont on obtient I'équation sous une forme
homogéne en posant une forme hermitienne quadratique égale a zéro. Une
autre généralisation des groupes fuchsiens nous est fournie par les groupes
hyperabéliens de Picard [29]. Parmi les travaux antérieurs se rattachant aux
fonctions automorphes, on peut distinguer entre deux tendances différentes :
tandis que quelques-unes de ces recherches ont trait aux questions relatives a
I’existence et aux propriétés des fonctions des groupes les plus généraux, les
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autres s’occupent d’une maniére plus approfondie des propriétés des fonctions
automorphes ayant un intérét spécial du point de vue de I'application, en
premier lieu a la théorie des nombres. Parmi les auteurs du premier groupe,
on peut mentionner Hurwitz, Fubini et Giraud, parmi les autres Hecke,
Blumenthal et tout récemment Siegel.

37. Dans une série de travaux, dont les premiers datent d’une trentaine
d’années, j'ai abordé quelques questions de la théorie des fonctions auto-
morphes qui se rattachent d’une part a la recherche géométrique des groupes
discontinus généraux, d’autre part aux rapports entre les singularités essen-
tielles des fonctions automorphes et la structure du groupe discontinu corres-
pondant [14]. Le probleme en question, dont la solution dans le cas d’une
seule variable se trouve immédiatement, ameéne des difficultés considérables
dés que I'on passe aux fonctions de plusieurs variables ol I'on a trouvé des
phénoménes essentiellement nouveaux, indiqués déja par Picard. Nous verrons
qu’il sera possible de conserver I'analogie avec la théorie des fonctions d’une
variable par une définition nouvelle de la discontinuité.

Quoique la plupart de nos résultats puissent étre étendus aux groupes des
transformations plus générales, nous nous bornerons, dans ce qui suit, en pre-
mier lieu aux groupes des transformations linéaires (52). Soit I' un tel groupe
sans substitutions infinitésimales. Le groupe sera dit normal dans un point P
de I'espace (), s’il existe un domaine renfermant P ou I’ensemble des fone-
tions (52) forme une famille normale dans le sens de M. Montel. L’ensemble
des points ou le groupe est normal constitue un domaine non nécessairement
connexe, que nous appellerons le domaine normal du groupe en question.

La formation du domaine normal pour un groupe I' donné se ramene a I’étude
de suites infinies des substitutions de I'. Soit

(S) Sh S:’.’ Sth

une telle suite. Il est alors possible d’extraire de (S) une suite infinie partielle

(U) S"x’ SVs’ SV:A’

convergente vers une substitution limite
n—+1

(53) J’Iu:Eﬁw)’v (L=1,2,..., n+1).

v=1

En supposant que I" ne contient pas de substitutions infinitésimales, la substi-
tution limite (53) doit évidemment étre dégénérée, ayant donc le déterminant
égal a zéro.

Soit p le rang de la matrice
(54) l Bov il
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que nous appellerons aussi le rang de la suite normal (g). On peut alors
démontrer, par des considérations tout & fait élémentaires, que pour (o) les
points de 'espace (&) situés en dehors d’une certaine variété linéaire M,_, de
la dimension 2(n—g¢) convergent vers des points situés sur une certaine
variété linéaire M, , de la dimension 2(p —1), la convergence étant uniforme

dans chaque domaine fermé ne renfermant pas de points de M,_,. Les fonc-
tions (52) correspondant a la suite o forment donc une suite normale de
fonctions en dehors de M,H,.

La variété M, , sera appelée I'élément primaire, la variété M, , I'élément
secondaire de o. En remplacant au besoin o par une suite partielie, nous
pouvons supposer qu’aussi la suite o’ de substitutions inverses de o est nor-
male. Entre les éléments

M, ,, M, resp. M’P’-—U Mﬁl_{,'

.
de o et de o, il existe alors une relation simple, la variété M,_, étant toujours

contenue dans M,’,“p, et M, dans M,_,,.

Regardons maintenant l'ensemble (M) fermé des éléments secondaires,
correspondant aux diverses suites normales du groupe I'.

L’ensemble de points de I’espace (x) situés en dehors de (M) constitue, s’il
existe, un domaine D non nécessairement connexe, identique au domaine
normal du groupe en question. Ce domaine est donc le domaine le plus étendu,
ou les fonctions linéaires (52) correspondant aux diverses substitutions de I'
forment une famille normale de fonctions. Le groupe discontinu I' sera alors
dit normal dans D.

Dans le cas d’une seule variable, la notion de la discontinuité normale est
toujours identique a la notion de la discontinuité propre. Il en est autrement
en général pour les groupes de substitutions de deux ou plusieurs variables.
Dans tous les cas, le domaine normal est toujours contenu dans le domaine de
la discontinuité propre.

38. En vertu de ce qui précede, il est permis de démontrer la discontinuité
normale (et donc aussi la discontinuité propre) pour la plupart des groupes
linéaires connus [14]. Il résulte, en effet, de nos définitions et des propriétés
connues des familles normales des fonctions analytiques qu’étant donné un
domaine fini D, restant invariable pour certaines substitutions linéaires, tout
groupe formé par telles substitutions est normal dans D, dés qu’il ne renferme
pas de substitutions infinitésimales.

Au lieu de supposer que D, est fini, il suffit de supposer qu’il existe un
systéme d’hyperplans sans points communs et ne contenant aucun point
intérieur de D, (condition A).

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — Fasc. 4. 51
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En choisissant pour le domaine D, I'intérieur de I’hypersphére
(55) Ly P P Ly P <y

on constate ainsi la discontinuité normale des groupes hyperfuchsiens dans le
domaine (55)

On arrivera 4 une catégorie remarquable plus générale de groupes linéaires
en considérant des substitutions qui conservent une variété quadratique repré-
sentée par I’équation

(36) P(V1y Yoy = o or Yausa) =0y

ot 9 est une forme quadratique ordinaire ou hermitienne. On peut alors, par
des considérations tout & fait élémentaires, démontrer que pour chaque groupe
normal formé par de telles substitutions les éléments secondaires M sont
contenus dans certaines variétés linéaires, hyperplans tangents a la variété (56).
On en déduit immédiatement les théorémes suivants [14] :

Tout groupe de substitutions linéaires réelles conservant une variété ordinaire
est normal dans le domaine D (o) limité par les hyperplans tangents réels de la
variéte des qu'tl n’existe pas de substitutions infinitésimales.

Tout groupe de substitutions linéaires complexes conservant une variété ordi-
naire ou hermitienne est normal dans le domaine D(o) limité par les hyperplans
tangents de la variété dés qu’tl n’existe pas de substitutions infinitésimales.

Le domaine D(¢), défini par ¢, sera appelé le domaine normal de la variété
en question.

Comme application, nous regardons les variétés quadratiques, Soit d’abord ¢
une forme réelle quadratique, donnée par I’expression canonique

P+q

(57) e=Xri— X rh  (aZpprg=n+1)..

V=p-+1
On peut alors, d’'une maniere élémentaire, démontrer le théoréme :

Pour g =1, le domaine normal est défini par I'inégalité
q ’ P 8
n

(Dy) Eyp;u_)/lt+i,;’n+1< Zyﬁ_.}/?u-l ’
p=1 w=1

pour q = 2 par l'inégalité

n—1 n—1
(D,) Z)’p._?;u Yr¥n— Yre1Yns1<— Z.}’Ex“}’zﬂl_)’iﬂ
w=1 w=t1

St q > 2, il n’existe pas de domaine normal.
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Quant au domaine D,, il est connexe si > 2, mais composé de trois parties
connexes si n = 2. ’

Le domaine D, est connexe si »>>3, mais composé de trois parties
connexes si n=3.

Quant aux formes quadratiques hermitiennes

P rP+q
(58) 9= X Ve X Fuw
=1 V=p-+1

elles ont un domaine normal seulement pour ¢ =1, ce domaine étant alors
défini par p<o. Cest le cas des groupes hyperfuchsiens, introduits par
Picard.

On peut, d'une maniére analogue, traiter des groupes de substitutions
linéaires ayant une variété algébrique quelconque.

39. Les résultats précédents auront une portée remarquable par 'application
d’un principe général, du a Hesse et Klein.
Partons pour cela d'une forme ordinaire

- (30) §=, By by .y

dont les coefficients z, sont des paramétres arbitraires. En effectuant la

substitution
n-+1

(60) y;:Ealkyk, (i:1;2, o, n—41),
k=1

laforme g sera transformée en une forme nouvelle g’ de la méme espéce ayant
les coefficients

(61) z@_—:z Cpv 5y,
v

ou c,, sont des fonctions rationnelles entiéres des quantités o, ayant comme
coefficients des nombres entiers. Nous aurons ainsi pour notre groupe I' une
représentation dans I’espace (z) dont la dimension est en général supéricure a
celle de I’espace ().

On constate facilement que les substitutions transformées (61) laissent
invariable la variété rationnelle définie par les équations

(V) H= (N upu. gy,
ou (1) sont des coefiicients polynomiaux. La variété
(62) g=o,

linéaire par rapport aux variables z, représente alors un hyperplan osculateur
de V.
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Regardons maintenant I'ensemble (M) des variétés (62) appartenant aux
points réels de V. En supposant que les points de I'ensemble (M) ne rem-
plissent pas tout I'espace (z), il existe un domaine D(g) non nécessairement
connexe formé par I'ensemble des points situés en dehors de (M) et invariant
par rapport aux substitutions (61). L'importance capitale du domaine D(g)
apparait du théoréme suivant :

Tout groupe de substitutions (61) obtenu d’un groupe T de substitutions réelles
(60) est normal dans le domaine D(g) dés que le groupe I' ne contient pas de
substitutions infinitésimales.

On peut traiter de la méme maniére des groupes de substitutions complexes
(60) én remplacant la forme ordinaire g par une forme hermitienne.

Notre théoréme peut étre regardé comme une généralisation du théoréme
connu, d’apres lequel tout groupe de substitutions binaires

Yi=oyi+0Byy  Ye=Y)i+ 0y,

sans substitutions infinitésimales, sera proprement discontinu dans 'espace
hyperbolique.

Dans notre travail [ 14] cité plus haut, nous avons donné plusieurs exemples
de groupes normaux pouvant étre obtenus par Papplication du principe
mentionné.

On y trouve aussiles premiers exemples comrcernant les groupes sans variétés
invariantes qui peuvent, dans un certain sens, étre regardés comme une géné-
ralisation des groupes kleinéens.

Comme nous 'avons déja dit, les définitions et résultats précédents peuvent
étre appliqués aussi aux groupes de substitutions birationnelles non linéaires,
contenus comme sous-groupe dans un groupe crémonien continu fini. En effet,
tout groupe de cette nature peut, par changement des variables, étre représenté
par un groupe de substitutions linéaires appartenant & un espace supérieur et
possédant une variété invariante algébrique ¢ dount les points correspondent
aux points de I’espace donné. Il s’ensuit que les éléments des suites normales
du groupe transformé coincident avec des intersections de la variété ¢ par
certains hyperplans. On peut de cette maniére appliquer directement nos
résultats a plusieurs groupes importants, parmi lesquels nous relevons les
groupes hyperabéliens de Picard et certains groupes étudiés par Giraud et qui
se rattachent aux modules des fonctions algébriques.

40. Passons maintenant & la recherche des fonctions automorphes appar-
tenant aux groupes précédents. Formons a cet effet pour notre groupe la série

(63) O(21, Toy -y 2a) = > B(Z, 24y -y x',l)(d(x” ol LAAL ‘T")>p
-

O(Z1, Zay .., Ty)
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dont le noyau #¢ est une fonction rationnelle et p un domaine entier positif. En
supposant la convergence absolue et uniforme de (63) au moins en supprimant
un nombre fini de termes dans un domaine T de I’espace (x), la somme de la
série définit une fonction analytique des variables «,, ., ..., x,, méromorphe
dans le domaine T et satisfaisant pour chaque S de I' & ’équation fonctionnelle

(64) 0Ly Ly -y @) = O (@1, 4, ..., x)(ﬁgi: o Z;) 3

I s’ensuit que le rapport de deux fonctions © est une fonction automorphe
de I', méromorphe dans T. '

Quant a la convergence de (63), on peut la démontrer sous la condition
suivante, un peu plus restrictive que la condition antérieure A.

Nous dirons que le groupe I' satisfait & la condition A’, s’il existe un
domaine D', dont les transformés par I' sont tous situés dans l'espace fini,
exception faite peut-étre d’'un nombre fini d’entre eux.

Notre condition est certainement remplie s’il existe un domaine borné inva-
riable par rapport au groupe donné.

Cela posé, regardons notre série en choisissant p=12. 1l est possible, en
vertu de notre condition A’, de choisir la fonction rationnelle #¢ de telle
maniére que les singularités algébriques de divers termes de la série (63)
seront situés, sauf peut-étre un nombre fini d’entre eux, en dehors du
domaine D’. Les singularités = en question sont ici des variétés algébriques
provenant des variétés singuliéres polaires de JC et de la variété a I'infini par
les substitutions de I'.

Soit maintenant T un domaine quelconque ne renfermant qu'un nombre fini
de singularités algébriques en question. On peut alors démontrer, par des
considérations tout a fait élémentaires, dans le cas présent, la validité d'un
théoréme analogue au théoréeme connu de Keebe (Verzerrungssatz) [14].
Il s’ensuit que la convergence de la série (63) se raméne a la convergence de la
somme des hyperspheres qu’on obtient d'une hypersphére convenablement
choisie par les substitutions diverses du groupe donné. Notre série converge
donc uniformément et absolument, en laissant de coté peut-étre un nombre
fini de termes, sur chaque domaine fermé qui ne renferme gas d’ensembles
limites des variétés polaires =.

41. 1l reste encore a établir la relation entre le domaine de la convergence
de (63) et le domaine normal du groupe. On peut distinguer ici entre deux cas
essentiellement différents.

Supposons d’abord que les éléments secondaires du groupe sont tous des
variétés de la dimension maximum 2(n—r1), donc des hypersurfaces algébriques

(65) P(zy, gy ..., xp)=0.
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On peut alors démontrer que les ensembles limites en question se confondent
avec les variétés (65). Pour chaque fonction automorphe de I', le domaine
d’existence coincide donc avec le domaine normal D du groupe (plus précisé-
ment avec une partie connexe du domaine D). On aura ici affaire 4 des fonctions
automorphes ayant des singularités essentielles fixes, c’est-a-dire indépen-
dantes du choix de la fonction.

Il en est autrement dans les cas ot les éléments secondaires n’ont pas tous la
dimension maximum 2 (n —1). Dans ce cas, on peut démontrer seulement que
le domaine d’existence des fonctions automorphes est toujours une partie du
domaine normal du groupe et que, par conséquent, les singularités peuvent
partiellement pénétrer dans 'intérieur de D, ces parties dépendant du choix de
la fonction. Parmi les fonctions de la premiére catégorie, on peut mentionner
les fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes, ensuite les fonctions auto-
morphes appartenant 4 nos groupes hyperkleinéens.

Nous remarquons en plus qu’il est possible de construire des fonctions
automorphes pour une classe étendue de groupes par des expressions qui
peuvent étre regardées comme une généralisation des séries de Dirichlet.
Partons pour cela de la forme générale (59) d’ordre p des variables y,,
Yays - - s Ynei. Formons ensuite la série multiple

(66) ()= 3, [ - ]p

- A A,
Z "1.}/2\'.)/22' - Yaxtt

A

y=—»

Lasomme de cette série, supposée absolument convergente, définit un invariant
arithmétique de la forme g, c’est-a-dire une fonction analytique des variables z,
qui reste invariable quand on remplace la forme g par une forme arithmétique-
ment équivalente. Quant alasérie (66), on peut démontrer qu’elle converge pour

o > n; = uniformément et absolument dans chaque domaine situé dans I’inté-
rieur du domaine normal de la forme g. Les fonctions ainsi obtenues sont donc
des fonctions automorphes des groupes modulaires généralisés, etleur domaine
d’existence coincide avec une partie connexe du domaine normal D(g) de la
forme g. ‘ '

Citons encore le théoréme suivant, auquel conduisent nos développements
précédents.

Etant donné un groupe quelconque de substitutions crémoniennes d’un degré
borné, qui transforment un domaine fini en lui-méme, il existe toujours des
Jonctions automorphes qui sont méromorphes dans le domaine en question.

42. Les résultats précédents reposent essentiellement sur I’emploi des séries
par lesquelles nous avons défini et représenté des fonctions automorphes. On
peut se demander s’il ne serait pas possible de démontrer, d'une maniére
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indépendante de la définition des fonctions automorphes, la dépendance entre
leur domaine d’existence et le domaine normal du groupe correspondant. C’est
en vérité un probléme difficile qu’on a jusqu’ici pu résoudre d’une maniére
satisfaisante seulement pour les groupes de substitutions linéaires de deux
variables [7]. Au moins dans ce cas, le domaine d’existence des fonctions
automorphes coincide en général avec une partie connexe du domaine normal
du groupe correspondant. Mais il y a certainement des exceptions.

En effet, déja 'exemple des fonctions abéliennes nous apprend qu’il existe
des groupes discontinus normaux méme dans tout I'espace fini et n’ayant pas
de fonctions automorphes. Pour qu’il existe des fonctions périodiques, méro-
morphes dans tout I'espace fini, il faut et il suffit que les périodes satisfassent
2 une condition arithmétique, exprimée par des relations bilinéaires de
Riemann. Dans quelques autres cas, il existe des fonctions périodiques ayant
des singularités essentielles situées dans l'espace fini, mais en général les
groupes en question ne posseédent pas de fonctions automorphes [16].

43. Les développements précédents se rapportent a une catégorie trés vaste
et importante de groupes discontinus, ¢’est-a-dire des groupes contenus dans
un groupe crémonien continu fini comme sous-groupe. Nos substitutions sont
donc d’un degré borné, ce qui signifie une restriction. En abandonnant cette
condition, on est en présence de phénoménes essentiellement nouveaux qui,
déja dans le cas le plns simple, celui des groupes cycliques, conduisent aux
difficultés considérables, connus par les travaux de Fatou, de Lattés et deJulia,
sur I'itération des fonctions rationnelles.

Pour illustrer briévemcnt ces phénomeénes, je me bornerai aux deux
exemples suivants : '

Considérons d’abord la substitution

ax + 83 ,__alx)y+ b(x)

(€ r= x40 T @)y +d=)

ou les quantités a«, 3, v, ¢ sont des constantes et les quantités
(67) a(@), b(x), e(a), d(x)

sont des fonctions analytiques de x dont la déterminante A ne s’évanouit pas
identiquement. C’est une transformation de I'espace (x, y) partout uniforme,
exception faite de certaines variétés ou la substitution homographique de y
devient singuliére. En supposant que les coefficients (67) sont polynomes, on
obtiendra une substitution crémonienne qui devient singuliére pour les zéros
de la déterminante A. ‘

Dans le cas général, la substitution C aura quatre points fixes, un de ces
points étant attractif et un autre répulsif par rapport a itération de la substi-
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tution. On peut alors, sous quelques conditions complémentaires, démontrer
I’existence de deux courbes analytiques transcendantes invariantes

y=w(x) (v=n2),
et d’une infinité de droites
r=12,
telles que le groupe cyclique en question sera normal en dehors des lignes
mentionnés. De méme, lorsqu’on emploie des séries analogues aux séries de
Poincaré, il est possible de construire des fonctions automorphes, dont le
domaine d’existence coincide avec le domaine normal du groupe considéré [24].

44. L'exemple précédent a été, dans un cas particulier, traité déja par
Poincaré. Voici un autre exemple, généralisant un exemple de Picard [29].
Envisageons la substitution '

(68) . ==yl Yy =atryd,
ou les exposants a, {3, v, ¢ sont des nombres entiers dont la déterminante est

égale a 'unité. Faisons correspondre a notre substitution, qui est une substi-
tution crémonienne, la substitution modulaire

, s+
(69) PG +§'
On arrivera ainsi & une isomorphie entre les groupes modulaires et les
groupes G crémoniens formés par (68).

Les substitutions elliptiques (69) conduisant aux groupes cycliques finis,
nous supposerons que (69) soit hyperbolique ou parabolique. Soient dans le
premier cas {,, {, les points fixes de (69). On peut alors démontrer que le
groupe cyclique engendré par (68) est normal en dehors des variétés a trois
dimensions

(70) lzy= =1, |zy—=|=1

divisant I’espace entier en quatre parties distinctes. Quant au cas parabolique,
ou les variétés (70) coincident, le domaine normal se compose de deux parties.

Cela posé, repartons d’'un groupe quelconque I' de substitutions (69), sous-
groupe du groupe modulaire. On peut alors distinguer entre deux cas essentiel-
lement différents selon que le groupe I' sera partout singulier sur I’axe réel ou
non. Dans le premier cas, les variétés singuliéres (70) relatives aux substitu-
tions diverses du groupe crémonien G remplissent I’espace («, y) tout entier et
le groupe G n’est nulle part normal. Dans le second cas, le groupe G est normal
en dehors d’un ensemble infini des variétés

lzy—|=1,

ou { parcourt les points singuliers du groupe modulaire correspondant. Dans
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le premier cas, 1l n’existe pas de fonctions automorphes. Dans le dernier cas,
on peut démontrer I'existence de telles fonctions par des séries infinies,
chacune d’elles définissant simultanément une infinité de fonctions auto-
morphes ayant pour domaine d’existence une partie connexe du domaine
normal.

Dans le cas spécial d’un groupe cyclique, les fonctions se réduisent, par un
changewent de variables, a certaines fonctions étudiées par Hecke.

Les questions traitées dans ce qui précede se rattachent seulement & une
partie élémentaire de la théorie des fonctions automorphes. Il reste encore
dans ce domaine une foule de problémes qui attendent leur solution. Il est
probable que les résultats importants obtenus ces derniers temps dans la
théorie générale des fonctions analytiques de plusieurs variables pourront
conduire i des progrés nouveaux dans ’étude des fonctions automorphes.
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