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SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES VÉRIFIANT UNE CLASSE
D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES;

PAR M. G. VALIBON.

Dans un Mémoire des Acta mathematica ( ( ) , M. Wiman a
énoncé quelques propriétés des fonctions entières vérifiant une
équation différentielle linéaire à coefficients rationnels. M. Wiman
tirait ces propriétés des relations très précises qu^il a obtenues
entre les valeurs d^ne fonction entière et de ses dérivées succes-
sives dans le voisinage des points où la fonction atteint son maxi-
mum ; mais, comme je Fai indiqué ( 2 ) , le raisonnement de
M. Wiman est incomplet et ne peut conduire qu^à cette conclu-

sion : une fonction d^ordre inférieur à — ne peut vérifier une
P r

équation différentielle tordre p (3). Je vais montrer qu^en utilisant
les résultats que j^ai obtenus comme compléments à ceux de
M. Wiman ( 4 ) , on peut démontrer rigoureusement la propriété
suivante :

1. Toute fonction entière f(z) vérifiant une équation diffé-
rentielle linéaire d'ordre p à coefficients rationnels est d'ordre
fini rationnel l au moins égal à -> à croissance parfaitement

( 1 ) Tome XLI, 1916.
( 2 ) Comptes rendus, t. 167, 1918, p. 990.
(3 ) Un résultat analogue est obtenu par M. Polya pour les équations algébriques

do premier ordre {Acta mathematica^ t. XLII, 1930).
(4) Annales de l'École Normale^ 1920.

U. 3
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régulière^'le module maximum M(r) def(z) pour [ z \ = r étant
donné par une égalité de la forme

logM(r) ^ k r l - { - h { r ) r 1 ' ,

k et V étant des nombres fixes, V inférieur à /, et \ A(r) [ étant
bornée. Les arguments des points z en lesquels |/(^)[ ==M(r)
ont au plus Ip valeurs limites équidistantes les unes des
autres (d ait près)^ à condition d'exclure certains intervalles
exceptionnels de valeurs de /'.

Pour simplifier, je dirai qu^une fonction entière vérifiant de
telles conditions est du type exponentiel étoile.

Cette propriété est encore vraie pour les fonctions entières
vérifiant une équation différentielle algébrique du premier ordre
et pour celles vérifiant une classe étendue d'équations différen-
tielles algébriques en î, y, y', ..., y^ et d'ordre p quelconque.

D'une façon plus générale, si un^ équation de cette classe admet
une solution de la forme

^F(^),

F(^) étant holomorphe autour du point à l'infini et étant par suite
la somme d'une fonction entière f{z) et d^une fonction régulière
et nulle à Pinfini, la fonction f(z) est encore du type exponentiel
étoile.

1. Je rappellerai les résultats suivants donnés explicitement
dans mon Mémoire cité, ou se déduisant de suite des considéra-
tions des n08 8 et 9 dudit Mémoire :

Si l'on désigne par f(z) une fonction entière, par n(r) ou n le
rang du terme de module maximum de son développement de
Taylor pour | z \ = r [fi{r) est une fonction non décroissante
et non bornée], et si l'on exclut de l'intervalle o, oo une suite
^intervalles exceptionnels ouverts R.y, R^ qui sont tels que

(ï) R;—R,<R,n(R,)rP (|â<-i)

et que la série
^R;-Rv^-
^ R.

^ — ^s

^.$=1
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converge; pour toutes les valeurs restantes, que rappelle valeurs
ordinaires etq.ui forment une suite d'intervalles fermés infiniment
grands dans leur ensemble par rapport aux intervalles exception-
nels, on a les propriétés suivantes :

A. Le maximum du module, M(r), d e / ( z ) pour | z | == r est
donné par l'expression

(•2) logM(r)= f ^^.4-A(r)log/z(r) [ |A ( r ) j <K ] (i)
^o w

et l'on a

(3) logM(r )> / î ( r )<x ,

a étant un nombre fixe compris entre o et i . On sait d'ailleurs
que, quel que soit /*,

,. l ogM(/ ' )( 4 ) lim —2———=-+-oo./ r=- logr

B. z étant une des valeurs pour lesquelles \f(z) \ == M(r),
ety^ {z) la dérivée d^ordrey de f(z) en ce point, on a

<" ^-m't-*^] •^'•'K^
y étant un nombre fixe compris entre o et -? aussi voisin de - que
l'on vaut, et le même quel que soit y compris entre i et P.

2. Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre p à
coefficients rationnels, c'est-à-dire de la forme

(6) l\ .(5)y^)-hP^(^)y^-i)4-.. .-+-Po(^)y-+-P-i(^)=o,

les Pj(z) étant des polynômes, et supposons qu'une fonction
entière vérifie cette équation. Donnons à r une valeur ordinaire
et prenons z •== re^^ y étant tel que \f(z) | === M(r). Si nous dési-
gnons par a / z 7 9 1 ] le terme de plus haut degré de Py(^), l'équa-
tion (6) s'écrit en divisant les deux membres par y et en tenant
compte des égalités (4) et (3),

P
(7) Vay^'»r./[l-+-£y(^)] ===0

0

( ' ) Je désignerai uniformément par K toute constante finie.
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avec

(8) ^(^^-^^il [\h(z)\<^\h,(z)\<K].

Considérons Inéquation algébrique

p
(9) ^XyXy^r-/=o,

0

dont nous supposons les coefficients \j bornés en module, À/étant
d'ailleurs identiquement nul si aj est nul et égal à o/-+- fj si 0/7^0.
Pour les grandes valeurs de 3, la fonction X(^) définie par cette
équation possède/? branches distinctes ou non données parp expres-
sions de la forme

X(^):=Â:^[l-hT)OQ],

/ étant un nombre rationnel dont les valeurs positives sont au

moins égales à -1-, ^ ( z ) tendant vers zéro avec tj et ^ï et A' étantP z
une fonction algébrique de certains des nombres tj. Lorsque les
tj tendent vers zéro, les diverses valeurs k ont des limites non
nulles ce qui montre déjà que /i(r) est de la forme h(r)r^ l étant
naturellement positif puisque n n'est pas borné, et h(r) restant
compris entre deux nombres positifs fixes, £ / (^) est donc de
la forme

^^-^ L§>o, |A , ( ^ ) |<K ] (i),

et nous avons

^•=^T2'

Si nous désignons par /r, la valeur de fc1 lorsque les \j sont égaux
aux a/, nous obtenons donc

(10) n(r)=kiZ^h(z)z^ [\h{z)\ < K].

L'ensemble des deux nombres A-, , / est susceptible de p valeurs
au plus qui s'obtiennent par la méthode de Puiseux sur laquelle
je dois insister un peu à cause de la suite. Étant donnée Féqua-

( l) Les fonctions h(r} ne sont pas nécessairement les mêmes dans les diverses
formules, ce sont des fonctions quelconques bornées.
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lion
r

VayX./^'j-y == o,
0

nous construisons un polygone de Newton au moyen des points By,
By ayant pour abscisse j et pour ordonnée mj—j\ ce polygone
ayant pour sommets certains points By et laissant les autres
au-dessous de ses côtés ou sur ses côtés; — j est la pente négative
de Fun des côtés et Â*| est racine de Inéquation en X obtenue en
égalant à zéro Fensemble des termes de l'équation correspondant
aux points By situés sur le côte de pente — y et en rempla-
çant z par i.

Revenons à Inéquation (10), elleMonne, r étant valeur ordinaire,

7i(r)==Â-,(r)^)[i+e(r)] [^)=|^|] (i),

le couple des nombres Â-| (/•), l ( r ) étant susceptible, pour chaque r,
des p valeurs dont il est question ci-dessus. Mais /i(^) est croissant
et discontinu; tant que r parcourt un intervalle ordinaire, si /r, (r)
ou /(r) ne garde pas la même valeur, ils ne peuvent que croître;
d^autre part, si R.ç, R^ sont les extrémités d^un intervalle excep-
tionnel, nous aurons, diaprés l'égalité (i),

^(R^^R^RÎ^i+^R,)],
^(R^^R^RÎ^i-^R,)],

ce qui montre encore que f(R^) est au moins égal à /(R.y) et que
dans le cas de Pégalité

A-i(R^A:i(R.s.).

La fonction /(r) est donc croissante quel que soit /• et ses valeurs
possîbles étant en nombre fini, c^st une constante à partir d^une
valeur de /•; donc aus.si ^{r). Les nombres k^ et / figurant
dans Inéquation (10) sont donc bien déterminés pour r^>R. Si
Pé'quation donnant k\ n^a pas plusieurs racines de même module,
Â-i est le module de Fune de ces racines; dans le cas contraire

(') e(r) désigne une fonction quelconque tendant vers zéro avec —
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/n peut être, suivant la valeur de r, égal à l'une ou à l'autre des
racines appartenant à un groupe de racines de même module.
Or n est réel, donc pour chaque valeur ordinaire ries arguments <p
pour lesquels on obtient le point z de module maximum sont tels
que l'argument réduit de

A:i e^1

est de l'ordre de /l-ô ; si <pi est l'argument réduit de k^ © est
compris dans l'un des intervalles

<pl4-2Â:TC K y i+2A:TC K . , - .
——Ï——- ̂  ——î—— -^ (^=0 ,1 , 2, ...,/-i).

»•

Si À-, est unique, nous avons ainsi pour l'ensemble des valeurs
ordinaires, / directions dans le voisinage desquelles se produit le
maximum de \j\z) [, s'il exister valeurs A-, de même module (y^p),
nous avons y/directions possibles.

En prenant le module du second membre de l'égalité (10), nous
avons, quel que soit r valeur ordinaire,

n(r)=\k,\r^h(r)rf' ( l '< l ) ,

et en s'appuyant de nouveau sur l'égalité ( î ) relative à la densité
des valeurs ordinaires, nous voyons que cette égalité est valable
quel que soit /->R. En portant alors cette valeur dans l'égalité (3),
nous obtenons

( i l ) logM(r)=Â:r /4- / i ( / - ) /^ ^==1^L^,

[ h(r) \ étant borné, ce qui achève de démontrer la proposition 1.

3. D'une façon plus générale considérons une équation diffé-
rentielle linéaire homogène de la forme

(12) Q/.(^)y^-+-Qp-l(-^)^-l)-+-...-+-Qo(^)^==o,
dont les coefficients admettent le point à l'infini comme pôle; elle
admettra au moins une solution de la forme

(i3) ^)=^F(^),-

F(^) étant holomorphe à l'extérieur d'un cercle z >> R et ayant en
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général un point essentiel isolé à Finfini. Si Pon pose alors

¥(z)==G(z)+f(z),

f(z) étant une fonction entière et G(z) une fonction régulière et
nulle à l'infini, on voit sans peine que, pour les r ordinaires
pour f(z) et pour les z tels que |/(^) | soit égal à son maxi-
mum M(r), on a encore les relations

^(^) _ rn(r)1^ h(z) ht(z)^~^)~~~[~^l r^-T^—T
La méthode précédente supplique donc sans modifications, la
fonction entière f{z) est encore ici du type exponentiel étoile,

On peut, dans certains cas, préciser ce résultat.
Supposons, par exemple, que Inéquation (12) soit de rang i au

sens de Poincaré, c'est-à-dire que le degré q de Q^(s) soit au
moins égal à celui des autres fonctions Qy(^), et en désignant
par Cj le coefficient de z^ dans Qy, .posons

04) 6(Â:)= CpkP^- ^-i^-*4-...+Co=o.

Les seules valeurs possibles pour l sont inférieures ou égales à i et
tous les l sont égaux à i si Co ~^=- o; pour /== i les valeurs possibles
de k sont les racines kj de Inéquation ( i4 ) - Si l'on effectue la trans-
formation

y==^yi,

on obtient une équation de la même forme en yi, la transformée
de Inéquation (i4) étant

(i5) 9 (<:-ha)=o.

Si a est différent des nombres kj, les racines de Inéquation ( i5)
sont différentes de zéro, on peut, en outre, choisir a pour que les
racines distinctes aient des modules différents; alors inégalité (11)
a lieu pour /»== i dans le voisinage dnune direction unique dont
inargument est inargument changé de signe de Fune des racines de
inéquation ( i5) en A". Faisons décrire à a un contour fermé entou-
rant les racines de inéquation ( i4) î Fargument de chaque quan-
tité kj—a passe par toute valeur; les modules de ces quantités
sont dUailleurs tous différents, sauf pour un nombre fini de points
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du contour; et en prenant deux contours différents, on voit que
toute valeur peut être atteinte.

Il résulte de là, quêtant donnée une direction d^argument c&
quelconque, il existe une ligne dans le voisinage de cette direction
sur laquelle

y' y'\ i h(/s)J- = a -hJ-1 = kj -}- ——,y y\ J r8
et d'une façon générale

y^ ̂ ^^h(z)
y--^4--7r-ï

kj étant Pune des racines de Inéquation ( i4) et ^s égalités ayant
lieu, sauf dans certains intervalles exceptionnels. En ces mêmes
points, on a

\^\y^\=(kj-a)z^h(z)^ (S<i),

logjy [ = partie réelle de ( k j z ) •+- h( r)r^.
d'où

Mais les intervalles exceptionnels semblent ici très gênants et,
même dans ce cas particulier simple, il ne paraît pas que Pon
puisse tirer de considérations de cette espèce des résultats relatifs
aux arguments des zéros de la fonction entière y (-s).

4. Considérons maintenant une équation du premier ordre algé-
brique en <3, y, y', qu'il sera commode décrire tout d^abord sous
la forme

(16) ^ ( r î z ^ 9 z) ==oï

<t> étant un polynôme de degré m en y. Soit

^''z) =2M^y^ <o^-<p• "^^
le coefficient de y7" dans 0. Si Pon suppose que Inéquation (16) a
une solution entière en z ou plus généralement de la forme (i3),
et si Pon donne à z une valeur de module /' ordinaire pour laquelle
le module maximum est atteint, Inéquation (16) siéent, après mise
en facteur de y7",

^^G"?-'^0'



y étant un polynôme par rapport aux trois variables indiquées.
Or, d'après les propositions A, B, toute expression de la forme

i /^r'V nPrv
^(-f)^ <•ï^ (s>o)

est inférieure à /•-K, quelque grand que soit le nombre positif K,
pourvu que r soit assez grand. Le module de 7 est donc intérieur
à Kr"11, et l'équation différentielle prend encore la forme

avec
2a^,y[i -^-Cp^fz^nPz^ == o

l e (.\\^h(r) ̂ hl^ll^yWl < -^- -+- ———»

n est déterminé par une équation algébrique dont les coefficients
sont connus de façon approchée. Rien n'est changé aux raisonne-
ments du n° 2, nous avons

n = k^r1 -\- /t(r)/'8.

— j étant la pente d'un des côtés de pente négative du polygone

de Newton construit comme il a élé indiqué plus haut et A-» étant

donné par l'équation correspondante; / est au moins égal à p *
D'où ce résultat :

II. Toute/onction entière ou fonction de la forme (i3) véri-
fiant une équation différentielle du premier ordre, algébrique
par rapport à -s, y, y', est du type exponentiel étoile.

Ce résultat reste évidemment valable lorsque l'équation est seule-
ment algébrique en y et y', les coefficients étant des fonctions
admettant le point à l'infini pour pôle.

S. Ces considérations ne peuvent évidemment pas s'étendre à
toutes les équations algébriques. La méthode n'a en eflet réussi

que parce que, lorsqu'on remplaçait dans Féquationy^ pary ( /l ) >

aucune réduction ne pouvait s} opérer. Or il n'en sera pas
toujours ainsi dans les équations non linéaires d'ordre supérieur
au premier ; une réduction aura lieu, par exemple, si les seuls
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termes en y2 -̂ - proviennent de l'expression

y y ' — y " 1 '

II est clair que, si de telles réductions ne s'opèrent pas dans les
termes de plus haut poids, rien n'est changé au raisonnement
précédent, la conclusion du n9 4 reste valable pour toute équa-
tion jouissant de cette propriété : lorsqu'on remplace y(P)

par y ( ^ ) » et que l'on effectue les réductions dans les termes
de plus haut degré en y, aucun coefficient ne s'annule par suite de
ces réductions.

Mais on peut aller plus loin; la question revient en effet à la
suivante :

Étant donnée une équation algébrique

(17) SX^X/^^^o,

dont les coefficients variables \p^ ont pour limites des nombres dp a
dont certains sont nuls, dans quelles conditions peut-on assurer
que les premiers termes des développements de X en fonction de z
auront pour limites les premiers termes de ces développements
dans l'équation limite
(18) Sa^X^^=o.

Or c'est ce qui a manifestement lieu lorsque les polygones de
Newton relatifs à ces deux équations sont les mêmes, tout au
moins dans leur partie où la pente des côtés est négative, et
conduisent à des équations correspondantes pour déterminer les
coefficients des premiers termes; c'est-à-dire lorsque les points B .
correspondant aux coefficients de l'équation (17) dont la valeur
limite est zéro sont à gauche des côtés de pente négative du poly-
gone relatif à (18).

Ce résultat est obtenu en supposant que certains des \p^ s'éva-
noaissent, mais sans rien supposer sur la façon dont ils tendent
vers zéro. En réalité, il résulte des équations (5) que, lorsque
dans un polynôme homogène de degré q en*^-» ^-» • • • » ^-j le

coefficient de ( — ) disparaît, le module de ce polynôme est infé-

rieur à —^-? y pouvant être aussi voisin de ï- que l'on veut. Il
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s'ensuit que^ si l'on construit le polygone de Newton à l'aide des
points B^y correspondant aux termes du polynôme réduit (18), et

si les points B i de coordonnées p — -y q^ correspondant aux
p—^ff 2 .

termes évanouissants de degré p ^ q du polynôme (17), se placent
à gauche des côtés de pente négative de ce polygone, le premier
terme des divers développements de X(^ ) sera encore donné par
la considération de l'équation ( i8)$ d'où ce résultat :

III. Soit une équation différentielle dont le premier membre
est un polynôme par rapport à y et à ses P premières dérivées,
les coefficients étant des fonctions de z admettant le point à
l9 in fini pour pôle et jouissant de la propriété suivante : rem-
plaçons y^P^ par y\P^.et chaque coefficient par son terme d?
plus haut degré et considérons avant toute réduction le terme
de plus haut degré en y dans le polynôme en y, X, z ainsi
obtenu^ c'est un polynôme R(X, z). Effectuons les réductions
dans le polynôme R(X, z) et construisons le polygone de
Newton donnant Vordre de X en fonction de z (pour les
grandes valeurs de ^), X(^) étant définie par le polynôme
ainsi réduit; plaçons dans le plan de ce polygone les

points B i (p — -? y) correspondant aux termes de R(X, z)
P — g » 7 \ ï /

qui se sont évanouis dans les réductions. Nous supposons que
ces points se placent à gauche du polygone,

Dans ces conditions cloute solution de la forme ( 13 ) de Inéqua-
tion différentielle est du type exponentiel étoile.

En utilisant d'une façon plus complète les résultats de mon
Mémoire cité, on voit que l'on peut remplacer dans la construc-
tion précédente les points B , par des points Bp_i^ de coor-

données/? — i, q\ c'est ce qui résulte aussi des propriétés, conve-
nablement complétées, de -- et de ses dérivées démontrées par
M. Boutroux dans sa Thèse.

6. Remarquons que la méthode précédente, qui montre que
toutes les solutions entières d'une équation delà classe définie
dans la proposition III sont à croissance régulière, donne en même
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temps des conditions nécessaires pour qu'une solution de la
forme (i3) existe, oîi pourra dans certains cas montrer l'impossi-
bilité de Inexistence d'une telle solution. Considérons, par exemple,
l'équation différentielle suivante rencontrée par M. Chazy dans sa
Thèse ( ^ ) :

y " = y\ y " — (\-s^ \) y\-\ y'î (\ pos î t i fe t entier),

il résulte de ce qui précède qu'aucune solution de cette équation
ne peut être de la forme (i3); c'est d'ailleurs bien évident si l'on
écrit l'équation sous la forme^_^,^)-].^;
le second membre tend vers zéro et le premier croît indéfiniment
pour les valeurs donnant les égalités (5); donc, d'après M. Chazy,
aucune solution ne peut être uniforme autour du point à l'infini.

La méthode employée ne peut être adaptée pour donner des
résultats dans le cas laissé de côté où les réductions font dispa-
raître les termes importants ; si l'on considère par exemple
l'expression

(Y)^^)2;
\yl y \ y l

elle ne se comporte plus d'une manière déterminée dans le voisi-
nage des valeurs z où y atteint son maximum; c'est ainsi qu'elle

est nulle pour y = ̂ , égale à — \ pour y=sin^, et

à — F I .4- e t z } } pour y == ch \fz ; la considération de telles

valeurs ne peut plus rien apprendre sur la fonction considérée et
c'est à Pétude générale dans tout le plan qu'il faut avoir recours.
Cela devait d'ailleurs être prévu, car il est manifeste que la trans-

formation u J y z effectuée sur une équation appartenant à la classe
définie dans l'énoncé III conduit à une équation n'appartenant
plus à cette classe et admettant une solution entière d'ordre infini,

il n'est donc pas possible que les dérivées successives de y- soient

( * ) Acta mathematica, t. XXXIV.
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des expressions rationnelles simples en n et z dans le voisinage
des points envisagés dans la méthode.

Je remarquerai encore qu'il est manifeste que la méthode ne
peut rien donner, en général, dans le cas des équations linéaires
dont les coefficients sont des fonctions entières, car le module de
telles fonctions ne restera pas, en général, comparable à lui-même
sur un cercle | z \ = r; cependant il est un cas où l'on peut encore
obtenir ce résultat, c'est celui où les coefficients sont des fonctions

d'ordre inférieur à - dont les zéros sont très réguliers, ce qui est

le cas pour les fonctions obtenues à partir de la fonction exponen-
tielle. Dans ce cas, le module de la fonction est comparable à son
maximum, sauf dans le voisinage des zéros ; on pourra encore
obtenir l'ordre de la fonction par une méthode directe immédiate.
Soit, par exemple, l'équation

y+/i(^)y-+-/2(^)y = o,
/ i (z) étant d'ordre p -< -? fî{z) d'ordre p'<: p et les zéros étant

très réguliers; soit M(r) le maximum du module de /i (^), y sera
une fonction entière d'ordre infini dont le maximum du module
sera de la forme

^Hr)S (cOSTCp <8<I) .

On pourra prendre pour f\{z) et '/a (-s) les fonctions Ea(^) de
M. Lindelôf ou des fonctions analogues.


