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QUATRE LEGONS SUR LES FONCTIONS QUASI-ANALYTIQUES
DE VARIABLE REELLE (!);

Par C. pE A VarpLee Poussiw.

PREMIERE LEGCON.

UN THEOREME PRELIMINAIRE DE M. TORSTEN CARLEMAN
SUR LES FONCTIONS ENTIERES.

1. M. Carleman a esquissé, dans les Comptes rendus de février
1922 (), la démonstration compléte d’un théoréme de M. Denjoy
sur les fonctions quasi-analytiques qui fera I'objet de la deuxiéme
Lecon. Cette démonstration s’appuie sur un lemme préliminaire
d’énoncé assez compliqué et dont la démonstration n’est qu’in-
diquée, mais (ui conduit i un théoréme extrémement remarquable
de la théorie des” fonctions. Ge théoreme est & rapprocher du
théoreme classique de Liouville. Celui-ci aflirme qu’une fonction
cnticre et bornée dans tout le plan se réduit & une constante. Le .
théoréme de M. Carleman est un théoréme analogue concernant le
demi-plan. Il affirme qu’une fonction de sz enti¢re et bornée dans le
demi-plan et qui tend vers zéro avec 1 : z seréduit nécessairement
A zéro si la rapidité de décroissance de la fonction dépasse une
certaine limite.

Nous allons reprendre la question mais avec d’autres formu-
lations et d’autres démonstrations qui nous paraissent plus simples
que celles de M. Carleman.

2. Considérons une fonction @ () de la variable complexe
2= + yi=reb.
Nous supposons que cette fonction est holomorphe et bornée

a droite de l'axe imaginaire et qu’elle n’est pas identiquement
nulle dans ce demi-plan.

(') Lecons faites 4 la Sorbonne les 11, 14, 16 et 21 avril 1923.
(?) Comptes rendus, t. 174, 6 février 1922, p. 373.
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Soit C un cercle de rayon R tangent a I'axe imaginaire a l'ori-
gine O des coordonnées et, par conséquent, situé tout entier dans
le demi-plan précédent.

Donnons-nous un point P sur 'axe réel d’affixe positive a << R
et, par conséquent, intérieur au cercle C.

Soit P’ le point conjugué de P; il sera d’affixe négative — b et
situé hors du cercle.

Le cercle C est le lieu du point M dont le rapport des distances
a P et P’ est une constante a : b. Doncsil’on désigne par I'angle
du vecteur PM avec P’M (compté positivement dans le sens direct)
et par z l'affixe du point M, on a, sur le cercle,

Z—a

a
— o
z4+0 o°

Donc, en prenant les différentielles logarithmiques, on a, tou-
jours sur le cercle,

()

dz ds i
z—a :.+b_l(Y'

Considérons maintenant I'intégrale effectuée sur le cercle

I d ds 1
(2) mfclogq)(z)(z_a-—m) = ;Trb/(:‘logd)(z)dq;.

Si ®(z) n’a pas de zéro dans le cercle, son logarithme est holo-
morphe. Or le point a est intérieur, le point — b est extérieur au
contour, la valeur de l'intégrale (2) est donc log®(a) par les
théorémes classiques de Cauchy. La partie réelle de l'intégrale
aura pour valeur log |®(a)|. Nous avons, dans ce cas,

(3) log| (@) | = 7 [log| (=) dy.

Cette formule n’est d’ailleurs qu’une expression connue de I'/n-
tégrale de Poisson.

Il importe maintenant de savoir par quoi il convient de rem-
placer la formule (3) si ®(z) s’annule dans l'intérieur du cercle C.
Dans ce nouveau cas, log® () n’est plus uniforme dans l'intérieur-
du cercle et 'on doit remplacer ce contour par un autre ou la
fonction soit uniforme. On arrive au résultat par le procédé clas-
sique des lacets. Supposons que ®(3) admette & zéros distincts
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Zyy 32, .., 54 -On les exclut a l'aide de & lacets correspondants
L, L:, ..., Ly. L'an d’eux, par exemple L, se compose d’une
coupure Oz, joignant l'origine au point z; et d’un cercle infi-
niment petit autour, de ce point. Le contour du lacet dans le sens
direct comporte le parcours Oz de la coupure sur le bord droit,
le tour du cercle dans le sens direct et le retour au point O sur
I'autre bord de la coupure.

Alors, pour obtenir la valeur de I'intégrale (2), il faut ajouter
a log®(a) la somme des intégrales effectuées dans le sens direct
sur les lacets, c’est-a-dire la somme

= (Lg)
ou l'on a posé

1 ) dz dsz
)= 5 f toges) (z_a — “_b).

Supposons que 54 soit un zéro d’ordre n; cette derniére inté-
grale se réduit a celle sur la partie singuliére de log®(s), donc a

z—a 3+ b

L )Llog(z—zk)(

21 C

dsz dz >

On voit de suite que l'intégrale sur le cercle infiniment petit est
nulle et il ne reste que l'intégrale sur les deux bords de la cou-
pure. Mais log (5 — z4) se reproduit augmenté de 2w¢ quand on
passe d’un bord a l'autre de la coupure. La somme des intégrales
effectuées en sens contraires, ou la différence des intégrale dans
le méme sens sur les deux bords de la coupure, se réduit a

/‘0( ds dz ) (z,..-e—b b >
n —_— =nlog +—-
o s—a 3+6b \Zr—a " ——a

<k

Désignons par pj et g, les distances du point z4 aux points P
et P’ (d’abscisses a et — b); la partie réelle de cette intégrale se

réduit a
nlog (-‘i : 2) .
o a
Cette quantité est essentiellement positive. En effet, le rapport
p' : ¢ des distances d’un point M aux points P' et P est égal a b:
sur le cercle; il est plus grand a l'intérieur et plus petit a Pexté-
LI 12
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rieur; donc, au point intérieur 3, on a

’

O

koo

QS

>1

0
>

et le logarithme est positif.

Ainsi, si ®(s) admet des zéros dans le cercle (C), il faut, pour
obtenir la valenr de l'intégrale (2), ajouter a log®(a) les inté-
grales (k). Il faut donc ajouter au premier membre de I'équa-
tion (3) les parties réelles de ces intégrales qui sont toutes
positives, d’ou I'inégalité fondamentale

A log |#(a) 1= = ['log| (=) .
27 Je

3. Nous ferons observer en passant que cette formule est un cas
particulier d’une formule plus générale concernant les fonctions
harmoniques que nous ne démontrerons pas ici. Soient G, un con-
tour de forme quelconque et G la fonction de Green relative a ce
contour pour un point @ intérieur a4 G, ; on a

log|® (a)| = ‘-l—ﬂ‘/‘ log | ® (3)| ?—;ds——-ElogGL»,
() -

ou la derniére somme s’étend aux valeurs G de G en tous les
zéros de @ intérieurs au contour C,. Mais G, égal a1 sur G,,
est > 1 4 'intérieur de C, ; par conséquent,

log| ®(a)|z —l— log | ®(3)] f-i—qu.
27 Jy, dn

C’est cette formule que M. Carleman a utilisée implicitement
(car il ne I'écrit pas) pour établir son théoréme, dans l'article cité
des Comptes rendus; il considére seulement le cas particulier ou
le contour G, est un demi-cercle.

4. Revenons maintenant a la formule (4). L’angle ¢, qui est la
différence d’inclinaisons des deux vecteurs PM et P'M, varie
de — ® & + = quand on parcourt le cercle C dans le sens direct.
Je dis que cet angle varie toujours dans le méme sens, car d ne
peut s'annuler. En effet, si ¢ s’annulait en un point M du cercle C,
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ce cercle devrait toucher le cercle passant par M, P et P’ (lieu des
points d’ou le segment PP’ est vu sous un angle constant ¢). Ce
cercle MPP' tangent au cercle C lui serait ou intérieur ou exté-
rieur, ce qui est impossible, car il passe par un point intérieur I’
et un point extérieur P’

Il suit de cette remarque ue l'on peut prendre ¢ comme
variable d'intégration dans (4) et écrire (l'intégration se faisant

sur C)

™
(5) log | #(a) |2 5= [ log| DY) | dy.
27 J_

5. Nous allons effectuer maintenant sur cette intégrale un
passage a la limite qui remplacera le cercle C par 'axe ima-
ginaire.

Nous supposons ®(z) réguliére et bornée a droite de I'axe ima-
ginaire. Alors on peut assigner un nombre positif p tel que I'on

ait, dans ce demi-plan, log |®|<C; et alors on a, quelque petit
(que soit ¢ positif,

log| (a)|= = f el [ﬂlog|(1)|d¢+aep.
2r J_ 27 J,

Faisons croitre indéfiniment le rayon R du cercle C, mais en
laissant fixe le point P, donc @ invariable. Le point conjugué P’
tend vers le symétrique de P par rapport a I'origine, donc b tend
vers a. L’angle ) (sous lequel PP’ est vu du point M) est inférieur
en valeur absolue a ¢ sur le cercle C sauf sur un arc C' de lon-
gueur bornée ayant le point O pour milieu. A la limite, pour
R = =, cet arc (! devient un segment de I'axe des y de centre O
et de longueur 2/. La formule précédente subsiste a la limite, 'in-
tégration se faisant sur axe des y. Faisons tendre < vers zéro;
{ tend vers 'infini, et I'intégration s’étend a 'axe des y tout entier.
On a, l'intégration se faisant donc sur cet axe,

1 0 T
log (@] = [+ [ log|1ay.
el 0

Prenons le module » de 5 comme variable d’intégration. Nous
avons, s parcourant I’axe imaginaire,

2adr

a=17r7 [ﬂl]g Z-T:——I_l’

v |-G

! @ '
y = 2arctang —, dy = —
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d’ou, sans difficulté,

® / T i
(6) log|d)(a)[§(—:f log CI’(reT>‘b<re 2 >
Yo

\

De 14, le théoréme suivant :

Si la fonction ®(z) est entiére & droite de l’axe imaginaire,
bornée et non identiquement nulle, le logarithme de son
module est borné supérieurement par la formule (6) ci-
dessus.

6. Supposons que la fonction ®(z), satisfaisant aux conditions
du théoréme précédent, tende vers zéro quand z s’éloigne indé-
finiment sur I'axe imaginaire. Nous pouvons assigner une con-
slante p et une fonction positive, non décroissante et infinie
avec r, y(r), telle que 'on ait, sur 'axe imaginaire,

[®(2)] < eb-1r, log[®(2) | <pr— (7).

Remplagons dans la formule (6) la fonction ® par ®e~*; il
vient, par cette inégalité,

_  2a ("y(r)dr
lng](b(a)|—‘uz—? A Zz‘—’—o—-rz’
d'on
sa [ Ty(r)ydr_
() 2 L s e g e (a)l.
©J, a*~+r? °

Donc l'intégrale du premier membre ne peut pas étre diver-
gente. Or cette intégrale diverge ou converge en méme temps
que

“y(rydr,
(8) S

[

de 1a, le théoréme fondamental suivant, qui est le théoréme utilisé
par M. Carleman :

St la fonction ®(z) est entiére et bornée dans le demi-plan
situé a droite de l’axe imaginaire; si, de plus, ®(z) tend vers
zéro quand z tend vers l'infini sur cet axe de maniére a vérifier
la condition

| P (2)] < eb~vin),



— 181 —

ot y(r) est une fonction de r positive et infinie avec r, l’inté-

grale (8) ne peut étre divergente a moins que ®(3) ne soit
identiquement nulle.

Ce théoréme limite, comme on le voit, la rapidité avec laquelle
une fonction entiére et bornée dans le demi-plan peut y tendre
vers o avec 1 : z sans s’annuler identiquement.

I1 est clair qu’il limite aussi la rapidité avec laquelle une telle
fonction pourrait tendre vers une limite quelconque sans se réduire
a une constante, car on revient au cas précédent en retranchant de
la fonction sa valeur limite.

7. Pour préciser davantage les conséquences que I'on peut tirer
de la formule (7), nous allons considérer une fonction ®(z) de
forme spéciale. Supposons que f(x) désigne une fonction continue
et positive de la variable réelle z dans l'intervalle (o, 1), satisfai-
sant en outre a la condition de symétrie

flx)=fl1—2).

Définissons la fonction entiére ®(z) par la formule
1
d(z)= -3 dz.
() f e f(x) de

Cette fonction tend vers o quand z tend vers I'infini a droite de
I'axe imaginaire et elle obtient sa valeur absolue maximum @ (o)
dans ce demi-plan pour s =o0. On peut donc poser, y(r) étant
positif,

| ®(2) | ZP(0)e1N;

et la formule (7) devient, dans ce cas,

“Y.(r)dr:i
at+r* “a2a °®(a)

Faisons tendre a vers o; il vient, a la limite,

["Y(r‘)dr = _
A 2 <
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Mais on a, par la condition de symétrie f(z) = f(1 — z),
1 1
@’ =— : dr =— — d-
(== [ af@rdo=— [ (1—a)f(z) ds
=_§fo (2 + (1— )| f(2)dz =— " ®(o);

donc la derniére inégalité se réduit a

“vy(rydr _=
(9) 'fo B

Telle est la condition de limitation trés simple imposée a v (r)
quand f(x) est non négative et vérifie la condition de symétrie
stipulée. Nous l'utiliserons plus tard dans la démonstration du
théoréme de Borel-Carleman (troisiéme Lecon).

DEUXIEME LECON.

LES FONCTIONS QUASI-ANALYTIQUES ET LE THEOREME DE DENJOY-CARLEMAN.

8. Les fonctions analytiques d’une variable complexe z =2 —+-yi
possédent la propriété, que 'on a regardé longtemps comme dis-
tinctive, d’étre déterminées dans tout leur domaine d’existence dés
qu’elles le sont dans un domaine si petit qu’il soit. Elles sont, en
effet, définies par leur valeur et celles de leurs dérivées successives
en un point z,, ce qui résulte du fait qu’elles sont développables
en série de Taylor autour du point 5,. La propriété d’étre déve-
loppable en série de Taylor, qui caractérise les fonctions analy-
tiques, est liée a une certaine loi de limitation des dérivées suc-
cessives de ces fonctions. En effet, si la fonction f(z) est réguliére
dans un certain domaine, on peut assigner une constante & telle
que I'on ait, quel que soit n,

(1) VIS < kn.

Réciproquement, si cette condition a lieu dans un certain
domaine, la fonction f(z) y sera réguliére. Ainsi la condition (1)
peut étre considérée comme caractéristique des fonctions analy-
tiques dans un domaine de régularité.



— 183 —

Pendant longtemps on a cru que les fonctions analytiques étaient
les scules qui fussent déterminées par leur valeur et celles de leurs
dérivées en un méme point. C'est M. Borel qui a soupconné et
démontré le premier l'existence de fonctions appartenant & des
classes plus générales que les fonctions analytiques et jouissant
cependant du méme privilége, et il leur a donné le nom de fonc-
tions quasi-analytiques qui leur est resté ().

Les fonctions considérées par M. Borel sont les fonctions mono-
génes non analytiques, qui sont définies dans le plan complexe
et sur lesquelles M. Borel a publié, dans la Collection qui porte
son nom, un Ouvrage fondamental (2). On y trouvera toutes les
références sur la question. Nous ne nous occuperons dans ces
Legons que des fonctions quasi-analytiques envisagées dans le
domaine réel,

9. A ce point de vue, c’est M. Denjoy qui a fait faire a la
théorie des fonctions quasi-analytiques le pas le plus important
“dans une Note extrémement remarquable des Comptes rendus (?).
M. Denjoy a, en effet, montré que les fonctions quasi-analytiques
dans un intervalle réel, fonctions qui sont indéfiniment dérivables,
peuvent étre caractérisées par des conditions de limitation de leurs
dérivées tout a fait analogues a la condition (1) propre aux fonc-
tions analytiques, mais seulement plus larges. Il a montré, en
particulier, -que les classes (C,), (C.), ..., de fonctions indéfini-
ment dérivables qui sont astreintes aux conditions de limitation

/T o0

( ) (Cy) vV | fW| <knlogn,
{2) \
| (C2) vV | fin| < knlognloglogn, ...,

sont des classes de fonctions quasi-analytiques. Dans chacune de
ces classes, une fonction f(x) est déterminée par sa valeur et celles
de ses dérivées successives en un méme point zy, que nous sup-
poserons dans la suite étre le point o.

(1) Les séries de fonctions analytiques et les fonctions quasi-analytiques
(Comptes rendus, t. 154, mai 1912, p. 1491).

(*) Lecons sur les fonctions ‘monogénes uniformes; Gauthier-Villars, 1917
(rédigées par M. G. Julia).

(¢) Comptes rendus, t. 173, 1921, p. 1339.
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On remarquera que les seconds membres des conditions de
limitation (2) sont tels que les séries dont le terme général est

inverse,
Dt Dntoga
_ —_— ., ey
nlogn nlognloglogn

sont divergentes. En généralisant ce résultat, M. Denjoy a été
conduit a I'énoncé du théoréme suivant :

Seit f(x) une fonction indéfiniment dérivable dans un
intervalle (a, b), mais non analytique, ne satisfaisant donc
pas & la condition de limitation (1); désignons par My, M,,
M,, ..., M,, ... les maxima absolus de f, f', f". ..., f™, ...
dans cet intervalle, la fonction f(x) sera quasi-anabytique
dans (a, b) si la série

1 1 L
(3) E+\7—M=z+...+7lﬁd:n+...
est divergente.

Ce théoréme n’a été démontré d'une maniére compléte que par
M. Carleman (') et nous lui donnerons le nom de théoréme de
Denjoy-Carleman.

Il importe de bien fixer le sens de ce théoréme. Il signifie que
si I'on considére une classe (C) de fonctions F (), astreintes aux
conditions de limitation

(4) | VEO ()| < kM,

ou k est une constante par rapport a z mais qui peut dépendre de
la fonction F, cette classe est formée de fonctions quasi-ana-
lytiques : la fonction f(z) qui fait partie de cette classe est la
seule de la classe qui admette la suite des valeurs f(z,), f'(,),
S (), ... au point x,. _

Pour démontrer ce théoréme nous suivrons la méthode de
M. Denjoy avec la modification introduite par M. Carleman (*).

10. 1l suffit de considérer le cas ou z varie dans l'intervalle
(o, 1), car l'intervalle (a, b) se raméne a celui-la par une substi-

(1) Comptes rendus, t. 174, 1923, p. 373.
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tution linéaire, ce qui multiplie dz et, par suite, tous les termes
de la série (3) par une méme constante et n’altére en rien les
conditions de convergence ou de divergence de cette série.

Ensuite, il suffit de démontrer qu’'une fonction f(z) de la
classe (C) [n° 9], qui s’annule avec toutes ses dérivées pour z = o,
est identiquement nulle. En effet, la différence de deux fonctions
de la classe (C) est de la méme classe; or, si ces deux fonctions
coincident ainsi que leurs dérivées pour = o, leur différence est
une fonction qui s’annule avec toutes ses dérivées au méme point;
il suffit donc de prouver que cette différence est identiquement
nulle pour établir que les deux fonctions sont identiques.

De plus, pour'faire cette démonstration, on peut encore admettre
que f(x) vérifie la condition de syméti‘ie

f(z)=f(—w=),
b o L 4 - -
auquel cas elle s’annulera avec toutes ses dérivées aux deux

limites o et 1. Il n’y a, en effet, qu’a remplacer (avec M. Carleman)
la fonction f () par la fonction

F(z)=fl4x (1—2)],

laquelle satisfait a cette condition. Mais, pour justifier cette subs -
titution, il faut montrer que cette nouvelle fonction est encore de
la classe (CG).

Il faut done déduire de la limitation (3) imposée a f () une
limitation analogue pour F®),

11. Voici ce calcul dont le résultat nous servira encore dans la
troisiéme Lecgon.
La dérivée F() est le coefficient de A" : n! dans le développe-
ment taylorien de F (z + k). Sil'on pose
Y = 4(x —x?), k=4h(1—2x)—4h2,
on a

k.. kn»
F«r-L~h)=f(_y+k)=f(y)+7f'(y)+...+7l—!-f‘")(y)+....

. . hn
La dérivée F) (z)" est le coefficient de ,% dans la somme

des n + 1 premiers termes de ce développement, car k contient /
en facteur. Or, on majore la fonction & de h et toutes ses dérivées
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en remplacant k& par 44 + 4h%, car 1 — 22 est de module <1
dans l'intervalle considéré. En définitive, F») est de module infé-
rieur a
M, ln
Mo+ 4(h + h’)T + ... +4 (h+ Iz’)"

Mais on a, par intégration par parties, les fonctions /% s’annu- -
lant pour z = o par h)pothese,

f(ll—]:)(x) =f f(n—p+l)(t) dt =f (.'l‘ —_ t)f(n—p+!) dx
0
f (x—t)p=t fin) dx;

d’ou

La majorante trouvée devient a fortiori, par la substitution de
ces valeurs plus grandes,

,\T!F[“"(n)(4Il+4h2)+(:>(4h+4h2)2+”.]

.. T8 fh o+ )= “"‘(l—;—gh)ﬂn.

La dérivée n'™® pour i =o est

on)!
M, 27 ((”‘:!))2 < 8°M,,

car on a (2n)! <4?(n!)? En effet, cetic derniére relation est
vraie pour n = 1 et son second membre est multiplié par un fac-
teur plus grand que le premier quand on change n en n + 1. En
définitive, on a donc la condition analogue a (3) :

VIFW| < 8 VM,
et F est de la classe (C) comme nous I'avons affirmé.
12. La démonstration du théoréme de Denjoy-Carleman est
maintenant ramenée a celle du théoréme suivant :

Soit f(x) une fonction non analytique qui s'annule avec
Loutes ses derivées aux deux limites de Uintervalle (o, 1); si
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du série
1 I

1
3 _ = ... —_— ..
( ) M, \/M" -+ -+ \/Mu -+ ...

est divergente, f(x) s’annule identiquement dans tout l'inter-
valle.

La démonstration de ce théoréme exige encore un artifice qui
est da a M. Carleman. Posons, avec lui,

1 1 . 1
= [ fards,  si=[ e . a@r= [ fe)rds
[} [] “0

Nous avons, par une intégration par parties,

1 1
ff(n)f{n) dr = — / f(n,—l)f(n+l) dr;
0 /0

et, par 'inégalité classique de Schwarz,

/I??ldxé\/f?‘dxf&'r*d%

nous avons, sl n > 1,

Donc, si 3y< 1, on aura

By < B2
st 3,_y << Pu, on’'aura
?’n, < pIH-.l-

1l suit de la que si By <1, la suite 3, 34, 32, ... est constam-
ment croissante; et que dés I'instant que cette suite commence A
croitre, elle devient constamment croissante. Remarquons encore
que I'on a

{'/Wn: Zeaz C/Kl—n-

La seconde inégalité résulte immédiatement de la définition
de @, par le théoréme de la moyenne. La précédente est une con-
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séquence de 'inégalité de Schwarz. En effet, on a

On en conclut que si f(x) n’est pas analytique, la suite des 3,
croit & l'infini avec n. Cette suite devient donc nécessairement
croissante a partir d’un certain terme {3; qui est minimum.

Dés lors, si n >> s, on peut définir une fonction 3(n) croissante
et a dérivée continue et positive, telle que I'on ait, pour n entier,
3(n)=8,. Cette fonction admet, pour 2> f3;, une fonction
inverse, n = y(3), ayant aussi une dérivée continue.

T
M,.,= 10 S (z)dx

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme énoncé plus
haut. Construisons, avec M. Denjoy, une fonction entiére de
s = reb, par la formule

1
D(3z) =/ e=3r f(x) dx.
0

Nous allons prouver qu’avec nos hypothéses sur f(z) cette
fonction est identiquement nulle. Considérons-la dans le demi-

T _ ™ , . A .
plan — 52 h< 5 et étudions 'ordre de décroissance de son module

quand 7 tend vers 'infini. Faisons n intégrations par parties con-

sécutives; il vient
1 (n)
®(3) = f e~:xw dr,
o g

d’ou, en utilisant encore I'inégalité de Schwarz,

l(b(,_ee,.)|<f0‘|f(,,)(x) 5 < (Be)"

-
Supposons que 7 vérifie la condition

r

-(:' > 3.\';

faisons correspondre a cet » entier n pour lequel on a

6 =T . r
BnZ 5 <fPre, dou  aJy S ) <n+,

/
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n>Y<-g>—|;

lo(rety <o T (E),

auquel cas

il vient

Donc, en vertu du théoréme de Carleman (n°® 6),la fonction ®(3)
est identiquement nulle si 'intégrale

. Y(") i
L[ = dr

est divergente. Nous allons montrer qu’elle I'est effectivement si la
série (3) diverge.
On a, par la substitution,

r=3(n), d'on n=-x(r),

puis, par intégration par parties,

1)

’o

") : f "np'(n)dn n, n ™ dn
——Ldr = = —_ -+ ryav
rt @ n B(n)? B(ng) B(n) e B(n)
Quand n tend vers l'infini, # ; 3(n) admet la limite inférieure
zéro [sinon la fonction f(x) serait analytique contrairement a
I'hypothése]. On a donc, quelque grand que soit n,

@ 1
y(r)dr " dn N 1
J, U, i) > 2 F

(] no

et a fortiori
P ©
) d N
'——‘Y(’L ! > E ,——,_I__)
o Y VM,
ny

ce qui prouve que I'intégrale diverge avec la série.

I est maintenant prouvé que @ (3) est identiquement nulle. La
démonstration du théoréme en résulte, car alors f(x) I'est aussi.
En effet, on obtient les constantes de Fourier de f(z) en rempla-
cant, dans ®(z), 5 par 2n=i; donc ces constantes sont toutes
nulles et alors on sait que f(z) I'est aussi.
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TROISIEME LECON,

LE THEOREME DE LIMITATION DE BOREL-CARLEMAN.

13. M. Borel a énoncé (') le théoréme suivant, qui a été
démontré quelques mois aprés par M. Carleman (?) :

S’il existe une fonction f(x) indéfiniment dérivable dans
Uintervalle (o, 1) qui s'annule avec toutes ses dérivées pour
z =0 et qui est telle que f(1) =1, alors la série (définie comme
précédemment)

1 i 1
M, c/Mﬂ (E/Mu

admet une borne supérieure A, la méme pour toutes les fonc-
tions f(x) qui satisfont aux conditions imposées.

Nous allons établir ce théoréme, que nous appelons théoréme
de limitation de Borel-Carleman, par une suite de générali-
sations successives.

14. Nous allons d’abord reprendre et préciser dans un cas parti-
culier les résultats obtenus au n°® 12. Nous serons ainsi conduits
a une premiére forme du théoréme de limitation.

Soit f(x) une fonction non négative qui admet des dérivées
continues jusqu’a I'ordre p inclus, qui s’annule ainsi que ses p dé-
rivées aux deux limites de l'intervalle (o, 1) et qui satisfait a la
condition de symétrie

(1) f(@)=f1—a).

Nous pouvons définir, comme au n° 12, les quantités M,, M,
M,, ..., M, qui sont les maxima absolus de f(x) et de ses dérivées

(') Comptes rendus, t. 174, 1922. p. 305.

(*) Conference du cinquiéme Congrés des Mathematiciens scandinaves, Iel-
singfors. 1923. La démonstration de M. Carleman s’appuie sur les propriétés des
fractions contlinues de Stieltjes. Mais Pautcur remarque que la démonstration
s'obtient aussi par les méthodes antérieures. C’est précisément la voie (que nous
suivons ici. Nous précisons le théoréme, comme le fait M. Carleman, en ne sti-
pulant P’existence (ue d’un nombre limité de dérivées de f(x).
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existantes dans I'intervalle (o, 1), et aussi la suite des quantités
?‘07 (517 (r""-’) ey @P'

Si 3, est <1, cette suite est croissante. Dans le cas général, si
elle croit a un certain rang, elle croit jusqu’au bout, de sorte que
le terme maximum est toujours I'un des extrémes.

Supposons que la suite devienne croissante a partir du terme 3,
qui est minimum. Nous pouvons définir, pour n compris entre s
et p, lafonction $(n) croissante et & dérivée continue et positive
([ui est égale a 3, pour n entier. La fonction inverse v (§) est alors.
définie dans I'intervalle de 3 a 8.

Revenons maintenant a la fonction entiére de M. Denjoy

1
P(3)= f e=zx f(x) dx;

0

nous avons, si nZp et |0]Z z,
! < < )
. o0 ~ p" ".
| q)(l e ’) | (g — ’
A
,_® . r

et, comme antérieurement (n° 12), si 8, <C -< Bp,

| (redy| <cl-.{ (T)

D’autre part, comme ®(0) est le maximum de | ® | dans le demi-
plan, nous avons

. .o

|@(reb) | < ®(o0) si Z<Bs;
. /ylngﬁ{py . r

|®(rebi)| <e TSt = > 6

Ajoutons encore une nouvelle hypothése aux précédentes, a savoir
1 .
(2) @(0);/ SflaNdzse;
0

alors nous pouvons achever de définir y(r) de maniére a avoir,
pour toutes les valeurs positives de r,

(3) | ®(rediy| <¢>(o)e—Y(?).
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11 suffit, en effet, de poser

r .or
Y\-)=o0 S1 ;<|8s,

r r .r
Y<;>_I’logp—p s1 z>|{3p-

L’inégalité (3) est alors vérifiée, en vertu de chacune des trois iné-
galités qui précedent, dans chacun des trois intervalles distincts
ou varie r : e.

Appliquons la formule de limitation (g) obtenue au n°7; en

observant que y(r) est remplacé ici par ¢ (g) y il vient

° (r)dr:-n:
/0' Y p 73

et, en changeant r en er,

> dr _=e
[ Y(’);y;j‘

©o

Mais, d’apreés la définition ci-dessus, y(r) est nul pour r < Bs et
sa définition change encore selon que r est > ou < que {3,. Nous
écrirons donc

Dans le premier terme, y est inverse de $; prenant n=y(r)
comme variable et intégrant par parties, on a

Bp r U P
y(l)d/ nﬁ(n)dn___s____ .
.,, = ey < Ew +f a0

Dans le second terme, y(r) est un logarithme; on a

Y(r)dl_ ]"<_ ar _pe ”l (4t _2p,
Br P/ ° )" Br =5,

Par la substitution de ces valeurs, nous obtenons la relation

s P dn P re

R AT P

Cette formule suppose B,<<Bp. Si B, était le plus petit des B,
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intégrale considérée se réduirait a sa derniére partie et 'on aurait
seulement
2p _ we
= < —_—
Br ~ 4
Dans le premier cas 3 est le plus petit des {3, et dans le second
c’est 3,, de sorte que 'on a a fortiori dans tous les cas

1 1 1 p _ me
— e e A 22
Br  Ba Bt Bp 4

et encore a fortiori

) SIS S i
M, ‘/M_2 e ’\,/Mp 4

C’est le théoréme de limitation dans un cas trés particulier : la
fonction f(z), non négative, est supposée astreinte aux conditions
(1) et (2), cette derniére remplagant celle de M. Borel, et 'on
obtient, dans cette hypothése, une valeur trés abaissée et de forme
élégante de la borne A. Nous allons maintenant montrer que l'on
peut ramener les autres cas a celui-ci.

15. Considérons un second cas particulier. La fonction f(z)
sera celte fois de signe quelconque; elle satisfait encore a la con-
dition de symétrie f(z)=f(1—z); elle s’annule aux deux
limites o et 1, ainsi que ses dérivées successives, jusqu’a l'ordre p
(qui sont supposées existantes). Nous Templagons la condition de
M. Borel par celle que |f(z)|ait I'unité pour maximum (atteint)
dans l'intervalle (o, 1). '

Tirons d’abord deux conclusions de cette derniére hypothése.
Nous avons d’abord

1
2 — 2 d. < s
8= [ Slorde <
par conséquent (n°12), B, < B, < Bs. ...

En second lieu, soit £ le point ou f(§) ===1; nous avons, par
I'inégalité de Schwarz,

) e
iz [17@) | dezVE \/f £ da,

1 — 1
lﬁfE lf’(ac)ldwz»/r—&\/fE f1 da,

LII. 13
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! ¢ ! I 1
pg:[ f’idx=£ -o-fE rres g+ =5k,

et, par conséquent,

d’ou

1
gf Sf(z)dz3e.
4o

I suit de cette inégalité que les conclusions du numéro précédent
. o . . . e .
sont applicables a la fonction, non négative, - f'(z)*.
1

Soient M, M}, ..., M,,_, les maxima absolus des dérivées exis-
tantes de cette fonction; nous avons donc

(" P
M/l 2 Mlz I'-:/“r 4

p=2

Il s’agit de déduire de (5) une relation analogue entre les quan-
tités 3,, B, ... relatives a f. Pour cela, il faut limiter les M" au
moyen des 3. On a, par la formule de Leibniz,

Du(ff')=f' fin+0) 4 (?)f'f(m + (':) VAl L
Intégrant cette relation, on en déduit, par I'inégalité de Schwarz.
n—1 f12| = Bu+1 n 26N n 3 -1

[ D=t f2] 2 B B + . B3R + 2 BIBRzt+ ..o,
et @ fortiori, puisque la suite des 3 est croissante,

pon gz [ (1) + (5) +o | =i,
Multipliant par e: 4, on en tire la limitation cherchée

- e
Moy 2 (2Brsa)nt (: f‘/sz+1> .

La relation (5) entraine donc a fortiori

1
L<L>+L(_'i_>+ +L<_7;)7:’ me
B\epd) TE\epr) Tt e\ <%

o=
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Nous partageons ces termes en deux catégories :

1° Ceux ou 'on a.(« étant un nombre positif donné)
1 s /2
;eﬁ?,>(n—g)3(i+a), dot B> \/E(n_g)l+a’

et ceux-ci forment une série convergente dont la somme est infé-
rieure & (3 étant la fonction de Riemann)

3/e 1 I 3'; ’
\/;<1+;m+m+..,>=\/;§(l+a);

2° Ceux ou 'on a la relation inverse, d’ou

n—s i—_ 3 (1+a) 1)301+4x)
\/-Q-eﬁ?, <(n—12) " < max [x-" < 3+
1
car le maximum de zv a lieu pour x =e, et, si x est entier,
pour z = 3.
Il vient donc, en définitive, en attribuant a 2 une valeur com-

. 1 1
prise entre = et 3.
i 3

I ¢ I s e, 3xe
e+ < /- (14 o) + 3x a1,
LT e R VA 2

Comme 3, est > 2 et a fortiori 3,, il vient

! LS < A< a2

1
—+_
oL, B B Bo
et a fortior:
'—¥—.I + et ! <AL 22
Moy, T, ‘

C’est le théoréme de limitation pour les fonctions f(z) qui satis-
font a la condition de symétrie et dont le maximum absolu est égal
a I'unité dans Pintervalle (o, 1). Mais la formule subsiste a for-
tiori si le maximum de |f(z)]| est A > 1. En effet, le théoréme
établi pour f:% subsiste a fortiori pour f dont les dérivées sont

plus grandes.

16. Le théoréme s’étend maintenant au cas général. Soit f(z)
une fonction qui s’annule pour z = o ainsi que ses p premiéres
dérivées supposées continues et existantes dans U'intervalle (o, 1).
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Supposons, avec M. Borel, que f(1) =1. Remplacons la fonction
J(z) par
F(x) = f(4x — 4x?).

Celle-ci satisfait a toutes les conditions de la démonstration précé-
dente et la conclusion lui est applicable. Mais nous avons vu au
n” 11 que cette substitution de variable multiplie au plus par 8" le
maximum de la dérivée n'™ de f(z). Il vient donc a fortiort,
dans le cas général,

1
M,

1 1
+ —+...+ —=— < 8A < 176.
VM, VM,
C’est le théoréme énoncé par M. Borel, précisé en ce sens que I'on
ne fait aucune hypothése sur I’existence des dérivées d’ordre > p.

QUATRIEME LECON.

REPRESENTATION TRIGONOMETRIQUE ET CALCUL DES FONCTIONS QUASI-ANALYTIQUES
DEFINIES PAR DES VALEURS INITIALES (!).

17. Nous considérons dans cette lecon une fonction f(z) paire
et périodique de période 2m. Dans tous les cas, on réalise cette
condition en remplacant la variable par cosxz. Cette substitution
n’altére pas, en général, les conditions imposées aux dérivées par
les théorémes de MM. Denjoy et Carleman, mais la place nous
manque pour traiter cette question pour le moment.

11 s’agit d’abord de montrer que les diverses classes de fonctions
quasi-analytiques peuvent étre caractérisées aussi bien par les con-
ditions de limitation imposées a leurs coefficients de Fourier que
par celles imposées a leurs dérivées successives.

Soit f(x) une fonction paire, de période 2=, indéfiniment déri-
vable et, par conséquent, exprimable en série de Fourier indéfini-
ment dérivable aussi,

-

1 N\
Sflzx)= ;ao—i—z ay cos kz,

1

L
ar= - Sf(z)cos kx dz.

(*) C.pE LA VALLEE PoussiN, Sur les fonctions quasi-analytiques de variable
reelle (Comptes rendus, t. 176, 1923, p. 635).
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Les coefficients a; décroitront plus rapidement que toute puissance
négative de k. Nous envisageons cette fonction non plus dans
I'intervalle (o, 1), mais dans I'intervalle (0, 27) d’une période. Il
en résulte que, si I'on veut conserver aux quantités 3y, 3., ...,
Bn, ... de M. Carleman la propriété @,,<{‘/M; (n° 12), il faut
continuer a les définir par des moyennes et, par conséquent,
poser

I 27 . )
2N — ‘n)(2)2 dr n=0,1,2, ...)
H 2“‘[ f ( ) ( ) 1y 2, )

Nous supposons que 3, croit a partir d’'un certain indice et que
que ; |

I'on peut définir une fonction continue et -croissante, 3(n), qui

coincide avec 3, pour n entier, a partir d'une valeur suffisamment

grande de n (n° 12).

18. Nous nous posons d’abord le probléme direct, qui est de

, . . . . . I
déterminer comment la décroissance des coefficients a; avec 7 est
liée a la croissance de 3 (4) avec k.

Nous avons, par p intégrations par parties consécutives,

L :
a, == ! SW(w) (COS/“T) d

SN
= J, ke - \sin kx

)

donc, par 'inégalité de Schwarz,

' 2T 5[ )
i iz de < V2 [ B2
]aA|<ﬁkl,\/£ f,l (z)*dx ‘/’__ T
Déterminons 'entier p par la cendition
ok
Bp) < <Blp+n),
ou bien, y étant la fonction inverse de 3,
(%) - )=+ 1
P~ (z) </ )

B
|aij < € Vo (,_‘i'(?)_

il vient

T
La limitation des ay se déduit donc de celle des B4 par I'inver-
sion de la fonction (4).

LIL ) 3.



— 198 -

19. Traitons maintenant le probléme inverse. Supposons que
nous ayons la limitation

|ai] < Ae-vik (A const.),

ou y(A) est une fonction constamment et infiniment croissante
d’ordre inférieur a & [sinon la fonction f(x) serait analytique] (')
et tichons d’en tirer une formule de limitation pour les dérivées
de f(z). 1l faut, pour cela, imposer a y (k) une condition de régu-
larité supplémentaire : nous supposerons que I'on peut assigner un
nombre positif a tel que I'on ait, quel que soit 4,

ky' (k)
(k)

(1) > a.

Cette condition est évidemment réalisée si le premier membre tend
vers une limite positive pour £ =o0. Il y a lieu d’observer que si
I'on désigne par y = 3 (=) la fonction inverse de z = y(y), la con-
dition précédente est entiérement équivalente a
xB'(x) 1§
< =
B(x) x

(2) .

careon a
zy pz)y' () _ |
B(z)1(y)

Nous pouvons maintenant passer au calcul de limitation des
dérivées de f(x). Il vient, en dérivant la série de Fourier,

b

f* (z)=HZnka, (cosnz‘)

sin nx
par conséquent,

Yy o Y,
: )Ee : .

Comme cette derniére série converge a cause de nos hypothéses
sur y, on peut assigner un nombre positif B tel que I'on ait, quel
que soit k,

M < AZnbe YW < A max (n"‘ e

0
M, < B max (nke 2 >,

_ ( _X(n»
My <Bmax\n e ”‘)

(') Voir mes Lecons sur l'appirozimation des fonctions, Chap. VIII ( Paris,
‘Gauthier-Villars, 1919).
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En prenant z =~ (n) comme variable, d’ou n = 3(z), il vient

(‘/W < B max [[3(.1‘) e L"J

Cette fonction de z est décroissante dés que sa dérivée est néga-
tive. Or cette dérivée a le méme signe que la dérivée logarith-
mique

Cette dérivée est donc négative, en vertu de la condition (2),
sl -f—/‘ > i ou st x> 2—( Donc le maximum cherché est atteint
) ~ ok . . :
pour une valeur de z < )T’ et le maximum lui-méme est moindre
a [ 2k .
que 3 (— ). Il vient donc
o
VM < BB (ii) (B const.).

- Donc la limitation des My se déduit réciproquement de celle des
coefficients a; par I'inversion de la fonction v (k).

20. 1l résulte de la formule précédente et de I'analyse exposée
au n° 12 que la série
I 1

Wi VM,

est convergente ou divergente en méme temps que 'une ou l'autre
des intégrales, réductibles 'une a I'autre,

dk “y(n)dn
B(E)’ f n*

De la le théoréme suivant :

1
VM,
«©

Sil’on a la condition de limitation
(3) |a.| < Ae-Y") (A const.),
ot v (n) est une fonction croissante d’ordre inférieur ¢ n satis-
Jaisant a la condition

ny'(n)
1(n)-

>a>o0 (o const.)
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et telle que Uintégrale

Qy(n)dn
T

soit divergente, la fonction
. oc
<
Sf(z) =Z a, cos nx
0

est une fonction quasi-analytique ().

Les conditions du théoréme sont réalisées, en particulier, si+ (n)
a l'une des valeurs suivantes :

n n
) T !
logn™  lognloglogn

pour lesquelles on a
lim ny(n) =1

Y(n)

A ces divers types‘ de»fontb:tions '\‘/(n) corfespondent précisément
les classes (G,), (G,), ... de fonctions quasi-analytiques considé-
rées au début par M. Denjoy (n° 9).

21. Le .calcul d’une fonction quasi-analytique au moyen des
valeurs de cette fonction et de ses dérivées successives en un point
donné est un probléme important et difficile dont la solution géné-
rale a été donnée par M. Carleman (2). Mais les théorémes que
nous venons d’établir permettent, quand ils sont applicables, de
résoudre ce probléme d’une maniére beaucoup plus simple.

Supposons qu’il existe une fonction quasi-analytique satisfaisant
aux conditions du théoréme précédent et prenant avec ses dérivées
d’ordre pair les valeurs Co, C,, C,, ... pour z=o0. La déter-
mination de cette fonction f(z) au moyen de ces valeurs ne
dépend que de la résolution successive de systémes d’inégalités
linéaires, ce qui en théorie est un probléme élémentaire.

(') Jai donné la démonstration directe de ce théoréme dans Varticle cité des
Comptes rendus, mais avec une condition de régularité différente imposée
avy(n. .

(%) Comptes rendus, t. 176, 1923, p. 6.
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Donnons-nous deux nombres positifs p et ¢ {p entier); les con-
ditions (3) (n°20) permettent d’assigner un nombre ¢ assez grand
pour que les constantes de Fourier a, de la fonction cherchée f(z)
satisfassent aux p inégalités
: q
(%) an—z(—l)"/{’”ak <e (n=o0,1,2...,p—1)

k=0

Les inégalités (3) et (4) admettent donc au moins un systéme
de solutions @, a,, ..., ag. On en déterminera un ay, aj, ..:, a,
par le procédé que I'on voudra, ce qui définira une fonction trigo-

nométrique d’ordre ¢

q
9q(2) =2 aj cos k.
3

Si 'on fait tendre a la fois p vers l'infini et ¢ vers zéro par une
suite de valeurs successives, on peut étre assuré que la suite des
fonctions o, () convergera vers la fonction cherchée f (). Je dis
d’abord que I'on peut certainement extraire de la suite des fonc-
tions o, une suite convergente. En effet, toutes ces fonctions sont

de la forme
0o~ 0Ly COSZ 4+ O €08 2& ~+. . .,

ou les « satisfont aux conditions (3) et sont, par conséquent,
enfermés dans des intervalles qui assurent la convergence absolue
et uniforme de la série et la quasi-analycité de la fonction somme.
Or on peut extraire de la suite des ¢, une premiére suite ou «,
converge, de celle-ci une suite ou x, converge, de celle-ci une suite
ou x, converge, etc. On détermine ainsi, a la limite, une fonction
quasi-analytique qui admet les valeurs Cy,. Si la suite compléte
des v, ne convergeait pas vers cette fonction limite, on pourrait,
par le procédé précédent, déterminer deux fonctions quasi-analy-
tiques différentes admettant les mémes valeurs C,,, ce qui est
impossible. ’

22. En imitant et simplifiant ce qui a été fait par M. Carleman
pour le cas le plus général ('), on peut, pour déterminer la suite

(') Article cité.
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des fonctions @, (), employer un autre procédé qui s’inspire de la
méthode des moindres carrés et est plus rapide.
Donnons-nous deux entiers p et ¢ > p. Posons le systéme de
P équations & ¢ +1 inconnues a}

q
(5) C,,,=Z (— )" k2ray (n=o90,1,2, ..., p=—1)

k=0

et cherchons les solutions du systéme qui miniment la forme qua-

dratique
q

(6) Z ay ek,

k=0

Nous déterminons ainsi une fonction trigonométrique d’ordre g
q

(7) ?"(x)’=2 ajcos kz.
0

Je dis que cette fonction converge vers la fonction f(x) quand
p et g tendent vers I'infini pourvu que g croisse suffisamment vite
par rapport a p. Cette condition sera assurée si les solutions
Loy Zyy oy Tp_y du systéme déterminé de p équations linéaires

p—1 ®
(8) 2(—1)"k’nxk= Z (=0 lra; (n=o,1,2,...,p—1)
k=0 l=q +1

sont toutes de modules << A e~Y?). Or, on peut prendre g assez
grand pour réaliser cette condition, sans connaitre les constantes
de Fourier a;de la fonction inconnue f(x) a cause des condi-
tions (3).

Il suffit, en effet, pour assurer I'existence d’une limite unique et
quasi-analytique a la suite des p,, de s’assurer que les aj restent
soumis a des conditions de limitation analogues aux conditions(3),
et nous allons prouver qu’ils sont effectivement soumis a des con-

ditions de la forme
Y (k)

(9) ay<Be * (B const.)

entrainant les mémes conséquences que les conditions (3).
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On a, en vertu des relations (8),

p—1 q
Can =2 (—nr k2 (ar+ xy) +2 (— 1) k2n gy
k=0 k=p
.(n=0’ I 2, -~-»P’-'),

ce qui montre que le systéme (5) admet des solutions a} de la
forme da;—+ x; ou <7y, suivant la valeur de lindice, satisfaisant
(a cause de la limitation des z; et des ax) aux conditions

| a)| < 2A e YW,
Donc le minimum de I'expression (6) est inférieur a
4A2Z e-Y'k) < Bs,

ou B? est une constante, car la série converge. Dés lors, les
valeurs a) qui miniment cette expression () rendront chaque
terme de cette somme << B2, d’ou

alg ev'h) < B2 (k=o,1,2, ..., q),

ce qui est précisément la condition (9).

23. Les calculs des n® 21 et 22 supposent I'existence de la fonc-
tion f(z) prenant les valeurs données C,,. Si 'on donne les
valeurs C,, arbitrairement, méme en observant les conditions de
limitation qui caractérisent les fonctions quasi-analytiques, I'exis-
tence d’une fonction correspondante f(x) n’est pas assurée.

Si la fonction n’existe pas, les calculs du n° 21 conduiront, a la
longue, & une incompatibilité. Mais si la fonction existe, nous ne
possédons encore aucun moyen de ncus en assurer et la question
de trouver des critériums d’existence d'une telle fonction reste
entiérement ouverte.



