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SUR UNE THÉORIE NOUVELLE DES PROBLÈMES GÉNÉRAUX
D'INTÉGRATION ;

PAR M. E. VESSIOT.

INTRODUCTION.

1. A tout système (S) cTéquations différentielles ordinaires du
premier ordre correspond Inéquation linéaire aux dérivées par-
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tielles (E) qui a pour solutions les intégrales premières de (S).
La correspondance est réciproque, et l'intégration du système (S)
et celle de Inéquation (E) constituent des problèmes équivalents.
Il existe ainsi entre (S) et (E) une sorte de dualité, et l'on peut
dire que ce système et celte équation sont corrélatifs. Ces mots
sont d'autant plus justifiés que Forigine de Féquivalence des deux
problèmes d'intégration de (S) et de (E) se trouve dans la relation
bilinéaire

<•> ^-ê^^-^â^-0'
qui existe entre les dérivées partielles de toute solution de (E) et
les différentielles des coordonnées du point courant de toute inté-
grale de(S).

Pareille dualité existe entre les ̂ systèmes complètement inté-
grables d'équations de Pfaff, et les systèmes complets d'équations
linéaires homogènes aux dérivées partielles du premier ordre.
M. Cartan lui a donné la forme suivante, où apparaît une généra-
lisation de la formule (i). Soient

n

(S) ^==^aa,/(.ri, ..., Xn)dx^=^o, (1=1, 2, ..., s )
a==i

un système de s équations de Pfaff à n variables, complètement
intégrable, et

n

(E) XyF==^Çy,a( .yi , ...,^)^-==0, (Y =1,2, . . . , 7 7 7 }

a=l

un système complet de 721 === n — s équations linéaires aux dérivées
partielles. Ces deux systèmes (S) et (E) sont corrélatifs, et Finté-
gration de chacun d'eux entraîne celle de l'autre, si l'on a une
identité de la forme

(2) <y== WiXi-+-.. .4- rs,tt\m-\- &)iZi4-. . .4- tx)A,

CTI, , . . , jsni étant de nouvelles formes linéaires en dx^ ..., dxn
et Z(, ..., îni étant de nouvelles formes linéaires en J , -. •, —/-.

. OX\ ÔXn
Je me suis proposé d'étendre cette notion de dualité au cas où

le système (S) est un système de Pfaff quelconque, et d'établir, en
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m'inspirant de la belle théorie de l'intégration des systèmes de
Pfaffque Von doit à M. Cartan, les principes de la théorie corré-
lative qui devait résulter de cette extension. Je donne, dans les
pages qui suivent, un premier aperçu de la théorie nouvelle ( ( ) »

2. Si l'on se donne les n = m +5 expressions de Pfaffto,, ...,(o,y,
T O I , ..., TO/M, l'identité (2) définit sans ambiguïté les opérateurs
linéaires X<, .... X,,^, Z i , . . . , Zy, sous la seule condition que
(QI, ..., (•)„ C T < , . .., rSfn soient des formes linéaires indépendantes
en dx\, ..., dxn'

Si l'on se donne seulement le système de Pfaff (S), o^, .... coç
ne sont définis qu'à une substitution linéaire près

s

^•=^/^a(^i, • . . ,û^)a)a, ( t = = l , 2 , . . . , 5 ) .
a=i

On peut d'autre part choisir n^, .... jsm arbitrairement, de
sorte que, si l'on en a fait un premier choix, leurs valeurs les plus
générales sont de la forme

s m

^'J^^ ̂ a(^i, ..., ̂ /i)^a-+-^^-,?(.yi, ...,Xn)TS^ (y =1,2, ...,m).
a=i p=i

On reconnaît immédiatement que de telles modifications dans
le choix des (D, et des co/ ont pour effet de remplacer X,, .... Xw
par des combinaisons linéaires homogènes de la forme

(3) u/=^(.ri, ...,^)X,/+...-4-^(^1, ...,^)X,,,/;

et peuvent donner pour Z , , . . . . Z, des formes entièrement arbi
traires en —7-, • • • , — /- .

àx^ àxn
Interprétant les expressions telles que Xy/, conformément aux

idées de Sophus Lie, comme des symboles de transformations
infinitésimales^ je conclus qu'à tout système (S) d'équations de
Pfaff correspond, par le mode de dualité défini au moyen de

(1) Une dualité analogue se manifeste entre les équations de Monge et les
équations aux dérivées partielles non linéaires; et est aussi susceptible d'exten-
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ridentité ( 2 ) , un faisceau de transformations infinitésimales

(S) jXi, ..., X,»( (m==n—s),

c'est-à-dire l'ensemble des transformations infinitésimales données
par la formule (3), dans laquelle X<, ..., X^ sont des transfor-
mations infinitésimales divergentes ( < ) déterminées, tandis que
les coefficients u^ ..., Um restent arbitraires.

Inversement, à tout faisceau \ Xi , ..., Xw j correspond, de la
même manière, un système de Pfaff co^ ==...== (o^== o.

Une mjultiplicité intégrale du système de Pfaff (S) sera une
multiplicité intégrale du faisceau ( ^ ) corrélatif et réciproquement,
si l'on adopte la définition suivante : Une multiplicité à p dimen-
sions est dite intégrale d'un faisceau de transformations infinité-
simales, si elle est invariante pour p transformations, divergentes,.
de ce faisceau.

On est ici conduit à considérer, au lieu de multiplicités inté-
grales isolées, des intégrales complètes; et c'est là une différence
entre les deux théories corrélatives, rappelle intégrale complète
une famille de multiplicités intégrales, telle qu'il passe, par chaque
point de l'espace, une multiplicité et une seule de cette famille.

Toute intégrale complète à p dimensions est fournie par un
système complet de p équations V\f ==...== ï]^f== o, dont les
premiers membres sont des transformations du faisceau. Ces.
transformations U < , ..., Vp définissent donc ce que l'on appellera
un sous-faisceau complet du faisceau donné.

Le problème de l'intégration d'un système de Pfaff a ainsi pour^
corrélatif le suivant : Déterminer tous les sous-faisceaux com-
plets contenus dans un faisceau de transformations infinitési-
males donné. C'est ce que l'on peut appeler intégrer le faisceau.

3. La théorie de M. Cartan repose sur la considération des
covariants bilinéaires

tù'i = ô Wi(d) — d^i( 8 ).

: (1) Par ce mot de divergentes^ qiie justifie l'interprétation géométrique des
transformations infinitésimales, j^entends qu'il n'existe entre X,, ..., X^ aucune
identité de la forme

u,{x,, ...,.r,JXi4-...4- u^{x^ ...,^JX^=o.
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Ils donnent lieu à des identités-congruences

(4) Wt==^c^(^t, . . . ,^).nr^CTa, (modo>i, ...,(*),),(/= i, 2, ...,s},
(a,?)

où CTpTHa désigne symboliquement le déterminant

^?(S)^a(^)—wp(^)CTa(8}.

Ce sont ces identités qui définissent la structure du système de
Pfaff, structure de laquelle dépend la nature du problème de
l'intégration de ce système.

Dans notre théorie, ce sont les crochets de Jacobi,

(Xy/, X/,/) = Xy(X/,/) - X/,(Xy/)

qui remplacent les covariants bilinéaires; et ce sont les identités-
congruences

(5) ~(Xy,X^)=^cy,/,,y(.ri, ...,a^)Zy, (modXi,...,X,,,), (y, A==i,2,.. . ,w)
ï

qui définissent la structure du faisceau j,X,, ..., X,,î}.
L'équivalence des deux points de vue résulte d'un calcul dont

le principe est encore dû à M. Cartan. On déduit de l'identité (2)
la suivante :

o = ̂ df) - d^f) == ̂ nTaXa-l-^yZy4- ̂  ̂ ^(Xa, Xp)
a f (a, pi

'^S^31^^7^ xa) "^^^^Y^r' z^)»
(a, Y) e» ï '

<ît l'on conclut immédiatement de là que les fonctions c/^i sont
les mêmes dans les formules (4) et (5).

Aux formules de structure f5) se rattache la notion de faisceau
dérivéy corrélative de la notion de système dérivé, introduite par
M. Cartan dans la théorie des équations de Pfaff. Le faisceau
dérivé d'un faisceau donné s'obtient eh lui adjoignant les crochets
{Xy, X^) formés avec ses transformations de base, X < , ..., X/^ :
il suffit pour cela de lui adjoindre celles des formes linéaires
Zi , ..., Z^, figurant dans les seconds membres des formules (5)^
qui sont indépendantes entre elles. On remarqaera que le mot
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« dérivé » se trouve ici employé dans une acception entièrement
analogue à celle que lui donne S. Lie dans la théorie des groupes de
transformations ( ^ ).

Dans certains cas, il y aura lien de compléter l'analyse de la
structure du faisceau par la considération de ses dérivés suc-
cessifs.

4. Toute transformation infinitésimale d'un faisceau (^) définit,
en chaque point de l'espace, un déplacement infinitésimal, qui est,
en fait, ce que M. Cartan appelle un élément intégral du système
de Pfaff(S) corrélatif; et l'on obtient ainsi tous les éléments inté-
graux.

Je dis que deux transformations du faisceau sont en involation^
si leur crochet appartient au faisceau; c'est le cas où elles défi-
nissent en chaque point deux éléments intégraux en involution,
au sens que M. Cartan a donné à ce mot. La recherche des sous-
faisceaux complet^ est ainsi subordonnée au problème algébrique
qui consiste à trouver les involulions du faisceau^ d'un degré
quelconque/?; c'est-à-dire les sous-faisceaux j U i , ..., Up j qui
satisfont aux congruences ( 2 )

(U/, U / ) = o , (modXi , . . . .X , , t ) , ( i , y= i , 2, . . . , / ? ) .

Ces involu fions tou missent les éléments intégraux des divers
ordres, considérés par M. Cartan.

Un faisceau sera dit involutif d'ordre p^ si la transformation
générale du faisceau appartient à une involution, au moins, de
degré 2, si l'involution générale de degré 2 appartient à une invo-
lution, au moins, de degré 3, etc., si enfin l'involution générale de

(') Le Faisceau dérivé d'un faisceau { \^ ..., X^ { est, en ciïet, constitué par
les crochets des diverses transformations infinitésimales du faisceau, prises
deux à deux de toutes les manières possibles; et le groupe dérivé d'un groupe
fini de transformations [Xp ..., X^] est aussi constitué par les crocliets des
diverses transformations infinitésimales du groupe, prises deux à deux de toutes
les manières possibles. Mais il n'y a pas, en général, identité entre les bases du
groupe dérivé et du faisceau dérivé déduits des mêmes transformations infinité-
simales X^, ..., X^.

(?) Pour un sous-faisceau complet; on a les congruences de définition

(U,, U p ^ o (modU,, . . . , U ^ ) , ( ( , y = i , 2 , . . . , / ? ) .
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degré p — i appartient à une involurion, au moins, de degré p .
Cette définition, calquée sur celle des systèmes de Pfaff en

involution de M. Cartan, conduit à introduire la notion de genre,
et les caractères du faisceau, qui sont les mêmes entiers que ceux
que M. Cartan a introduits, sous les mçmes noms, dans l'étude
des systèmes de Pfaff (on considère un faisceau et un système de
Pfaff corrélatifs ).

3. Les généralités précédentes font l'objet des deux premiers
paragraphes de ce travail. Dans le second paragraphe, j'établis
aussi l'existence des sous-faisceaux complets de degré p (c'est-
à-dire des intégrales complètes à p dimensions), pour tout faisceau
involutif d'ordre/?, et je précise la nature de l'indétermination du
sous-faisceau complet général de degré p .

J'indique ensuite comment on peut prolonger un faisceau, de
manière à obtenir un faisceau nouveau dont les intégrales à
p dimensions soient elles-mêmes les multiplicités obtenues en pro-
longeant, au sens que Lie a donné à ce mot, les multiplicités inté-
grales à p dimensions du faisceau initial, par adjonction de leurs
éléments de contact.

Pour ne pas surcharger cette esquisse de la nouvelle théorie, je
me suis borné à énoncer sans démonstration deux théorèmes fon-
damentaux, qui sont, du reste, une conséquence des théorèmes
analogues de la théorie de M. Cartan : en prolongeant un faisceau
involutif, on obtient un faisceau involutif; et le prolongement
indéfini d'un faisceau quelconque conduit, après un nombre limité
d'opérations, à un faisceau involutif.

J'ai préféré indiquer, dans les deux derniers paragraphes, com-
ment la théorie des caractéristiques découle de l'étude de la struc-
ture des faisceaux de transformations infinitésimales; et montrer,
par des exemples, que la nouvelle théorie se prête aux applications
avec une grande facilité. Je n'ai, dans ce but, abordé que des
applications d'un caractère classique, relatives aux équations aux
dérivés partielles à deux variables indépendantes et à une fonction
inconnue. Le passage des équations aux dérivées partielles aux
faisceaux qui leur correspondent se fait, du reste, immédiatement^
sans faire intervenir les systèmes d ;̂ Pfaff.

Les caractéristiques de Cauchy sont fournies, dans tous les
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cas où elles existent, par les transformations du faisceau qui
laissent ce faisceau invariant. Ces transformations distinguées
forment un sous-faisceau complet, dont les intégrales sont les
caractéristiques^ et l'utilisation de ces intégrales pour l'intégration
du faisceau donne est immédiate. J'ai pris comme exemples Inéqua-
tion aux dérivées partielles du premier ordre, et les systèmes en
involution de deux équations aux dérivées partielles du second
ordre.

Les caractéristiques de Mong'e proviennent, d'une manière
analogue, des transformations du faisceau qui, sans être des trans-
formations distinguées, sont néanmoins des transformations sin-
gulières^ au point de vue de la recherche des involutions de
degré 2 ( f ) .

Ces transformations, quand elles existent, forment un ou plu-
sieurs sous-faisceaux (en général non complets), dont les inté-
grales sont, le cas échéant, les caractéristiques en question. J'ai
étudié, de cette manière, les caractéristiques de l'équation aux
dérivées partielles du second ordre, dans le cas où les deux sys-
tèmes de caractéristiques sont distincts : leurs diverses propriétés
s'obtiennent ainsi bien rapidement.

Il est digne de remarque que les invariants de l'un ou l'autre
de ces systèmes de caractéristiques, tels que M. Goursat les a
définis dans ses études, devenues classiques, sur les équations aux
dérivées partielles du second ordre, soient précisément les inva-
riants'communs aux transformations infinitésimales des sous-
faisceaux caractéristiques en question : ces sous-faisceaux
doivent, bien entendu, être prolongés jusqu'à l'ordre des invariants
que l'on veut Considérer.

L'utilisation de ces invariants, de tous ordres, pour l'intégration
de l'équation du second ordre découle, de plus, avec une remar-
quable simplicité, de notre méthode de recherche des intégrales
complètes.

Le cas des invariants du premier ordre conduit enfin, tout natu-
rellement, à la notion des caractéristiques du premier ordre : elles
sont fournies, quand elles existent, par des familles de transfor-

(1) On peut, plus généralement, considérer de même des involutions qui sont
singulières, relativement à la recherche des involutions de degré supérieur.
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mations infinitésimales^ qui ne deviennent des faisceaux que
dans le cas de l'équation de Monge-Ampère.

J'ai considéré partout des équations aux dérivées partielles
résolues par rapport à des dérivées d'ordre maximum. J'indiquerai,
dans une autre occasion, comment la méthode des faisceaux de
transformations s'adapte à l'étude des équations non résolues. Je
montrerai aussi, dans un travail ultérieur, comment on peut déve-
lopper par cette méthode la théorie des groupes de transformations
continus, finis ou infinis, que M. Cartan a fondée sur sa théorie
des systèmes de Pfaffen involution.

I. — LES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES ET LES PROBLEMES GENE « A U X
D'INTÉGRATION.

1. Faisceaux de transformations infinitésimales. — Soient
données m transformations infinitésimales à n variables,

n

(i-) ^-/^^ (^ •••'•^(^ ( ^ = = ^ 2 , . . . , / n ) .
a^:i

Chacune d'elles définit, à partir d'un point quelconque (x^...^Xn)
de l'espace à n dimensions, un déplacement infinitésimal

(2) <^i= Ï/..i(.ri, . . . , V n ) d ^ ..., dxn= ç/^(d"i, .. . , X n ) d t .

S'il n'existe aucune identité de la forme
m

(3) ' ^ XaOi, • • • » .^)W= °»
a= i

à coefficients \y, non tous nuls, ces déplacements définissent un
élément plan à m dimensions; et nous dirons que les transforma-
tions Xi , ..., X.m sont divergentes ( < ) . Ceci exige m^ / î .

( 1 ) X,, .... X étant des formes linéaires en — • - » - • • » " » il serait naturel
ÔXi OXn

d'employer le mot de transformations indépendantes; mais ce mot exprime,
dans la terminologie de Sophus Lie, qu'il n'existe entre Xi, ..., X^.aucune
idcnlilé de la forme (3) à coefncients ̂  constants.
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L'ensemble de toutes les transformations infinitésimales

in

( 4 ) TJ/=^^a(^,... ,^)X^/,
a=.i

où les Uy, sont des fonctions arbitraires de x^ ..., x,^ sera dit alors
un faisceau de transformations infinitésimales^ de degré m.

Les transformations X|, . . . , X,,t constituent la ba^e de ce
faisceau; mais on peut prendre, comme base définissant le faisceau,
m autres transformations quelconques, divergentes, du faisceau.
Gela revient à effectuer, sur X < , . . . , X^, une substitution linéaire
homogène, dont les coefficients sont des fonctions arbitraires
de x^ ..., Xn.

On peut, en particulier, se donner le faisceau sous la forme

résolue par rapport à m des dérivées —/-? • • • > ——^ c'est-à-direux i vjc'f^,
supposer que X,, ..., X,,, sont, par exemple, de la forme

n

(5) X^/=^--4- ^ S^a(^i, ..., ̂ )^ï (Â-= i ,2 , . . . ,m).
a = //i 4-1

2. Faisceaux complets. Faisceaux dérivés. — Les crochets
de Jacobi

(X/,/, X^/) = X/A./ - XA/, (À, À- = i, -2, . . .. m)

sont des transformations infinitésimales, covariantes aux transfor-
mations Xi, ..., X^; c'est de leur nature que dépendent essentiel-
lement les propriétés dii faisceau (4)? ou faisceau \ Xi , ..., X^ \.
Si elles appartiennent toutes au faisceau, nous dirons que le
faisceau est complet^ et nous écrirons

(X/ , ,Xt)=o, (mod Xi ), . . . . , X,,,), ( / t , Â - = = i , 2 , . . . ,^ ) ,

pour indiquer que ces crochets s'expriment en fonction linéaire
homogène de X^, ..., Xw D'une manière plus abrégée, en dési-
gnant le faisceau par une lettre ^, nous écrirons aussi, dans ce
cas,

(XA, X^.)=o, (mod^), (A, k = î , 2, . . . , m).

Si le faisceau n'est pas complet, les crochets (X^, X^) s'expri-
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nieront en fonction linéaire homogène de X,, ..., X^ et d'autres
transformations infinitésimales X,,^i, ..., X,^', qu\)n pourra choisir
de manière que X i , . . . , X,», X,,^, ..., X,,^ soient divergentes;
et le faisceau ^ X i , ..., X,^'j s'appellera le dérivé du faisceau
\^\i " " ) X,,̂ .

On voit qu'un faisceau est toujours contenu dans son dérivé, ce
qu'on peut exprimer en disant qu'il en est un sous-faisceau; et
un faisceau complet est un faisceau qui est identique à son dérivé.

Si le dérivé d'un faisceau n'est pas complet, on peut être conduit
à considérer le dérivé de ce dérivé, ou second dérivé du proposé;
et, plus généralement, les dérivés successifs de ce faisceau donné.

Comme le nombre m des transformations de base d'un faisceau
ne peut dépasser le nombre n des variables, on arrivera nécessai-
rement à un dernier dérivée qui sera complet.

Si ce dernier dérivé est de degré /z', inférieur à ^, en égalant à
zéro ses transformations infinitésimales de base, on obtient un
système complet; et si l'on introduisait comme variables n—n'
intégrales (indépendantes) de ce système complet, à la place des
variables Xn'-\-\f • • •? ^rn 1̂  faisceau proposé, ainsi que ses dérivés
successifs, ne dépendrait plu s, entait, que des variables x 4 , .... Xn - ,

puisque les dérivées —i—f • • • » —L- n'y figureraient plus. Ce
o^n'+\ ox^

résultat se complète sans peine, de manière à arriver au suivant :
le degré du dernier dérivé d'un faisceau de transformations
infinitésimales est égal au nombre minimum de variables^
affectives ̂ auquel on puisse^ par un changement de variables^
réduire ce faisceau; les autres variables (non effectives) n'y
figurant plus qu'à titre de paramètres arbitraires.

3. Intégrales d^un faisceau de transformations. — Nous
dirons qu'une multiplicité Mp de l'espace (a?<, ..., Xn)i à un
nombre/?^ m de dimensions,

F/,(a-i, ..., ^)=o, (h =i, 2, . . . , n—p),

est une multiplicité intégrale du faisceau \ X < , ..., X,^ j, si elle
demeure invariante par p transformations divergentes de ce fais-
ceau. Dans cette définition, il est entendu qu'aucune des trans-
formations en question ne laisse invariant chaque point de la mul-
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tiplicité. Celle-ci est donc engendrée par les trajectoires de
chacune de ces transformations, U < , ..., V p ' y et aussi par des tra-
jectoires de toute transformation du faisceau j U < , ..., Un { . Réci-
proquement, toute famille, non exceptionnelle, de oo^~1 courbes
engendrant la multiplicité M.p est formée de trajectoires de l'une
des transformations de ce sous-faisceau j U i , ..., Up ^ du proposé.

En particulier, les multiplicités intégrales, à une dimension,
dun faisceau senties trajectoires des diverses transformations de
ce faisceau.

Si le faisceau j X,, . . . , X,,^ ^ , où m <^ n, est complet, il a des
multiplicités intégrales à m dimensions, dont on obtient les équa-
tions générales sous la forme

(6) F//(-CI, . . . » ^71)= Ch, {h = i , 2, . . . , n— m) ,

en égalant à des constantes arbitraires n — m solations, indépen-
dantes, du système complet Xi = Xa ===...== X^=== o. Il a aussi des
multiplicités intégrales à un nombre quelconque p < m de dimen-
sions, qui se déduisent facilement des précédentes.

En général, intégrer un faisceau de transformations infinitési-
males, c'est en déterminer toutes les multiplicités intégrales. Nous
allons voir que ce problème ne diffère pas de celui qui consiste à
intégrer les systèmes différentiels les plus généraux.

A. Faisceaux de transformations et systèmes de Pfaff. —
La théorie des faisceaux de transformations infinitésimales et celle
des systèmes d'équations de Pfaff sont deux théories équivalentes,
qui se correspondent par une sorte de dualité. C'est ce que l'on
peut mettre en évidence par une méthode due à M. Cartan. Asso-
cions aux transformations de base du faisceau donné J X < , ..., X,,^,
n — m == s transformations infinitésimales arbitraires Zif, . . . , Zj,
de manièr-e que Xi , ..., X^, Z , , . . . , Z^ soient^ dans leur ensemble,
divergentes; et nous aurons une identité de la forme

(7) df'== THiXi-h. . .-4- ^wX//i4- <yiZi4- . . .4- co^Z,,

où TÏT, , ..., CT^, (QI , .... (o^ seront n expressions de Pfaff, indépen-
dantes. Il en résulte que les déplacements infinitésimaux qui
satisfont au système de Pfaff

(8) coi == 0)2 =... = (o,(o,= 0
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sont précisément ceux qui correspondent aux diverses transfor-
mations infinitésimales du faisceau •} Xi, ..., X^ j.

Toute multiplicité intégrale du faisceau { X , , . .., X,^ ! est donc
une multiplicité intégrale du système (8), et réciproquement. Les
multiplicités intégrales sont seulement définies, dans les deux cas,
par deux procédés différents.

La même méthode permet, inversement, de faire correspondre
à tout système d'équations de-Pfaffun faisceau de transformations
équivalent. M. Cartan s'en était servi pour mettre en évidence la
correspondance entre les systèmes de Pfaff complètement inté-
grables^ et les systèmes complets d'équations linéaires homogènes
aux dérivées partielles.

Nous dirons qu'un faisceau \ X,, ..., X^ \ et un système
co< === . . .=== co.y==o qui se correspondent ainsi sont corrélatifs^ ou
dualistiques^ l'un de l'autre. 11 résulte de ce que nous venons de
rappeler que si le faisceau est complet, le système de Pfaff est
complètement intégrable, et réciproquement.

3. Faisceaux de transformations et équations aux dérivées
partielles. — Ce qui précède suffirait à montrer que l'intégration
de tout système d'équations aux dérivées partielles dépend de
l'intégration d'un faisceau de transformations infinitésimales.
Mais il est utile d'en donner la preuve directe.

Imaginons un système différentiel quelconque (S); on pourra le
supposer du premier ordre, on prenant, s il est nécessaire, un cer-
tain nombre de dérivées dos fonctions inconnues comme variables
auxiliaires. Soient, alors, rc,, . . ., Xp les variables indépendantes,

,Vn • • • î Vq 1e5 fonctions inconnues, et yj,i= — leurs dérivées.
*"' (j3F i

Sur une multiplicité quelconque à p dimensions, y<, ..., y-q et
les dérivées yj^ sont des fonctions déterminées, yi, ... /yy, ...,
Yj\n . .., de x^ . . . , Xp\ et cette multiplicité admet les p trans-
formations infinitésimales,

(9) iS^-2^'^' (.=i,2,...,/,).
oi== '

Elle admet par suite tout système de p transformations infinitési-
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(10) x,/= ̂ .^^W^^ •••,^,yn -^y^jy^
1 a=l

a=i, 2, ...,T?),
telles que les 7^,1 deviennent identiques auxya,idc mêmes indices,
quand on y remplace les variables yj par les fonctions y y corres-
pondantes.

Si donc le système (S) est résolu par rapport à toutes les
dérivées yj^ c'est-à-dire de la form^

(n) yj.i~=^jAX\^ • ' " , ^ p , y \ - > • .•»yy),
( î = 1,2, . . . ,7?;y= 1,2, ..., y),

toute multiplicité intégrale de (S) admet les transformations (10),
dès que l'on y remplace les y^- par les seconds membres des
équations (i i ) ; et réciproquement toute multiplicité intégrale, à
p dimensions, du faisceau (10) ainsi défini, sera une multiplicité
intégrale du système (S). Intégrer (S), ce sera donc trouver les
multiplicités intégrales à p dimensions du faisceau (10), qui s'en
déduit immé- diatemcnt.

Dans le cas général, les équations du système (5) pourront
se mettre sous la forme

O'2) yy,<==P^(^i» •••î^.ri, •-,.ryî ^i, ..., wr),
(1=1, -2, . . . ,7?; y = i , a, . . . , y),

où Wi,. . . , Wr seront des indéterminées cpnvenablementchoisics (1 ).
Ce pourront être certaines des dérivées yj^•; et, plus généralement,
des fonctions déterminées des coordonnées d^un point de la multi-
plicité et' des dérivées yj^ Quoi qu'il en soit, si l'on tient compte
des équations (12) du. système, l'ensemble des valeurs de x^ ..., Xp^
y<, ..., y^, Wi , ..., Wr définira entièrement, sur toute multi-
plicité intégrale^ un élément de contact.

On a donc ainsi réalisé un prolongement (au sens de Sophus

( * ) Si les dérivées de certaines des fonctions inconnues ne figurent pas dans
les équations du système (S), on peut rayer ces fonctions de la liste y ^ , ..., y
et les introduire parmi w,, ..., w^. Cela entraînerait, dans les considérations qui
suivent, quelques'modifications de forme, que cornets pour abréger.

LU. 23
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Lie) des multiplicités intégrales; et ce sont dès lors ces multipli-
cités intégrales prolongées que l'on se proposera de trouver. Sur
chacune d'elles, non seulement les yj sont des fonctions déter-
minées yj des variables x^ ..., Xp\ mais les w^ sont aussi des
fonctions déterminées w^ de ces variables, qui sont définies, du
reste, dès qu'on se donne la multiplicité initiale, à cause des équa-
tions ^12).

Chaque multiplicité intégrale (initiale) admet donc les transfor-
mations

àf ^ àf
(i3) x//= ̂ ^^^•(^i. • • • » x^y^ " ^ y ^ w^ • • • . w^'ày^

a==i
( l = I , 2, ...,^),

dés qu'on y remplace les yj et les Wk par IPS fonctions yj et w^
qui correspondent à cette multiplicité. Mais, si l'on veut passer à
la multiplicité prolongée, il faudra fai^e intervenir les dérivées

àwic^,=^,

et substituer aux transformations (9) les transformations pro-
longées

àf y^ - àf ^- àf
( 1 4 ) ^^^^L^à^ (^i,^...,/>)•

a=i ?=!

Or les équations du système (S) ne donnent aucune indication
relative à ces fonctions wp^' (dérivées des fonctions wp). On pourra
donc affirmer seulement que toute multiplicité intégrale prolongée
admet p transformations infinitésimales de la forme

àfv^ à/(i5) X^/-t-J^w^,, ( 1 = 1 , 9., . . . , /?),,̂ (.=z,.,...,^),

où les X/ sont les transformations (i3) qui sont connues, et où
les wp^ sont des fonctions de x ^ , ..., Xp\ y\, ..., yy; w^, .. ., w,.,
qu'il restera à choisir convenablement.

La réciproque est immédiate ; et l'on peut conclure que l'intégra-
tion du système (S) équivaut à la détermination des multiplicités
intégrales à/? dimensions du faisceau, connu parles équations (i 2)
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et les formules (i3),

(16) ( X X àf ^ )\iQ) < Ai, ... \p -—, • . . , --— } •
( • ' àvpi àw,^ \

6. Exemples. — i° Le faisceau de transformations infinitési-
males qui correspond à l'équation aux dérivées partielles

ày- -^(x x v ^ ^ ^~j~ — ^i*^» • • •:» •y/»? y» -,—^ • • 9 ) —— iuxp \ ox^ àxy-^1

est défini par les transformations

v ^/ <y .xt==^ " '̂̂  ( l= I»^ •-•^-i),
''^^-^^^-•-^^^-••^p-i)^^

et par les transformations -J i .. ., —àj—.
T . . . ^1 ^-i

2° Le faisceau qui correspond à l'équation aux dérivées partiielles
du second ordre

t=^(x,y, z,p, y, r, s)

a pour base les quatre transformations

àf àf àf àf àf àf àf àf àf of
^'j.-^-^^ ̂ ^^-^^ i9 i-
3° Le faisceau qui correspond au système d'équations aux

dérivées partielles du second ordre

s=^{x, y, z,p, q, /'), t=.^(x,y, z, p, y, F )

est défini par les trois transformations
àf àf <)f àf àf àf , àf àf àf
T- -^-P ir -+-r-^- -+-<ï> — > — H-y—4-(I> — d-T-/-, -^-.^ Jf ^ ĴD àq ày 1 àz dp àq àr

7. Intégrales complètes. — Je dirai, pour abréger, qu'une
famille de multiplicités est ré^ulière^ s'il passe par chaque point
de l'espace1 une multiplicité de la famille, et une seule ( ( ) . El

( 1 ) Dans cette étude générale, nous laissons de côté toutes les singularités, î l
est donc ici sous-entendu qu'on limite convenablement, s'il y a lieu, l'espace et
les multiplicités. Des restrictions du même genre sont faites, implicitement,
dans tous les cas analogues.
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j'appellerai intégrale complète d'un faisceau toute famille régulière
d'intégrales de ce faisceau, à un nombre quelconque de dimensions.

Soient j X, , . . ., X^ ( un faisceau, et a>< = (1)2 == • • - == to^= o le
système de Pfaff dualistique [n° 4]. Si le faisceau admet une inté-
grale complète, on peut, par un changement de variables,. la
ramener à la forme Xp^^ = c< , . . . , Xn == Cn-p- Le système de Pfaff
doit donc être vérifié, dans l'hypothèse dxp^ == . . .== dxn == o,
qiiels que soient x^ ..., Xp^ dx^ ..., dxp^ quand on y rem-
place Xp+\^ . . • » Xn par des constantes arbitraires. C'est dire qu'il
est vérifié identiquement, dès qu'on y fait dxp^.^ = = . . . = = = dxn == o.
Donc (JL)<, . . ., co.y sont des formes linéaires en dxp^.^ .. ., dx,i.

On peut, dès lors, satisfaire à l'identité (7) [n° 4], en prenant
pour CTI , ... ,rsp les différentielles dx^ .. ., dXp, et pour rsp^.^, ...,
rsm des formes en dxp^.^ . . . , da?/,. Il en résulte qu'on peut

supposer X, = — /-? • • • » Xn = "- ; c'est-à-dire qu'il existe dans
1 i OX\ ' OXp l ••

le faisceau donné un sous-faisceau complet ayant pour intégrale
générale l'intégrale complète supposée.

La recherche des intégrales complètes d^ un faisceau équivaut
donc à celle des sous-faisceaux complets de ce faisceau. Il est
entendu qu'une fois ces sous-faisceaux complets trouvés, il restera
à les intégrer; mais cela se fait par Fintégration d'équations diffé-
rentielles ordinaires; et le but de la théorie générale des systèmes
différentiels généraux est d'en effectuer ou d'en simplifier l'inté-
gration par celle d'équations différentielles ordinaires.

La première partie de notre théorie d'intégration aura donc
pour objet de discuter l'existence des sous-faisceaax comple'ls
d'un faisceau de transformations infinitésimales, supposé donné.
Le paragraphe suivant sera consacré à cette question.

Quant aux multiplicités intégrales isolées, les unes feront partie
d'intégrales complètes, et leur détermination dépendra de la théorie
en question : on pourra dire que ce sont des intégrales particu-
lières.

Les autres sont, au même point de vue, des intégrales singu-
lières. Notre théorie doit avoir, en effet, pour un de ses caractères
essentiels, d'être indépendante de tout changement de variables.
Or il est facile de montrer, sur des exemples, que des changements
de variables convenablement choisis peuvent faire apparaître dans
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un faisceau, ou en faire disparaître, des intégrales de l'espèce que

nous appelons singulière. Ainsi le faisceau ' v- -4- y J- n'a1 1 ° ày àx J àz
aucune multiplicité intégrale à doux dimensions; il acquiert cepen-
dant l'intégrale (singulière) x ' = o par le changement de variables
x=ex^ y ' = y ^ z ' ^ z ' y il acquiert de même l'intégrale (singu-
lière) y'==o par le changement de variables x = y x ' ^ y=y',
z = z ' : ces intégrales singulières s'introduisant, en fait, à la
faveur d'une singularité du changement de variables lui-même.

Nous reviendrons, du reste, à la fin du paragraphe suivant, sur
la détermination de toutes les multiplicités intégrales, singulières
ou non.

II .— FAISCEAUX INVOLUT1FS. EXISTENCE DES INTEGRALES COMPLÈTES.
PROLONGE M K.NT D'UN FAISCEAU.

8. [izvolutions d'un faisceau. — Conformément à la conclusion
du précédent paragraphe, nous passons à la recherche des sous-
faisceaux complets d'un faisceau quelconque } X ^ , . . ., X,,, j donné.
Si ce faisceau donné S est complet, il admet une intégrale complète
à m dimensions, unique :

(1) F/î(a?i, ..., Xff^ == c / i , ( / i = = i , 2 , . . . , / i — / 7 i ) ;

et il suffit de la couper par une famille de multiplicités régulière
quelconque

(2 ) ^^(a^i, ..., ^n) = a/,, (/c = i , 2, . . . , m — p ) ,

pour obtenir l'intégrale complète la plus générale à p dimensions
du faisceau ^.

Nous supposons donc que le faisceau donné S n'est pas complet;
et nous introduisons le faisceau dérivé \ X,, . . . , X^ ; Z,, . . . , ïs \.
La somme s -{- jn est ici au plus égale au nombre n des variables.
On a, d'après la définition du faisceau dérivé [n° 2], des identités
de la forme

s

(3) (X,,X/)== ^ c/j.a(^i, ..., ̂ )Zq
01= 1
in

-^^^^(^ • • •>^ )Xp , ( t , /= i ,2 , .. ., m),
P=i
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où les fonctions C(J,A définissent ce que Pon peut appeler la struc-
ture du faisceau ( 4 ) .

Les conditions qui expriment que le sous-faisceau
m

(4) UA= ̂  M/z,a(^i, . . . , .Trt)Xa, ( A = I , 2, . . . , p\
a== i

est complet s^écrivent, par suite,
s / m m \

(5) O=(U/,,UA.)== ^J ̂  ^CY,ô,aM/,,yMÂ,5 )Za
a==i \y=l ô=l /
m / m m \

~^^Eà{ ̂ huk^~^kuf^^~^^ ^^y.8,P^,Y^,8 )Xp;
P=i\ y=i 8=1 /

ce qui donne les conditions
m m

W ^ ^c<x,pj^,a^==o, (y =1 ,2 , . . . , 5),
a=i P=i

et
m m

(7) UA^A, /—UA^, / -^^ V^a,p,(MA,a^,p==0, ( l = = I , 2 , ...,w).
a=l p=i

II convient de tenir compte d^abord des conditions (6), qui sont
de nature purement algébrique. Elles sont équivalentes aux iden-
tités-congruences

(8) (U/,, U^)*=o, (mod^), ( À , Â : = = i , 2 , . . . ,^),

comme on le voit immédiatement sur les expressions (5) des cro-
chets (l^, U,).

Nous dirons que deux transformations infinitésimales du fais-
ceau S sont en involution^ si leur crochet appartient au faisceau,
c^est-à-dire si ce crochet est congru à zéro (mod ̂ ) ; et qu^un sous-
faisceau j U < , ..., Up j de S est une involution^ de degré p , de
ce faisceau, si ses transformations sont deux à deux en involu-

( 1 ) II suffît de prendre le faisceau sous forme résolue [a-0 1 ], pour faire dispa-
raître des formules (3) les fonctions g ^ . ̂ .
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tion (1). C^est parmi les involulions de degré p du faisceau ^ que
se trouveront les sous-faisceaux complets de degré p.

9. Faisceaux involutifs d^ ordre p. — Pour déterminer Yinvo-
lution générale de degré p^ on pourra écrire les congruences (8)
sous la forme

•(81) (Ui , U,)=o,
•(82) (Ui , U 3 ) = o , (U , ,U3)=o ,

(8/,-i) ( U i , t^)=o, (U2, U^)=o, ..., (U^U,,)=o.

Se donnant pour Ui la transformation générale du faisceau §1 on
prendra pour Ua la solution générale de Pidentité-congruence

/ ,» \
<9i) (Ui, U ) = = o , ( U = = ^ M a ( ^ , . . . ,^ )Xa );

\ a==i /

puis pour U» la solution générale des identités-congruences

(9i) ( U i , U ) - o , ( U ^ U ) = o ;

et ainsi de suite, jusque ce qu'on arrive, si aucune impossibilité
ne se manifeste, à prendre pour Ujr, la solution la plus générale des
identités-congruences

<9/-i) ( U i , U ) = = o , ( U 2 , U ) = o , ..., (U^ ,U)^o .

Il faudra, bien entendu, que (91) admette des solutions autres
que les transformations du faisceau j U< j , que (92) admette des
solutions autres que les transformations du faisceau |U<, LL j ; et
ainsi de suite, et qu^enfîn (9/»-< ) admette des solutions autres que
les transformations du faisceau { Ui , ..., U^_i j .

S41 en est ainsi, le faisceau § sera dit un faisceau, involutif^
d9 ordre p (au moins). La dé finition d'un faisceau involutif
d'ordre p est donc la suivante : la transformation générale du
faisceau appartient à une involution^ au moins^ de degré 2;
Vinvolution générale de degré 2 appartient à une involution^

( 1 ) Les déplacements élémentaires que l'es transformations d'une involution de
degré p déterminent en chaque point de l'espace, constituent un élément intégral
d'ordre p, d'après la terminologie de M. Cartan.
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au moins, de degré 3, et ainsi de suite; enfin Vinvolution géné-
rale de degré p— i appartient à une involution^ au moins, de
degré p .

On remarquera que tous les systèmes (91), (92), • . . , (9/»-i)
équivalent à des systèmes d'équations linéaires homogènes en
u^ .. ., Um' Le degré d'indétermination de chacun d'eux est donc
fixé par le rang du système linéaire qu'il fournit ainsi (degré du
déterminant principal); et il ne peut s'élever si l'on particularise
successivement U < , Ug, ..., U^-. Nous désignerons par q^
?2î • . ., clp-\ 1e5 rangs de ces systèmes linéaires, calculés en lais-
sant à Ui , Ua, .. ., U p _ i toute l'indétermination dont chacune de
ces transformations se trouve, successivement, susceptible au
cours des calculs précédents.

En d'autres termes, q^ est le nombre des équations linéaires^
indépendantes (en u^, u^ . . . , «„,), qui expriment que la
transformation U = ̂  X< + u^ Xa -h . . . + Um^m du faisceau
est en involution avec la transformation générale (du faisceau),
<72 est le nombre des équations linéaires indépendantes^ qui
expriment que U est en involution avec chacune des transfor-
mations de Vinvolution générale de deffré 2 {du faisceau)} et
ainsi de suite.

Nous dirons qu'une transformation quelconque Ui du faisceau
est non singulière^ si elle fournit pour (92) un système linéaire
de rang q^ ; qu'une involution J U , , Ua \ du faisceau est non
singulière^ si elle fournit, pour (91), un système linéaire de
rang q^ ; et ainsi de suite.

Si ^ est un faisceau involutif d'ordre /?, on aura, d'après ce qui
précède,

(lu) Çi-h-K'W, y 2 4 - 2 < W , ..., ^p_t-+-(^--iX^

puisque m — q ^ m — q ^ y . . . , m—q?-\ sont les nombres des
solutions indépendante^ des Systèmes successifs (91), (Qa), . . • »
(9p_<). Remarquons qu'on a d'autre part,

(r1) ^i=^...^-i;

puisque les équations de chacun dès-systèmes linéaires considérés
font partie du système suivant. La dernière des inégalités (10)
s'écrit, enfin, qp^\ ̂  y, si l'on pose q == m — p.
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10. Genre^ indices et car actèr es (t an faisceau. — Le genre g
d'un faisceau S est l'ordre maximum d'involutivité du faisceau. Un
faisceau de genre g est donc/par définition, involutif d'ordre p .
sl p1= g "j et ne l'est pas, si p ^> g\

Considérons, pour un tel faisceau, les identités-congruences

(12) ( U i , U ) ^ o , ( U 2 , U ) = o , .., ( U ^ U ) ^ o ,

où \ U < , . . ., \]g j est l'involution générale de degré g^ du faisceau.
Le rang du système linéaire correspondant, en u^ . . . , Ujni est

(13) q ^ ^ m — g ,

puisque les congruences (12) ne sont satisfaites, d'après la défini-
tion du genre g^ que si U appartient au faisceau { U i , . .., U^}.

Les caractères 0 du faisceau seront, par définition, les entiers
positifs ou nuls,

(14) Si =q^ S2==q^—qi, 53 = = ^ 3 — q^ . . . , 5^= ̂ r-^-i;

et l'on aura, inversement, pour les entiers q^ ya? • • - ? qgi q^e
nous appellerons les indices du faisceau^

(15) q i = = S i , ^2= S i ^ - S î , ^3== ^l-t-52+53, . . . ,

qg = Si -+- s^ +... 4-^.

Remarquons que, s^ étant le nombre des équations indépen-
dantes du système linéaire fourni par (Qi) , et S i + s a celui des
équations (indépendantes) du système linéaire équivalent à (92)?
s^ est le nombre des équations (indépendantes) que ( U a , U) ̂  o
ajoute à celles que fournit ( U < , U) = o. Donc s^ ne peut être
supérieur au nombre des équations indépendantes que fourni-
rait (L2î U) =o, considéré seul, et ce dernier nombre ne peut
être supérieur à s ^ , [n° 9], mais peut lui être inférieur, puisque Ua»
étant en ^nvolution avec U < , n'est plus la transformation la plus
générale du faisceau ^.

On conclut donc s^ ^s^ ; et, de même, 5:1^^2? e*- ainsi de suite.

( 1 ) Le genre et les caractères (TUII faisceau sont les mêmes nombres que ceux
que M. Cartan a introduits, sous les mêmes noms, pour le système de PfatV dua-
listique du faisceau. Les inégalités que nous établissons à leur égard ne son
donc pas nouvelles.
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Ainsi, les caractères du faisceau sont liés par les inégalités

<i6) ^^ .̂..̂ .

Par suite, si l'un des caractères est nul, tous les suivants le sont
aussi.

H. Forme résolue des involutions. — Revenons à l'étude des
involutions d'un faisceau, en gardant toutes les notations précé-
dentes. Dans l'involution générale de degré p du faisceau ^

(17) U/» == M/, , iXi-4- . . . -r-M/^X^, ( A = i , a , . . . , 7 ? ; p ^ g ) ,

supposée calculée par la méthode du n° 9, les coefficients u^^
(a ==3: i, 2, .. ., w), sont arbitraires, les coefficients u^^y. sont liés
par (jf équations linéaires indépendantes (dont les coefficients
dépendent des1 ^< ,a ) î les coefficients u^^ sont liés par q^ équations
linéaires indépendantes (dont les coefficients dépendent des u^y,
et des ( m — y < ) fonctions «a,a restées arbitraires); et ainsi de
suite. Dans leur ensemble, les coefficients

Map, ( a = l , 2, .. ., /?; ? == I, 2, .. ., w),

sont donc liés par q^ + q^ +. . .+ q?_^ équations indépendantes.
Pour avoir le nombre des arbitraires d'un sous-faisceau (i^)

quelconque, il faut le prendre sous forme résolue, par exemple
sous la forme

y
(18) V/i==X/^^ra,AXa, (h = i , 2, . . . , p\ q == m — p).

a==l

Ce nombre d'arbitraires est donc pq et le nombre des arbitraires
essentiels de Finvolution générale de degré p du faisceau S est
égal à

(19) Q =pq —^i-h- ^2-4-. . .-+- qp-i).

Pour mettre ces Q arbitraires en évidence, reprenons la re-
cherche de cette involution générale en la mettant d'emblée sous
la forme (18) et en suivant la même marche qu'au n° 9. Nous
aurons à considérer successivement les systèmes d'identités-



congruences

(201) (Vi, U)-o,
(20,) (Vi,U)==o, (Vî,U)==o,

(20p-0 (Vi, U)=o , ( V â , U ) = o , ..., (V , , - i ,U)^o ,

dans lesquelles on a encore posé

U = Ui Xi -4- . . . -+- U,n X.,/f

Si latransformation V< est, pour des valeurs arbitraires des ^a,n
non singulière [n° 9], la solution générale de (201), en u^ ..., ^w?
dépendra de m—y< arbitraires. De j^ius M < , ..., ^^ n'y peuvent
être liés par aucune relation; car, lorsque les VA sont ceux que
donne la première méthode, le système (201) admet la solution

MiVi-h Uî\î-+-. . .4- MpVp= MiXi-+- l^Xa-t-. . .-+-MpXjy+. . .,

où. u^ ..., ̂  sont arbitraires; donc u^ ..., (Zjo étant arbitraires
pour un certain choix des ^oi,iî 1e sont a fortiori quand les Pa,<
sont indéterminés. Ainsi, dans la solution générale de (201),
M I , ..., Up sont arbitraires, ainsi que m — p — q ^ autres coeffi-
cients de LJ, tandis que les autres coefficients de U s'expriment
au moyen dé ceux-là. Il en résulte qu41 y a des solutions de la
formç Va, (obtenues pour u\ == o, u^= ï y ttg == o, .... Up = o),
et que dans la plus générale, q^ des ^a,2 s'expriment au moyen
des q— q^ autres, qui demeurent arbitraires.

Si Finvolution géEbérale ^ V^, Va ^ ainsi obtenue est non singu-
lière [n°9], on peut raisonner de même sur le système (202); et
ainsi de suite.

Sont donc arbitraires dans Finvolution générale ( 18 ) : les q coeffi-
cients ^a,<! q — q\ ̂ es ̂ 2? q — <?2 des ^a,3< • - * ? y — ^p-i des ('a,/».
Les ^a,a non arbitraires s'expriment au moyen des ^a,< et des ^a,2
restés arbitraires; les ^01,3 Ilon arbitraires s'expriment au moyen
des ^a,iî et des ^,2 et ^0,3 restés arbitraires; et ainsi de suite.

On peut remarquer de plus que si q—qk-\ des coeffi-
cients u^ ..., Ujn sont arbitraires dans la solution générale
de (20^), ils le sont a fortiori dans la solution générale de (20^- < ) ,
qui est contenue dans (20^). On pourra donc choisir les notations
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de manière que les arbitraires soient

^ 1 , 1 ? • • • i ^<7,lî ^qi+ï^î • • • ? ^,2; ^/s-+-l,3î • • • ? ^7,3; • • »

. . ., ^_i-+-l,^î • • • î ^<7,//'

Tl reste à montrer que l'on peut prendre X < , ..., X^, de manière
que les involutions successives

S V f ; , i V n V s i , ..., )Vi ,V2, ...,V^,

auxquelles conduit l'application de la méthode, soient toutes non
singulières.

Remarquons d'abord, à cet effet, que cela a lieu si l'on prend
Xi, ..., X^, en involution deux à deux, et tels que les involutions

| Xi |, } Xi. X^ { , . . . , { Xi , Xa, ..., X^—i {

soient toutes non singulières. Car cela a lieu alors, par hypothèse,
quand on annule tous les ^Â» ( A = = i , 2, .... p); et cela a lieu
par suite a fortiori quand on les assujettit seulement aux condi-
tions (V^, Vy)^o , ( A , y = = i , 2, .... p), ces conditions étant
vérifiées par hypothèse quand on annule tous les (\x^-

Cela posé, partons d^une base quelconque §X^, ..., X°^j du
faisceau §\ et prenons, dans ce qui précède,

7/1

X/,= ̂  ^«^Xâ, (i == l , 2, . . ., m),
a==i

les a^i étant des indéterminées (fonctions de x^ ..., Xn-i comme
tous les arbitraires que nous introduisons). V< ne cesse d'être
non singulière que si les coefficients u^\ satisfont à un certain
système S^ d'équations algébriques. L'involution J V < , V a j cal-
culée ensuite par la méthode précédente ne cesse d'être non sin-
gulière que si les coefficients Uy,^ et ^a,2 satisfont à un certain
système Sa d'équations algébriques; et ainsi de suite. Aucun de
ces systèmes S<, 83, ... n'est vérifié par tous les systèmes de
valeurs des ^a,p; puisque nous avons vu qu'on pouvait choisir
les ^a,p de manière qu^aucun de ces systèmes Si, Sa, ..., ne fût
vérifié.

La méthode pourra donc certainement s^appliquer sans qu'on
soit obligé de prendre pour X^ . .„ X^,, comme nous l'avons fait
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un moment, des transformations qui soient deux à deux en invo-
lution*

Je dis maintenant que, en faisante s^ il est nécessaire^ un chan-
gement de variables préliminaires, on pourra appliquer la
méthode en prenant pour X < , ..., X,,, la base du faisceau résolue

par rapport aux dérivées — ? • • • ? —— [n°1].

Supposons, en effet, que [X^ ..., X°J soit précisément cette
forme résolue

n

X^=^-4- ^ S/.,a(^i, ...,^)^» (/:==!, •2, ..., m);
a=w-+-i

et faisons un changement de variables de la forme

(-îi) ^•==<p,(yi, ...,y^,a*,,,-n5 . .., ^n). ( t = = l , 2 , . . . , / r t ) .

Puis résolvons le faisceau sous la forme

n

^'"^^ 2 ï'/'•a(•>'" •••'^""d;"•+" •••'a?")^'
a == w -+-1

(A== i , -2, ..., m).

Par le changement de variables (21), YA deviendra inversement
une transformation du faisceau ^,

of àf àf àf
XA=Y^ l^+•••+Y7t?/MA+ '^^15ï^^•••+^^^

on aura donc l'identité
m

XA=^Y/,9aXÎ, (h = 1 , 2 , ...,^).
a==i

Les YAC2a= d^a- 4 - - - - ne peuvent, pour un choix arbitraire

des fonctions y,, être liés par aucun système d'équations algé-
briques qui ne* soit de nature identique. Donc ils ne satisferont,
en vénérai, à aucun des systèmes différentiels qu'on déduit des
systèmes S,, Sa, ... en y posant Ma.A== Y^a. Et ceci prouve que
notre affirmation est légitime.
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12. Existence des sous-faisceaux complets de degré 2. —
Nous pouvons établir maintenant l'existence de sous-faisceaux
complets, pour tous les degrés p qui ne dépassent pas le genre g
du faisceau § considéré ; c'est-à-dire d'intégrales complètes ayant
an nombre de dimensions p donné, au plus égal à ce genre g.
Nous commencerons par les sous-faisceaux de degré 2, et nous
passerons au cas général par récurrence.

Nous prendrons les transformations de base du faisceau sous la
forme résolue [n° 1, éq. (5)]

n.

(22) XA.= -^ 4- ^ SA,a(.yi, . . .» .y/z)^-» ( /c=i, 2, . . . , m);
a=w-n

de sorte que les identités (3) [n° 8] auront la forme
s

(-23) (X.,, Xy)=s^c,j.a(^i, . . . , ^)Za, (^7= 1 , 2 , ...,/n),
a==i

les Z^ étant elles-mêmes des transformations du faisceau

\ àf ...̂ (
\ àXm+\ ' '? àXn \

Partons de rinvolution générale de degré a \ V\, Va j , prise sous
la forme

q ' q

( î4) Vi==Xi+V^a,iXa+2, Va= Xg-h V^a,2Xa-+-2, (y==/n—'î).
a=l a=i

On a identiquement, puisqu'il y a involution [n° 8],

7
(Vn V2)=» ^(ViPa,3~V2Pa,i)Xa^

a==i

de sorte que le faisceau J V ^ , Va j sera complet sous les conditions

(î5) Vi^a,3— Va^a.i^o, (a == l, 2, . . ., q}.

Puisque JV , , V^ est Finvolution générale de degré 2, on peut
[n° H] considérer, dans les formules (a4), les ('0,2 ^l y — y <
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des (^od comme arbitraires; les autres ^a,i étant fonctions de ces.
arbitraires (1). Si l'on remplace ces ^a,< par leurs expressions
dans les équations de conditions (2 5), on pourra y considérer
les autres Vy.^ (par exemple, (^4-1,1, ..., (^,<) comme des fonc-
tions, arbitrairement choisies, de x^ ..., Xn\ de sorte que ce sera
un système d'équations aux dérivées partielles, relativement
à c, 2, .... (\y,2 seiils.

Il résulte alors de la forme résolue de X< et Xa que ce sys-
tème est un système de Kowalewski; il admet donc une solu-
tion dans laquelle les fonctions v^^x9 ;r2? • • • î ^ r e ) ? où x\
est une valeur numérique arbitraire de x\, sont des fonctions-
arbitrairement données; et c'est la solution générale de ce sys-
tème (25).

Nous concluons donc que, si un faisceau est de genre ^2, il.
contient des sous-faisceaux complets de degré 2, et le sous-
faisceau complet général de degré 2, dépend de m — 2 — q^
fonctions arbitraires de n arguments, et de m — 2 fonctions-
arbitraires de n—i arguments. Rappelons que n est le nombre
total des variables, et m le degré du faisceau.

13. Théorème général <f existence. — Gardons les notations
des numéros précédents; et cherchons les sous-faisceaux complets
de degré quelconque /?, inférieur ou égal au genre g- du faisceau
donné S. Nous supposerons un tel sous-faisceau mis sous la forme
résolue

<î
(•26) V/== X/-+-J^g^Xa+/^ (t= T, •>-, ...,?; q = m—p),

a. == la==l

D'après le résultat obtenu pour p == 2, il est naturel de penser
que de tels sous-faisceaux existent^ et que^ pour le plus général
d'entre eux, les arbitraires sont : q—q?-\ des fonctions ^an
les valeurs^) de q — qp-^ des fonctions ?a2 pour x^ == x\^ les

( 1 ) On peut, dans les considérations du n° 1 1 , prendre Xp ..., X, dans un
ordre arbitraire.

( 2 ) Par ce mot valeur nous désignons, pour abréger, une fonction de toutes les
variables x^ ..., x^ autres que celles auxquelles on donne des valeurs numé-
riques déterminées .r?, *r§, ....
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valeurs de q—q?..^ des/onctions v^pour x^ =x\^ x^=x\\etc^
les valeurs de q—q^ des fonctions ^a,»-i pour x i == x\^...,
Xp_^ ==;r°3; et enfin les valeurs de q des fonctions V y _ y pour
x\ == *^i> •• • y Xp_\. == Xp_^.

Supposons ce théorème établi pour les sous-faisceaux de degrés
2,3, . . . , jy—i, et examinons s'il subsiste pour les sous-faisceaux
de degré /?.

Nous avons des identités de la forme
f/

(27) (V/, Vy)=^A/j,aXa^+^C/j,pZ^, (/,y==i,2, ...,/J),
a=i p^i

en posant, pour abréger,

(28) A/,y.a== V/ç'aj- VyPa,«

et en désignant par Q y A les premiers membres des équations
algébriques

(29) C^=o, ( 1 ,7 = 1 , 2 , . . . , / ? ; A : = i , 2, . . . , 5),

qui expriment que le sous-faisceau est une involution de S. A ces
équations s'ajbutent, pour que le sons-faisceau soit complet —
(cf. n°8) —, les équations différentielles

(30) A^==o, ( t ,y==i , 2, .. . ,7?;/:==!,-2, ..., y).

Considérons d'abord les équations, linéaires en p^i . . . , P ^ ( ,

(31) clJ^=o, (y =2, 3, . . . , / ? ; Â - = ï , 2, . . . , s).

Dans l^involution générale \ V,,V2, ..., Vp j , elles déter-
minent Vi , quand on suppose donnée Finvolution générale
S Va? • • • ? Vjo j ; il y a alors qp-\ de ces équations qui sont indépen-
dantes, et les autres sont des conséquences de celles-là. Isolons
ces q?-\ équations, et désignons par la notation

(32; ^(^,i, • • • , ^ , i )==o, ( A = i , 2, ..., <7p-i),

celles des équations (3i), supposées écrites en laissant les v^p
entièrement indéterminés, d^où elles proviennent. Ces équations
(3a) sont, a fortiori^ indépendantes; et Fon a des identités de la
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forme
^p-t P p s

(33) G/,y,/.=^?y,/.,aFa-î-^ ̂  ^^M/a,P,ïCa.p,Y,
a==i a=2 p==2 v=i

pour exprimer que le système (3i) se réduit au système (32),
quand on introduit les relations entre les ^0,21^0,31 • • • ? ^a,jt» 4111

expriment que { V a , . . ., Vp j est une invclution, c'est-à-dire les
équations

(34) C/j,^= o, ( / ,y== -2, 3, ...,/?; /<:=== i, 2, ..., 5).

Les y sont des fonctions des ^a,2? ^a,3? • • • ? ^a,/? ? et 1e8 ̂  dépendent
de ces indéterminées, et de celles des quantités Fa,i q1^ 1e5 équa-
tions (82) laissent arbitraires. Nous supposerons, pour fixer les
idées, que ces dernières sont ^ , ^ . ^ , 1 , . . ., ^yj ( ().

(') On peut, en effet, écrire d'abord des identités de la forme

fjp-i 'y-^-i
(33 bis) ci,i^=]^f^^F^~i~ ^ F/^p^,-^,!-4-?/,^-

a == i p == i

Les équations p.^==o sont des conséquences des équations (34); car, si l'on
suppose ces équations (34) vérifiées par les v^ 3, v^ 3, ..., Vy^ y, les C, .^, fonctions
linéaires de ^ , ..., p i, deviennent alors des combinaisons homogènes des seules
fonctions linéaires (de ces variables) Fp . .., Ff/p-r

Considérons alors les équations (34)' On sait — (n° 1 1 ) — qu'on les résout de
proche en proche : d'abord q^ d'entre elles par rapport à q^ des Vy i; puis q^
autres par rapport à q^ des v^ 3; et ainsi de suite; enfin q 3 d'entre elles par
rapport à q?-^ des ^3. Tous les systèmes que l'on a ainsi à résoudre sont
linéaires et à déterminants non nuls : soient Hi = H.̂  = = . . . = = o l'ensemble des
équations de tous ces systèmes. Si l'on considère les équations H^ == w^
H^ = Wp ..., où Wp Wy ... seront des indéterminées auxiliaires, elles se laisse-
ront résoudre de même.

Portons dans les p.^ les valeurs ainsi obtenues pour les ^3, i'̂  „ ..., \\ ,
par [rapport auxquelles on aura résolu; et les p. ^ ; deviendront des fonctions
rationnelles des v^y . . . , ^ ^ restés arbitraires et de w^Wy .... Chacune de
ces fonctions rationnelles, s'annulant pour w^ == w^ •==• ... = o, s'écrira sous la
forme M^ + M^w, 4- ..., les coefficients Mp M^,..., pouvant dépendre des
vv.v "'^av-i restés arbitraires et de w^ w^ .... On aura une expression iden-
tique de cette fonction p en remplaçant, dans l'expression Mi^i -+-M^-)- ...,
ainsi calculée, w^ par H;, w^ par H.̂ , .... Ainsi chaque fonction p. ^ ^ peut s'écrire
sous la forme d'u:. polynôme hom3gène -du premier degré par rapport à un
certain nombre des C, • ^, premiers membres des équations (34). Il ne reste plus
qu'à porter les expressions ainsi obtenues pour les p. ( ^ dans les formules (33 bis)
pour obtenir les identités (33) du texte.

LU. 2 i
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Cette remarque faite, nous considérons le système mixte

(35) F/^1,1, . . . , ^ , i )=^o , ( / i = = = r , - 2 , . . . ,yp.- i) ,
(36) Ai,;^.==o, (j =2, 3, . . . , /?; À ==i , 2, ..., ^).

Nous tirons des équations (35).les valeurs de (^, . . ., <\/ , , et
nous les portons dans les équations (36). Si Fon y considère alors
^7,-i-t-i,n • • "> ^y,< comme des fonctions de x\ ..., Xn arbitraire-
ment choisies, ce sont des équations du type de Kowalewski par
rapport aux Vy^ ^a,:n - • • ? Vy.,pi car elles se trouvent résolues par
rapport aux expressions V< Vj^ (j= 2,3, . ..,/?; Â-== 1,2, .. ., y),

et V\ est le seul des opérateurs V, où figure la dérivation - ' — '
Donc, le système (35), (36), détermine tous les Vij^ dès qu'on

se donne (arbitrairement) les expressions de Va _^-n,r» • • • » ^,n et

les fonctions de .Ta, • • • ? ^n auxquelles se réduisent, pour x\ == x\^
les diverses inconnues ('a, 21 ^'a,:^ • • • ? ^a,p (a == i ?2, ..., q).

14. Suite et conclusion. — Nous choisirons ces données
initiales de manière que le faisceau j V^, . . ., V^ j soit complet.
L/indice (o) signifie, ici et dans ce qui va suivre, que x^ est partout
remplacé par x\ ; ce qui ne souffre aucune difficulté quand la
dérivation —L- ne figure pas, comme cela a lieu pour V.», . - . , \p.

Pour cette même raison, Inexistence des faisceaux complets
| Vç01, . ̂ . , V ,̂0 j résulte de celle des sous-faisceaux complets
i Va, . . . , Vp j , c^est-à-dire de rhypothèse même de nôtre raisonne-
ment par récurrence.

On aura ainsi entièrement déterminé un type général de sous-
faisceaux j V i . V a , . . . , V ^ j , ou figurent le nombre et la nature
des arbitraires énumérés dans l'énoncé de notre théorème (n° 13).
Il reste à vérifier si le sous-faisceau ainsi obtenu est bien complet;
car nous savons seulement, pour le moment, qu^il satisfait aux
conditions (35), (36), et

(3^ A40M=0» ^^
( i , y = = 2 , 3, . . . , /?; A = i, a, ..., q\ ^ = = i , •2, ..., s).

cartons, à cet effet, de l'identité de Jacobi

(Vl(V,, Vy)) = (V,(Vi, Vy))-(Vy(Vi, V/)).
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Eu égard aux identités (27) et (36), elle donne

</ s {!

(38) ^ViA/.;,,.X^a-+-^ViC,j,p.Z3-+-^A/j,a(Vi,Xp4-a)
a==l 0==l a= l

^s0^^^
p=i

.î -ç

=V(V,C,j,p-VyCi,/,p).Z?+^Cij,p(V,,Zp)

?=1 p=l

-^C.,^(V,, Zp).
p=l

Les crochets (V^Z^), (V/,Zp), (V/.Zp) s'expriment en fonction
linéaire homogène des X/,-^ des Zp, et, peut-être, d'autres trans-
formations Ty, indépendantes des précédentes (et appartenant au
second dérivé de r^). Il nous suffira d'égaler dans les deux
membres les coefficients des X^a et des Zp.

Remarquant que, dans les identités (33), les termes en Fa dispa-
raissent à cause des identités (35), e\ nous servant de ces identités
pour transformer le second membre de notre identité (38), nous
obtiendrons des identités de la forme

Î ViA/j,A=== fond. lin. homog. des Ag(,^y et des C»,p,8,
(39) ViC/,/,/,= fond. lin. homog. des Aa,p,y, des Ca,^,5,

desV,-Ca,p,8 et des V/Ca,p,8,

dans lesquelles les indices i,J\h^k peuvent prendre toutes les
valeurs qu'ils ont dans les identités (37); les indices a, j3 sont
pris dans la suite 2, 3, . . . , /?; et les indices y et S dans les suites
respectives i, 2, .. ., q et i, 2, ..., s.

On a donc là un système de Kowalewski relatif aux A(J ^ et C/,y,^
— {^J > l) ~~"? résolu par rapport aux dérivées du type ,-; et
comme ces fonctions sont nulles pour .2?,==^, on en conclut
qu'elles sont identiquement nulles. Car* les équations (3g) sont
vérifiées si l'on y remplace par zéro toutes les inconnues ; et la
solution déterminée par les conditions initiales (37) est unique.

Il suffît maintenant de revenir aux identités (33) pour conclure
que les C|J,A sont aussi touà nuls* Les équations de condition (29)
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et (3o) étant ainsi toutes vérifiées, le sous-faisceau j V^ , ..., V p { ,
déterminé comme il a été dit, est complet ; et le théorème d'exis-
tence des intégrales complètes est établi, tel qu'il a été énoncé au
début du n° 13.

Nous concluons donc qu' un faisceau d'ordre p admet des
intégrales complètes à p dimensions ; la plus générale de ces
intégrales complètes dépend de q — q p-\ fonctions arbitraires
de n arguments^ de q—q?_^ fonctions arbitraires de n — i
arguments^ etc..., de q — q^ fonctions arbitraires de n —p-\- 2
arguments^ et enfin de q .fonctions arbitraires de n—p 4- *
arguments. Le choix de ces fonctions arbitraires est expliqué dans
Renoncé du n° 13. Rappelons que n est le nombre total des
variables, m le degré du faisceau [n° l], que q == m — p } et que
les nombres entiers^,, q.^ ,.., q?_^ sont les p — i premiers indices
du faisceau [n°10].

Dans le théorème d'existence établi par M. Cartan pour les inté-
grales des systèmes d'équations de Pfaff, les arbitraires sont, pour
la multiplicité intégrale générale hp dimensions, q — q?-\ fonctions
arbi traires de p arguments, y^_, — q?_ 2 =Sp_\ fonctions arbitraires
de p — i arguments, etc., y,^^ fonctions arbitraires de l'argu-
ment, et n—m constantes arbitraires ; les entiers s^ ..., S p _ ^
sont les p premiers caractères du système de Pfaff, et, par con-
séquent aussi, du faisceau de transformations infinitésimales dont
il est corrélatif.

II n'est pas étonnant que les arbitraires se présentent diffé-
remment dans les deux théories : Pune a en vue les intégrales
isolées, l'autre les intégrales complètes; et une. intégrale isolée
appartient à une infinité d'intégrales complètes. On se rend facile-
ment compte de la différence en considérant les multiplicités inté-
grales à une dimension : car, dans un cas, OH a alors un système diffé-
rentiel ordinaire de n — m équations an — m fonctions inconnues,
système qui dépend du choix de m — i fonctions arbitraires d'une
variable ; et, dans l'autre cas, on a une équation linéaire homogène
aux dérivées partielles, qui dépend de m — i fonctions arbitraires
de n arguments. On remarquera qu'on est ainsi conduit à poser
qo=o.

13. Les intégrales d^un faisceau et ses prolongements
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successifs, — Nous avons démontré, dans ce qui précède, l'exis-
tence d'intégrales complètes à p dimensions, que nous pouvons
appeler générales^ pour tout faisceau involutif d'ordre/?. Repre-
nons maintenant la recherche des multiplicités intégrales à/? di-
mensions pour un faisceau quelconque cf, supposé donné, sans faire
d'hypothèse restrictive, ni sur le faisceau, ni sur les multiplicités
intégrales en question.

Nous supposerons que les variables x^ ..., Xp^ par exemple,
restent indépendantes sur la multiplicité intégrale Mp considérée;
et nous désignerons p a r X ^ , . . .,X^, des transformations du faisceau,
résolubles par rapport à ' ' - , ' • • » —^-. Le sous-faisceau de S quiox\ ox p
laisse Mp invariante est ainsi de la forme

7

(40) V/= X/-hj^ (^^//-4-a, ( p -r- q = m\ i = i , 2, . . .,/?).
a==i

II est bien connu qu'une multiplicité ne peut admettre deux
transformations infinitésimales sans admettre leur crochet ; il en
résulte que les (V,/,Vy) doivent, sur la multiplicité^ p^ se réduire à
des combinaisons linéaires homogènes de V^, . . . , \p ; et,
a fortiori^ de X ^ , .... X,^. Donc les congruences

(41) (V/,V/»EE=O, (mod.^, (/J=i,2, ...,7^,

sont réalisées sur M p ,
Ces congruences fournissent [n08 8 et 13j un système d'équa-

tions (6) entre les x^ (i = i , 2, . .., /i), et les ^7(7 == i , 2, ..., q\
1=1, 2 , . . . , p ) .

Si ce système (C) entraîne des relations entre les Xi seuls, la mul-
tiplicité Mp doit satisfaire à ces relations. Elle doit satisfaire aussi
aux relations de la même nature qu'on en pourra déduire, éven-
tuellement, par l'application répétée des opérations V^. Si donc,
parmi toutes ces relations^ il y en avait liant x^ ..., x? entre eux,
la multiplicité Mp ne saurait exister ( ' ) ; ce cas exclu, les relations
en question permettront de tirer certaines des variables dépen-

( ' ) C'est-à-dire qu'il faudrait reprendre le calcul en prenante autres variables
indépendantes parmi x^ ..., Xn.
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dantes Xp^.^ ..., Xi^ en fonction des autres et de x i , .... Xp. On
pourra ainsi réduire le nombre des fonctions inconnues Xp^.\, ..., Xm
en raccourcissant les transformations infinitésimales du faisceau.
Si, par exemple, on a, pour ^4.1, ..., Xn des expressions

(4->.) Xn'+oi== <pa(a"i, . . . ,Xn ' ) , ( a =i, •2, ..., n—n'),

il suffit de supprimer dans les transformations X/i, (A = = = 1 , 2 , . . . , m),

les termes en———» - • - » -r^-; et de remplacer, dans les autres,
ÔXn^ ÔXn r /

^*nM-*î . . . ,*r^ parleurs expressions (42). On recommencera ensuite
les calculs sur le faisceau ainsi'raccourci.

En second lieu, il pourra arriver que le système (<^), n'entraînant
aucune relation entre x^ ..., Xn seuls, soit résoluble par rapport
à tous les Vji. Dans ce cas, les transformations (4°) sont entière-
ment déterminées; et l'on est ramené à un problème traité par
Sophus Lie : trouver toutes les multiplicités à p dimensions
admettant/? transformations infinitésimales données (4). La solution
complète dépend, de calculs d^élimination et de Fintégration de
systèmes complets.

Reste le cas où les équations ( ô) laissent x\, ..., Xn indépendants,
et permettent de calculer un certain nombre des vj ^ (les calculs
sont alors des résolutions algébriques linéaires) en fonction de
x^ ..., Xn et des autres P/.(, qui restent arbitraires. Désignons par
w^, ..., Wr ces derniers ; ou, plus généralement, des indéterminées,
un nombre minimum, au moyen desquelles on puisse exprimer
tous Les Vj^i de façon à satisfaire de la manière la plus générale
aux éqvations (£). On aura ainsi remplacé les équations (C) par
un système résolu, de la forme

(43) p^=P^(;ri, ...,,r,,, wi, ..., w,.), ( î = = i , 2 , . . . , / ) ; y = i , - 2 , ...,y).

Observons ici Fanalogie avec les considérations du n° 3. Si
Fon suppose que X<, ..., X^ soient résolues par rapport à

J , ..., —/—) les Vj^i sont, sur la multiplicité Mp supposée, é^aux
Wt ff^'m

aux dérivées partielles -—^» ( 7 ==- [, 2, ..., m — p ) , et les autres

( 1 ) On est, de plus, dans le cas simple où ces transformations restent diver-
gentes sur la multiplicité.
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dérivées partielles du typeî^^» ( A = i , 2 , ..., m—^i) , sont des

fonctions linéaires connues de .ces vj^ puisqu'elles sont égales aux

coefficients des dérivées —^- dans les Vf Eu égard aux équa-
OXm^-h

tiens(43) on voit ainsi que w^ ..., Wr sont, sur la multiplicité M y
cherchée, des coordonnées de l'élément de contact associé au
point (*r<, ..., Xn) de cette multiplicité.

Si X,, . . , ,X^ n'étaient pas ww forme, résolue, les dérivées

partielles àî—^, (y == J , 2, . . . ,%—?) , seraient des fonctions

rationnelles des ^/,i, et la conclusion serait la même.
On peut donc poursuivre comme au n° 8. Introduisant

<^, . . . , Wr comme des variables nouvelles (fonctions de x^ ..., Xp)^
nous substituons à la recherche de la multiplicité Mp de l'espace
(^i, ..., Xn) celle de la multiplicité prolongée Mp quijse trouve
définie dans l'espace (^, ..., Xn, w^ ..., Wr) au moyen des for-
mules (43). Et il suffit pour cela de substituer au faisceau § donné
le faisceau prolongé (^r'), défini par les transformations

//
(44) X^=X,-+-VPa,.(^i , .../•yn^i- ...,w,.)X/,+a, ( i== 1,2,...,/?),

a= i
et

àf àf àf
(^ 5^ ^? •" ï ^t

On opérera alors sur ce faisceau ^ comme on a fait sur le fais-
ceau c^, c'est-à-dire en considérant, au lieu de V < , . . . , \ p , les
transformations

r

(46) v*•==x//-+"^wa'^5^/ (^i,^ ••.^)»

o-ù les Wy(* vont joneT lé rôle que jouaient précédemment les ^/,i.
Et ainsi de suite.

Si l'on arrive, à un mo'm«nt quelconque, à un faisceau involutif
d'ordre JD, le pro-blèaie e'achèye par la reeheKehe de l'intégrale
complète, générale, de degré p , de ce faisceau^ car on se trouve
alors en présence derînvolution générale de degré p de ce faisceau,
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mise sons forme résolue [n° 11]. On n'a pas, dans ce cas, à passer
au prolongement suivant (*).

Le seul cas qui reste en suspens est donc celui où la méthode
conduirait à une infinité de prolongements saccessifs; mais on
peut démontrer ( 2 ) que Pon arrive alors nécessairement, par Pun
de ces prolongements, à un faisceau involutif d'ordre p .

III. —- TRANSFORMATIONS DISTINGUÉES ET CARACTÉRISTIQUES DE CAUCHY.

16. Invariance (Vun faisceau par une transformation. — Soit
{ X ( , . . . , V,,t} un faisceau S de transformations infinitésimales.
Si Pon effectue une même transformation finie

(i) x'i=fi(x^ ...,^), ( i=i ,2, . . . , n),

dans ses diverses transformations, on obtient un faisceau ^, défini
par les transformations de base

— v^ / °î( ? . > XÂ./=J^X/,.ra -^Tf ( k = 1 , 2 , . . . ,w);
a=l

ces transformations se trouvent écrites avec les lettres x\^ ..., x\^
Désignons, d'autre part, par ^ ce que devient le faisceau S-> si Pon
accentue simplement chacune des lettres a*i, . . . , r c ^ ; et par
X^, ..., X^ ce que deviennent ainsi chacune de ces transforma-
tions de base.

Si alors les faisceaux § et S1 sont les mêmes, on dira que S est
invariant par la transformation (i). La condition analytique pour
rru'il en soit ainsi s'exprime par des identités de la forme

///
r.3) X/,==^^,a(.ri, ...,^)Xa, ( ^=1 ,2 , ...,m).

a=i

Lorsqu'il en est ainsi, la transformation (i) change toute multi-
plicité intégrale du faisceau § en une multiplicité intégrale de ce
même faisceau. La réciproque est vraie ; il suffit même que la trans-

( 1 ) Onr démontre que, dans ce cas, le prolongement conduirait encore à un
faisceau involutif d'ordre p.

( 2 ) Je reviendrai sur cette démonstration (et sur celle du théorème énoncé
dans la précédente note) dans un autre travail.
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formation (i) change toute intégrale à une dimension de cf en une
intégrale de §.

Dans les mêmes conditions, nous dirons que le faiscetiu .7 admet
la transformation (i).

17. Invariance d^un faisceau par une transformation infini-
tésimale, — Si l'on suppose le faisceau invariant par chaque trans-
formation
(4) ^•==/(0lï.---, ^n\t), ( t= I, '2, . . . , m).

d'un groupe à un paramètre, les identités (3) prennent la forme
m

(5) X/,. = = ^ X^a (^n . .., ̂ n 1 /) ̂  (^ = i, 2, . .., m),
a=i

et l'on peut différentier les deux membres par rapport à (, en y
considérant x\^ ..., x'^ et t comme des variables indépendantes. La
dérivée du premier membre" est alors identique au crochet (XA-, X),
X/étant la transformation infinitésimale génératrice du groupe (4 ),
et les variables x^ ...,.r^ étant, dans ce crochet, exprimées au
moyen de x'^ ..., x'^ t (1). Si, dans les deux membres des iden-
tités ainsi obtenues, on fait t = o [cette valeur de t étant supposée
celle pour laquelle (4) se^réduità la transformation identique], on
obtient des identités de la forme

m

(6) (X/,, X)==^ y.k,y. Oi, ...,^)Xa. (k= r , 2 , . . . , m}.^
a =i

Si, réciproquement, de telles identités ont lieu, il suffit d'y
remplacer x^ ..., Xn en fonction de x'^ ..., x'^ t^ au moyen des
formules (4 )? pour avoir des identités de la forme

«_ m

(7) Ï-2^01^1 • • •^H )X^ ( / . = i , - 2 , . . . , m).
a==l

On en conclut que les X^ sont des fonctions linéaires homogènes,
à coefficients fonctions de a^, . . . ,^ et ^, de leurs valeurs
initiales X - $ c'est-à-dire l'existence d'identités de la forme (5).

(1 ) On peut éviter de se servir de ce théorème de S. Lie, en ramenant le groupe (4)
à la forme canonique

x'^ == x,, ( i = r, 2 , . . . , n — i ), x\^ •=--. x,, + t.
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Donc, pour qu7 un faisceau S soit invariant par les transfor-

mation d^un groupe à un paramètre, il faut et il suffit que les
crochets des transformations de base du faisceau avec la
transformation infinitésimale du groupe fassent partie du
faisceau; cest-à-dire qu'on ait les identités congruences
(8) (X^X)=o, (mod ^), (Â-=i,2...,w).

Nous exprimerons ce fait en disant que le faisceau ^ reste inva-
riant par la transformation infinitésimale Xy.

18. Transformations distinguées dun faisceau, — En géné-
ralisant remploi d'un terme de la théorie de S. Lie, nous dirons
qu'une transformation d'un faisceau en est une transformation
distinguée^ si elle laisse le faisceau invariant. D'après la forme
des conditions (8), cela revient à dire qu'elle est en involution
îivec chacune des transformations du faisceau. De là résultent
immédiatement les conséquences suivantes :

i" Si un faisceau est complet, chacune de ses transformations en
est une transformation distinguée;

2° Réciproquement, si un faisceau de degré m contijent m trans-
formations distinguées divergentes, il est complet.

Plus généralement, supposons que le faisceau ^, de degré m,
contienne r transformations distinguées divergentes, et pas davan-
tage, en supposant r<^m. Les transformations distinguées de j
formeront ainsi un sous-faisceau <t> de degré r : je dis que ce sous-
faisceau <Ï> est complet.

Soient, en effet, X et Y deux transformations de 4>. Chacune
d'elles laisse S invariant; donc leur crochet (X, Y) laisse aussi
S invariant ('). Mais X appartenant à J, et Y étant transformation

( l) C'est un fait général dans la théorie des transformations infinitésimales que
tout être analytique invariant par deux de ces transformations est invariant par
leur crochet. La vérification serait ici facile : des identités

( \, X ) = ̂  M». X., • (Xi, Y ) ̂  ̂ , X.,
a a

on conclut, en effet, par l'identité de'Jacobi,

(X,, (X, Y)) = ((X, X,, Y))- ((Y X,, X)) =^ j ̂  (X, XJ - ̂  (Y, X^) ,' - o.
a
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distinguée de ̂  (X, Y) appartient aussi à J. Ainsi (X, Y) est une
transformation de S qui laisse ̂ invariant : c'est donc une transforma-
tion distinguée de J, et elle fait partie de <t>. Et puisque le crochet
de* deux transformations quelconques de 0 appartient à <Ï>, ce
sous-faisceau <Ï> est bien complet.

Ainsi, les transformations distinguées^ un faisceau forment
un sous-faisceau complet de ce faisceau.

Remarquons encore que si une involution ^ de § ne contient pas
toutes les transformations distinguées de ef, celles de ces transfor-
mations distinguées qui ne font pas partie de ^ sont encore en
involution avec chacune des transformations de 5. Il en résulte que
le genre g de § est supérieur d'une unité au moins au nombre /'
des transformations distinguées (divergentes) de S\ et quel'involu-
tion générale de ^, de degré égal à son genre g^ contient le fais-
ceau <î> des transformations distinguées de ^.

19. Variables caractéristiques. — Pour aller plus loin, le
plus simple est d'introduire comme variables nouvelles des inté-
grales premières y ^ , .... yv du sous-faisceau complet <î> des trans-
formations distinguées de S (v = n — r). Ce faisceau 0 est ainsi
ramené à la forme

àf èf
^ ^ ^ " f à^/

et le faisceau S se déduira dé <Ï» en lui adjoignant [A === m—r
transformations de la forme

<T

C0) l̂̂ ^c '̂ (^^•••^—————t1)-
a==l

Si l'on écrit alors que les transformations de ^ sont distinguées,
c^est-à-dire que l'on a

/^-, Y^=o, (mod^), ( t = = i , 2 , ..., ^ ; / i = i , 2 , ..., r),
\OXh /

on trouve que les Y^-J ne dépendent d'aucune des variables
x \, ..., Xf

Le système de Pfafl, dualistique du faisceau ^, est alors
v-

(") û?r(A-ry=^-npj(yi^2, ..., rv)û(rp, (7=1,21 • • •^) ;
8=1
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et les variables x^ . . ., Xr n'y figurent pas. Ceci montre que les
variables introduites sont celles que M. Cartan appelle variables
caractéristiques; car il est immédiat qu'inversement l'existence
de la forme (i i) pour le système de Pfaff entraîne cette conséquence
que les transformations (9) sont des transformations distinguées
du faisceau dualistique de ce système (les variables étant x ^ , . . . , Xr^
y^. • • • ^ j v ) -

Les multiplicités intégrales du faisceau S et de chacun de ses
sous-faisceaux complets sont, au sens attribué à ce mot par
M. Cartan, des multiplicités caractéristiques de Cauchy.

Bornons-nous, pour simplifier, au cas où l'on cherche les inté-
grales générales du faisceau ^?, ayant un nombre de dimensions
égal au genre g de ce faisceau.

D'après la théorie du paragraphe précédent de ce mémoire,
nous aurons à considérer une involution générale, de la forme
[n° 18](I2) iê-'^'1''-^ ^-r-^

{A—OT

(l3) V/= Yy-+- ̂  P^V^-h-y, ( j = 1 , 2 , . . ., W).

Il est clair que j Vi , ..., V^y j est l'involution générale, de degré
maximum, du faisceau réduit j Y ^ , ..., Yp, { ; les v^j sont liés par
des relations dans lesquelles x^ .... Xr ne figurent pas. En écri-
vant que le faisceau (12) est complet, on trouve aussitôt que les (yy
seront entièrement indépendants de x ^ , ..., Xr et que \ V ^ , ..., V^ \
devra être, par lui-même, un faisceau complet.

On retrouve donc ce résultat, que les intégrales cherchées sont*
engendrées par des multiplicités caractéristiques y , = = C i , ...,
y^ == Cy. L'intégration du faisceau ^ est ramenée à celle du faisceau
J Y » , ..., Y? j ^y^, ' - " ) y \ , et cette intégration indique comment
il faut associer des caractéristiques pour qu'elles engendrent
effectivement les intégrales cherchées, résultat qui est entièrement
d'accord avec la théorie de M. Cartan.

20. EXEMPLE I. — Soit à intégrer Inéquation q =^{x^y^z^p).
— Le faisceau correspondant est [n° 57]

X - ^ ^ n ^ V ^d>^ X ^
^-^^Sr ^ày^^àz' X 3 =^-
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Les formules de structure sont

f\ \ \ \ (h^ (\ \ \ à<ï> ()^ f\ \ \ ^(X i ,X2)=X i<D^ , ^^^-^J^ ( X 3 1 X 1 ) = = ^ -

Le faisceau n'est donc pas complet, et le faisceau dérivé est

; àf àf ^ àf\
< —— f ——— f -T— » ——— /•( ôx oy as ôp \

de sorte qu'il n'est pas possible de réduire, dans le faisceau^ le
nombre des variables

Cherchons les involutions de degré 2, sous la forme résolue
| n ° l l |

V,=Xl-+-PiX3, V 2 = X a 4-^2X3.

Les conditions entre p< et ^2 s^ réduisent à une :

v ^ <)^Xi<t*-r- Vi—— — ^=0',

et l'involution générale de degré 2 peut s'écrire, en combinant V<
et V^ de manière à éliminer v\ et v^ et mettant v à la place de (^,

ô^V = X i 4-^X3, W = — X i - X , - X i ( I > . X 3 .^/?
II résulte de là que W est, sous forme développée,

^•m-^-^^Yi-^^}-
et l'on reconnaît dans W/*=o l'équation linéaire équivalente au
système des caractéristiques de la théorie classique.

Notre méthode donne, du reste, d'une manière très rapide,
tous les autres résultats de cette théorie. Le faisceau peut
s'écrire \ X ( , X.a, W j; et il suffira d'intégrer le faisceau \ X, , \3 j
apt'ès y avoir introduit les variables caractéristiques (intégrales
premières de W/'==o). Mais, sous sa forme première, le faisceau
; X , , X;î { s'intègre immédiatement; l'intégrale générale ( 1 ) (aune
dimension) étant, avec la fonction arbitraire y (a?),

^-/(^), P-f\^)'
Donc, tout se réduit, en fait, à l'intégration de \V/*== o.

( 1 ) Nous lai-scms ici de côté le point de vue des intégrales complètes ; mais il
s'jfin'ait d ' in t rodui re dans / deux constante! arbitraires, pour achever la question
à ce point de vue.
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Soient
S(^ y^ ^ p)^ S(^ .r, ^. /?). ^(^ r> ̂  ̂ )

trois intégrales premières indépendantes; le changement de
variables sera

? = S ( ^ » 7 » ^^)» S=S(^.^ ^/))? CT ̂ (^y» ̂ /));
et l'on en tirera des formules de la forme

x = a(?, 2:, OT, y) z = 6(ç, Ç, CT, y), p == c(ç, Ç, m, y).

Les formules
6==/(a), c==/'(a),

où y est arbitraire, et où Pon mettra à la place de Ç, Ç, rs leurs
expressions Ç, Ç, CT, donnent l^intégrale générale de la proposée.

Si Von a pris pour ç, Ç, nr les intégrales de W/== o qui se
réduisent respectivement à .r, y, z^ poury==yo? l'intégrale se
réduira, poury==yo, à z'==•f{x)') /?=:/7(•r)î c'est-à-dire quelle
se trouve sous la forme qui donne la solution du problème de
Caudhy [intégrale passant par la courbe z ===/(rc), y===y^]. On
peut remarquer, d'ailleurs, qu'avec ce choix de Ç, •^, î^, le fais-
ceau \ X,, X3 j , étant, après le changement de variables, indépen-
dant de y, se ramènera à la forme

V ^r.^ ^.^+ r̂ 5®'
puisque, poury==y^, on a | == .r, ^ == ^, rs ==/?. On pourra donc
écrire aussi l'intégrale générale de la proposée sous la forme

Î-/(D, ^-/'œ.
21. EXEMPLE II. — S o i t à intégrer le système

/ '=«î»(.r,y, 2, p , q, s), t^W(x, y , z, p , q, s).

Le faisceau qui lui correspond est
àf àf \àf àf

Xi= -^ 4-7? -L- 4-4>— -r-5-^-,
^ (̂ S (;(/) ^^

-, ^/ àf àf ^àf
X2==-^- - t -y- ' - -^ -^—•-4- l ï r - L ï^y - as àp à(/

X, df
as'
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Les relations de structare sont

(X^x^-x^^+x^r^
op àq

/ Y Y ^ à/ àx¥ àf(X,,X3)=~^^,

.Y Y , M àf àf
( X 1 ? X 3 ) = ^^+^-

Le faisceau n'est pas complet et l'on ne peut pas réduire le
nombre des variables, puisque le faisceau dérivé du second ordre
sérail

\àf àj_ ^ ^ ôf à f }
[ à x ' à y ' à z ' ô p ' ôq' às\

Cherchons les involutions d'ordre 2,

Vi = Xi + v\ Xa, Va == Xa -l- p2 Xa.

La condition (V^, Va) =. o donne les équations en (^ , ^2

à^ àW
( l 4 ) P l — P 2 - ^ - — X 2 ( I > = 0 , ^1-T- — ^â-t- XI^T = 0.

(75 (J^

Si le déterminant ,- — — i, n'est pas identiquement nul, on
tire de ces équations ̂  et v^\ et il y a une seule involution ^ V i , V ^ j ;
si c'est un faisceau complet, le système proposé admet une seule
intégrale complète, qui se calcule- par l'intégration du système
complet Vi ==o, V^= o. Dans le cas contraire, il ne peut plus y
avoir que des intégrales singulières ( ') .

Si le déterminant — — — i est identiquement nul, le sys-
tème (i4) est en général impossible, et il ne peut y avoir alors que
des intégrales singulières ( ( ).

Le seul cas vraiment intéressant est celui où le système ( i4 ) est
indéterminé

à^ à^y ^tt>(.5; ^=., X,^X,.I>=o.

On a alors
/ à^V \(16 » Vs== Xa-+- ^ P I —- -}- Xi^ Xa (^i arbi t raire) ;

( l) Nous omettons, pour abréger, le détail de la discussion, qui n'offre pas de
difficulté.
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et rinvokition {V^ V^ j pourra s'écrire, v étant arbitraire,

( 1 7 ) V=Xi-^X3, W==^Xi-X,-Xi¥.X3.

La transformation W est donc une transformation distinguée, et
les intégrales du système donné sont engendrées par les intégrales
de \Vy==o (caractérïstiques).

Soient, par exemple,

~S(^» y. ̂  P._q, s), Ç(.r, y, z, p, ^, s},
rn(^, y, z, p, y, 5), /J.r, y, ̂ , ^, y, .?), 'ï(.r, y, ̂  ̂ , y, ,)

les intégrales premières principales deW/=o, qui se réduisent,
respectivement pour y==yo, à x, z, p , q, s. Le changement de
variables

(18) ç = ^ ;=^, n y = n y , y = ^, (T = î, y =7,

ramènera le faisceau à la forme ( ' )^̂ ,̂ ,̂ ,,,.)̂ ,̂ ,
et tout revient à intégrer le sous-faisceau formé par les deux pre-
mières de ces transformations [n° 19], c'est-à-dire aux notations
près, le sous-faisceau { X , , X3 j du faisceau proposé. Il équivaut à
Inéquation différentielle en ^, q et x

( ) î z ^( (h ^<7\^ =(î)^yo^,^^,^).

Si l'on pose z =f(x)^ on a

^=:p==f(^ et ^ { x , y , z , p , q , s ) = f ' ' ( x ) , ^ = ^ -

On est donc ramené à intégrer l'équation da premier ordre, à une
variable indépendante x et une fonction inconnue </,

OO ^[^.ro,/^),/^), q, ^j^Or),

( l ) Pour la même raison que dans l'exemple précédent.
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la fonction f(x) restant arbitraire; et à remplacer, dans le résultat

^ =/(^), P ==/'(^), q = ̂ ), s = ̂ ),

les lettres x^ z , p, <y, .ç par les fonctions respectives Ç, Ç, TO, y, <r.

IV. — TRANSFORMATIONS SINGULIÈRES ET CARACTÉRISTIQUES DE MONGE.

22. Transformations et involutions singulières. — Diaprés
ce qui a été dit au n° 9, une transformation singulière d^un
faisceau S est une transformation de ce faisceau qui est en involu-
tion avec plus de m—-y, transformations divergentes de ce fais-
ceau (y, étant le premier indice du faisceau et m son degré). Une
involution singulière de degré k est une involution du faisceau,
telle que toutes ses transformationssoient en involution avec plus
de m—qk transformations divergentes du faisceau {qjç étant le
À-1010® indice du faisceau).

La recherche des transformations et des involutions singulières
permet de simplifier, le cas échéant, les relations de structure du
faisceau, et par suite de reconnaître les propriétés particulières
de ce faisceau, au point de vue de son intégration. En particulier,
on obtient, dans certains cas, des modes de génération des multi-
plicités intégrales par des caractéristiques, qui se distinguent de
celles que fournissent les transformations distinguées (lesquelles
sont, du reste, des transformations singulières, en quelque sorte
aussi singulières que possible), caractéristiques que nous nomme-
rons, d'après M. Cartan, caractéristiques de Monge.

Sans faire ici une théorie générale, nous préciserons ces indica-
tions, dans un cas particulier, en les appliquant au problème clas-
sique de Pintégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre, à deux variables indépendantes et une fonction
inconnue.

23. Transformations singulières dans le cas de Inéquation
du second ordre.— Considérons donc Inéquation

r=^(x,y, s,p, y, s, t).
LU. 2?l
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Le faisceau à intégrer est

^M^-^
x-^-^'
Y - ̂  v àf
^-T^ x t =^•

Les relations de structure sont

(x,,x,,-x,,g, (x,,x,-Ï^-^, <x,,x.).-^,

(X,, X3) ———— ̂ . (X,, X,) ==- ̂ , (X3,^,) = 0.

On a /i == 7, w === 4. En cherchant les relations qui expriment que

U = UtXt^- M,X2-+- MaXa-h 04X4, V === PiXi4- PîXs-h P3 Xâ-^- ^4X4

sont en involution, on trouve le système des deux équations
bilinéaires

<l) ("l^—M2PjXî<Ï»4-(M^3—M8(»0^

à^
-+-(UlV!,-U^V^^ -h(^,P,—^3^)==o,

('î) (MiP3— M3Pi)4-(^^— ^4^) ==0,

qui sont, en général, indépendantes en ^, v^ p-j, ^. Donc q^ == 2,
et il n'y a pas d'involution générale de degré supérieur à 2.

Mais les équations (i), (2) se réduisent à une seule, si u^ u^
(/3, 1/4 satisfont aux conditions

„ - r)<ï» <N» ^ ^
U.î\^-+- Us—— +^4-)- Y T. K i — — - 4 - U 2 MI ——

/ ^ x ____________CfS______(/^ ̂  MtX2<P-- M3 _ ^^ - _ 1 àt

"3 ——^4 ~ —MI ~ ^2 *

On conclut de l'égalité des deux derniers rapports

^v 2 ^ i^(.) ^+u^^-^-^=o,

ce qui conduit à poser

(5) M»== rni^i,
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avec
_ , (70 à^(6) ^^_^o.

Introduisant les deux racines de cette équation, supposées
différentes (soient m, et ma), nous aurons

à^ à^>(7) •^ ==—(mid-m2), ^==--77117712;

et, en prenant par exemple /n == m^ la valeur commune des rap-
ports (3) sera — m^ et il restera

77li U\ Xî<Ï> *** 77li Uy — 7711 77^ .«4 S= 0, 7/i . X^—— U^ — 77?2 «4 a=: 0 ;

ce qui se réduit à

(8) MS-+- m^u^^ Ut .Xa*!».

11 reste ainsi deux arbitraires, u\ et «4 par exemple, et l'on a un
premier faisceau de transformations singulières

(9) P i==Xi -+-77 i iX2+X2<ï> .X3 , Qi==X4—7712X3.

Chacune des transformations de ce sous-faisceau est en invo-
lution avec oo3 transformations V, définies par la condition
unique (2).

On a, de même, un autre sous-faisceau de transformations sin-
gulières

( 1 0 ) Pt=Xi- l -77î iX24-X,<Ï) .X3, Q2=X^—7711X3.

Et, en prenant \ P|, Pg, Q(, Qa { pour base du faisceau donné,
on a les relations de structure, d^une simplicité remarquable,

/ (Pi,Ps)=o, (Pi,Q,)=o,
UP2,Qi)-o, (Q,,Q,)==o,

(II) (P^Q,)^-^(m^^)^^^^^

(P.Q.)- (mi-w<)(^-w^)•

Elles montrent que chaque transformation du faisceau \ P(, Q, {
est en involution avec chaque transformation du faisceau \ P^, Qa {.
On pourra dire que ces deux sous-faisceaux sont en relation
A^ insolation réciproque.
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24. Caractéristiques de Inéquation du second ordre. — Nous
pouvons chercher maintenant les involutions du second degré
sous la forme

Vi=Pi+Pl,lQi+^,iQ2, V2=P2+^.2Ql+P2,2Q2.

La condition (V^V^^o se réduit à ^1,2=== ̂ i = o; et la
forme générale des involutions du second degré est, avec deux
arbitraires v^ v^
(^) Vi==Pi-hPiQi, V2=P2+P2Q2.

Il résulte immédiatement de là que les sous-faisceaux complets
de degré 2 sont de la même forme, et que, par suite, toute multi-
plicité intégrale non singulière est engendrée par des intégrales à
une dimension de Fun et Pautre des faisceaux { P,, Q, \ et { P ^ , Q.jj.

Ces intégrales à une dimension sont les caractéristiques, des deux
systèmes, de la théorie classique. La discussion des systèmes
linéaires aux dérivées partielles

Pi=o, Q i = = o ; P.3==o, Q 2 = = o

fournirait les résultats connus, relatifs aux nombres des invariants
distincts de Pun ou Pautre des systèmes de caractéristiques. Le
nom d^invariant est parfaitement adapté à notre point de vue,
puisqu^il s^agit effectivement, au sens de la théorie des groupes de
transformations^ d'*invariants communs à toutes les transformations
infinitésimales de Pun ou Pautre des deux sous-faisceaux carac-
téristiques \ P ^ , Qi \ et \ P^, Q^ \.

Le système P2==o, Q^==o est, du reste aux notations près,
celui à la discussion duquel M. Goursat a été conduit dans ses
recherches sur les invariants des systèmes de caractéristiques ( ' ) .

Relativement aux surfaces intégrales, (^ et v^ sont les dérivées
de ^, prises dans les directions caractéristiques,

, .. àt àt àt <)t
(i3; PI == nii — - + - — » ^2 = '^2 — -i- — •ôy ôx ^ 2 ^y ^^

23. Caractéristiques du troisième ordre. —Pour obtenir les

( l ) GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles
du second ordre, t. II, p. 155.
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caractéristiques d'ordre supérieur, on pourrait prolonger Inéqua-
tion donnée, en lui adjoignant les équations obtenues en la diffé-
rentiant successivement jusque un ordre quelconque, et opérer
sur le faisceau de transformations infinitésimales associé au sys-
tème différentiel ainsi obtenu. Mais on obtient des résultats plus
complets en prolongeant directement le faisceau j P< , Pa, Qn Qa { i
diaprés la méthode du n° 18.

Le premier faisceau prolongé ( 1 ) est, avec les notations (la) ,

^••^a
les seuls crochets qui ne soient pas nuls identiquement sont

(^,)=Q,, (^v.)-^
et

05) (Vi, V2)=XV4-a iQi -a2Qà, (V=V,-Vi),

avec les expressions suivantes pour À, a,, a^ :

(16)

. ViW2— Va/ni .
—m.—m——? ai=^À-+-^, a, = ̂  À -r- (A,

_ V(Xa4>) -h pg.Vimi — pi.Vismg
/HÎ— mi

On observe que \ est linéaire et [JL bilinéaire en v^ et ^2-
On trouve immédiatement rinvolution générale du second

degré du faisceau (i4)} sous la forme

V.+^^^a^ , V , + a ^ - 4 - ^ ^ ,
^PI î àv\ àvî

Wi et w^ restant arbitraires. Nous posons

07) û,=V,4-a,^, û,=V.-+-a^;

et nous avons ainsi les deux sous-faisceaux, en involution réci-
proque,
(I8) i""^ -\^ï\-

( l) Les intégrales à ^eux dimensions de ce faisceau sont) diaprés la théorie du
n° 15, les multiplicités' prolongées issues des intégrales à deux dimensions du
faisceau initial { Pp P,, Qi, Q, j; c^est-à-dire des intégrales de Féquation du
second ordre donnée. '
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Tout sous-faisceau complet du faisceau prolongé ayant la forme

(W W,^,+-^^, W^û^^,

on voit que les multiplicités intégrales prolongées sojat cendrée?
par des intégrales ^ me dimension de l'un et JTautce de», sous-
faisceaux (18). Ces intégrales à une dimension sont les caracté-
ristiques du troisième ordre et les formules (17) montrent immé-
diatement quelles résultent d'un prolongement des caractéristiques
du second ordre.

On obtient, de plus, des indications intéressantes au sujet de la
recherche des invariants de ces caractéristiques du troisième
ordre ( ' ). Pour le premier système, par exemple, il s'agit de.trouver
des solutions communes aux équations

(20) ûi=o, - ^ o .l̂

On remarquera d'abord que, pour un invariant qui ne contien-
drait ni ^ ni ̂ , ce système se réduit à V< == o, qui se décompose
en P< = Q^ == o. Donc les invariants du second ordre sont compris,
comme cas particulier, dans les invariants du troisième : celarésul^
tait, du reste, a priori, du fait que les faisceaux (18) sont, respec-
tivement, des prolongements des faisceaux { P,, Q, ^ {P^ Q,j.

On voit ensuite que les invariants du troisième ordre (du sys-
tème considéré) sont fonctions seulement de x, y, z, p , q, s, t, ̂ ,
et comme, de plus, a^ est linéaire en ^, diaprés les formules (16)
et les remarques faites sur X et (JL, on peut poser

«î^ aâ,o-t-a»,i.pi,

et remplacer le système (20) par un nouveau système de deux
équations

( Î I ) P^^-o, Q ,̂̂ ,

II est ici manifeste qu'il ne peut y avoir, au plus, qu'un inva-
riant du troisième ordre, en plus des invariants éventuels du
«econd (en ne comptant que les invariants indépendants).

(!) Comparez GOURSAT, loc. cit^ p. i5i.
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26. Caractéristiques d^ordre supérieur. — Passons encore
au quatrième ordre. Nous avons à considérer le faisceau prolongé

<22) i^^'âi-
avec les notations (19). Les variables w^ et w^ sont les dérivées
respectives de ^ et de v^ dans la première et seconde direction
caractéristique,
/ o s àvi àvi àvï àvï(23) wi == Wi — -+- —9 wi = m.ï — -+- — •v / otr •̂y rfy da-

Les crochets des transformations (22) sont nuls, sauf

(y,w,)=^, (-^,w,)=^,\()Wi 7 ^i \^W2 7 ^
et

(24) (Wi,W,)=XW+P,^-P,^, (W==W,-Wi).

La valeur-de ^ est donnée par les formules (r6), et Pon a

(î5) Pi===X(wi-ai)4-W,ai, j3, = X(w,—a,)4- Wî-x,.

On voit que ^2 ne dépend pas de w,, qu^il est linéaire en (^2, et
l^on constate facilement qu41 est, de plus, linéaire en ^i. On a des
résultats analogues pour Ri .

L'involution générale, de degré 2, du faisceau (2.2) s^obtient
immédiatement sous la forme

jw.+rf+p^, w , + p ^ + / ^ g ,( àw^ ' àw^ • àw^ ()Wî\

où ^ et ^2 restent arbitraires.
On a ainsi la génération par des caractéristiques du quatrième

ordre, qui sont les intégrales à une dimension des faisceaux

^) jw^p^ - îU )w^^,,-?q.' ' j i rz ̂ ^ ^^ ^ j z ri ̂ ,̂̂  ^y^ ^

Quant aux invariants du premier système, par exemple, ils sont
donnés par

W.+P^^o , ^=o.• àwî àwi

On en conclut aussitôt —^ == o, et, en posant

?t= ?î,o-4- Pt,i.^i
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(de manière à mettre en évidence le fait que Ra est linéaire en v^ ),
on est ramené à chercher les solutions du système

(.7) P^o^^,.^=o, Q.+^-^,.^=o.

Ces solutions ne doivent dépendre ni de v^ ni de w^, qui ne figurent
pas, du reste, dans ces équations (27).

Les remarques faites au sujet des invariants du troisième ordre
s^étendent, dès lors, bien facilement au quatrième ordre et la nature
des calculs qui précèdent montre qu^il n^y aurait aucune difficulté
à généraliser les résultats ainsi obtenus (par voie de récurrence)
pour les caractéristiques et les invariants d^un ordre quelconque.

27. Application de la théorie des caractéristiques à U inté-
gration de Véquation. — Bornons-nous d^abord à introduire les
dérivées du premier et du second ordre : les variables sont .y,y, ^,
D^ <y, s, t et les intégrales complètes sont définies par des systèmes
complets de la forme [n° 24]

(28) Vi==Pi4-^Ql==0, V2==P2-+-P2Q2==^.

La formule ( i5) doit être ici modifiée, parce que v\ et v^ ne sont
plus de nouvelles variables, mais sont des fonctions de x^ y, ^, /»,
^/, 5, /, qù^il s^agit de déterminer de manière que le système (28)
soit effectivement complet. On a donc, avec les notations du n°2S,

(29) (Vi, V2)=X(V2—Vi)+(a2-V^i)Qi-+-(Vip2-a2)Q2;

de sorte que v^ et v.i sont déterminées par le système

(30) ViPi=a'i, Vi(-'2=^2-

Les particularités de Pintégratipn vont dépendre de la nature
des sous-faisceaux caractéristiques \ P<, Q( \ et [ Pa, Qa j. Con-
sidérons, par exemple, le premier et ses dérivés successifs [n° 2].
On constate facilement que le premier dérivé est,de degré 3, et
que le second dérivé est au moins de degré 4- Donc le sous-faisceau
j P,, Q) \ a au plus trois invariants.

1° Supposons qu^il en ait un, et soit -3 cet invariant. Il va per-
mettre de trouver des intégrales complètes* Déterminons en effet (-2
de manière que ô .soit solution du système (28). Cela donne
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i équation du premier degré en ç^?

( 3 1 ) Pi^-t-pîQî^ =o.

Il faut ici supposer Qgï^zé o, mais si FonavaitQa^ == o, comme
on a déjà Q^==o, on en conclurait [voiries expressions (9) et (10)
de Q( et Qa] que ^ ne serait pas effectivement du second ordre*

Nous écarterons ce cas pour le moment.
^, étant une solution du système (28), satisfera à Inéquation

( V < , V 2 ) = = o . Diaprés la formule (29) et en tenant compte
de Q| 5 == o et de Qa^ == o, il vient, quel que soit P| ,

(32) ViP2—a2==o.

Il suffira donc de déterminer ^< par Inéquation

(33) V^=ai

pour que le système (28) soit complet. Or, puisque PS est connu,
cette équation (33) s^intègre par des équations différentielles ordi-
naires.

On conclut donc que toutes les intégrales dé la proposée qui
satisfont à la condition 5 == const. s^obtiennent par Fintégration
dnéquations différentielles ordinaires — [équation (33), puis
système complet (28)] — .

2° Supposons que Pinvariant 5 soit du premier ordre. On a
\/< /i^
, - = = . = = o, et la condition P< 5 == o se réduit — [voir équation

('9)1-à

(34) Xi^-h wiXî^ = o.

Considérons alors les multiplicités qui satisfont à 5== const. >
équation aux dérivées partielles du premier ordre; elles satisfont
aux équations suivantes (voir n° 23, la définition de X.< et Xa) :

\ M • /)\

0= ̂  == ^-^[v—^{x,y,z,p,q,r,s,t)}.-^

àS „ .o === — == X^c).ày
Si ron tient compte de (34), on conclut, en écartant le cas

LU. 23 .
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d'exception ( < ) — = o,

,. —<ï>(a^y^^ y^,t)== o.

Donc toutes les intégrales de l'équation 5 == const. sont des inté-
grales de la proposée.

3° Supposons maintenant que le-faisceau caractéristique { P < , Q< {
ait deux invariants, 5< 0)3 ; et soient 5 < , ^2, 5s, 0)4, 5g, 5o des solu-
tions indépendantes de l'équation P< -4- v^ Q< == o de 'l'un. quel-
conque des sous-faisceaux complets (28). L'intégrale complète de'
ce sous-faisceau sera de la forme

fk (5l, 5a, 5a, 54, 56 ,56)== ÇA., (k== 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) ;

elle satisfera donc à une équation de la forme

(35) y(5i , 5î) = const.

obtenue par élimination de 5 3, ^4, 5g, 5o. Or y (5< 5 a) est un inva-
riant du sous-faisceau caractéristique j P| , Q< { , que 1 que soit». Les
méthodes des deux cas précédents fourniront donc alors toutes les
intégrales de l'équation du second ordre.

4° Les opérations relatives au premier cas considéré se simpli-
fient si les deux sous-faisceaux caractéristiques admettent, séparé-
ment, un invariant. Soient 5 un invariant de j P< ,Qi } et 3€ un
invariant de (Pa^aj ; et supposons que tous deux soient du second
ordre. Le raisonnement du premier cas prouve que, si l'on déter-
mine ^2 c1 v\ P^ l^s conditions

P Î ^ + ^ Q Î ^ =o, P iJC-( -P iQiJC==o,

le système (28) est complet. On remarquera qu'on en connaît^ de
plus, les deux intégrales 5 et X. La détermination de l'intégrale
complète correspondante^ dépend donc seulement de l'intégration
d'une équation différentielle ordinaire du troisième ordre.

(* ) L'exception n'est qu'apparente, car il saffir^it de faire un changement de
variables (a?, y) pour faire réapparaître dans 5 cette dérivée — Si l'on ne faitôp
pas ce changement de variables, <t* devient indéterminé quand on suppose x^ y, si
<7, s, t liés par ,— = — == o, il suffit d'écrire l'équation r == <ï> sous la formeox oy .
Ar 4- B •==. o pour constater qu'elle est vérifiée.
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Cette remarque s'applique, le cas échéant, concurremment avec

les considérations du cas précédent.

28. Utilisation des caractéristiques d^ ordre supérieur. — Les
considérations des premier, troisième et quatrième cas,.envisagés
au numéro précédent, s^appliquent sans modification lorsque Ton a
affaire à desinvariants des sous-faisceaux caractéristiques d'ordre
supérieur.

Ces sous-faisceaux sont, en efiet, de la forme

,— S R à f ] \^ à f i
(3€) \^W \^àz^

Les variables sont, si Pon a prolongé A" fois,

(37) x , y , z , p , q , s , t , M^,M^,M< ̂ t , JVTj^ . . .,M({)^(0.

On a posé
à à „ à àMI s=s — -+- m\ — j Mi = — ^- mg — »àx ày àx ày

et les indices supérieurs indiquent Fitération de ces opérations.
Les transformations infinitésimales R^ , Rg sont entièrement définies
par le mode de calcul dont on a donné la marche au n° 26 ; et Fou a;
désigné, pour abréger, les deux dernières des variables (37) par
les lettres z^ et^a-

Toute intégrale complète (prolongée k fois) est définie par un
système de la forme

(38) Vi=R,-+-Ç,-^ ==o, V,= R , + ç ^ =o,
dz\ (fz^

et comme on a, pour des fonctions quelconques ^ et Ça des
variables (37)^ une identité de la forme

(Vi,V2)==X(V,,v,)+(ei-v,ço^4-(Vi^-62)^,
OZi ÔZ^

dans laquelle 9< et 82 sont des fonctions connues des variables (3^),
il'en résulte que pour que Ci et Ça correspondent à une intégrale
complète, il faut e't il suffit quelles satisfassent aux conditions

(39) V,Çi=Oi, V,Ç2=e».
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Le point de départ étant ainsi le même qu^au numéro précédent,
toutes les considérations de ce numéro subsistent telles quelles.

29. Caractéristiques du premier ordre. -— Revenons au cas
où le faisceau caractéristique du second ordre { P|, Q< } admet un
invariant 5 du premier ordre. Posons, pour abréger l'écriture.

dô âS àS àS à^ . -, --,- ==—--+-/? — •+-r —4-^T- = Ar -+- Bf -+- D == M,dx an ' àz àp àq . 1

(4o) dô à^ ô^ àS àQ . - ^— = — -+- q — -h^ -r- + t — == PLS -h Bt -^ G = P.
^y ày àz àp àq

à^On a [n° 27] — = = X a ^ ; et, en tenant compte de r === t,

^ — X ^
^-x<5-

L'équation (34), Xi 5 + Wi Xg c> == o, indique donc que Pon a

(40 ^^—^

,?< /^o/i tient compte de r == 0. Revenant à Inéquation (6), qui sert
de définition à m< , on conclut que r = <î> satisfait à Inéquation

(42) ^-^^p^=o.

Lnéquation homogène correspondante,

(43) ^^^=o,

admet comme intégrales

< 4 4 ) "r==-^ a=r-4-T5, p = j 4 - Y < ;

et ces intégrales sont liées par la relation
(45) Aa- i -B?+CY-+-D=o.

On voit ainsi que Inéquation du second ordre est alors de la
forme (t)
(46) r •+- ^s == F(^), avec f = — — ;

( 1 ) On écarte ici implicitement le cas des équations linéaires en r,^, t. Dans ce
cas, w^ ne dépend pas de r, s, <; et l'équation est de la forme y = fonction de
{ x , y , z , p , q ) .
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et l'on a m< == y quand on tient compte de Inéquation. La fonction
¥ dépend, d'une manière arbitraire, de .r,y, ^,7?, q\ et A, B, C,D
en dépendent aussi.

Pour la réciproque, il faudra, de plus, que A, B, G, D soient tels
que le système

(f^f\:(f^ ̂ ) : f :y=D:C:A:B
\àx Jr àz / \ày s àz f àp àq .

ait au moins une solution.
D'une. manière plus symétrique, on peut dire que Inéquation

r = <Ï> résulte de l'élimination de y entre deux équations de la
forme

( 4 7 ) r - t - ^=F(Y) , ^ -+ -^==G(^ ) ,

où les fonctions a == F, (î == G satisfont à l'identité (45). Si donc
on interprète r,5, t comme des coordonnées courantes ( < ) , l'équa-
tion r = <Ï> représente une surface réglée qui a une directrice
recti ligne

A r - + - B 5 - + - D = o , A 5 4 - B ^ - 4 - C = = o .

Les génératrices de la surface, comme la directrice, sont parallèles
ï{ des génératrices du cône rt—s2 = o.

Si on laisse tomber la condition relative à la directrice recti—
ligne, en gardant la définition de /• = <I> par deux équations (47),
où F et G soient arbitraires, on trouve que l'équation (6), qui
définit les faisceaux caractéristiques, s^écrit :

(m- y) [m (G'— s) -l- (F '— s)\ == o.

Donc l'une des racines est la solution commune m^ === Y que les
deux équations (47 ) possèdent, quand on tient compte de l'équation
du second ordre, /• = <î>, considérée.

On tire de là la conséquence suivante :
Les caractéristiques du premier système \ P(, Q< { qui

engendrent une intégrale sont trajectoires d'une transformation
infinitésimale de la forme

Pi -t- ï^lQl = Xi -t- 7?îiX2 •+- 1^3X3 -r- M^X^,

( 1 ) Comparez GOURSAT, loc, cit^ t. I, p. 195.
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qui est un prolongement de

(48) X.^X,=(g^g)^(^-g)

^ (r -}- mis) j- -+- (s -h mi ̂  ̂ ;

et en vertu des équations (47)? et. de la remarque précédente, cette
dernière transformation s'écrit :

^ ^-(I^a—^-^)-^-)^0^)^
Toutes les intégrales pour lesquelles w, est une même fonction de

.z*, y, z ^ p ^ q sont ainsi engendrées (quand on les considère comme
prolongées seulement au premier ordre) —par les trajectoires de
la transformation (49) correspondante.

Cette transformation (4g) tait partie de la famille des transfor-
mations infinitésimales

<-> ̂ (f^^)^^^'^^-
pour laquelle y. est une fonction arbitraire de x^ y, z^ p, q,

On a donc, dans ce cas, une famille de transformations infini-
tésimales caractéristiques du premier ordre, dont les trajectoires
servent encore à engendrer les multiplicités intégrales de Inéqua-
tion (prolongées au premier ordre). Et l'analyse précédente montre
que le cas envisagé est le seul où il peut en être ainsi.

Mais la famille des transformations infinitésimales caractéris-
tiques n'est plus ici, en général, un faisceau.

Pour qu'il y ait un faisceau caractéristique du premier ordre
auquel appartiennent toutes les transformations X i -+- Wi Xa cor-
respondant aux intégrales, il est nécessaire et suffisant que V et G
soient linéaires ; et; par conséquent, que les équations .(47) soient
de ia "forme

r-+- y^ == a -+- &Y, s -4- ̂ ï == a' -h b'^.

C'est le cas où la surface réglée est une quadrique du type

(rt — s9) — a'r -+- (b •4- b ' ) s — at + (aa -+- bb') == o.
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c^est-à-dire le cas des équations de Monge-Ampère ( ( ) . Chacun
des systèmes de génératrices rectilignes de la quadrique correspond
alors à un faisceau caractéristique du premier ordre. Il est clair
que ces faisceaux caractéristiques ne sont pas des sous-faisceaux
du faisceau \ X.i,X2,X3,X.î \ associé à Féquation du second ordre;
mais on peut les prolonger de manière à retrouver les sous-
faisceaux caractéristiques du second ordre.

( l ) II faut réintrodaire ici les équations linéaires. L/équation étant

r 4- (m^ -+- m,) s -+• m^^n^t •=• K,
on a

/• + m^s = — m; ( s 4- m, t ) -h I\,

et la transformation (48) appartient au faisceau caractéristique

{àf ôf I àf àf\ „ àf àf àf)î - f - - h < ? — - + - w , ( -^ + ûr -i ) -+- K —» -l.— m^ — { •
{ ôx àz 1 \ àq ' as ) àp àq àp )


