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SUR LA SERIE DE FOURIER D'UNE FONCTION MONOTONE;

Par M. Juries Worrr.

TutorimE 1. — Pour que la série
-
/ (27 .
1) ~— = ¥ (@apcos ne -+ by sin ne)
2
n=1

soit lu série de IFourier d’une fonction g (v) sommable et non
décroissante entre o ¢t 2w, il faut et il suffit que, en posant

(2) eo=— iy, oy =—b,— ia,, en=b,— a1, (n=1,2...),
on ait : "
(3) lim ¢, = o:

n>aw

2* La fonction

. . n -1 n—i ' n
ta) f( w) = ney, — > Cp.qg— > Cn-—y ) w

n==0

soit a partie réelle positive pour [w| <1 (').

lLa condition nécessaire 1° étant une propriét¢é connue des
séries de Fourier, hornons-nous a montrer que la condition 2° est
nécessaire. Posons

S—1 . P
= ) = = — cot el 4] © 2T,

Xors g (¢) devient une fonction ¢ (¢) définie pour —- @ < ¢t < x.
Les hypothéses sur g (o) entrainent que ¢ (¢) ne décroit jamais

(') M. C. CARATHEODORY a donné un critére analogue, mais moins simple
(Sitzungsberichte der preuss. Akademie der Wiss., 30, 1920, p. 533).

i i
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ol que

/“Il‘.:l'\a/) ﬁ,’
S ’

d'ont résulte que V(L)1 +1*—0 pour t--o0.
Iintégrale de Stieltjes

; S N G N N
o I(v')'—’.: [ (:-——li l—Fti)dl“(”

représente une fonction  holomorphe & partic  véelle positive
pour.r > o. Or, un calcul facile conduit a Pidentité

o oz = fow), S

Inversement. supposons remplies les conditions 17 et 2. Posons
Sw)=1F (). z ¢tant donné par (). Alors F(z) est holomorphe.
a partie réelle positive pour o 2> o, el réelle pour 5= 1, done

, . N ! S ] 1 N
(N Jowy = (_——,,"‘TT,)"!‘“'*"‘S“:L-

LR

P

ot () estnon déeroissante. 220, réel el [ L ().
] = . ‘ -

— =

Qo résulte que L () 1+ ¢* -0 pour 1 >,
Posons K - cot f}) =g(9), 0@ <am alors (o) est som-

mable et non décroissante.

Soient 2, 3, les coefficients de Fourier de g(o) ct définissons
700 71 7o au moyen des x,, 5,, comme ¢y, ¢y, e, ont 6té définis
au moven des a,. b, par (2).

Un calcul facile montre que P'intégrale dans (8) est ¢gale a ce
que devient (1) si Fon vemplace les ¢, par les y,.

Enovertu do développement s =1+ a0 4+ 207 =, ... nous
obtenons. en égalant les cocfficients des différentes puissances
de o dans les deux membres de (8),

Ho-: 0 n—1 n -1 n —1

Q) ney— — - Oy = ——— Cp =N y——"— Tpn.1—— (O B e .
‘ 3 2 - ‘) 2

'y Voir par exemple J. Worrr et F. pe Kok, Bull. de la Soc. math. de
I'rance, 1. 60, 1932, p. 6.
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d’ou résulte
(10) Cp = Yp— 2N A+ const., (n=1,u2,...);

I'hypothése lim ¢, = o permet de conclure que

n> x

Cn =Y

Y n (n=1,2,...).

La fonction g (o) étant sommable et non décroissante, le théo-
réeme est démontré.

Tutorime Il. — Pour que la série (1) soit la série de Fourier
d’une fonction g (¢)non décroissante et bornée entre o et am,
il faut et il suffit que, avec les notations (2) :

1° La fonction

x
) I n—1 cn—1
(1n) h(w)=— =+ NCy— —— Cnpy— Cpn—y ) B2

2
n=1
soit holomorphe et & partie réelle positive pour w <i.
2° La limite radiale finie
lm A(w)[1—w

. w1
existe ().

L.a nécessité des conditions 1° et 2° résulte de 'identité

(12) h(w):-%f dv(t)

R4
z—1
—_—

ou z et Y(t)= g(9) sont définies par (3). En effet, I'intégrale (12)
représente une fonction holomorphe et a partie réelle positive
pour x > o, et 'on a

. I,, I-+w
l'l-ll)l h ()= 5 ‘!,Igll T h(w)
1. 1 = I
= 7-“»": zh(w) = -)—’—_‘[x dy{t) = ;}3g<2ﬂ*0)—g(+-0) (,’

quand « tend vers 1 en restant réel, de sorte que 3 tend vers l'in-
fini sur 'axe réel.

(') Les critéres de M. C. Carathéodory (loc. cit., p. 566 ou 568) sont plus
compliqués.

LXI. 17



— 256 —

Inversement, si les conditions 1” et 2° sont remplies, posons
h(w)=H(z), s étant défini par (5). Alors H(z) est a partie
réelle positive pour z > o, donc

ER) /l(w)::]r—f (_'_'__”,—0—l—_;—(].)d#(l)-!r—)\:—f—p-&—vi,

ot Y (1) est non décroissante, A2 o, w ctv réels. Posons

: /“’dq’u")"*—'l. = W
Dl I’

= - (2
*

o

alors on sait que py2o ('), En indiquant par » la partic réelle
de i(w) pour z sur 'axe réel, z =2 > o0, on a

xro T dy (e
v o= Lf e () = A -y,
it ;

Or, de 2° il résulte que

r? A
lim (-f— / -if__(fl%-‘r.)\.r'-’ﬁ—y,.r) < %,

‘> \ T 2 t
>

d’ou les conclusions

(4) NIy =0 el [ Ay (t) < .

v x

Posons ¢ ( — col‘-9> =2 (v) et soient a, et (B, les coeflicients
5 EASS
de Fourier de g (¢). Détinissons les y, par

Yuw= Bu— iy, (n=1.2,...)

En vertu de (14), la formule (13) peut s’écrire

(1) /:(w)=%L[‘#_Li—Z.+V','.

De 2" il résulte que v, = o.
I’intégrale (15) est égale a ce que devient (11) en remplacant
les ¢, pav les yn, donc ¢y =1, et

n -1 n—1I n -1 n—i

Ney— ———Cpig— -5 Cp—e = N7y > T4t — >

T n—1

(') Voir par exemple J. WoLrr et F. pE Kok, loc. cit., p. 225.
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d'ou
Cn=Yn (n=1,2,...)

La fonction g (¢) étant non décroissante et bornée, le théoréme
est démontré.

M. Carathéodory a eu 'amabilité de me signaler le résultat sui-
vant, conséquence de la comparaison de son théoréme VII (loc.
eit., p. 573) au théoréme I du présent article :

Si la suite de nombres a,, b, satisfait a la condition (4),

«lors la condition limc,= nombre réel est nécessaire et suffi-
ny> e

sante pour que la série
£

~ .
2 n=t(a,cosne-+b,sinng)

neo

soit la série de Fourier d’une fonction bornée.



