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UNIVALENCE ET AUTOMORPHIE
POUR LES POLYNOMES ET LES FONCTIONS ENTIBRES;

~ Par ‘M. Lucien HisserT.

Dans le présent travail, nous nous proposons I’étude des lignes
d’égal module et des lignes d’égal argument d’une fonction analy-
tique, et plus spécialement d’un polynome et de sa fonction inverse,
en nous attachant particuliérement a la détermination des cellules
d’univalence et des groupes d’automorphie. Nous donnons, en
outre, des extensions a certaines fonctions entiéres.

Dans le premier Chapitre nous étudions d’abord la structure
locale des familles R (courbes d’égal module) et V {courbes d’égal
argument), tant au voisinage d’un point ordinaire qu’au voisinage
des points spéciaux. Passant ensuite a I'étude globale des deux
familles et du réseau orthogonal qu’elles forment, nous moutrons
comment la répartition des courbes d’¢gal argument en pinceaux
élémentaires permet de définir deux types de cellules d'univalence
au sens de M. F. Marty; les cellules montantes et les cellules
descendantes particuliérement intéressantes dans la théorie de
I’hypergroupe d’automorphie, ainsi que nous le montrons dans la
suite.

Dans le deuxiéme Chapitre nous étudions la surface des
modules (déja ~encontrée accidentellement par quelques auteurs)
et nous en précisons peflaines propriétés, telles que la disposition
des familles log R et V et la nature des lignes doubles dans le cas
ou la surface serapporte a'la fonction inverse d’un polynome. Nous: -
étudions complétement la structure locale de ces lignes doubles
notamment au voisinage d’un point de ramification de la fonction.
On arrive a la conclusion assez curieuse que, sauf pour certaines
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valeurs particuliéres des coefficients, on a la méme structure que
pour la surface de Riemann de la fonction.

Dans le troisiéme Chapitre, nous étudions, pour les polynomes,
les groupes locaux et les hypergroupes locaux d’automorphie. Et
nous arrivons a cette conclusion que les cellules, montantes ou
descendantes, telles que nous les avons particularisées, jouent pour
I’hypergroupe d’automorphie, exactement le méme role que les
domaines fondamentaux pour le groupe des fonctions automorphes
classiques.

Dans le quatriéme Chapitre, nous montrons comment les
notions ci-dessus indiquées peuvent s’étendre aux fonctions
entiéres, particuliérement dans les cas les plus simples, et dans le
cas ou la fonction entiére n’admet aucune valeur asymptotique
finie.

CHAPITRE I.

LE RESEAU FONDAMENTAL DES POLYNOMES.

1. Notations et rappel de propriétés classiques. — P est le
plan complexe; z la variable complexe; 2 = x + iy. L’axe des z

. . . ® K v—}
est I'axe réel; 'axe des y, 'axe imaginaire, s =re?; r=|0z|;

—
§—=argOzs.
Z=P(z)=A¢z"+ A1 3" 1+ As3" 2+ . .+ Apn 13+ A,.

est un polynome du degré n de la variable complexe z. Les A,,
Ay, ..., A,, réels ou complexes, sont les coefficients de P(z).

P(z)=p(z, y)+iq(z, y),
p(z, y) et g(z, ) sont des polynomes réels harmoniques.
P(z) = RelV

R est le module de P(3); R=|Z|=|P(z)|. V est l’argumént de
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P(z); V=argZ =arg P(3):

2 2
- Ri=p(z,y) +q(z. ) ,

V =arc tangm-

p(z, )

Fig. 1.
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Log R et V sont des fonctions harmoniques de x et de y :

AllogR]=o,
AV =o0.
Les lettres a,, a,,. . ., a, désignent les racines du polynome

P(z); P(ai)=o, P(a.)=o,..., P(an)=o0. En ces points, et
pour les valeurs correspondantes de z et de y, p et ¢ s’annulent

plx,y)=0, gz, y)=o0.

Les lettres j1, ja,. . ., Jiy. - ., Ja—s désignent les racines de P'(z),
dérivée de P(z). Et quand j; ne coincide pas avec une racine a;
de P(z), nous désignons P(j;) par J; :

Ji= P(ji).

Les courbes R = const. sont toutes les courbes de la famille R,
quand R, positif, croit de zéro a + o; pour désigner une courbe

spéciale de cette famille, nous employons la notion R=R,,...,
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R =R; ou R=R,. c’est-a-dire la éourbe ‘R ou la- branche. Je
courbe qui passe par le point a.

De méme, les courbes V = const.; sont toutes les courbes V,
quand V prend toutes les valeurs depms zéro jusqu’a + 27 mclu—
sivement. Pour désigner une courbe spéciale de cette famille-V,
nous écrirons V=V, , V=V, ..., V=V;; ou encore V = Va,
afin d’indiquer la branche qui passe par le point a.

St a est un point simple de P(z), P(a)#o:

P(a+h)_P(a)+P(a)h+ (a)h" P('::Ea)h".

Dans le cas ou @ = a; est une racine simple de P (3z) :

(n)
P(a+h)=P(a)h+...+ k@ pn,
si, au contraire, ¢ = a; est racine d’ordre ¢ :
(9) (n)
P(a+h)=qu(‘a)hq+ Pn('a)h,,'

En un point j;, racine d’ordre (¢ —1) de la dérivée P'(z) :

P(ji+h)=P(Ji)+ -IL‘I)‘I—(;I—i)h7+. co p————“:('ﬁ)h".

Points homologues par rapport a ¥ (z). — Deux points sont
dits homologues si P (z) prend la méme valeur en ces deux points.
Les zéros a; de P(z) sont des points homologues.

Nous désignerons par k; les homologues des points ji, qui ne
sont pas eux-mémes des points j;.

2. La famille d’égal module ou famille R. — Les courbes
R = const. sont aussi appelées des lemniscates [on obtient la
lemniscate classique de Bernoulli,"quand P () est du second degré
et pour la valeur R = |J|,: que prend R au point ;]

Toutes ces courbes R = const, ont, comme on le sait, une défi-
nition géométrique commune :

P@I=lA s ez a3 an = const,

ce sont les. lieux des. points dont le produit des distances a-n
points fixes est constant, -



Etude des R en un point a;, zéro d’ordre q de P(z), (q21).

S : : P{%
— On peut écrire, en posant @;= o0 et —3£ =1
q-
[P(3)|={29+... =5,
rg 4. | =¢
7729 = __EL_-
fi4+...

d’autre part, on peut trouver une quantité positive p qui tend
vers zéro avec ¢ et telle que *

I—p<|I4... <14,
donc

¢? 2
.

1+p.<r-q< 1I—p

(1)

Autour du point a; les courbes R forment une famille de
courbes fermées entourant a;, s’écartant trées peu d’une famille
de circonférences concentriques ayant a; comme centre et
comme point limite. Le point a; est un point centre de la
JSfamille R.

Etude des courbes R en un point ji, zéro d’ordre (q—1), de
P’(z), (g21). — Sil'on prend ji, a 'origine, on a :

P(z)=a+27+...,

et 'on suppose « réel et positif.
Remplacons z par re® = r[cosf + isinf] :

P(3) =a +r7[cosqb + isingb]+...,
[P(3)[2=at+ 2ar7cosql +...;
la courbe | P () [2= a? est

2ar7cosq b + r9+i[...]=o,
ou -

(2) . |cosgb+r[...]=o.

. En coordonnées polaires, I'origine est un point multiple d’ordre
q avec ¢ tangentes distinctes, et 2¢ demi-tangentes formant une
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étoile réguliére autour de 'origine. Done par un point j;i, zéro
d'ordre (q—1) de P'(z), il passe q branches distinctes de la
courbe Rji: [Jl !

Au voisinage du point j; :

|P 2 q? :
'—-(——zu =rfcosqf + ri+i[...],

2a
ou
(3) II\I:rqcosq0+l'<7+1[...].
Discussion. — Nous supposons a > o.

1°M>o, |P(3)|>a:

5
A, ¥ 37
T @G, 11P s,
e
/%, IPGLKIPG 4R,
//‘;/ A S"'4’2L
/, /: q
Y ZZZZ2ADIPG PG,

______ . &
‘AOP 2q

IPGICI PG, + RO

(4g-3)
?-_%_7_‘4

2g-1

2° M <o, |P(3)|<a:
2hs | o g aks | 3x
q 29~ 9 29

|P(5)|<<a; Rjza <Rj. — Autour de j;, il y a ¢ branches dis-
tinctes de R = R,4, dans les angles (I), (III), (V).
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|P(5)|=a; Rjza = Rj. — Il apparait en j;, un point multiple
d’ordre ¢ a tangentes distinctes.

[P(z)]>a; Rj,a>R;. — Les ¢q branches de R=R.; sont
dans les angles (Il), (1V), (VI) et s’éloignent du point j;,

R croissant.

Le point j; est un col d’ordre q pour les courbes R. — Dans
le cas particulier ¢ =1, le point j; devient un point ordinaire (a)
de P(z). Par ce point il passe une seule branche de R =R,
admettant en @ une tangente unique, et au premier ordre pres,
la famille R au voisinage de a prend Uaspect d’une famille de
droites paralléles & cette tangente.

Etude des R au voisinage du point & Uinfini.

Z=P(z)=A¢3"+ A3 +...+ Ay

Sil'on pose :
1 I

Z:-Z—,, =

on a

AZ + AL % +...+ N\l Zn— z'n=o0;
pour Z/ = o, équation a n racines nulles; donc, d’aprés la théorie
des équations algébriques :

1 1
' z':Z’z[a+{ﬂZ’7‘+...J;
d’ou :

1 1 —1
z=171"" I_a+ 3Z’“—+—...J ,

1 1 2
z:Z"[a+bZ 5+z—"(...)_|,

1 _1
z=al’+b+17 "(...);

en identifiant on trouve

Ay
nAg

ﬂ":Ao, b=— )

et enfin

1

LN A oma
(%) “‘(E)_nAo*Z ()




Posons

T est l'affixe du centre de gravité des zéros de P(s), on a

(%) 3= (£)3+l‘+Z—’—l’(...).

¢

Donc pour R assez grand. R = |Z |, la courbe R est une courbe
fermée intérieure & une couronne circulaire de centre I’y dont

le rayon moyen augmente indéfiniment et dont l’épaisseur
[ -

tend vers zéro comme R "au moins.

Le point a l'infini pole d’ordre n de P(z) est un point centre
de la famille R.

Lewme I. — Toute branche d’une courbe R pour une valeur
déterminée de R est tout entiere a distance finie.

En effet | P(z) | augmente indéfiniment quand z va a l'infini.

Tutorime |. — Toute branche fermée de R = R, contient au
moins une racine a; de P(z).

Ce théoréme est classique et s’applique a toute branche fermée

de | f(5)| = G, f(5) étant holomorphe.

Tutorime Il. — La courbe R = R, est formée d’un nombre
fini de branches fermées.

En effet | P(z) [* = C? est une courbe algébrique, donc elle a un
nombre fini de branches et chacune d’elles est fermée.

Etude globale des courbes R. — Nous faisons I'hypothése que
P(2) =0 admet seulement s racines dislinctes ay, @s,..., a;.
Dans ces conditions, il y a seulement (s —1) points j; distincts ou
confondus d’ordre 1. Deux points j; confondus d’ordre 1 donnent
un point j; d’ordre 2; (¢—1) points j; confondus donnent un
point j; d’ordre (¢ —1). En un point j; d’ordre 1, deux branches
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distinctes de R, R << Rj,, se réunissent en une seule; en un point
Ji d’ordre (¢—1), g branches de R se réunissent en une seule.
Ecrivons donc les modules R;; dans 'ordre non décroissant |J, |,
[Jals. ..y |Jsoa| et examinons ce qui se passe quand R croit a
partir de zéro.

La courbe R =0 se réduit aux s racines distinctes de P(z).
R croissant, autour des s zéros, il se forme s branches fermées dis-
tinctes de R, qui restent distinctes jusqu’a ce que R ait atteint la
valeur |J,|. Supposons j, d’ordre (g—1), j, d’ordre 2 et j,
d’ordre 1, et de plus |J; | =|J,|=1Js|. En j,, ¢ des s branches
se soudent en une seule; en j,, trois des (s — g + 1) branches qui
restent se soudent encore en une seule; il ne reste plus que
(s —g—1) branches. En j,, deux de ces derniéres se soudent
a nouveau; le nombre des branches distinctes descend donc
a (s— g —2). Chaque fois qu'un point j; est atteint, ce nombre
diminue; comme il y a en tout (s —1) poinls j;, chacun d’ordre 1,
le dernier- point j; atteint la courbe, R n’a plus qu’une seule
branche fermée. Soit j, le dernier point j;; R >R;,, la branche
fermée unique de R, tend vers le point a I'infini quand R augmente
indéfiniment.

3. La famille d’égal argument ou famille V. — Etude de la
famille V au voisinage d’'un zéro a; de P(z) d’ordre g21. —

deri P (a;
On peut écrire en posant a;=o, et q(’ax) _
P(2)=27+...=r?(cosgb +isingd)~+...,

RcosV + iRsinV = [r‘i cosgl+...]+ i[r7singb+...],
ou encore

R=[r7cos(gd—V)+...]+i[r7sin(q0—V)=+...],

(6) o=sin(q(1—V)+_r[...].

Les courbes V=o0 admettent pour demi-tangentes au
point z = o, les demi-droites 6 =o, 6§ = 2—,;7-‘- (1€k<qg—1). Ces
demi-droites forment une étoile réguliére autour du point O et ¢

-angles égaux a Z—;—— .
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Donc pour chaque valeur de V, il part du point O ¢ branches
Fig. 3.

+LY V=f+ %‘

V=+-72‘-
V=r

V=f+n | ' —V=B

+X

-4

Va0
v-gz.ﬁ. V=2rn

V=3.3¢

Fig. 4.

alx?

<l
al

[ D I T TR T}

N oy lN;voa.N

< <KKPLCK<KD<

A

de V, dont les demi-tangentes en O forment une ¢étoile réguliére.
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Quand V croit de o a4 27, ces ¢ demi-tangentes tournent autour
de O dans le sens positif et balaient chacune un des ¢ angles

[(ﬁk, O_T\k-}—i] = %E’

ou OA, représente 6 = o0, et OA, représente 6 = 2_1;_1:

Définition des pinceaux montants. — Quand V varie de o

— >
a 2m, la demi-droite OA dans 'angle [OA;.., OA;(,,.] balaie I’angle,
—

du bord de O_lk qui représente V= o0, au bord de (ﬁk_H qui

représente V=2n (en donnant a chaque demi-droite 67&,- un
bord o et un bord 27); les courbes V correspondantes forment
un pinceau de courbes, qui prend naissance au point O et sur
lesquelles 5 s’éloignant de z = o, le module R de P(z) croit.

C'est ce pinceau que nous appelons pinceau montant. dutour
de a; zéro d’ordre q de P(3), il y a q pinceaux montants, qui
se réduisent a un seul g =1. Le point a; est un neeud pour la

Sfamille V.

Etude des V en un point j;, zéro d’ordre (g—1) de P'(3),
[¢21]- — Reprenons la forme

P(3)=a+29+...,

ou a estréel et j; =0, Vj,=o.
L’équation des courbes V devient

(7) o=oasinV+r7sin(V—gqb)+....

En j;, I'équation est singf =o, ou § = %ﬂ; il y a donc 2¢
demi-tangentes et 2 ¢ branches de V, formant en j;= o, une étoile
réguliére. Ces 2¢ branches constituent un point multiple d’ordre ¢,

puisque les 2q demi-tangentes sont deux a deux en ligne droite
fermant g tangentes distinctes.
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Mais

]P(z)!’:R’:a‘Z-c—zar‘rposéﬂ +..o0 (1)

quand z s’éloigne de j; sur les branches § = ﬂ;—ﬂ’ R croit, tandis

que R décroit quand z s’éloigne sur les branches 6 = Gk+v=,

En j;, R=a> o; lorsque R < , R tend vers « le point z qui cor-
respond a R se trouve surl'une des branches 6 = Q-/f—?;lﬁ, quenous

appelons les branches d’accés a ji, R continuant a croitre a
partir de R= a, le point z correspondant a R passe sur une des

deux branches § = 2‘—’;2, qui encadrent chaque branche d’accés,

ce sont les branches d’éloignement.
"Quand donc z suit une branche d’accés de V=1V, dans le

Fig. 5.

1327

sens R croissant,arrivé en j, R continuant a croitre, z passe sur 'une
des deux branches d’éloignement qui encadrent la branche d’acceés

. T .
et font avec elle, chacune respectivement un angle 7 Nous disons

(1) Voir p. 85.
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que la branche d’acces s’est cassée en j, et c’est ce phénoméne
que nous appelons une: cassure. En j;, on trouve g branches
d’acces et q branches d’éloignement qui s'alternent autour
de j; en faisant un angle égal a %

Etudions maintenant la distribution des courbes V autour de j.
Reprenons I'équation (7)

o=uasinV+r7sin(V—qg0)+...
ou

(8) risin(gé —V)+...=asinV; |

4 un infiniment petit d’ordre supérieur prés I'équation des
courbes V se réduit a ’équation

(9) rflsin(qﬂ—f\"')=asinV;
et en posant cp:é—»—g.,
(10) r9singe =asinV.
Disbussz‘onf — 1°sin V> o
21{:30_Y§(2k+1)z'
9 - q - q
2° sin V<o _
(2k+1)xse SZ(A+_!)~
"9 - q= q9

Donc sin V << o, et tendant vers zéro, il y a ¢ branches de V
k+Dr << 2(k+ 1)
q9 co q9
arrivent au contact et forment, en j;=o0, un point multiple
d’ordre ¢ & tangentes dislinctes; sin V > o, on trouve de nouveau
2kn <6<(2k+l)r

q q

dans les angles ; V=0, ces g branches

q branches dans les angles —

. Le point j; est un col multiple d’ordre g })our la famille V., —
Dans le cas particulier ¢ =1, le point j; devient un point ordi-
naire @ de P(z). Par ce point, il passe une seule branche de V,
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admettant en a une tangenle unique; et au premier ordre prés, la
famille R au voisinage de a prend l'aspect d’une famille de
droites paralléles.a cette tangente.

Fig. 6.

Etude de la famille V au voisinage du point & Uinfini —
Reprenons la relation (5) ('), et écrivons-la sous la forme

1
- V+24T
(11) 3= (5)"8'( ! )+('r“+iﬁ”0)+3~

en posant I' = xy + i)7.
On trouve immédiatement pour 'équation des asymptotes

£

— V 4+ 24=n
Y=Y _ ang [__]
T — Ty _ n

Les asymptotes aux courbes V vont donc toutes passer le point
[zo+ &yo], arfixe de T
Au point a l'infini il aboutit » branches de V = o, formant une

(12)

(') Voir page 88.
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étoile réguliére. Il y a donc n angles égaux a 2—3; quand V croit

de 0 a 27, chacun de ces angles est balayé par une branche de V
tournant dans le sens négatif autour du point a l'infini.

DeriniTion. — Pinceauzx descendants. — Les courbes V dans
chacun des n angles forment un pinceau. Ce sont des pinceaux
descendants, car R décroit quand z s’éloigne du point a l'infini
sur 'une quelconque des courbes du pinceau.

Le point a Uinfini est un neud de la famille V et de ce point
il part n pinceauz descendants.

Fig. 7.

Etude d’unebranche de la courbe V = a, a partir d’un zéro a;
de P(z), R croissant de o @& + . — Sur la branche de V == a, on
peut suivre le point z correspondant a R sans étre jamais arrété,
R croissant. En un point ordinaire @, on a

Pla) AR, .

(a) a

h =

~
~

et 'on passe du point z au point (5 + k) correspondant a (R + dR).
En un point j; chaque branche d’accés se casse en donnant deux
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branches d’éloignement sur 'une desquelles R continue a croitre :

et e
et I'on passe du point j; au point j;+ &, sur l'une des deux
branches d’éloignement.

On est donc jamajs arrété, et R croissant, indéfiniment Daffixe
du point z correspondant & R s’éloigne a I'infini.

Nous citerons encore‘ quelques propriétés imporlantes des
courbes V.

Tutoreme IlI. — Il ne peut exister a distance finie aucune
boucle fermée, soit formée exclusivement de portions d’une
méme courbe V, soit de portions de différentes courbes V.

La premiére partie du théoréme se démontre immédiatement
en remarquant que argV est une fonction harmonique égale
a R[¢{logP(3)]; donc V = a ne peut pas éire une courbe fermée.

Pour démontrer la deuxiéine partie on fait la représentation con-
forme du domaine limité parles différentes courbes V sur le plan Z
en utilisant la relation Z=P(s). L'image du domaine fermé
serait un domaine ouvert limité par des portions finies de demi-
droites : ArgZ — const; I'image contiendrait le point Z —o. Le
domaine lui-méme contiendrait z:==ow, ce qui est contraire a

I’hypothése.

Tutoreme IV. — Sur une courbe V= x, qui joint un zéro a;
de P(z) a un autre zéro axde P(z), il y a au moins un point j;.

En effet, le long de cette courbe
[f(z)2=P2+ Q2

Sf(ai)=o, f(ar) = o; la somme (P" + Q32) passe par un maximumn

etl’on a, en ce point, ,
dp dQ
P?S +Q———O,

ds

P
et comme = — const.

Q
dP - _dQ
Qx P

-



en en conclat

dP _ dQ -0
ds  ds
Or
ap_op R
E = (ﬂ' 0SS a dySI a,
aQ = 9=® i sina
—t?s_ —_ ;):;wsaﬂ— a; y
avee
_ dx ina— dy
cosa = —y sina = —-;
donc
’ ®_P_.
dz ~ dy
¢’est-a-dire
S (f)=o0

Sens de eirculation sur les branches fermées de R = const. —
Sur une branche fermée de R au voisinage d’un zéro de P(s), le
point z correspondant a V tourre dans le sens positif par
rappart au zéro quand V croit.

Ce sens de circulation se conserve de proche en proche R crois-
sant, se perpétue a travers les raccordements aux points j; pour
devenir le sens négatif autour du point a I'infini.

Description globale de la famitle V. — Prenons V£V, la
courbe V admet n branches, qui ne présentent pas de cassures.
Quand V croit de o & a=, les n branches tournent autour des
zéros a; de P(z) et sutour du poimt a I'mfini <= cassent aux
points f;, et balaient le plan P tout entier. ‘

Réseau de P(z). — L’ensemble des deux familles R et V forme
dans P un résean orthogenal. Sur les mailles de ce réseau P(z)
prend n fois toute valeur réelle ou complexe.

4. Cellules d’univalence. FEtude dékaillée de la juxtapesition
de pinceaux montants ('). — Considérons un pinceau man-
tant partant d’wn zére @; de P(z). Si a; est racine simple, il

(*) Voir page gu.
LXVI. 7
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part de a; un et un seul pinceau montant; la branche V.=o
coincide avec la branche V= 2n. Si au contraire a; est racine
d’ordre g, de P(2) il part de a;, g pinceaux. La courbe V =0,
de I'un des ¢ pinceaux, ne coincide pas avec la courbe V=2=, dun
méme pinceau; ces deux courbes limitent le pinceau, et font en «;

un angle égal a 2—;5; en tournant autour de g; dans le sens positif

et dans le voisinage de a;, on voit que la courbe V=2x d’'un
pinceau est la courbe V=0 du pinceau suivant. Nous allons
examiner séparément le cas de a;, racine simple, et le cas de a;
racine d’ordre g.

1° a; racine simple. — |l part de a; un seul pinceau; la branche
V = o de V, coincidant avec la branche V = 2n. Afin de donner
au pinceau des courbes limiles, au voisinage de a;, nous regar-
derons la branche V = o en a; comme ayant deux bords, un bord
V =o, et un bord V = an; ces deux bords forment les frontiéres
du pinceau au voisinage de a;.

Suivons R croissant le point z qui correspond a R sur chaque
branche de V intérieure au pinceau. Sur une au moins de ces
branches, soit la branche de V= a«, comprise dans le pinceau
ola<a2m, on doit rencontrer un point _]. Si, en effet, on ne ren-
contrait pas un tel point, le pinceau d’origine a; couvrirait tout le
plan P, et le polynome P(z) serait du premier degré.

On doit. par conséquent, rencontrer un point Jis la rencontre
se fait sur une branche V == « de V dans le pinceau ou sur la fron-
tiére du pinceau. En ce point j;, la branche de V =« se casse en
deux branches ou éléments de cassure V= a, qui font partie de la
frontiére du pinceau a partir de ji. R croissant, on suivra le point
correspondant & R sur les deux branches de la cassure en j;
jusqu’a l'infini, en restant sur la frontiére du pinceau. A chaque
valeur de R, R > R, il existe un seul point sur chacune des deux
branches ou P (z) prend la méme valeur Re!V,. L'ensemble des
deuz branches & partir de la cassure en j; délimite un domaine,
qui forme une Zone o’encLAvE dans U'étendue occupée par le
pinceau. Cette zone d’enclave s’étend toujours jusqu’a linfini,
puisque’les deux branches de cassure ne peuvent pas se rencontrer
a distance finie, sans domner naissance' a une boucle fermée,
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limitée par les branches d’une méme courbe V = «, ce qui n’est
pas possible.

Donc, en chaque point j;, le premier j; rencontré par le
point z représentatif de R, R croissant a partir de a; sur une
branche de V =a, il apparalt une zone d’enclave du pinceau.
Les points j; étant en nombre limité, le nombre des zones
d’enclave sera aussi limité; il y en aura au moins une et au
plus (n—1).

Toutefois, si V;;=o0, ou 2=, la zone d’enclave déterminée ne
sera plus enclavée dans le domaine méme du pinceau, mais sur la
frontiére du domaine. A partir de j;, V=o0 ne coincidera plus
avec V= am, dans le pinceau.-

Tout pinceau prenant naissance en une racine simple de P(z),
couvre tout entier un domaine du plan P au voisinage de cette
racine; et est limité dans ce méme voisinage par les bords V = o,
V =2am, de la branche de V=0, de V qui passe par la racine. S¢
sur V=o, @l n’y a aucun point j;, le. pinceau comprendra
dans lintérieur de son domaine au moins une zone d'enclave;
si au contraire sur V=0, il y a au moins un point j;, il se peut
qu’il n’y ait plus de zone d’enclave a Uintérieur du pinceau;
la zone d’enclave se trouvera sur la frontiére du pinceau.

2° a; est racine d'ordre q. — Considérons dans le voisinage
de a;, un des ¢ pinceaux d’origine a;; la branche V = o, du pin-
ceau choisi, sera l'origine du pinceau; et la branche V=2mn,
I'extrémité du méme pinceau. Et suivons les branches V—=ade V,
oS a<+ am, comprises dans le pinceau. Sur les courbes V=o,
V =2r du pinceau, le point représentatif z de R peut étre suivi
de R =0 a4 R =+ 0} le pinceau extérieurement est complétement
délimité. A Yintérieur du pinceau, il peut se présenter deux cas.
Dans le premier cas, il n’y a pas de point j; dans le pinceau; le
pinceau est un pinceau uni qui s’étend de a; jusqu’a linfini; dans
le second, il y a un ou plusieurs points j;, d’arguments distincts,
le pinceau présente une ou plusieurs zones d’enclave.

L’ensemble des q pinceaux d’origine a; présentera donc des
zones d’enclaves, soit intérieures aux différents pinceauz,

7.



soit sur la frontiére des pinceaux, ces derniéres provenant des
points ji, ou V= o; car s'il n’en était pas ainsi les-q pinceauz
couvriraient le plan P et P(z) serait de la forme (z— a;)1.

Relations avec les cellules d’univalence de M. Marty. — Soitun
pinceau montant tel que nous venons de le définir, prenant nais-
sance en a;, zéro simple ou multiple de P(z), limité extérieure-
mént par une branche V=0, de V en a;, et une branche V=13rx,
de V au méme point; et limité intérieurement par les deux éléments .
V., de la cassure au.premier point j;, que le point représentatif 5
de R rencontre sur V;, quand R croit a partir de zéro. Il peut
exister, en effet, sur une méme branche de V = a d’un pinceau,
plusieurs points j;; celui de ces points j,— a partir duquel les deux
éléments de la cassure V, font partie de la frontiére du pinceau,
est le point j; quiest de module |J;| le moins élevé. Aux autres
points j; sur V;, un seul des deux éléments de la cassure forme la
frontiére du pmceau

La portion de la famille R, decoupée par le domaine du pinceau
comprend toutes les valeurs de R, depuis zéro jusqu’a linfini,
puisque sur.chaque branche de V = a, intérieure au pinceau R
varic de zéro a +o; les éléments de R qui la constituent forment
avec les branches de V du pinceau un réseau orthogonal. Excluons
du pinceau la courbe V =2 t; et a partir de chaque point j; point
de départ de cassures, excluons celui des deux éléments de la cas-
sure qui se trouve a la gauche d’un observateur, qui debout en j;
sur le plan P regarde a I'intérieur de la zone d’enclave créée par la
cassure. Nous obtenons un domaine du plan P, dans lequel P (2)
prend une fois et une seule chacune des valeurs complexes du
plan P, y compris zéro et la valeur infinie.

Le domaine ainsi défini est une cellule d’ynivalence au sens
de M. F. Marty ().

Tutorime V. — Dans chaque zone d’enclave, il existe au
moins une racine de P(z), et par conséquent au moins une
cellule d’'univalence.

(*) F. MaRtY, Sur la répartition des valeurs d'une fonction méromorphe
(Annales de la Fac. des Sciences de Toulouse, 1931). — PauL MoxTEL, Legons
sur les fonctions univalentes ou multivalentes, Chap. I, p. 10, Paris 1933.
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En effet, la représentation conforme de la zone d’enclave sur le
plan des Z par la relation Z =P (z), applique les lignes frontiéres,
branches de V=V, sur les demi-droites V=V du plan des Z,
dcmi-droites joignant le point Z =0 au point Z = oo; et I'applica-
tion se fait sur les parties de ces demi-droites comprises entre R
et I'infini. L'image dans le plan des Z, d’un point 5 = a de la zone
d’enclave, V.=V, sera en dchors de la demi-droite V=1V,.
De ce point, que nous désignerons par Z,, nous pourrons tracer
un lacet continu aboutissant & Z = 0, el ne rencontrant pas la
demi-droite V=V;. L’image de ce lacet sur le plan P sera un
chemin complétement intérieur a la zone d’enclave et conduisant
en un point a; racine de P(z).

La zone’'d’enclave comprendra donc toujours au moins une
racine a; de P(z), qui sera Uorigine d’au moins une cellule
d'univalence tout entiére située dans la sone.

Tatorime VI. — L'image d’une cellule d’'univalence est une

étoile de Mittag-Leffler.

L’image comprend, en effet, tout le plan des Z, moins les cou-
pures, qui sont les demi-droites V = o, a partir de Z = o, pour
les racines muliiples; et les portions de demi-droites V=1V,
depuis les points R;,, images des points j; ou la cassure se fait
jusqu’au point a I'infini.

Découpage du plan P, en cellules d’univalence par les pin-
ceaux montants. — Soit a; une racine d’ordre ¢ de P(z), nous
supposons construites les g ccllules d’univalence partant de a;.
Considérons ce qui se passe ¢n une cassure au point j;, cassure
dont les deux branches forment la zone d’enclave, dont j; est le
sommet. En supposant j; racine d’ordre (¢ —1) de P(z), il y a
q directions a partir de j; sur lesquelles R décroit quand le point
représentatif de R s’éloigne de ji, et qui sont des branches de
V =V, et aussi ¢ directions, également des branches de V=1V,
sur lesquelles R croit a partir de j;. Les ¢ branches d’accés de j;
conduisent a ¢ racines distinctes de P (z); a; étant une de ces
racines. Les (g—1) autres racines sont dans la zone d’enclave.

Construisons les cellules d’univalence admettant ces (g—1)
racines comme origines. Deux cas peuvent se présenter : ou bien
la zone est remplie, ou bien elle ne est pas. Si elle 'est, il n'y a
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plus qu’a s’occuper des autres zones d’enclave; si elle nc I'est pas,
le domaine restant, aprés la construction des (g—1) cellules,
forme une ou plusieurs nouvelles zones d'enclave. On recommen-
cera sur chacune des nouvelles zones, 'opération que nous venons

Fig. 8.
\2“"\
ot V=V.
V=YJ' (4 s "
V=2n V=0 ¢ \10 a,
V=0 V: 2 X
V=V,
)
Vel
B V= 0
V=2n % Ve2n
V=0

d’indiquer. Et comme P(z) n’admet pas d’espaces lacunaires
et'que d’autre part le nombre des racines de P(3) est limité,
au bout d'un nombre fini dopérations de remplissage, les
zones d’enclaves seront toutes entiérement recouvertes. Le plan P
tout entier sera pavé de cellules d’'univalence, que nous appel-
lerons les cellules montantes. ,

Les branches de V=0, ou V=1V, rejetées par une cellule,
sont absorbées par une cellule limitrophe, puisque toute branche
de V=V,, R >R, a gauche pour un observateur debout en j;
et regardant dans la zone d’enclave, est a droite pour un observa-
teur vis-a-vis duquel la premiére cellule est dans la zone d’enclave,
de la cellule a laquelle il est lié.

5. Cellules d’univalence. Etudes de la juxtaposition des pinceaux
descendants (). — Considérons les n pinceaux descendants qui

(') Voir page g5.
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partent de U'infini. Ces n pinceaux balaient le plan P, tout entier.
Ils admettent comme lignes frontiéres :

1°V=o0. — La branche de V = o, du pinceau suivie de fagon
continuede R=+ o a R =o.

2° V=o2on. — La branche V=2r, du pinceau suivie de
R=waR=o. »

3° V=V;. — Les deux élments de cassure de toute branche

d’'une courbe V a l'intérieur du pinceau, & partir du premier
point ji, que l'on rencontre en suivant sur cetle branche le sens
de R décroissant, a partir du point a U'infini.
’ . .
‘

- Cellules d’univalence. — De la méme maniére que pour les
cellules montantes, on voit que les n pinceaux descendants
forment n cellules d’univalence que nous a{)pellerons les cellules
descendantes.

6. Quelques exemples. — Réseau de Z— 5 — a. — 1l Y a une
seule cellule d’univalence.

Fig. 9.

R=4

+C
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Réseau de 7. = 3.

Fig. 10.

7 =3>—4.

Réseau de

Fig. 11.:

b+ Ly

T

V=r

V=0
I +oC
HV=2r

V=n

V=2n
V=0
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Il y a un point j; et un seul, le point z:= 0. En ce point
, Z=—4 V,=-+n.
La famille R est de la forme
(£2+ y2)2— 8(xr2— y?) + 16 = R2= const.

Acepoint j, R;=|Z|=4

(x2+ y2)2— 8(x2— y?) +16 =16;

(£ y2)?— 8(r2— y?) = o;

la courbe R == R;,= 4 est une lemniscate de Bernoulli.

Les courbes de la famille V sont données par 1’équation

2xy

m = 4 tangV = consl.;

tangV(z2— y?) —2xy = 4tangV;

ces courbes sont des hyperboles équilatéres admettant toutes le
point O comme centre.

En ji, V,=mr; tangmr =o0; I'équation précédente se réduit a

2Ly =0, & = 0, Yy =0,

ou aux deux droiles x = o, y = o.

La fonction Z:= 3* — 4 divise le plan P en quatre demi-cellules
d’univalence, que nous numérotons 1, II, III, IV. Les demi-
cellules I et IV contiennent les branches de V,de V=0aV =r;
les demi-cellules I et III contiennent les branches de V, de V =,
a V=2m. Nous pouvons grouper les demi-cellules de deux
maniéres différentes en cellules d’univalence.

Premier groupement. — 1" cellule, I et 1I;
2° cellule, I et 1V.

Deuxieme groupement. — 1 cellule, I et 1V;
2° cellule, II et III,

Toutefois, seul le premier groupement donne les cellules
montantes.

Réseau de . — 3* — 322+ 23. — Racines de 7

ay=o0, as=1, az= 2.
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Racines de 1

Ji= %[3“'\/3], Je= %[3—%/5]-

2(j1) = 3;q‘/3[1 +V3),  Z() = ?.:"q_w.[, —Vil;
Vi=o0, V,=+=;
1Z(j1) =R;,=1Z(j:)|=Rj,.
D’autre part
Ri=[23—3zy?— 32+ 3+ 2z ]+ 302y — y* —bay + 2y %

les courbes R = const. sont des lemniscates du sixiéme degré; et
puisque

3xty —y3—06xy + 2y
23— 3xy?— 3 x4+ 3yr+ 2z’

tangV =

les courbes V = const. sont des cubiques planes sans point double.

Fig. 12.

hezy
V=0 | Va2n V=2n Va=nt

Vs

@

V=0 @ ] @ V=n
L Ve
V=7 ' _ v=2ﬂ.

V=2 @
®

®

V=0 v=0 “vanV=®

Lorsque tangV est nulle, V=0 ou w, la cubique se réduit a
I'’hyperbole :

a0 _
3x2—y?—6xr +2=o0,
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qui coupe l'axe des z aux points j, et j., el qui admet cet axe
comme axe de symétrie. Les deux asymptotes ont comme coeffi-
cients angulaires m, =+ /3, my=—/3; et elles passent par le
point z =1,

I y a six demi-cellules numérotées I, II, III, IV, V, VI. Elles se
groupent en cellules d’univalence de trois maniéres différentes :

Premier groupement. — [1, I1]; [1II, VI]; [IV, V].
Deuzieme groupement. — [I1, 1I1]; [IV, V]; [VI, I].
Troistéme groupement. — [I, 1I]; [III, IV]; [V, VI].

Le premier groupement donne les cellules montantes. Les
frontiéres des trois cellules du premier groupement sont marquées
sur la figure,

Réseau de 1l = z*— 632+ 52,

Fig. 13.
] V=2=n
V=0 V=2=r V=n

V=
I ® N v
V=n
v=0
V=n l 2 v'?E

® /

@\

V=2= '
V=2xr V=0 V=0 V=r V=n =

Racines de L
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Racines de 1/
si=3l6—yatl,  je=ilo+ ol
L(ji)= §[—27+7\27]= 3,37,
Z(j,)=—,'::[ 27 +7y21] = —19,37;

argZ(j1) = o, argL(j:) =+ =.
Courbes R — const.
Ri= {3 — 32y — butt 62+ 5w P+ 322y — y3—122) + 5y 2.

Courbes V = const.
3rty —yi—aauxy +5y
2 — 3wy — 642+ 62+ S

tangV =

Courbe V=0 ou m, tangV =o
Suty —yd—i12xy + 5y =o0;
elle se compose de la droite ¥ = o, et de I'hyperbole
» Jr2—yr—i12x +5=o,
dont les sommets sont en j, et j., et le centre au point x = + 2;

les deux asymptotes ont pour coefficients angulaires m, = —+- /3,
Mo — — \/?9)-

Demi-cellules. — 1, 11, III, IV, V, V1.
Cellules montantes. — [1, 11]; [ILL, IV]; [V, VI].

Réseau del, = 5*(5 —1i), i==\/1. — Racines de L: a,= o,
racine double; a,= 1.
. gr. e .. 9l
Racinesde 1/ : j,—=o0; j.= 3
. I 4 .
Lijiy=o, L(j)=—_1;
argZ(ji) = indéterminé,  argZ(J») =%

Au voisinage de l'origine, Z est trés rapproché de Z = —is2;
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. . - 2 9—7—: - e
en posant 5=re on trouve Z=r?e { “>, \ ::9—-,‘; le

pinceau de demi-droites, V =2 qui part de O comme origine,

Fig. 14.
h+ 2 3
=22
7
V=2zn V=n \ a.@
® 2
V=0 1
a,
vor @
V=X ?
2 > v=%~
V== I V=0
L V=2n

V=27
V=0

V=%

subit une rotation de + =3 V=0, 9=>; V=o2n; 6 =71+ =
4 4 4

Au voisinage de

z=1 Z=—(5—0)+.... 3 —1=rell, Z=rell-%,

b

la rotation est de — m.

Courbes R = const.

7 =[23—3xy2+20y] + {32y — yd— 2+ ¥,
Ri=[ur3— 32+ 2uy 2+ [3x2y —yi— 224y,

Courbes V == const.
3ty — yt— r24 y?
Zd— 3. ryi4- 20y

tangV =
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I 3z .
La courbe V = = ou == a pour équation
2 2

xrd—3zxyt+2xy =o,

z[r2—3y2+2y]=o0;

elle se décompose en deux courbes =0, 22 —3y?+ 2y —o.
La premiére x = o est I’axe des y, la seconde est une hyperbole,

admettant m, =+ /3, my=—/3, comme directions asympto-

3
sommets; et la droite z = o, I'axe des y, comme axe de symétrie.
La courbe tang V=0

. . 2 .
tiques, les points [z =0, y =o0], [:c-_:o, )‘:—], comme

3x2y__y3._w‘2+y2=0,

est une cubique unicursale, le point double est Iorigine; et les
tangentes au point double ont pour coefficient angulaire m == 1.
Les autres courbes tang V — const. sont aussi des cubiques
unicursales, avec I'origine comme point double.
Les cellules montantes 1 et II sont séparées l'une de 1'autre

. . . 21
par les deux branches de V =+ -, qui se casse en j,= 3,

tandis que les cellules II et III ont comme ligne frontiére une
branche de V=o0. C’est en général ce qui arrive; les branches
des courbes V, servant de lignes frontiéres aux cellules d’univa-
lence, peuvent correspondre a autant de valeurs de V distinctes
de zéro qu’il y a de points j; distincts.

Le deuxiéme schéma, relatif aux cellules descendantes, montre
bien qu’elles peuvent différer des cellules montantes.

Réseau de 7. =— 3%+ 16.
Racines de Z,

ay =2, A= 2€ -, az=-—2, a,=2€e
Racines de L : j, = o, racine triple.

Z(j1) =16, Vj=o.
L=(z*+6zx2y2+ y*—16) + fizy(z2— y?).
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Courbes R = const. :
Re=[2t—622)2+ y+ — 16 P+ 16[ 22— y2 222y,

ce sont des lemniscates du huitiéme degré.

Fig. 15.
+iy
@
Vax
. V=0
V=2n V=0
H 1 —V=2=n
V=2nr *1
v=0_, V=0 H Y=2n
v:ﬂ
@ @
+
0 V=x
i N
V=2n V=2r v=0 V=0
V=0 : V=2xr
v=0 V=2n
V=n

Courbes V = const. :

= bdxy[z*—ypr] |
tangV = = 622y + y+—16°

ce sont des quartiques.

- Courbe V—=o:
4(x2—yt)zy =0}

elle se décompose en les droites suivantes :
X =0, Yy =o, Yy =z, Yy =—a.

Cellules d’univalence. — Les quatre cellules montantes pro-
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venant des quatre racines sont numérotées.I, II, III et 1V. Elles
peuvent étre divisées en demi-cellules. Autour du point j, = o,
et j, = o0, Z admet le groupe de rotations '

E

no

To=

1€

2

Réseau de 1. = 5" — 1352 + 36. — Racinesdel. =o :

ay=—3, r=— 2, a,=12, a,=3.

25

R
Z(j)=— %’, Z(jo=36.  LG)=—"2

Z=|z'—622y2+ yr—13x2+ 132+ 36] + ([joriy — fay’— 262y ).
Courbes R = const. :
Ri= ot —6a2yt+ yr — 1322+ 1392+ 36 2+ [4 2%y — fay® — 262y ]2,
ce sont des lemniscates du huitiéme degré.

Courbes V = const. :

fxiy — fayi—26.ry

tangV = rt—bxtyr+ yt— 1302+ 132+ 36"

ce sont des quartiques.

Courbe V=o:
2zy[222— 2)y?—13] = 0;
elle se décompose en::
x = o, y=o, 22— 2)%=13;
c’est-a-dire I’axe des z, 'axe des y et 'hyperbole 222 —2y2=13,

dont les asymptotes ont pour coefficients angulaires m == 1 et
dont les sou mets se trouvent aux points j, et J,.

Cellules d’univalence. — 1l y a quatre cellules d’univalence
montantes; nous les désignons par [, II, I et 1V ; elles peuvent
étre divisées en demi-cellules.
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uZ=A
o+

0=A
U=A

U=\
o=

U=A U=A

U=

ﬁ\u> ﬁu> .Ku>
0=A 0=A ¥Z=A
s
U2=A 0=
vz=p | 0=A A=A U=
mi:

‘91 Bg

£Z=A

(A suivre.’)
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UNIVALENCE ET AUTOMORPHIE
POUR LES POLYNOMES ET LES FONCTIONS ENTIERES.

(suite)

Par M. Lucien Hiseerr.

GHAPITRE II.

LA SURFACE DES MODULES,

7. Etude générale de la surface des modules. — Soient k' (3),
une fonction analytique de la variable 5. et A. un point du plan
complexe P, ou F(z) existe: F(z)==LeY. En A, on éléve une

> . . o
perpendiculaire AS au plan P sur lequel on a distingué deux faces,
une face positive et une face négative, avec

-
AN = logh;

kel ’
si > 1, logR >0, AS est du coté positif du plan P; st au con-
—
traive, R <71, logR <o, AS est du coté négatif du méme plan
. — . N o e
R =1, AS =0, S se confond avec A: R =+ o, AS est infini, S
estalinfint du ¢oté positif: R = o, AS est encore infini, mais du
coté négatif du plan P.

Derisition. — Lorsque A parcourt le plan ', les points S
décrivent une surface que nous désignerons par Sg(z) ou sur-
Sace S de la fonction F(z). ou surface des modules de la fonc-
tion F(z) ().

Tutorime VII. — La pente du plan tangent & S au point
d’affixe s est égale a I—g—,—(%L
TN

Ce résultat, a rapprocher de celui de Jensen, s’obtient facilement,

(1) JeNSEN, Acta Math., 36, 1912, p. 195.
LXVI. 9
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car si
F(3)=P(ay)+ i Q(ay),
Z=Log'F!= f;I,og( P2+ Q2).
on a
JP 2Q Jpr JQ
D Z x> . R
_JL y dr Q d _JL " dy Q,)y X
P=0r= TP ! q“oy‘"ﬁ“@‘"

or, d’aprés une formule connue de géométrie différentielle, la

pente tang} est donnée par 1a valeur de \/(')iY-»- (i)f>° D’ou

Jdx gy
JP JQ\?2 ap JQ \2
angen (P00 )+ (P )
Y= P+ Qi ’
ce qui, en vertu des formules bien connues :
JP-_ JQ IaP JQ LR JpP (:)g *
dz — dy’ gy~ ar’ T (2)7 \dr )’
est équivalent a
[F'(z)? . -
tang?y = IIT(_Z)_'! ou tangy = ! (logh ) .

Tutorime VIII. — Pour qu’en un point commun les deux sur-
Sfaces Sg, et Sg, soient tangentes, il faut et il suffit que l'on ait

outre |Fy | =|F,| la relation g' = %
1 2
En effet
. F'(z)
pP—1i1q= F(z) ’

comme p,— iq, = py— iq., il vient :
Iy (2) _ Fi(
Fi(z) — Fa(
La surface Sp(z) d’un polynome a une seule nappe; la sur-
face Sy (2) ou z) est la fonction inverse d’un polynome, a, en
0 POt
général, plusieurs nappes.

Cependant le nombre de nappes distintes n’est pas loujours égal
au nombre de branches distinctes de Q(z).

«
~

.

~
T
(3]

~

Ezemple : P(z) = 5; Q(5)=/5. La fonction Q(z) a une
nappe bien que Q(z) posséde n branches distinctes. AppelonsZ,,
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Z,, ..., L, ces n branches, on a
;= ei'\'/E,

ou ¢; est une des n racines n'*™® de 'unité. Si donc Z; et Z; sont
deux branches quelconques, pour toute valeur de 3, ces deux
branches ont le méme module :

L) =12

et les nappes correspondantes de S,(z) coincident. La sur-
face S a donc une scule nappe; mais I'on peut considérer
(u’elle a n nappes confondues. On démontre d’ailleurs facilement
le théoréme suivant.

Tutorime IX. — La condition récessaire et suffisante pour
que deux branches distinctes, L; et L, de Q(z), donnent deux
nappes confondues de Sy(s) est que Uon ait la relation L; = €97,
(¢ réel et constant). '

. . Z;
En effet, | Z;| = | Z|; la fonction analytique Z_; a son module
constant. Cette fonction se réduit donc a une constante;

et ¢ = const.

Le réseau isotherme de la surface des modules. — Le réseau
[logR, V] de F(3) est la projection sur le plan P du réseau topo-
graphique de la surface S (z).

Les courbes de niveau se projettent suivant les courbes
logR = const.; les lignes de plus grande pente, suivant les courbes
V = const.

Supposons donc tracé le réseau topographique de Sg(3); et
numeérotons logR; la courbe du niveau qui se projette suivant
logR =logR;; de méme V;, la ligne de plus grande pente qui cor-
respond a V=1YV,.

Au pointsituéal’intersection de la courbe de niveau log R =log Ry,
et de la ligne de plus grande pente V =V, F(z) prend la valeur
Rzef¥:. La surface S;(z), une fois cotée, donne donc une repré-
sentation concréte de l'ensemble des valeurs que prend F(z),
quand z se déplace dans le plan P.

Dans le cas particulier d’un polynome P (z) = Sy, se subdi-
vise soit en cellules d’univalence montantes ayant leurs origines
aux points logR = — w; admettant comme lignes frontiéres
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uniquement des courbes V= const.; et aboutissant toutes aupoint
logh = + o, et coupant le plan P, suivant les courbes logR =o.
sott en cellules d'univalence descendantes, ayant comme origine
logR =+ o0, et aboutissant aux points logR = —c.

Surface Sy, de Q(3), la fonction incerse de P(3). — A
chaque cellule montante de P(3) (il en serait de méwe pour les
cellules descendantes) correspond une hranche de Q(z). Si P(z)
est du degré ny I’(z) contient n cellules montantes: Sy, posséde
n nappes Ng.

Ainsi P(z)=23z" a n ccllules d'univalence: a chacune de ces
cellules correspond une branche de Q(s) = V/5: les nappes N,
correspondantes de Sy(z), sont confondues et Sy. ne présente
qu'une nappe. Cependant les 7 nappes de Sy sont tout a fait
distinctes du point de vue de la théorie des fonctions: pour une
méme valeur de 5, sur chaque nappe on trouve une méme valeur
de R, mais des valeurs de V deux a deux distinctes, puisque le
réscau Re?" de Q( =) est univalent.

Examinons maintenant comment P'on peut passer d'une cellule
montante de P(z) a la nappe N¢ de Sy(5) qui lui correspond.
Soit une nappe Ng de Sy (z), liée a une cellule choisic parmi les »
cellules de I’(5). Au sein de la cellule et sur les portions de la
frontiére de la cellule qui lui appartiennent, P () prend une fois
et une seule fois toutes les valeurs du plan complexe P, v compris
la valeur zéro ct la valeur . A Z ="P(3) correspond le plan P
tout entier: et & z, les valeurs de 3, faisant partie de la cellule
d’univalence. Z décrivant le plan P, log: 5| décrit un élément de la
surface Sy ., de Q(z); I'élément qui correspond a la cellule d’uni-
valence décrite.

Tant que 'on est a 'intérieur de la cellule d’univalence, aucune
difficulté ne sc produit; a chaque valeur de s, il correspond un et
un seul point de S, el le réseau Sy est fonction uniforme
de z. Larelation entre z et le réseau de S;,( ) est biunivoque. Mais
sur la frontiére de la cellule, il n’en est plus de méme.

(est ainsi que, dans le cas particulier de la figure 17 : en A, ¢t
en' Ay, Zy=R,; en B, et en B,, Z,=R,; en C,=C, et en C;,
Z,=R,;;enC, et en C,, Z=R.ei.; en D, et D;, Z,=R,; en
Dyet Dy, Z=R,eVi.;en D, et D;, Z=R,ei: . On tire de la,
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pour la fonction inverse :

(L) (A1 Aa),
(Z,) (B £ Bs),

4
[
2

NN
u

rO'O

C=Q(Zy), C=Q(%), Ci=Q(Z) (Ci# Caz Cy),
Co= Q[Reeti],  Ci=Q[RyetVh] (3= Cy),

et de méme pour les autres points.

Fig. 1.

Dans l'inversion, les courbes V = const. viennent suivre les
demi-droites 6 = const. du plan P; si 'on représente un poini
quelconque du plan P, A par exemple, par A =re®, les courbes
R = const. suivent les circonférences r = const. de centre O.

Appelons C, 4, la cellule d’univalence d’origine a;, et numé-
rotée (1) autour de a;; et S¢, ., la portion de surface S ,,, qui cor-
respond a cette cellule. Cette portion de surface Sy se présente
comme une nappe uniforme, excepté sur les demi-droites § = o,
a partir de r=o; sur § =V, a partir de r=R; =|J,|; sur
5=YV,, a partir de r=R;=|J,|. Les points Sy,, S,, S,,
de Sg, ,,, sont des points de ramification de Sg.

Les portions de Sy, provenant des cellules contigués a la cellule
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Ci,a,, admettent les mémes points de ramifications Sqq, Ji, I,y que
Sc, q; €t aussi les mémes cassures dans les plans verticaux passant
par l'origine et contenant les demi-droites, 6 = 0,6 =V;, 6=V,
[cassures qui proviennent du fait que 6 =V, R>R;, a chaque
valeur de 3, il correspond deux valeurs de Q(z) sur S¢ ,]; a
partir de O, J,. J,, et le long des cassures verticales, les Sy des

Fig. 18.

SR _—{_— D

cellules contigués se raccordent au Sy de C, 4,. Les raccordements
se faisant de proche en proche, les différentes branches de S,
finissent par former une surface Sy, unique, qui est la surface Sy de
la fonction Q(2).

Mais la fonction Q(z) est univalente, quand Z parcourt toutes
les cellules d’univalence de 7 = P(s), en prenant n fois 'ensemble
des valeurs Re?¥ [R variant de zéro a +w, V de zéro a + 27},
5 parcourt une et une seule fois le plan complexe P. Si donc nous
tragons le réseau [logR, V] de S, ., le réseau composé d’une
cellule montante et d’'une cellule descendante s'étalera sur les
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n nappes N de Sy..,: prendra naissance au pointlogs = — oo de
ce point, s'étendra aux n nappes N¢ de Q(z), en passant par
les coupures qui sont les intersections des nappes deux a deux
pour aboutir an point logs :== — . '
Il y a intérét par conséquent d’étudier ces coupures.

Etude de la surface Sy, au voisinage d'un point J;. — Si
LZ=J+ A (s—7W+ Nipy(z—j) "+,

on a, suivant la théorie classique,
1 .
=74+ B(Z—=J) 4+ Bs(Z =1 +....
en posant )
7 — ) =u.

et identifiant,

wl = Agttt (Bi-Baw ... )7+ A a1 (Br+ Baw4-. . )0 4L,
o= AGBY+(gB{T'B:Ag+ A BT Y u ..,
BI= ,_[__.:)
{(x,
B,=— "'\"",_,
PR
gA,

Et l'on calculera, de la méme maniére, par récurrence B,, B, ...,
qui pourront @ priori étre nuls pour certaines fonctions particu-
liéres.

La représentation analytique des différentes nappes de
Sy au voisinage de 7, =1J;, est donc fournie par la relation

1 2
s=Ji+ %(Z——.Ii);-o- %(&—-J,)‘l—f—,
A7 gN, 7
1
et l'on passe d’une nappe a une autre en multipliant (£ —J1,),

2k T
pare 1 |[k==0,1,....(g—1)], c’est-a-dire par les différentes
racines qi¢mes de lunité.
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Etude de Uintersection des nappes autour de 1. =1J;, et dans

/‘

& .




— 123 —

avons les relations (Z —J;)— pve®
0 .20 a3 ) 0

i- i (—— —
3 =Ji+oBie 7 +52Bie 1 +03Bye 1 + o' Bie 1 ...

0 20 ] i

- L == I i I B -
=ji+oBie 7T+ 0tBse 7T +o3Bye T 4+ otBie 7 4.

e’

—_-

.0 0
(3 1spmjijie s Lobae T jibee 7|
o _ ;20 EL.
+ 22 [B,B,-{—jil-zgw T+ jiBse Y ]
_ i I 3 IS 3. L
+ o3 lB,B,e T+ ByBse 7+ jBsye 7 + jBje ’/]
;20 S S
+9‘[ﬁ2§i+§133e 7 +ByBye 7 4+jiBie T 4B, e "]
-__ ,'9 . -—iQ L ,I_(_). — _,‘“'2'
-+ P:'I_B:‘Bxe "+ BaBze 74+ ByB,e 1 +~BBie 7

it

;30 50
+jBse 7+ jBse "]

Fig. 21.

0
. -
Pour passer d’une nappe a une autre, il faut remplacer e 7par
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O2i
Il.—'—l R . . .
e 7 TetPon classe les intersections en (¢ —1) types, en don-

nant a A, les valeurs 1, 2, 3, .... (¢ —1). chaque intersection

figurant dans deux types complémentaires suivant le point pris
comme premicr point.
2k
. I o—
Pour simplitier, posons ¢ 7

- %k, Uéquation de la nappe
associée du type K sera

0 N
- I - —_ -
(viy '3 =g, ]i+ 2 ljlim T+ e ’/’;k‘

.20 2l
. . ! 9 . -1 -
—+ 9‘-’[“, Bi+jiBae " i+ jiBie 1 :/,]

- .h N
. i— —i
-4—".:[",“._-!‘ '/:L-—O— “||‘§:l’ '/:A
(] 0
. r- - - -
“+fiBae N i+ giBye 7T |
a2 l) 20
- i “ —_—i T
-+t |\“~_»":+ BiBoe "5+ B Be 75

W0 i 0
s e T e
+./I);l‘ / <k —f—J')ie /‘-’-ﬂ

0y 0 a0
- [ . el - - 1 v
-+ pf‘[ligli;;ﬂ T4+ BaBye 154+ B 17
P 0 a0

a0
— 3 i 5 Lo ey
+BBie i+ Bie 1 i+ jBse 1 ;A'l

el Péquation des coupures du type K s’obtiendra en égalant a
zéro la diflérence de (13) et de (14) :

0 0
- ‘ . e -
(1) ° I‘j,“h(,l-——:A)f‘ T4+ B —=e '/_l
’ 20 LN
. ’ 9 1 - . ) - -
+9’[J;I%,(|—ZA-)e v +J,‘Ii,(l—’;/.-)e q |
- 0 b
_ ) i- o —ie
-+ p"l BiBs(r—Z5)e 7 4+ By l-i.,(l — :‘-)e v

ah
- o l . ._‘.;
i (=% T il (=T

2 0) 20
- o - - — -
+.s"ll{.li;;(l-—:i)(' T+ BB, —Z0)e 7

] 0
B AT 1y, 70
+I|{;(l——‘_4.)e q +j|'£(|_3/i)’) IJ
) i b (0
-+ P“[_E: Bi(1— %000 7+ BaBysG — 2 e T4+ BB (1 —%i)e ¥
kL] a0 Py
e . 3 - —'—— - V'.; { "" . - . _y':i ——IT-
+By B G=2r)e 7 +jl{,--,(l-—-,4~)c ! +j,~|;5(|_.,‘.),. /
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Discussion. — 1° j#£o0. — Le premier membre de I'équation
(15) est une fonction analytique de 6, réelle quand 6 est réel.
Lorsque p tend vers zéro, I’équation (15) peut étre remplacée par
I'équation limite

.0 0
- - . —_—i -
(16) TBi(i—Z) e "+ B (1—=72)e 1=o.

De cette équation, on tire

.2 f) - Ty P ¥
g B — 7. — I
elr/ =_M =(+L)l :A;

JiBi (=10 sk

4 Y 1
I — ok \T———

+ ..—e 4/ : -
1-— <k

28 =argL + 7 — 2K= “+ahw;
q q9
(17) (h.:Z—argL-—o—gjﬁ—l\:-t—qh::.

lorsque & varie nous avons deux valeurs de § dans un intervalle
de longueur 2¢n. Nous en déduisons que 'on a deux coupures
d’un type donné; car quand p est trés voisin de zéro, I'équa-
tion (15), d’aprés un théoréme connu, admet une racine voisine
de § = 6,, et qui tend vers 0,, p tendant vers zéro.

Comme il y a ¢g— 1 types et que chaque coupure est complée
deux fois, il y a lieu d’en déduire que le nombre total des coupures
estde g—1.

Si ¢ est pair les deux coupures d’un néme type sont des tan-
gentes superposées, si ¢ est impair leurs demi-tangentes sont
opposées. Mais de toutes facons si nous prenons I'ensemble de

. . I s
toutes les coupures, les projections de leurs - tangentes se répar-
2
tissent sur deuzx directions, la moilié sur chacune pour ¢ impair,
.., 1 .. 1 s . .
la moitié + - sur Pune et la moitié — - sur l'autre si ¢ est pair.

Considérons le cylindre droit de base C;, (C;, étant la circonfé-
rence de centre J, et de rayon p), et sur le cylindre suivons |z |*.
En utilisant dans la formule (13) seulement le terme du premier
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degré en p, nous trouvons :

(18) ‘z'3=‘j,~|’+99'j,‘B,fcos;}-(ﬂ—ﬂo)-i—...;

§—0,=0 - décroit......... czr=" g2+ a0l By (maximum);
) —fp=:""= D . '3 2=-j,-[’+:>,_o‘jt~l¥;'fcosg;

f— =i 2% D e :.“3=1j,~_’+9.p'jiB.|cos2z~

0 —bp=kg= croit. .. .. sit="j, 2+ 20! j;By| (minimum):
6 —0Bg=c(g+1)m » ..... fz;1=tji;=+:z‘o;j',~l%.fcos(q——-;l—)]—;
§—fp=0¢g= oo ’ s2="J; 240920 jiBi| (maximum).

La figure »1 donne la disposition relative des différentes
nappes autour de S;, et dans le voisinage de ce point. On trouve
bien q nappes et (q -— 1) coupures.

2 Ji=z 0, By7£ 0. — L’équation limite tirée de (13) devient

0
— - — - —i—=
(19) BiBa(1—%t)e 7+ By Bo(1—Z4)e T=o0,

et Pon retrouve le résultat trouvé en (1 7).

La relation (13) donnant | 5 |* devient

b 9
(20) !zit= 0B, B+ ga[n.n._,e'v+ By Bae "/]+;‘[...]+...

¢’est-a-dire en conservant les termes en p* el p° seulement, une
relation approchée analogue a la relation (18).

Il ¥ a encore (g —1) coupures partant de S,,, et q nappes

preésentant cutour de Sy, le méme aspect que sur la figure (21).

3°By=o,...,Bpn_yy=o0, Byn#o0, ji==o0. — L’équation
limite tirée de (13) est pour les indices £ tels que £;™' soit racine
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, ju—rd LA
(21) By Bn.\l_:i't |,)“-’ ! -*’BIIHH('—:.;f ')” I =o;
l.-z(n—-n() B.B, l_:‘x—-l il __2in—tik=
e ! = T T T == I.e 9 N
ln”,,_ l—:k
a2(n —1)b 2n—1)h=
An—)7 argl. + = — 20T ORE L em;
q q
. J g= hyg =
(22) = ———arglL + ——— + ho + ——.
: a(n—1) 2N —1) (rn—1)

Le nombre des valeurs de # dépendant du terme (,lt-q:: ); il y

aura donc 2(n—1) coupures du type A; nombre susceplible de
s’¢lever encore si §)7' est égal a 1. la discussion compléte nous
cntrainerait trop loin.

D’autre part, on obtiendra les coupures ¢n suivant la variation
de | z]2, sur le cylindre de base Cy,, par I'intermédiaire de la for-
mule (33), ou l'on aura gardé les deux premiers termes :

i n—10 _,m»«]JJ
:o“‘BB|+p“*"[|§|H,,(' 7 4+ ByBae R

b

Supposons que 'équation (22) ait donné 2/ valeurs de 6,, for-
manl autour de J; une étoile réguliére. Une discussion analogue a
celle faite an moyen de la formule (18) donnerait (¢ — 1) coupures
pour chacune des [ valeurs de § obtenues en groupantles valeurs
et (6 +w). En effet, si9 est racine de (22), (4 + ) I'est aussi: le
nombre des racines est pair, ¢l 'on peul toujours désigner par 2/
ce nombre. II y aurait donc (¢ —1) pour chacun des groupes b et
(9 + ), au total {(g —1) coupures.

Par conséquent, une fois déterminé le nombre 21 des racines
de Uéquation (22), le nombre des coupures en S, et au voisi-

nage de Sy, est égal a l(g --1) au moins.

Si ¢ n’est pas premier ce nombre est méme susceptible de
s’élever; il n’est enfin pas exclu qu'un type déterminé donne lieu
a superposition des nappes.

Etude de Dintersection des nappes autour du point & U'infint.
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— Posons Z = Re'%; il vient ()

oL ) _2
5 =——»|-+I‘+'I, "By+2Z "By+...;
\7
1
_ L oL L2
3 =5 '+7Z "Bo+2Z "By+...;
KT;
. R2
e .
(23) '=z2= _l+ll
e n
(AoXy)
[F 0 o YT B, -2 B, 20
+R ey —e )] e a4 Le
1 ] + 1
V¥ ¥ ¥
- 3 ) 30
v B B B
+-ﬁ —-i le
Lag ¥
~ 2 ) ' 3
LN iz L i . it o, it
+ = Bjl'e " +BTe "4+ —e "4+ e n | 4+....
It i i
L D \G

Pour obtenir les- différentes nappes autour du point a Pintini
0 41‘04-2“:] 0

13 U | . L — . .
nous changerons e "ene o J=e "g; il vient

N R?2 v
(24) |3 = ——— + 1Tl

(AoA,)"

F 0 N -
‘- —i—
- R [‘——le "k e "lp |+
n N
A NG :
5 1) 50
1 B, 20 3 B, —i-—’;,l
+& —e "+ —e "
n X
_.-‘\0 -\1:
- .20 20
I R, e a1
- Bil'e # 4 +Bl'e Sk
B_zel7f’:€ B: e_ln 74
1 : 1
n n
Ao AW
+ ! +
R3



— 12 —

L’équation des coupures est la différence de (23) et (24) :

= .0 . 0
L= v —i-, .
(26) o= —le"(l—’;k)+ —3¢ i1 — %)
Ay Y
T 20) a20)
1 B, i~ 9 By, —i— _—
+'ﬁ —je "(]—:,{-)—0— —"je ”(l—:/;)
|G Ao
o .30 1h)
1 B ¢ - 4 B, —iZ =3
+ s ¢ "(l_:")""_j_e w(1—=7%)
| AG Ad
| l.e‘) i-.'f)
Ty . = 2 T w2
+ i | Bive G+ BT W (1—7%%)
- 0
m 10
B, By —i—
+_:-e "(l :2)—*——’1(’ u(]_"‘) .
Ao G
Discussion. — 1° I' % 0. — L’équation limite est
T 2oy Y
(26) TO0=te i+ (1—=%)e M =o;
Ao ¥

clle appartient au type déja étudié plusieurs fois et nous donne
deux coupures du type &k donnant lieu & deux tangentes super-
posées -ou opposées (en projection); donc dans I'ensemble nous
avons comme plus haut n —1 coupures exactement et sur un
cercle de centre infini le module a un maximum et un minimum.

2 I'=o0. — En ce cas si By, est le premier coefficient utile non
nul, I’équation limite deviendra

I am a0
1] m —_—

2y L= m v2amy —
SO=%5")e T+ 220G =%")e T =0,

Ay ¥
ce qui pour le type générique nous denne 2m coupures au lieu de
1 . . . . .
2 dont les - directions asymptotiques en projection forment une
2

¢toile réguliére a m ou 2m branches; mais pour certaines valeurs
particuliéres de k il peut y avoir augmentation du coefficient m,
voire méme superposition.
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Conclusion. — Si nous nous reportons a la signification géom¢-
trique de B, el I' respectivement nous aurons en résum¢ pour
appliquer a Sy ;; avec Q fonction inverse du polynome P(z) :

1° En un point de ramification permutant ¢ nappes, si logR
est fini il y a exactement q -— 1 coupures:

2° SilogR =+ wou logR = -—wily a en général ¢ —1 cou-
pures; mais ce nombre est augmenté (et peut méme donner des
superpositions de nappes) si pour le point al'infini (logR = + o).
le centre de gravité des zéros du polynome P(z)est a lorigine:
st pour le point logR = —oo [Lorigine est séro de la déricée de
P(3)] A =o.

Quant aux projections des langentes (ou des directions asymp-
totiques), elles donnent une direction si ¢ =2, deux directions
pour ¢ quelconque dans le cas normal, 2m(m >1) directions
pour les types génériques du cas exceptionnel, une étoile réguliére
a plus de m branches pour les types spéciaux du cas exceptionnel.

Autres cas d'intersections de coupures; coupures parasites.
— Une coupure prend naissance si P(5)=a a deux racines.d¢
méme module. Généralement les deux nappes de la surface S
ayant deux plans tangents distincts, en un point générique de la
coupure, elle n’est pas recoupée par une autre.

Ayant vu ce qui se passe pour |F'|== o (le plan tangent dis-
parait). on peul sc demander si les deux nappes peuvent étre tan-
gentes. Cela entraine la condition (') que le rapport [T ait la méme
valeur complexe sur les deux branches. Ce n’est pas possible vu le
nombre de conditions exigées pour le polynome.

Par contre, si trois racines de P(3):=a onl méme module,
nous aurons trois nappes deux a deux non langentes qui vont se
couper en donnant naissance a un triédre de coupures issues d’un
méme point de S. Sur le polynome générique, ceci se produit en
des points i-olés. Sur des polynomes spéciaux il y aura des lignes
triples ou multiples, et des nceuds d’ordre plus élevé que¢ 3, sur
les lignes doubles. '

(') Cf. page L.’,.
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En tous les cas il y a lieu de conclure ceci : sauf aux points J;,
Ia théorie de l'intersection des surfaces montre que tous les arcs
de coupure y aboutissant ont une demi-tangente et peuvent étre
groupés par paires (d demi-tangentes génériquement opposées,
exceptionnellement confondues) qui se prolongent de telle sorte
que les demi-morceaux de nappes qu’ils séparent se prolongent
deux a deux continiment.

Car en tout autre point qu'un J; la coupure peul étre traitée
localement comme étant I'intersection de deux surfaces analytiques
¢t ayant chacune un plan tangent déterminé. En un point S, enfin
il peut passer unc nappe non ramifiée; il suffit que le point j; cor-
respondant ait un homologue de méme module. Il pourrait méme
arriver que deux j; homologues aient méme module. En ce cas il
apparaitrait en Sj;, outre les bouts normaux de coupure déja envi-
sagés, d’autres bouts que nous appellerons branches de coupures
supplémentaires.

Reste maintenant a poser le probléme des coupures parasites.

Derinirion. — Les coupures parasites sont celles qui ne
passent ni par les branches normales des Sy ni par le point a
Uinfini. — Une coupure parasite est lout entiére a distance finie.
Si 'on a Q(3) fonction inverse de polynome cette coupure est
branche compléte finie de courbe algébrique donc elle est fermée.
1l est manifeste que le long d’une coupure parasite et dans le voisi-
sinage de cette coupure, on rencontre toujours au moins deux
nappes de S,

Appelons Cp la projection de la coupure sur le plan des Z;, et
considérons sur Sy, le domaine intérieur a [ SCy] qui ne contient
pas 3 = oo.

Et soient (N,C;) et (N,C;) deux nappes s'appuyant sur la cou-
pure (SCp), qui se projette suivant Cp. En appelant r, le module
de z sur (N, Cy) et ry le module de z sur (N,G;), onary=r,,le

long de (SCy) et log =X =o.
2

Turtorime 10. — [l existe a U'intérieur de C,, au moins un
point L pour lequel log ;1 r'est pas réguliere.

LXVI. 10
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En effet, s’il n’en était pas ainsi, log ? nulle sur (SC,) ct régn-

liére dans C,, resterait toujours nulle, ce qui n’est pas possible
puisque les deux nappes sont supposées distinctes. Ce point est
soit le point 5 = o, soit un point S;..

Nappes de la surface S,;,. — Du point de vue local, au voisi-
nage et autour d’'un point S;; de Sy, .,, et au voisinage d'une coupure
quelconque, il est facile de distinguer des nappes distinctes de
Sqiz)- Mais du point de vue global, pcut-on toujours distinguer des

Qs) P g » P J 8
nappes de Sy, ? La réponse estaffirmative; du point de vue global,
on peut toujours distinguer n nappes de S, en dehors des nappes
Nc¢ (') qui correspondent aux cellules d’univalence. Ecrivons, en

c q P :
effet, les équations

Z = \yz+ A5 4 A\,

ct considérons pour chaque valeur de Z, les n valeurs =, 5,,...,5,
de 5. En général, ces n valeurs sont distinctes, et supposons-les
classées en module

s 122052 25
I y a plusieurs cas a considérer :
1° |z, |>]352|>|54, ... >|%!. — Cela sculement dans un

domaine quelque petit qu’il soit. 11 y a n nappes distincles, que
nous désignerons par N;. N,, ..., N,.

2° |54 | > 5| =z =I5, >!5"... >]z,l. — Ces égalités
ont lieu pour toute valeur de Z; il y a seulement (n— 2) nappes
distinctes.

3° |z |=|52!=...=]5.]. — Ce cas que nous avons déja
vu ('), donne » nappes confondues ¢n une scule.

Toutefois P (3) étant générique en un point 7. au moins, on
aura |5 | >|%:|>...>|3.|; et lUon pourra distinguer
nnappes Ny, No, ..., N, deS,,.,.

Famille normale de surfaces Sy;). — La famille f,, fo, . ...
JSn: ... est holomorphe et bornée dans A; nous lui faisons corres-

(') Voir page 37.
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pondre la famille de surfaces Sy, Sr, ..., S;. ..., et nous
gardons les portions de ces surfaces qui correspondent au-
domaine A.

A toute suite extraite de la suite des fonctions fi, fa, ... fu, ..\,
tendant dans A vers une fonction F(3z), correspond une et unc
seule suite tirée de Sy, Sy, ..., Sy, ..., et tendant uniformé-
ment dans A, vers la surface Sy.

Quand F est une constante finie ou infinie, Sy est un plan paral-
léle au plan P sur lequel le réseau [log R, V] a disparu.

En général, a toute propriété de la famille f,, fo, ..., fu, .- .,
normale dans A, correspond une propriété de la famille de surfaces
an" Sf,, ey Sf".

CHAPITRE III.

HYPERGROUPES D’AUTOMORPHIE (!) DES POLYNOMES.

8. Détermination des groupes locaux d’automorphie des poly-
nomes. — Etude du renversement autour d’un élément d'une
branche de courbe V constante. — Rappelons d’abord quelques
conséquences du théoréme de Schwarz sur le prolongement analy-
tique. Soit

P(z)=p(r.y)+iq(r, y)

V = arc lan M

gl’(l‘, ,V),
- oV = 0= L5 o
V=o0 ounx, tangV #()—1)(1‘,}’), q(x, y)=o0;

quand on donne & V une valeur constante, y est une fonction ana-
lytique de z; et comme toute courbe V= const. a au moins une
branche réelle, en développant en série y en fonction de x autour
d’un point générique (z, y) de la courbe V, les coefficients du
développement sont nécessairement réels.

Prenons donc z =.¢, y = g(¢); il vient

s=ax+ity==t+1g(t)=G(t).

(') F. MaRtY, Ann. Ecol. Norm., 3¢ série, 53, fasc. 11, 1937, p. y.
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avec T =t + ir. Lorsque le point 5 == £ -+ 7y décrit une branche
de la courbe V =const.. T =¢, =0, puisque T est réel, et la
fonction G('T') est une fonction analytique qui existe sur un seg-
ment de 'axe réel du plan des T; la fonction T == H(z), inverse
de 3 = G(T), est, elle aussi, une fonction analytique, définie quand
z et y décrivent une certaine portion d’une branche de la courbe
V == const. Pour ces valeurs de z et de y-, la fonction analylique
T = H( ) est réelle.

Considérons maintenant la surface S de la fonction T == H(3).
La relation T == H( 5) représente de fagon conforme le plan des =
sur la surface S de T = H( 3), ou sur une portion de cette surface.
Pour plus de précision, supposons que nous ayons défini

s=ao+0=06GT).

sur une portion de branche de V = consl., telle que 'ensemble
des valeurs de T correspondant a 5 (z et ) décrivant V = const.).
fassent partic dans le plan des T d’un domaine du plan des T, ne
se recouvrant pas, a I'intérieur duquel z = G(T') est uniforme et
univalente. La fonction T =H(z) sera elle aussi uniforme et
univalente, dans le domaine correspondant du plan des z.

A ce domaine du plan de z correspond une portion a une seule
nappe de la surface S, Sy(;;, de H(z). Entre le réseau [logR,. V]
de cette portion de surface. et le réseau [logr, 6] du plan des s,
qui en est'image, et qui comprend I'élément de courbe V == const.,
qui a servi a définir la fonction z:=G(T), il y a une correspon-
dance biunivoque. A la portion de courbe V = const., correspond
sur Sg), un élément de Uaxe réel, puisque l¢ long de cette portion
de courbe T est réel.

Appelons Dy et D; les deux domaines, l'un sur Sy ., l'autre
dans le plan des z, entre lesquels la correspondance biunivoque
ci-dessus indiquée existe. L’un quelconque des deux domaines
est I'image de P'autre. Le polynome P(z) est défini sur D;; le
long de la courbe V = const., son argument est V:'la fonction
e—VP(z) est donc réelle le long de V = const. sur D-.

Par l'intermédiaire de T = H(z), e~V P () est définie aussi sur
D;. Et, de plus, elle est une fonction réelle le long de I’axe des T
réels. Dans Dy, de part et d’autre de I'axe réel. e=?VP(z) prend
donc des valeurs conjuguées, aux points symétriques par rapport
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(3(t) eost une fonction analytique que nous écrirons 3:= G('T)
a axe réel. A deux valeurs de T, symétriques 'une de 'autre par
rapport a 'axe réel des T, correspondent deux valeurs de & VP (3),
conjuguées 'une de l'autre.

Donc, si dans Dy, e7?VP(z) était connu d’un seul coté de T
réel, le prolongement analytique de e—VP(3) a 'autre coté se
trouverait réalisé sans difficulté, puisqu’il suffirait de donner a
e~VP(z), en chaque point T_,, symétrique d’un point T, du
domaine d’existence par rapport a T réel, la valeur conjuguée de
celle que e=?VP(z) prend en T,.

Le prolongcment analytique, une fois réalisé sur Dy, 'est aussi
sur D,. De la sorte, sur le plan des 3, P(3) se trouve prolongé de
’autre coté de la courbe V = const., en supposant qu’elle ne soit
connue que d’un coté de cette courbe.

C’est a ce prolongement analytique d’un coté a l'autre de la
courbe V = const. ou d’une portion suffisamment restreinte d’une
branche de cette courbe, que nous donnons le nom de renverse-
ment autour de la courbe V = const.

Ce renversement est caractérisé par deux fonctions analytiques

qui transforment (2, y,) en (za, y2). Cetle transformation con-
serve les angles, mais ne conserve pas les sens.

Par prolongement analytique des fonctions o, et ¢, le renver-
sement peut étre étendu de proche en proche.

Etude du groupe local d’automorphie au voisinage de a;
racine double de P(z). — Pour cela, construisons le réseau
[log R, V], au voisinage de a;, jusqu’a la premiére branche fermée
de R autour de a;, qui passe par un point j;, ce sera une branche
de R=R;. ,

Du point a; partent deux branches de V=0 ou 27, opposées
I'une a Paulre en a;; et admettant la méme tangente en ce point.
De méme, il part deux branches distincles de V := x; elles aussi
opposées l'une a l'autre, et ayant la méme langéute en a;. Le
domaine D,, couvert par I'ensemble des branches fermées des
courbes R autour de a;, depuis R,,— o0, jusqu’a R=R;, est
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divisé en quatre portions, numérotées I, 11, 111, IV sur la figure 22,
en tournant autour de a; dans le sens positif.

Fig. 22.

Par renversement autour de V=V, ou de la branche
de V=V, qui part de a;, et forme la frontiére entre 1 et II, le
domaine [ vient s’appliquer sur le domaine II. De méme le
renversement de Il autour de la branche de V = 2=, qui forme la
frontiére entre 11 et III, applique II sur III. Le domaine I1I vient
sur IV, par renversement autour de la branche frontiére V = 3.
Et IV a son tour vient sur I, par renversement autour de la
branche V=2am.

Mais deux renversements donnent une représentation conforme;
un renversement conserve les angles, et change le sens; deux
renversements conservent les angles et rétablissent le sens primitif.
Deux renversements valent donc une transformation conforme.

Les renversecments autour des branches de Vi et Vor en a;
donnent la représentation conforme, qui applique I sur III; et ¢’est
la méme représentation conforme qui applique II sur IV; TV surl;
IV sur II. Appelons-la 5= 6(")(z).

Appliquons-la deux fois

2= (1)[B(1)(5)] = B(2)( ).
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Le domaine I revient sur lui-méme, de méme que 1l revient surII,
Y sur I, et IV sur 1V
f2(z)=3:

6(*'(3) se réduit a la transformation identique.

La transformation z=0(z) conserve le point a;, et
engendre autour de a; un groupe cyclique d’ordre 2. Mais 9" (s)
est uniforme seulement dans le domaine D,,. Au deli de ce
domaine 61 (z) existe toujours, et devient multiforme. Sil'on
étudie 6(V)(3), et son prolongement en dehors du domaine D,,
qui a servi a le définir, il s’introduit non plus un groupe, mais un
hypergroupe. ‘

Etude du groupe local, au voisinage d’une racine ai,
d’ordre q, de P(z). — Construisons encore le réseau [logR, V]

de P(3z) au voisinage de a;, jusqu’a la premiére branche fermée
de R autour de a;, qui passe par un point j;. ce scra une branche

de R = R],
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Du point a;, partent ¢ branches de V :=0 ou a7, et ¢ branches
de V= . Ces 2¢ branches prises dans leur ensemble, divisent le
domaine D,, compris a lintérieur de la branche ferméce
de R = Ry, qui entoure «;, en 24 domaines : I, IT, ... (2Q —1).
2 Q. de forme angulaire, admettant le méme sommet a;,

Cies domaines |, Il, ... sontL alternativement balayés par le
demi-faiscean unitaire d’origine a;, dans lequel les branches de V
en a; prennent toutes les valeurs de V== o0 a V == &, en tournant
dans le sens positif autour de «;, et par le demi-faisceau unitaire,
dans lequel V prend toutes les valeurs de V==7, a V==2an, en
tournant toujours dans le sens positif autour de @;. Le¢ domaine |
comprend le demi-faisceau V=0, V = 1; le domaine 11, le dem:-
faisceau V =%, V=10m; le domaine Hl, V=0, V =7 ¢l
ainsi de suite, jusqu’a ce que l'on retrouve le domaine |.

Par renversement de |, autour de la branche de V = 7, en a;,
qui lui sert de fronticre. [ vient en 1. De méme Il va sue 1L, par
renversement autour de la branche de V=1an, en «;, qui lut sert
de frontiére. On passe par conséquent de | a I, par une trans-
formation conforme z=10("(3). C’est la méme transformation.
‘qui améne 11 sur V, V sur VII, (2Q — 1) sur I, 2Q sur II.

Répétce deux fois, elle fait passer de I a V; répétée g fois, elle
raméne I sur I. La transformation 704’ est donc équivalente a la
transformation identique, et 5/ ( 3) engendre un groupe de trans-
formations d’ordre ¢. Ce groupe conserve «;. et I'on a

B0(s).  B®(z)=0[000(z)]. ...  Bldiz)=1;
2 —‘-—d. 1-l . f‘ ,l 500 - ll't".'\' Lo “.".'..
c’est-a-dire (u'il est forme ae 7 («-) el de ses iterees successives.
Dans 1),,, tous les éléments du groupe sont des fonctions
uniformes de z. Mais a Uextérieur de 1),, 9" (3) ses itérées

successives et leurs produits de composition deviennent des
[fonctions multiformes.

Etude du groupe local au voisinage d’un point ji. — En un
point j;, racine d’ordre (¢ —1) de P'(3), on a
Pig I)(: ],)

(qg—+1)! (z—Jiyr '+

D) ( 7,
P(z)=Ji+ 1—7’—/(,12(:.—]',-)'/4—

la fonction de [P(3)—J;| admel nne racine d'ordre ¢, au point
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5= ji, par conséquent autour du point j;, un groupe local de¢
rotations; ct un domaine Dj;, d’uniformité du groupe. Mais il est
manifeste que si | P(5)—J;] admet un groupe, P(z) admettra
le méme groupe et dans les mémes conditions, c’est-a-dire avec
le méme domaine d’uniformnité.

Ce groupe, dont U'cxistence est ainsi indirectement démontrée.
peut étre vetrouvé directement. En effet, les branches de V=1V, .
qui passent par le poinl j;, divisent le domaine antour de j;, en 2¢
angles curvilignes, deux a deux adjacents, ayant en j; leur sommel
commun, et avant leurs cotés suivant les branches de V ==V,
on _],

Un quelconque de ces 2¢ angles curvilignes, par venversements
successifs autour des branches de V=1V, en j; et dans le voisinage
de ji, reproduitl tous les autres angles. Deux renverscments con-
séculifs donnant une transformation conforme, on reconnait de ce
fait, autour de j; I'existence d’un groupe de rolations d’ordre 4.
(e groupe est uniforme seulement dans le domaine D; dont la
fronticre est une branche de R = R;,, j; ¢tant le premier point j
de [P(s)—ji], que les branches fermées de R autour de j; ren-
contrenl, quand on fait croitre R pour [P(z)—J;] a partir

de R =o.

Dans le domaine ainsi délimité, P(s) admet un groupe de
rotation autour de j; et conservant j;: et ce groupe estd’ordre q.
St 60 (3) est la fonction qui jointe a ses (q — 1) itérées succes-
stves forme le groupe, le prolongement analytique de 61" (3) et
de ses (q —n1) itérées ne donnera plus en général des fonctions
uniformes.

Etude du groupe local & Uinfini. — Considérons la famille R,
autour du point a I'infini de R == + oo, jusqu’a R =R Jim, jim étant
le point j; ou un des points j; rencontrés a partir desquels les
courbes R forment une famille de courbes a une scule branche
tendant vers le point a 'infini comme point limite.

Z.Appelons D, le domaine compris entre I'infini et Rj;,. Les n
cellules descendantes partant de Uintini, divisent le domaine D,
en'n domaines D,,, D,,, .... D,,, qui tournent autour du point
a l'infini dans le sens négatif.
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Appelons 5" (z) la transformation qui ameéne D, sur D,,. La
méme transformation 5'''(35) ameéne D,, sur D, D,, sur
Disy ..oy D, sur Dy,. La transformation §21(5) =46"[51(3)]
aménera D, sur D,,, ..., D, . sur D ;6% (35)=6"1[62(3)]
aménera D, sur D,,.. ..., D,_,, sur D .. Enfin

O(Iz—l)(%) = 0‘”[‘7‘”[' 0““(:‘)1”

ameéncra D,, sur D,., et D,, sur D,; 5" (3) conservera D, ,
D .y D, 19 (3) = 3, c’est la transformation identique.

209+ e

Dans le domaine D, il existe donc un groupe local de rota-
tions conservant le point a Uinfini, et effectuant la rotation des
domaines D,,, D,,, ..., D, dans le sens négatif autour de
linfine.

Tableau d’action des opérations du groupe.

I)hc D'_‘ac I)(u-—:|n “m—l)z “nt
000 Day Dye oot D Do Dy
(2] Die Dy ... Dy [ RIS D,
63 Dyn Die . Doy Dy D,
0= Dpw Die oor Dy Dincsye Dy
0 Dye Dax ooo Dipene Dinene Do

9. Etude des hypergroupes locaux. — Hypergroupe local &
Uinfini. — Appelons C,, C,, ..., G, les n cellules descendantes
partant de l'infini, et cherchons a définir une opération donnant
un ré¢sultat bien déterminé sur chacune des cellules descendantes
et se réduisant a 601, 612 5 sioon 'utilise sur les morceaux
de ces cellules comprises dans D .

On vérifie immédiatement le¢ lemme suivant :

Lemue II. — L’ensemble des points que tous les prolonge-
ments analytiques de 5V (z) font correspondre & une cellule C;
est une som: e de cellules C;.

En effet, §'')( z) étant une automorphie, ses prolongements trans-
forment toute courbe en une courbe homologue. tout arc de
courbe V en un arc de courbe V.
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Supposons que la cellule Cx soit partiellement couverte par les
images des points de Cj, la courbe frontiére entre la partie couverte
et la partie non couverte sera I'image d’une portion de la frontiére
de C;, donc un arc de courbe V. ‘

Cel arc V n'est pas V =o0; car il serait frontiére de Ci. Il est
par conséquent I'image d’un arc de courbe V; de la frontiére
de Cj. Cet arc est borné supérieurement dans le sens des R crois-
sant, sur Cj;; son image dans C; aura son extrémilé supérieure a
distance finie. Cette ligne ne constitue pas une transversale de Cy.
Il y a donc contradiction, et le lemme est démontré.

Remarquons que ce lemme est encore vrai pour les cellules
montantes.

Lemme HI. — Sitous les prolongements analytiques de 91 (3)
Jont correspondre a une cellule C; donnée a cellules Ci,
toutes les autres cellules C; donneront aussi a cellules.

Cela tient a la constance du nombre de déterminations d’une
fonction algébrique.

Formons alors un tableau d’actions, en prenant pour premiére
opération, celle qui, a partir de (i;, donne non seulement C,, mais
encore C,,, C,,, C,., par exemple.

Cette méme opération appliquée a C, donnera C,, C,,_,,, Cyy-
C, ., a G, donnera C;, C, .., C,,,, G, ,; et ainsi de suite
jusqu’a ce que l'on soit retourné en C;.

Soit C; la premiére cellule non obtenue en faisant sur G, la
premiére opération. La seconde opération donne C; a partir de C,,
et d’autres cellules C, , C,,, C,,, C,,. Nous poursuivons de méme
celte seconde opération sur C., G, ..., C,, jusqu’au retour a C,.

Si ces deux premiéres opérations ne permettent pas d’obtenir
toutes les cellules Ca, ..., G, a partir de C,, nous définirons une
troisiéme opération; ct ainsi jusqu’a ce que l'on puisse passer
de C, a une quelconque des (n — 1) cellules Gy, Cs, ..., C,.

Appelons H,, H,, ..., H, les opérations ainsi obtenues.

L’opération H, comprend 6(')(3z), 07,="(z), 64,71 (3z).
6r=1)(z); 'opération H, comprend 6(2)(z), 6%, (3), 614,71 (3),
gin=1(z), 6" (z). Et l'on trouverait de méme les 6 (z)
représentés par les opérations H,, ..., H,.

Les opérations H,, H,, ..., H, sont en nombre au plus égal a
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(n—1) | n degré du polynome P(z)], et le tablean de ces opéra-
tions permet de constater que leurs combinaisons donnent nais-
sance a un hypergroupe.

TaBLEAU. — | est lopération identique.
| iy s iy R DT O
S A P
1 ol al " Al Al v
'\ ("In (*‘l'a ("]1447 L‘"rf' ‘-“Ir“—" “"‘ o2
Gy Gy, Gol Gy Cs. Gy iz
H2 Cl/“, ‘:rg (lt/., vk “/'._, - ‘::/, -2 (—“IZ_, -2
Cy, Cepit Cy, i
O

De ce tableau, on déduit les combinaisons des opérations
H,, H,. .... H,, ¢’est-a-dire ’hypergroupe local a I'infini.

Tatoreme XI. — L’hypergroupe local a Uinfini se confond
avec Uhypergroupe global (hypergroupe d’automorphie de
M. F. Marty).

1l suffit, pour le voir, de remarquer que toute fonction d’auto-
morphie de 'hypergroupe global transforme le point a I'infini en
lui-méme, seul péle du polynome, et est aussi, par conséquent,
une fonction de I’hypergroupe local.

Donc a Uinfini, tout polynome V(z) admet un hypergroupe
local qui permute entre elles autour de l'infini les cellules
descendantes C,, C,y, ..., Gy partant de Uinfini, conserve le
point & linfini et coincide avec l’hypergroupe global de P (z).

Hypergroupe local en un point a;, racine multiple d’ordre ¢
de P(5). — Considérons les ¢ cellules montantes autour de a;, et
appelons les C, a;, Cyai, Cya, ..., C,a;. Définissons une opéra-
tion Ha;,,, ayant une action bien déterminée, sur C, a;, appliquée
a C,ay, elle donne par exemple Cya;. En général elle donnera a
part C,a;, d’autres cellules montantes, qui peuvent prendre nais-
sance soit en a;, soit en d’autres racines a; de P(z). Et cherchons
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du méme coup l'action de H,a; sur toutes les cellules montantes
de P(2).

Si Ha;,, a partir de Cya;, ne donne pas loutes les cellules
autour de a;, nous définirons de la méme maniére que H,a;,
H, ai, ..., H, a; donnent, a partir de C,a;. toutes les cellules
montantes autour de «;.

Les opérations H,, a;, ..., H,, a;, jointes a Popération iden-
tique I, engendrent par leurs combinaisons un hypergroupe, que
Pon peut déduire complétement du tableau d’actions des opéra-
tions H,,a;, ..... H,, a;, I, en nombre (r + 1), ot r est au plus
égala (¢ —1).

Nous obtenons de cette facon un schéma de I'hypergroupe local
en a;; mais comme, dans le schéma, nous ne ferons pas en général
entrer en jeu toutes les cellules montantes, c¢’est-a-dire que 'on ne
pourra pas passer de (;a; a une cellule montante quelconque,
I'’hypergroupe local en a; ne coincidera pas avec I'hypergroupe
global, il sera un sous-hypergroupe de ’hypergroupe global.

Hvpergroupe local en un point j;. — Posons :
Pi(z)=P(z)—J;:

P,(z) admet en j; une racine d’ordre ¢.

Le pointj est pour P, (3), l'origine de ¢ cellules montantes. 1l
existe donc en j;, un hypergroupe local, sous-hypergroupe de
I’hypergroupe global de P;( z).

Mais P(3) admet toutes les automorphies de V,(z). En j;,
P(z) admettra donc lui aussi un hypergroupe local, sous-
hypergroupe de Uhyvpergroupe global de P (z).

CHAPITRE IV.

EXTENSIONS AUX FONCTIONS RNTIERES.

10. Réseau fondamental. — Courbes R : Structure locale. —
Au voisinage d’une racine simple ou multiple a distance finie et au
voisinage d’un point j; d’ordre (¢ — 1) a distance finie, la struc-
ture locale est la méme que pour les polynomes.
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Au voisinage du point a linfini, qui est un point singulier
essentiel, la structure locale n’est simple que dans des cas par-
ticuliers.

Structure globale. — La structure globale de la famille R, elle
aussi, n’est simple que dans des cas particuliers. C’est ainsi que
pour R fini, les branches de R ne sont pas nécessairement fer-
mées, et le nombre de ces branches peut étre fini ou infini.

Courbes V : Structure locale. — Au voisinage d’une racine
simple ou multiple a distance finie et au voisinage d’un j; d’ordre
(g —— 1) a dislance finie, méme structure que pour les polynomes.

- Au voisinage du point a U'infini, la structure locale n’est simple
que dans des cas particuliers. Ainsi que nous allons le préciser au
paragraphe 12 ci-aprés, elle est en haison avec l'exislence de
valeurs asymptotiques.

ructure globale. — Prolongement d’une courbe V, a partir
Struct global Prolong td be V L
d’un point ¢ a distance finie.

Dans le sens montant : Toute courbe V est prolongeable dans
le sens montant jusqu’a I'infini. Elle constitue visiblement pour la
fonction entiére un chemin de détermination, mais qui n’est pas
nécessairement un chemin de détermination infinie.

Dans le sens descendant : Dans le sens descendant, toute
courbe V est prolongeable soit jusqu’da un zéro a distance finie,
soit jusqu'a P'infini. Dans ce dernier cas, le chemin de détermi-
nation conduit a une valeur asymptotique finie.

Turorime. XI1. — Il n’existe pas de circuit fermé, formé de
branches d’une ou plusieurs courbes V et enticrement situé
distance finie.

En effet, 'image du domaine A limité par le circuit, donnée par
la fonction inverse, serait un domaine borné, limité par des por-
tions de demi-droites arg Z — const. Dans un pareil domaine, on

. e e
peut tracer ua chemin Z allant a I'infini sans rencontrer la fron-
tiere. L’image de ce chemin dans le plan des s serait dans A.

Il existerait dans A une valeur de = pour laquelle on aurait

|Z| = o, ce qui n’est pas possible.
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Tutorime XIIl. — Si la fonction entiére n’admet pas de

valeur asymptotique finie (), les pinceaux montants existent
et pavent son domaine d’existence en cellules d’univalence.

Sous les hypothéses données, zéro n’est pas valeur asymptotique.
Soit donc a; un zéro, il en part un pinccau montant au moins qui
se termine a Pinfini, car, si une de ses courbes V n’étail pas
compléte elle serait chemin de détermination finie. Donc le
pinceau sera une cellule d’univalence.

Considérons maintenant I’ensemble de tous les pinceaux issus
de tous les zéros. Supposons que ce pavage ne couvre pas lout le
plan et soit @ un point non couvert. Prolongeons la courbe V,
dans le sens descendant; elle ne peut s’éloigner indéfiniment car
on aurait alors un chemin de détermination finie; elle ne peut
sortir de la région non couverte par un point a distance finie; car
clle y rencontrerait une autre courbe V frontiére de pinceau; ce
serait un point j; et la théorie déja faite pour les polynomes
montre alors que 'on peut reprendre le prolongement de V dans la
zone non éliminée. Donc la courbe V, se terminerait en un zéro
qui serait dans la zone éliminée et appartiendrait 4 un pinceau de
ce zéro; il y a contradiction. C. Q. F. D.

I1 est par contre impossible d’exclure a priori I'existence de
pinceaux incowmplets ou de courbes V incomplétes, si 'on admet
Pexistence de valeurs asymptotiques finies; nous verrons ccpen-
dant dans ce qui suit des exemples ou cela est possible. Cela
tiendra a ce que toutes les courbes V y sont completes, c’est-
a-dire vont de la valeur asymptolique zéro a la valeur asympto-
tique co.

11. Fonctions entiéres de la forme Z — ¢*". — Etude de la
fonction entiére Z — e7. — Ramenons le point singulier essentiel

. g v . . 1 . ..

a distance finie par la transformation z = 5 La fonction entiére
1

devient Z = ¢°, dont le point singulier essentiel est en z = o.

(') Théoréme Valiron-Iversen. Cf. G. VaLroN, C. R. Acad. Sc., 166, 1918,
p. 382.
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Courbes R :
1

, , - (cos 0 —isin )
7 = ReiV = ¢? :
—:— cos D
R = e? ;

1
logR = - cos0.
<]

Les courbes logR = const. sont des circonférences langentes
en O a 'axe imaginaire; la courbe R = o0 se réduil a 'axe imagi-
naire lui-méme, tandis que les courbes R =0 et R = s¢ rédui-
sent au point O. '

Courbes V (fig. 24) :

1.
V =— -sinf;
2

b

Fig. 24.

tLy

v=0 +x
Fléche = sens R croissant

les courbes V sont des circonférences tangentes en O a I'axe réel.
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La courbe V =0 se réduit a 'axe réel; les courbes V== oo se
réduisent au point O. Les courbes V > o sont au-dessous de 1'axe
réel; les courbes V << o sont au-dessus du méme axe.

Les courbes V prennent naissance en O, R = o, du cété de

Uaze lmagmaue qul contient la par tie negatwe de Oz, pour
aller aboutir en O, du cété de ’axe imaginaire qui contient la

——>
partie positive de Ox. Elles sont donc complétes.

CHeEMINs DE peTERMINATION. - - La partie négative de I'axe réel
suivi jusqu’en O dans le sens positif est un chemin de délermina-
tion zéro. De méme, toutes les courbes V suivies dans le sens R
décroissant sont des chemins de détermination zéro.

La partie positive de 'axe récl. suivi jusqu’en O dans le sens
négatif, de méme que toutes les courbes V suivies dans le sens R
croissant sont des chemins de détermination infinie.

CeLruLes p'univaLence @ 1Y Cellules montantes. — A partir
del’axe réel, V = o, considérons les courbes: V=2m, V=/4m, ...,
V =oann, ... au-dessous de I’axe réel, et les courbes: V—=—nom.

=-—4m, ..., V=—2nm, ... au-dessus de ’axe réel. Quand on
fait varier V de V=2nmn, a V=2(n +1)x, la courbe V balaie
une cellule d’univalence. Les cellules sont montantes, dans le
sens qui va du coté R=o du point O, coté ci-dessus défini, au

coté R =+ o du méme point.

Cellules descendantes. — Les cellules descendantes sont les
cellules montantes parcourues en sens inverse.

Groupe d’automorphie.

v

I
:
-
I - .

[

Les points de rencontre des circonférences

V=427 V =4 4=, ceey V=42nx,

¢

avec I'axe imaginaire, sont les points 3 = &+ ——, «e.y 5= o
b

27Tl a2nmwi

LXVI. 11
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Pour passer de la cellule limitée par V=0, V=12am, a toutes
les autres cellules, il faut avoir recours aux transformations

1
z’= —_———

. 1
+2nml + -
z

ces transformations forment un groupe cyclique d’ordre infini.
C’est le groupe périodique simple; I'itération indéfinie d’une quel-
conque des fonctions de ce groupe conduit au point 5 = o.

Etude de la fonction entiére : 1. — e*". — Posons 3" = R, e'"1,

nous trouvons
Z — RelV = eRicosV, iR, sin V,;

en ramenant le point singulier essentiel a I'origine par la transfor-

. 1 1 ;!
formation, 3 = Z» On pose encore — = R, €', et I'on trouve de
méme
1
7 = e?"= eR1cos VypiRysin \',,
N 1 -
on Ry=—, V,=—nb.
c",

Il vient

1
logR = RjcosVi= -—cosnf,
ol

V=R;sinV;=— ~P—l,; sin n0.

Courbes R :

. .
LogR = Ry cosV;= — cosn®.
on

h

Tragons les n cellules descendantes de Z,= —, a partir

ah

1
pry

de 3 = 0. Sur chacune de ces n cellules ¢*” se conduira comme e*

sur le plan P tout entier.
Soit la premiére cellule C,, limitée par 6 = o0 et = — 27”, que
Pon décrit en faisant tourner la demi-droite 6 — const., dans le

sens négatif autour de l'origine d’un angle § — —2=.
g g g ~

T

; . . 3x
Les demi-droites = — —, — ., ... sont les courbes logR = o,
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R=1. Dans Pangle § — = >6>— 3% cosnd est négatif, logR est
2n = = 2n
aussi négatif, on est dans la portion de cellule C, comprise entre
§§V4§ 3?”7 R prend toutes les valeurs comprises entre o et 1;
R =o, logR = — 0, Ry =+ =, on est au point O.
’ T b

Dans Pangle + — 262— —;logR> o, R prend toutes les

valeurs comprises entre 1 et -+ oo. Il y a donc alternativement des

angles R =10 et R = o, égaux chacun d’eux a =, et séparés par
. n
les demi-droites R =1.
Les courbes logR = const. forment dans chacun de ces angles
une famille composée d’'unc branche de rosaces a 2 7 branches, tan-

. . 2k—1) k+1)=
gente en O, aux deux demi-droites 6 = hk—nz o (k+rDz

2n 2n
qui encadrent I'angle. Les branches de rosaces R =1 se réduisent
. . 2k+1)=x
aux demi-droites § = (_Z—n__—

Courbes V ( fig. 23) :

V=R;sinVy=— L sinnf.
P’l

Les branches de V= o0 sont les demi-droites § = —];—”— Sur les

demi-droites § = C2FDT R cpoit partir de R = o, en s’éloi-
gnant du point O; et en O, R = o. Sur les demi-droites § = Z—I:E-a

R =aen O, et décroit a partir de I'infini, quand on s’éloigne de O.

Dans les angles — ";hx 202 — (2Iil+ DT, Vest positif et croit de

R . h
zéro a + o, tandis que dans les angles — (i%)j 262 — ﬁé:——l)"-,
V est négatif et décroit de zéro a — oo.
V ==, les courbes V correspondantes se réduisent au

. 2hx —(2h+1D)w
point O. Dans un angle quelconque — — 262 —————, la

branche de V= const. est une branche de rosacc a » branches. V
'variant, cette branche de rosace forme une famille, tangente en O
aux deux demi-droites § = — ﬂf’., 0—=— (—2}’—;—;—-125

- » se réduisant

V=== au point O, et V= 0 aux deux demi-droites précédentes.
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Dans le sens R croissant, les courbes V prennent naissance en O
dans les angles R = o, pour aller aboutir en O, R = =, dans les
angles R = c.

Fig. 25.

v=0

ve0
laﬂe'db;’:&ns Rerosssant +x
CeLLuLEs nUNIVALENCE : 1° Cellules montantes. - Faisons

varier V de V=2a/kn, a V=12(k +1)m: si Ak est positif dans
chacun des 7 angles V >> o, nous balayons une cellule d’'univalence.
ayant son origine en O, R = o, et son extrémité également en O,
R = . En donnant a & toutes les valeurs entiéres de A = - oc.

4 K=+ =», nous obtenons le pavage de P en cellules mon-
1

tantes-de e*".

2" Cellules descendantes. -—— Ce sont les cellules montantes
parcourues de R = + o a R = o, c’est-a-dire en sens inverse.

Groupe d’automorphie. — Dans un méme angle
LRI Ut OIS
n - - n
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on obtient facilement les transformations qui permettent de passer
d’une cellule quelconque a une aatre cellule quelconque.

Mais les transformations élémentaires ne sont plus des fonctions
uniformes, en les étendant a tout le plan, on obtient des fonctions
multiformes. Et le tableau de composition de ces ionctions multi-
formes donnerait un hypergroupe. Toutefois, comme pour le poly-
nome, les éléments de 'hypergroupe transforment chaque cellule
en une somme exacte de cellules.

12. Les fonctions entiéres de la forme Z — ¢"“'. — Nous rame-
nons le point singulier essentiel a distance finie par la transforma-
» ¢t nous posons

P(5) =R

logR = Ry cosVy,
\ = Rl SinV).

. 1
tion v = -

3

[

d’ou

Les n cellules descendantes de P(i), qui partent de 3=o,
\ e/

.

) . . . . ..o»(

jouent vis-a-vis de la fonction entiére e (~)
1

plan P joue vis-a-vis de €.

Dans une circonférence de centre z=o, el de rayon suffisam-

le méme roéle que le

ment petit, le résean fondamental de P(% ) se rapproche d’aussi

; . A .
prés que 'on veut du réscau de z—,‘: et tend vers lui le rayon de la

(
.z
1

de z = o, remplacer le réseau de P ( z> par le réseau de %ﬂf .

circonférence tendant vers zéro.

P . .
Nous pouvons donc dans I’étude de ¢ ) au voisinage et autour

. . . . . A
Courbes R. — Pour simplifier, faisons Aj=1, le réseau de ;ﬂi
. . 1
coincide avec le réseau de 2 Quand A, %1, on passe du réseau

1 ) ,\o .
de — au réseau de ., par une rotation aulour de z = o, et par la

multiplication des modules par un nombre fixe.
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On a donc
logR = R4 cos Vy,

au voisinage de 5 = o, les courbes V, = (2& + 1) g, qui sont les
demi-droites — 0 = (2k + 1) ;71, sont les branches de R = 1.

Dans les angles (2 k + 1);—n S—0<(2k+3) 2—’%, cosV, estnéga-

tif et R est compris entre zéro et I'unité. Dans les angles
~ ~
. < —6< A
(2L+3)2n: =(2/c+5)2",

cos'V, est positif et R varie de I'unité a + .

Dans chacun de ces angles, pour les valeurs de R suffisamment
grandes ou suffisamment petites, suivant que l'angle est un angle
R =0, ou un angle R =+ «, a chaque valeur de R il correspond
une branche de rosace a n branches, tangente en O aux demi-
droites

—b=(2k+1)y  —0=(2k-+3) .

R croissant a partir de R = o, les familles ou les branches de
R, dans les angles R = o, croissent, se raccordent entre elles.
aux points j; de P(3z), pour venir se confondre, R suffi-
samment grand, avec les n familles ou avec les branches de R,
dans les angles R = oo.

Courbes V :
V =R;sinV,;

au voisinage de 5 = o, et dans une circonférence de centre z = o.

et de rayon suffisamment petit, les courbes V, =kn sont les demi-
—kn

droites § =

(2h+1)1r 6<2(’L+I)ﬂ7
= = n

Dans les angles + y sin'V, est négatif

et V est négauf-, tandis que dans les angles

2(h +1)7:<_0<+(2h+3)7:
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sin'V, est positif, V est positif. Sur les demi-droites

(2h+1)= a2(h+1)=
0= ~—r—-——", —_f= -,

n n .

V est nul, V=o. Il y aura donc des angles V > o et des angles
V<o.

Pour les valeurs de V trés grandes en valeur absolue, mais
négatives, la courbe V a n branches, qui sont n branches de
rosaces, formant une famille dans chacun des n angles V<o, et
tendant vers z = o, V tendant vers — x. Ces rosaces sont tan-
2(k+1)1c’ (2h+3)m

n

De méme, pour V trés grand positif, la courbe V a r branches,
qui sont encore n branches de rosaces, formant une famille ten-
dant vers 2 = o, dans chacun des n angles V > 0, V tendant vers
+ w; et tangente aux mnémes demi-droites que précédemment.

Le sens croissant pour R, sur les courbes V, va des angles
R =0, aux angles R = +oo.

gentes en 5 — o, aux demi-droiles

Quand V croit & partir de V= —ow, les courbes V, dans le
voisinage de z = o, ferment n familles dans les angles V <<o;
ces n familles s’accroissent avec V, se raccordent entre elles
aux points j; de P(z), pour venir coincider avec les n familles
des n angles V> o, quand V positif est suffisamment grand.

En tous les cas, toutes les courbes V sont completes.

CHEMINS DE DETERMINATION. — 7Z'oute courbe V suivie dans le
sens croissant est un chemin de détermination infinie; et dans
le sens décroissant, de détermination nulle.

CeLLuLES p'UNIVALENCE. : 1° Cellules montantes. — Considé-
rons l'aire balayée par une branche de V, quand V croit de 2k=
a 2(k +1)n. Si, dans le balayage, V rencontre un point j;, elle
se casse et nous gardons les deux branches Vj: de la cassure
au point j; sur Vj;, dont le module est le moins élevé. L’ensemble
_des courbes V=12kmn, V:=(k +1)m, et des cassures conservées

1
. . Pl -
délimitent une cellule montante de e (‘) .
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En prenant toutes les courbes V = a2kn, partant des angles
1
. . Py -
R = o, on obtiendra toutes les cellules montantes de e (‘)

2° Cellules descendantes. — On considére les domaines
balayés par V, tournant autour de son extrémité R -—=ow. Les
courbes V=2km, V=12(k 4 1)m, el les deux branches de toute
cassure, a partir du point j; de Vj; dont le module est le plus
¢levé, R allant en décroissant, forment les frontiéres d’une cellule

1

P(=
descendante de e (2) En prenant toutes les branches de V= 2K =
partant des angles R == + o, on obtient toutes les cellnles descen-

1
dantes de eP(;).
Hypergroupe d’automorphie. — Dans chacun des n angles

'V < o, faisons croitre V, et marquons les branches de V =2Kmr,

que nous obtenons jusqu’a la premiére cellule montante d’univa-
lence contenant un point j;.

‘Faisons de méme dans les n angles V > 0. Nous aurons ainsi
2 n domaines, dans chacun desquels nous pourrons trouver les
transformations qui font passer d’une cellule montante a une autre
cellule montante. .

En prolongeant de toutes les maniéres possibles ces transforma-
tions, nous aurons des fonctions multiformes, etle tableau de com-
position de ces fonctions multiformes ne donnerait plus un groupe,
mais un hypergroupe.

Pour cet exemple encore, en se basant sur le fait que toutes les
courbes V sont complétes, nous pourrions établir la propriété fon-
damentale, a savoir que:

Toute transformation de Uhypergroupe représente une
cellule sur une somme de cellules.




