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SUR DES ENSEMBLES CARTESIENS PARADOXAUX
ET LA THEORIE DE LA MESURE

Par M. Gustave CrHoquer.

M. Sierpinski a construit () un ensemble plan E coupé par
toule droite z = A suivant un ensemble dénombrable, et dont le
complémentaire est coupé par toule droite y = g suivant un
ensemble dénombrable. L’existence d’un tel ensemble est d’ailleurs
équivalente a ’hypothése du continu.

Cet exemple montre qu’il ne subsiste rien du théoréme de
Fubini sous sa-forme classique, pour les fonctions non mesurables.
Toulefois on pourrait encore espérer conserver quelque chose du
théoréme de Fubini en utilisant des ensembles de section plus
généraux que les paralléles aux axes. Nous allons voir qu’il n’en
est rien.

M. J. Dieudonné nous a récemment proposé le probléme
suivanl, aux conditions d’allure trés restrictive : Existe-t-il un
cnsemble plan E dont le complémentaire soit de-mesure linéaire
nulle sur toule droite y = et tel que pour tout ensemble L mesu-
rable linéairement et de mesure linéaire nulle sur toute droite y=p,
I'ensemble E.L soit de mesure linéaire nulle ?
~ En fait il est impossible de construire un enseémble E satis-
faisant strictement & toutes ces conditions (du moins si Pon
admel que 2% =¥, ), car tout cnsemble plan dont le complémen-
taire est de mesure linéaire nulle sur toute droite y = p, contient
des sous-ensembles mesurables linéairement, a sections horizon-
tales de mesure linéaire nulle, et dont la mesure linéaire est
infinie (2).

(') SierpiNsk1, Hypothése du continu, p. 9.

(2) Ce fait confirme, sous ’hypothése que §, = 2%, Pexactitude d’un contre-
exemple proposé par J. Dieudonné (Sur le théoréme de Lebesgue-Nikodym,
Bull. Soc. Math., 12, 1944, p. 229) et prouve donc, comme il le soupgonnait,
Pimpossibilité de « représenter » comme des fonctions tous les éléments
« abstraits » d’un espace de Riesz Ey qu’il considére.
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Mais de tels sous-ensembles sont de nature trés singuliére. Et
nous montrerons qu’en admettant I’hypothése du continu, on
peut répondre affirmativement a la _question de M. Dieudonné,
lorsqu’on impose ‘aux ensembles L d’étre boréliens, analytiques
ou projectifs, on bien d’avoir une mesure linéaire finie.

Notre principe de construction s’applique aussi a la construction
d’ensembles E a propriétés analogues relativement a des mesures
plus générales que la mesure linéaire.

Ces exemples montrent que; dés que 1'on sort de la classe des
fonctions mesurables, il ne reste rien du théoréme de Fubini,
méme sou. forme d’inégalités.

L’ensemble E que nous avons construit se trouve étre dénom-
brable sur tout arc analytique distinct d’un segment de droite
y =; loutefois. nous indiquerons dans une seconde partie,
comme application d'up théoréme général sur les ensembles
abstraits, la construction d’ensembles S dont les propriétés géné-
ralisent plusl’directement encore celles de ’ensemble construit par
Sierpinski : Par exemple il existe un ensemble plan S dont le
complémentaire est dénombrable sur toute droite y =y, et qui
est coupé suivant un ensemble dénombrable par toutarc de courbe
analytique distinct d’un segment de droite y =p. L’existence d’un
tel ensemble est équivalente a ’hypothése du continu.

Notations. — 1° A désigne le nombre cardinal de 'ensemble A..

2° a désigne le nombre cardinal de ’ensemble des ordinaux
~ au nombre ordinal a.

3° Si A et B sont deux sous-ensembles d’un ensemble C,
(A — B) est mis pour (A — A.B).

4° {a } désigne 'ensemble ayant pour seul élément a.

PREMIERE PARTIE.

1. Tutoriéme 1. — Soient ¥ un ensemble abstrait, ® une
Sfamille de sous-ensembles ¢ de F disjoints deux & deuz, F une
Samille quelconque de sous-ensembles e de F.

On peut trouver un sous-ensemble E de F tel que pour tout
élément e de ® on ait :
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Ee—=e— Uei, (oz‘t I est un ensemble d’indices, avec i:é F
.— = i€l

et I < ®), et tel que pour tout élément e de F on ait :

E.ec Uei, (o I, est un ensemble d’indices, avec T, = ® et

i€l,
L<9%).
Démonstration. -— Rangeons les éléments ¢ et e dans deux
suites transfinies :
(1) €182, . .50 .. avec a < &,
(2) eses...e... avec B<F.

L’ensemble E est ainsi défini .

E=L}E.s¢,L et E-$a=5a—'-U€B-
[

d<a

Comme I'ensemble des 8 tels que B < «a une puissance << ® et

aussi < 7, la premiére propriété de E énoncée dans le lemme est
vérifide.

D’autre part, pour tout 3 on a: E.egc Uea et de plus E.eg
-]

ne peut avoir de points que sur les ¢, tels que a <<f3; comme
I'ensemble des « tels que «a<<{ a une puissance <§' et
aussi < ®, la deuxiéme propriété de E énoncée dans le lemme
est vérifide.

ArpLicaTiON. — Prenons pour F Pensemble des points du plan,
pour @ la famille des droites y = p et pour & la famille des
ensembles plans e, boréliens, analytiques ou projectifs dont
toute section horizontale (y = p.) est de mesure linéaire nulle. Si
on admet Ihypothése du continu, on a : ® = F = ¥,. D’aprés le
théoréme 1, il existe donc un ensemble plan E qui rencontre
toute droite ¥ = p suivant un ensemble dont le complémentaire
sur cette droite est de longueur nulle, et qui rencontre tout
ensemble e suivant un ensemble de projection dénombrable sur Oy,
c’est-a-dire suivant un ensemble de longueur nulle ().

(1) Car une réunion dénombrable d’ensembles de longueur nulle est de
longueur nulle.

LXX1V. 2
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‘Or, d’aprés H. Hahn (1) tout ensemble eartésien mesurable
linéairement et de mesure finie est la somme d’un ensemble de
longueur nulle et d’une réunion dénombrable d’ensembles fermés.

Notre ensemble E est donc rencontré aussisuivant un ensemble
de longucur nulle par tout ensemble mesurable linéairement, de
mesure finie et & sections horizontales (y = ) de longueur nulle.
Nous pouvons donc énoncer :

Treortme 2. — Si N, = 2™, il existe un ensemble plan E dont
le complémentaire est de mesure linéaire nulle sur toute
droite y = u et tel que si L est un ensemble quelcongue mesu-
rable linéairement et de mesure linéaire nulle sur toute
droite y =, et de plus, ou borélien, ou analytique, ou
projectif ou de mesure finie Uensemble E.L soit de mesure
linéaire nulle.

Remarque 1. — Tout ensemble de longueur nulle est contenu
dans un G; de longueur nulle. Donc tout ensemble de mesure
finie est contenu dans un ensemble L borélien. Donc pour tout
ensemble L du théoréme, l'ensemble E.L a une projection
dénombrable sur O y. En particulier tout ensemble L, dénombrable
sur toute droite y == u, rencontre E suivant un ensemble dénom-
brable (Exemple : les arcs analytiques distincts d’un segment de
droite y = p).

Remarquons encore que tout ensemble plan a mesure linéaire
extérieure finie, et a4 sections horizontales de mesure nulle,
rencontre E suivant un ensemble de'mesure nulle.

Remarque 2. — Nous avons dit dans I'Introduction qu’il était
impossible de trouver un ensemble E répondant strictement a la
question de M. Dieudonné.

Pour nous guider dans cette étude, considérons ’ensemble E
dont D'existence est affirmée dans le théoréme 2. Soit H un
ensemble plan mesurable linéairement et de mesure linéaire nulle
sur toute droite y = .

Si la mesure de H est finie, la mesure de E.H est nulle.

Si la mesure de H est infinie et que mes. ext.(E.H)3£o, je

(1) H. Hann, Theorie der reelle Funktionen, vol. 1, 1921, p. 444.
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vais montrer que (E.H) est un ensemble mesurable singulier (*).
11 suffit pour-le voir ('), de montrer que tout sous-ensemble
de (E.H) a pour mesure linéaire extérieure o ou co.

Supposons qu'il existe A tel que AcE.H et de plus’

mes. lin. ext. (A) =1,

avec [5£0 et «. Il existe alors un sous-ensemble A’ de H con-
tenant A, mesurable linéairement et de mesure [. D’aprés le
théoréme 2, mes. (E.A’) =o0; on a donc aussi

mes. (E. A) =mes. (A)=o.

On arrive donc bien a une contradiction.

Nous voyons ainsi que la recherche des ensembles H en litige
revient a celle des sous-ensembles mesurables singuliers de E.
Nous allons montrer I’existence de tels sous-ensembles.

Tatorime 3. — Dans tout ensemble plan E dont le complé-
mentaire est de mesure linéaire nulle sur toute droite y = p,
il existe, si 2™=0V,, des sous-ensembles mesurables singu-
liers (1) M, de mesure linéaire nulle sur toute droite y = p.

Démonstration (*). — Soit sur 'axe y'y un ensemble quel-
conque & de puissance 2™. Désignons par K I’ensemble des
droites A parallé¢les a 2'z et contenant un point de £.

Soit V I'ensemble projection sur 'z de (E.K); le complémen—
taire de V sur 2/ a une mesure linéaire nulle.

Rangeons les droites A de K et les points @ de V dans deux
suites transfinies semblables.

(1) Ay, Asy vy Agy ... -

ou a < Ny
(2) Ay, QAgy oovy gy ...

(1) Nous disons qu'un ensemble mesurable est singulier si sa mesure est o et
si tousses sous-ensembles sont mesurables et 'de mesure o ou . Pour I’étude
de ces ensembles, voir CHoQuer, Ensembles singuliers et structure des ensembles
mesurables pour les mesures de Hausdorff, dans ce volume.

(?) Dans un travail en cours sur la théorie de la mesure (4 paraitre probable-
ment aux Fund. Math.), C. Pauc a pu appliquer notre méthode de démonstra-
tion pour généraliser de la facon suivante le théoréme 3 : « Tout ensemble
de mesure extérieure non dénombrablement finie contient un sous-ensemble
singulier ».
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Désignons par ¢, la projection de (E.A,) sur z/z. Le sous-
ensemble singulier M de E va étre ainsi construit :

Soit A, le premier élément de la suite (1) tel que ¢, contienne

a,. Je pose
wl= a1+(V——U9¢).

LESCA

L’ensemble w, est de mesure linéaire nulle.

Je supprime alors A, de la suite (1) et les points de w!' de la
suite (2). Soient (1) et (2) les deux suites nouvelles ainsi
obtenues.

A partir de (1) et (2)' je définis un ensemble w? analogue a wt,
et deux suites (1)’ et (2"); etc.

Pour tout ordinal a tel que ;éxo je définis de méme un
ensemble w*. Tous ces ensembles w* sont disjoints deux a deux
et constituent une partition de V; chacun d’ecux a une mesure
linéaire nulle.

Soit A* la droite de la suite (1) associée a I’ensemble w=. Je
pose M, = ensemble des points de A* qui se projettent sur z'z
suivant w?. Pour tout «, on a M, cK.E.

On pose M = UMQ.

On a donc construit un sous-ensemble M de K.E qui est de
mesure linéaire nulle sur toute droite y = p, et dont la projection
sur.z'z a une mesure linéaire non nulle.

Or, prenons pour k& un ensemble de Lusin (*). Nous ‘avons
montré ailleurs (2) que M est alors linéairement mesurable ainsi
que tous ses sous-ensembles.

Comme M a sur #'z une projection de mesure linéaire non
nulle, M a aussi une mesure non nulle. Donc M est un ensemble
singulier et répond bien aux conditions énoncées dans le
théoréme 3.

(*) C’est-2-dire un ensemble non dénombrable et rencontré snivant un ensemble
au plus dénombrable par tout ensemble parfait non dense. Pour I'étude de ces
ensembles, voir Lusin, C. R. Acad. Sc., t. 158, 1914; LAVRENTIEFF, Fund.
Math., t. VI, p. 154-155; SiErpINsKI, ibid., t. XI, p. 302-305.

(*) Voir Cuoguert, loc. cit.
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GengravisaTion. — On sait qu'on peut définir pour les
ensembles cartésiens des mesures qui généralisent la mesure
linéaire, et qui sont liées a la donnée d’une fonction ¢(d) continue,
non décroissante et nulle pour d=o. Le résultat de Hahn est
valable pour les ensembles cartésiens mesurables d’ordre ¢(d). It
en.résulte par exemple le théoréme suivant :

Tutorime 4. — Pour toute mesurg d’ordre ¢(d) il existe un
ensemble plan E dont le complémentaire est de mesure nulle
d’ordre ¢(d) sur toute-droite y = p. et tel que si L est un
ensemble quelconque mesurable d’ordre ¢(d), de mesure nulle
d’ordre ¢(d) sur toute droite y = ., et de plus ou borélien,
ou analytique, ou projectif, ou de mesure finie, 'ensemble E.L
soit de mesure nulle d’ordre ¢(d). '

Dans toul espace cartésien on aurait évidemment des résultats
analogues.

2. Commentaires. — 1l n’est pas certain que l'existence d’un
ensemble E jouissant des propriétés énoncées dans le théoréme 2
soit équivalente a I’hypothése du continu. En effet, comme il est
difficile de trouver des conditions pour qu’un ensemble soit de
longueur nulle lorsque ses sections horizontales (y = ) sont de
longueur nulle, nous avons cherché a nous ramener au cas
d’ensembles qui soient des réunions dénombrables de sections
horizontales de longueur nulle; et par la nous avons été conduits
a introduire ’hypothése du continu. Mais il semble possible, bien
que difficile, de se passer de cette hypothése.

Nous allons maintenant montrer l’existence d’un ensemble R
jouissant de propriétés analogues a celles de Pensemble E du
théoréme 2, et u’on peut construire sans utiliser I’hypothése du
continu.

Tatortme B. — Sans utiliser Uhypotheése du continu, on peut
construire un ensemble plan R dont le complémentaire a au
plus un point sur toute droite y = p., et dont tout sous-ensemble
mesurable linéairement, a sections horizontales (y =p) de
longueur rulle et qui est, ou borélien, ou analytique, ou de
mesure finie, est de longueur nulle.
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‘Démonstration. — Soient ® la famille des droites y = p, et F la
- famille des ensembles. boréliens ou analytiques plans e ayant
sur Oy une projection non dénombrable.

On'a® -—:?.'Rangeons les ‘éléments de ® et de & dans deux
suites transfinies-semblables :

(1) Y5 Y2 ooy Y

ol a<2“‘°.
(2_) €1, €2y ..., Cgy, ..

‘Nous poserons R=C(T) (), T étant un ensemble que nous
allons définir

.Soit ¥, le premier y, de la suite (1) tel que la droite y,
rencontre e; suivant un ensemble non vide; soit m; un point
quelconque de e;.y,.

Supposons alors mg défini pour tout 8 < «. Comme a << 2%, et
que la projection sur Oy de tout élément e a la puissance 2™,il
existe dans la suite (1) des éléments y 7 ¥ ey pour < o tels que
les droites correspondantes rencontrent e, suivant un ensemble
non vide; soit ¥, le premier de ces éléments et soit m, un point
quelconque de e,.y,-

Posons T = U M.
a<th
L’ensemble T a un point au plus sur toule droite y =p et
d’autre part tout élément e de ® a un point dans T.
Donc aucun sous-ensemble borélien ou analytique de R="C(T)
ne fait partie de @; autrement dit, tout sous-ensemble borélien ou
analytique de R a sur Oy une projection dénombrable.

Le théoréme annoncé s’en déduit aussitot en utilisant le résultat
de H. Hahn déja indiqué.

DEUXIEME PARTIE.

3. Tutortme 6. — Soit F un ensemble abstrait de puis-
sance 2™ et F une famille de sous-ensembles e de F, telle que
pour tout couple e, e d’éléments de &F, on ait (;.“e;)ém, et
telle que F = 2%,

(1) G(T) désigne le complémentaire de T par rapport au plan.
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Si Uon admet que Ny= 2%, pour toute partition de F en
sous-familles &;(i €l; avec Ix 2), il existe une partition de
F en sous-ensembles F;(i€l) telle que pour tout ef€ F;, on
ait (;jr-FT) < N,.

Démonstration. — Ordonnons les points de F et de & dans
deux suites bien ordonnées de types d’ordre respectivement = Q
et ZQ;

(1) Ay QAzy ...y Ay, ey

(2) €1 €2, ..., €q,

Désignons par [e,] 'indice ¢ de la famille &; dont e, fait partie;
on désignera donc cette famille par &, et I'ensemble F; corres-
pondant par F,,.

Nous allons répartir les points de F progressivement entre les
ensembles F; inconnus; cette répartition sera définie univoque-
ment dés que les suites (1) et (2) seront données.

Opération 1. — On pose a,€F,; et e;.F,,c {a:}. Donc
e,.F,,; est désormais déterminé et 'on pose e;— ey.F, cFy,,
) étant le plus petit ordinal tel que [e,] soit distinct de [e4].

Supposons alors terminées toutes les opérations d’ordre 8 << «
(ou a'est un ordinal de seconde classe), toute opération d’ordre
B << a consistant & classer dans F[ep, le premier point de la suite (1)
non encore réparti, et a répartir tout point de I’ensemble eg dans
'un des ensembles F;, de fagon que (ep.F[ep])éxo.

Soit C, 'ensemble des points de E répartis au cours des opéra—
tions d’ordre § <a.

Qpération a. — Soit a, le premier point de la suite (1) qui ne
fasse pas partie de C,. On pose ay, € Fy, et eq. Fioy < { @y} + Ca.

Alors e,.F,, est déterminé, et 'on pose : e,— €,.F, ;CcF,;,
A étant le plus petit ordinal > a, tel que [ey]# [ep]} pour
tout B < a.

Montrons que I'on a bien (a-Frp) < Mo

En effet, e,.F,  ce.({ay,} + Cy).

Or C,= U (Cgr1—Cg); (Cgia— Cg) représente ’ensemble

B<a ~ v

des points nouveaux répartis au cours de la 3"*™° opération; ces
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points sont, & un point prés, situés-sur eg; or €,.eg est au plus
dénombrable par hypothése; donc e,.C, P'est aussi, et de
méme e, .F ;.

On continue les opérations jusqu’a ce que les points de Lous les
e, soient répartis. Les points de la suite (1) qui alors ne sont pas

répartis, sont ceux de l’ensemble (F — Ue"‘)'

On pose (F — U e,) cF,

@ .
La partition annoncée de F en ensembles F; est réalisée.

Application. — Prenons pour F I'ensemble des points du plan,
et pour F P’ensemble des courbes analytiques planes non décom—
posables. & satisfait bien aux conditions du théoréme.

On prend la partition suivante de &F en deux familles
Fi(i=1 ou 2): F; est identique & la famille des droites y = p,
et 572 =F — 971.

Soient alors F, et F, les deux ensembles dont V’existence est
assurée par le théoréme 6.

L’ensemble plan S=F; a son complémenlaire dénombrable
sur toute droite y = p el rencontre suivant un ensemble dénom—
brable tout arc de courbe analytique non portée par une
droite y = p.

Un tel ensemble est en particulier coupé par toute droite z =2
suivant un ensemble dénowmbrable. Il'en résulte que son existence
est équivalente a 'hypothése du continu ().

Généralisation. — On peut calquer sur la démonstration du
théoréme 6, celle d’un théoréme plus général que nous énoncerons,
sans démonstration, sous une forme valable sans supposer ’hypo-
thése du continu ou toute autre hypothése analogue.

Tuatoréme. 7. — Soit F une famille de sous-ensembles d’un
ensemble abstrait F, et soit & le plus petit des nombres ordi-

nauz p tels que l'on ait'e.e < p, pour tout couple d’éléments e,
e de la famille & .

(}). Voir SiempinNsk1, loc. cit.
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Pour toute partition de F en sous-familles F;(i el, avec
1 2), il existe une partition de F en sous-ensembles F(i 1)
telle que pour tout élément ef de F;, on ait :

(KF)<8xF =sup(3,7) (1.

Remarque. — Dans le théoréme 6, onad=V, et F = o¥,
L’inégalité du théoréme ci-dessus devient alors (eF. ;) < 2%.
Donc si §; = 2%, on a bien (eF.F;) < N,.

(Manuscrit regu le 11 juillet 1945.)

() Pour une limitation de; en fonction de F et de 8, voir A. Tarski, Sur
une décomposition des ensembles en’ sous-ensembles presque disjoints (Fund.
Math., 12, 1928, p. 188-206).




