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SUR L'ENSEMBLE DE CONVERGENCE ABSOLUE
D'UNE SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE;

PAR M. Jean ARBAULT.

INTRODUCTION.

I . C'est dans la thèse deFàtou (1906) qu'est apparue pour la première fois L*
problème de la convergence absolue des séries trigonométriques. L'auteur v
montre que tout point de l'ensemble de convergence absolue est centre de symétrie
de cet ensemble. En 1912, M. A. Denjoy dans les Comptes rendus de l'Académie
des Sciences montre que si une série trigonométrique ïpn sinÇnx-}- cp^),pn^ o
converge absolument sur un ensemble de mesure positive, la série converge abso-
lument partout, la série des coefficients Ip,i étant elle-même convergente. Co
remarquable théorème, conséquence des propriétés de la mesure pose le problème
de la caractérisation des ensembles de convergence absolue d'une série telle que
JSp/i diverge.

La question a été reprise ensuite par Niemytzki(i926), qui remarque que si un
ensemble ê est une base du continu — c'est-à-dire si tout point d'un intervalle
(a, (3) peut se mettre sous la forme î^iXi; Xi € ê : \i entier le î étant fini, c'est-
à-dire ne comprenant qu'un nombre fini de termes —, toute série trigonométrique
qui converge absolument sur <ê converge absolument partout. Appelons base de
convergence un ensemble ê ayant cette dernière propriété. Le résultat de
Niemylzki — cette forme de l'exposé des résultats est due à Zygmund ( i935) _
s'énonce : une base du continu est une base de convergence. Lusin avait remar-
qué auparavant (1915) que tout ensemble de convergence absolue est de première
catégorie et de type Fo-. Un résiduel est, du reste, base du continu, autrement dit
un sous-groupe de R ne peut être un résiduel.

Ce n'est qu'en 1988 que le problème fait de nouveaux progrès avec Marcin-
kiewicz. Celui-ci appelle ^-ensemble ou ensemble de type N-, un ensemble ê tel
qu'il existe une série trigonométrique absolument convergente sur ê sans .l'être
partout. Il est trivial que si ê est un N-ensemble, toute partie de ê l'est égale-
ment. Les ensembles de type N sont donc les parties des ensembles de conver-
gence absolue. Marcinkiewicz montre aussi un résultat fondamental : la réunion
de deux N-ensembles peut être une base du continu et donne un exemple effectif.

M. R. Salem ensuite, en 1941, publie deux Mémoires sur le sujet. Dans le pre-
mier, il indique qu'à tout N-ensemble, on peut adjoindre un point, donc un nombre
fini sans que la réunion cesse d'être N, donc aucun N-ensemble n'est saturé.
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Dans le second, il remarque que 2p^ [ sin/îa*| a un ensemble de convergence
déduit de celui de .2p,i| sinÇnx 4- ̂ n) | par translation, si ce dernier n'est pas vide.
On peut alors montrer que pour tout N-ensemble E il existe une série de sinus
2p,i | sinnx \ convergente sur E (2pw) == oo). Pour l'étude des N-ensembles, il suffît
donc de se limiter aux séries de sinus.

Ensuite, il étudie la convergence sur un parfait en utilisant certaines intégrales
de Stieltjes qui lui permettent de donner une condition nécessaire pour qu'un
parfait P soit de type N. Cette condition est, du reste, suffisante « presque par-
tout ». Si elle est remplie, il existe une série convergeant presque partout sur P,
la mesure étant positive à support sur le parfait. M. Salem applique cette condi-
tion aux ensembles parfaits qu'il nomme symétriques et qu'il a utilisés dans ses
beaux travaux sur les ensembles d'unicité.

2. Abordant la question en IQ43 sans connaître, par suite de la guerre, les tra-
vaux de M. Salem, j'ai indiqué moi-même la remarque relative aux séries de sinus
en la complétant par la remarque essentielle que l'ensemble de convergence
absolue est un groupe additif ou un module, ce qui est une généralisation du
théorème de Fatou. Cet aspect nouveau conduit à poser de nouveaux problèmes.

Le problème initial étudié par Marcinkiewicz et M. R. Salem est la caractérisa-
tion des N-ensembles. Il vise à indiquer des conditions permettant de reconnaître
qu'un ensemble E donné est de type N ou, au contraire, est une base de conver-
gence. Une condition nécessaire pour que E soit N, est que le groupe engendré
par E soit discontinu. Nous indiquons un exemple prouvant que la réciproque est
fausse.

Toute série -Spn) sinnx\ convergente sur un ensemble E, converge aussi sur le
groupe (s engendré par E, donc en des points n'appartenant pas à E, mais définis
par la donnée de E et indépendants de la série envisagée. La convergence sur E
n'implique-t-elle pas la convergence en d'autres points que ceux de G et, en parti-
culier, en des points qui peuvent dépendre de la série considérée ? Nous indiquons
un exemple répondant par l'affirmative à cette question, exemple non trivial où le
groupe G est F<r.

Un problème d'un autre ordre m'a été suggéré par M. R. Salem. Les exemples
aisément accessibles de N-ensembles sont tels qu'il existe une série convergente
sur l'ensemble à coefficients ne tendant pas vers zéro. On peut trouver une suite kn
telle que ï \ s\nkn^x \ converge en tout point de l'ensemble envisagé. Il est com-
mode d'appeler ensemble No tout ensemble satisfaisant à cette propriété. Tout
ensemble N est-il de type No ? Plusieurs contre-exemples montrent que cette
propriété est fausse.

Les méthodes que l'on peut utiliser dans cette étude sont variées. Les unes
découlent de la structure de groupe de l'ensemble de convergence absolue et
relèvent de l'algèbre. D'autres sont purement topologiques et procèdent du théo-
rème de Baire ou des méthodes de M. A. Denjoy. Mais le problème est un pro-
blème d'analyse mathématique. Les propriétés de la convergence, de môme que
certaines méthodes analytiques liées à des mesures et déjà utilisées par M. Salem
peuvent rendre de grands services. Enfin, le sujet relève souvent de l'arithmétique.
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Puisqu'il s'agit de convergence absolue, le sinus peut être remplacé par l'arc
réduit au premier quadrant et ne joue qu'un rôle de commodité. On étudie, au
fond, les séries de la forme ^pnp(/î.y), oùp(/tx) désigne la distance du nombre
(nx) à l'entier le plus voisin. De plus, beaucoup des propriétés subsistent si n
n'est pas nécessairement un entier, et s'appliquent aux termes de la forme
^9kp(^k^)j °ù ^A désigne une suite croissante, tendant vers l'infini de nombres
réels. Mais il est remarquable que s'il existe une série de'cette nature convergente
sur un ensemble E, avec des ̂  quelconques, il en existe une autre convergente au
moins sur E avec des ̂  entiers. La forme de ces séries en fait un cas particulier
du problème de la répartition des nombres, modulo i. On connaît les travaux rela-
tifs à l'étude de ce problème et, en particulier, ceux de M. Ch. Pisot. Ces répar-
utions sont mal connues, en particulier pour des suites lacunaires kn arbitraires.
Très souvent, nous avons dû nous limiter à des exemples comprenant des suites
particulières comme la suite 221* dont l'étude est plus abordable.

3. Ce travail est divisé en trois parties, chaque partie étant divisée en plusieurs
chapitres. Dans la première partie, après avoir étudié quelques séries particulières
qui nous sont utiles par la suite, nous abordons les propriétés des ensembles de
convergence absolue qui relèvent de l'algèbre et de la théorie des ensembles.
Nous indiquons les propriétés algébriques, desquelles on déduit beaucoup des
résultats connus jusqu'alors. Une étude des groupes du tore nous permet d'abor-
der une réciproque non encore démontrée. Le chapitre III est consacré aux
ensembles ((permis », c'est-à-dire aux ensembles que l'on peut adjoindre à un
N-ensemble donné sans que la réunion cesse d'être un N-ensemble.

La deuxième partie est consacrée aux ensembles No et à quelques généralisa-
tions. Dans le premier chapitre, nous démontrons pour ce type les propriétés des
ensembles N qui continuent à être vérifiées. Le second nous donne par l'étude des
« suites de limite nulle » pour un ensemble e, suites (^i telles que sin^n^^ tend

vers zéro avec I- en tout point xç.e certains lemmes utilisés au chapitre III à plu-

sieurs contre-exemples. Un ensemble N n'est pas, en général, de type No ; un
ensemble N^ (pour lequel existe une suite {kn} telle que la série sm^kn^^
converge en tout point de l'ensemble) est un ensemble N, mais en général n'est
pas No. Enfin l'espace vectoriel sur les rationnels ê engendré par un No ensemble,
qui est de type N n'est pas No. Ces problèmes sont traités sur un cas particuliej
où intervient la suite a*".

Dans la troisième partie, nous abordons d'autres méthodes d'étude des ensembles
de convergence absolue. Le chapitre I étudie la nature de la convergence et, en
particulier, la convergence normale. Le chapitre II utilise des méthodes topolo-
giques qui conduisent à un théorème général relatif à la convergence absolue sur
certains parfaits. M. P. Malliavin a montré que si une série converge sur un par-
tait symétrique, la convergence y est uniforme. Cet énoncé peut être étendu à des
parfaits dont les portions se déduisent l'une de l'autre par des translations. Il
permet de donner un exemple de parfait .P engendrant un groupe G tel que toute
série ( i ) ïçn \ sinn7cx\ convergente sur P converge nécessairement sur un sur-
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groupe Gt de G tel que le groupe-quotient Gi/G ait la puissance du continu. Mais
G! n'a aucun point fixe en dehors de G, il existe une série de la forme indiquée*
divergente en un point donné a^îG. L'applicatiou des théorèmes si pénétrants de
M. A. Denjoy permet de montrer que si la série ( i) diverge sur un sous-ensemble
partout dense d'un parfait P à translations, elle diverge sur un résiduel de P et de
montrer que l'ensemble triadique de Cantor n'est pas du type de Marcinkiewicz,
c'est-à-dire ne peut être décomposé en deux parties qui soient de type N (ni
même en une infinité dénombrable de parties).

Enfin, le dernier chapitre utilise certaines intégrales de Stieltjes liées à des
mesures positives ayant pour support un parfait donné. On en déduit qu^il existe
des ensembles discontinus constituant un groupe additif qui sont pourtant des
bases de convergence.

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma vive reconnaissance à M. A. Denjoy qui
n'a cessé de m'encourager au cours de mon travail, a bien voulu présenter a
l'Académie les principaux résultats et m'a fait l'honneur d'accepter de présider le
ïury'J'adresse des remercîments très sincères à M. R. Salem qui n'a cessé de suivre
mes travaux et qui, par son cordial dévouement, a été pour moi le plus sûr des
conseillers.

Mes remercîments vont aussi à M. G. Choquet qui s'est intéressé à mes
recherches, m'a permis de les exposer à son Séminaire et m'a donné de précieux
conseils pour la rédaction ; à M. P. Dubreil qui veut bien se joindre à M. A. Denjoy
et à M. G. Choquet pour constituer le jury, ainsi qu'à M. Ch. Pisot dont les
conseils m'ont été fort précieux.

PREMIÈRE PARTIE.

CHAPITRE I.

ÉTUDE DE LA CONVERGENCE ABSOLVE DE QUELQUES SÉRIES PARTICULIÈRES.

1. Série Z | s'inn ! ' R X |. — II est immédiat que cette série converge pour toutes
les valeurs de x rationnelles. Si elle converge pour un point a, elle converge aussi

pour tout nombre a 4- * » en particulier pour a + ,-p

On sait que tout nombre x du segment (o, - i~) peut se mettre sous la forme
00

a^'^."", (an entier), o^a^<n,
n==2

le développement factoriel est unique, sauf pour x rationnel qui possède un déve-
loppement limité (a,i==o à partir d'un certain rang) et un développement illi-
mité (otn^ ^— i à partir d'un certain rang).
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Nous allons voir que l'on peut développer un tel nombre sous la forme

(i) ^=2^ (P. entier),
H ==2

avec

— ( — — i ) ̂  ?/i ̂  — si /i est pair.

( n —i \ r> ^ — i—. ———)^pn^——— si 7i est impair.2 / — • " — 2

1(SVII suffit de montrer que les développements ( i) recouvrent le continu. Si l'on fixe
les chiffres jusqu'à 2/1, on atteindra au plus

2fl
'yp^ ____Z^p^Zà^rîTr^ Zà i^pTï'À^p\ ~^~ ̂  (2p-n)!
^=2 p=:n /i»==/ï-t-l

tandis qu'en ne prenant que des « chiffres » négatifs à partir 'du rang suivant, on
aura au moins

V ^ . î -n y p yb -+-Êli±i_V_£-.
P ! (2 /QÎ ^•^(2/ï-h

M=? /»==/( ' //=»»-H

^ P\ (-îfl ) ! ^ ( -2/7 -4- I ) ! ^JD ! (2^ ) ! ^ù(2/?-H)î •̂rf (2JO)!
' /»==/( p-=n+t

L'égalité de ces deux nombres résulte de l'égalité

— = y .
^)! Zj((2/1)! ^CP4-I)!

/^=2/l

Une démonstration analogue vaut pour l'ordre impair. On a, en outre, un théo-
rème d'unicité. Supposons qu'un nombre ait deux développements

Posons

. r^V^^VÏ».
jLn\ ^J/i!

W==2 H=S

?n==P^-?«, ?^==^ Si Pn^O,
?î== o si,8,,<o,

on îiura
l?^-*-Tn(2) y ^"«-Tn^yTn-^^

/<=2 M=2

Mais
f^+ïïï<^.

Les développements de chaque membre de (2) sont des développements faclo-
riek. Ils représentent le môme nombre. Donc, ou bien les chiffres sont égaux

ce qui implique

d'où

%+T»=n-+-?„,

?;=YÎ, ?n==Y/;,
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ou bien le nombre (2) est rationnel, donc à partir d'un certain rang

ceci implique

K-+-Tn=0,

T^-t-Pn=1-I,

Pî=T/i=o;

T^ft» sont maxima, donc à partir d'un certain rang, les chiffres sont extrémaux.
On a unicité du développement, sauf pour une infinité dénombrable d'entre eux.

Étudions maintenant la convergence de la série o- == 21 sinn ! nx\. Posons

•-lï,.
donc

"'•—'Sj^'112 jh'
/»=2 ;»==n-n

^=^^..w:.^^ (modi)
P Qn-t-1 P«-+-2
n-l-l (n-hi)(/i -+-2)

avec

9J<
(/l -4-l)(/l-(- 2)

La série 2|6n[ est donc convergente; d'autre part, la convergence 4erV1^
implique celle de

IP.

V 1 P -̂i 1 ^ 1 P^-f-a 1
^J( / l -+- l ) ( / l -+-2)^<ÀJ/ l - t -2

o- converge au point x si et seulement si V-!-'2-L converge. Il est évident que

cet ensemble de convergence a la puissance du continu.

2. Série ï\ cosn î 7r.r|. — Pour que cette série converge au point a*, il est
nécessaire que n ! x tende vers ^ (module î ).

n\x^^± -h———^±1___ n (modi)
/l-t-I (/l-4-l)(/l-t-2) " ^moaI^

SjOnKao,

1—^-L tend donc vers ^ •/l 2 ,
Posons

P/.==Sn(^ -^n) » £n=±I = Sgnp»,

P^^^^,

/:/t est entier si n est pair ;
r/i est congru à - (mod î ) si n est impair.

De toute façon, r/l tend vers zéro.
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La série ( 2 ) converge en même temps que

/a \ l e 'n-t-ï £w+8 , „ ____fn^-î.____|<2•I) l^1;^-^^)^6»-^ .4-1)^.4-2)1'
Mais le troisième terme est o ( — ) « Si TI est impair, quelle que soit la valeur de

r,M-i, la somme des deux premiers termes reste au moins égale à —,———r» de sorte
qu^il ne peut y avoir convergence pour aucune valeur de x.

THÉORÈME. — La série î cosn ! 'KX ne converge nulle part.

3. Série ï \ sin(n ! 4- i ) T!X |. — Reprenons pour x un développement factoriel
51 a? • On voit que la série (3) converge au point x^ en même temps que la série

de terme général : '

<3-- ) ^-^--)-

p ( a ) désignant la distance du nombre a à Rentier le plus voisin. Il faut pour cela

que -" ait pour limite i—x . Posons

(3.2) ^=i-^^^, |^i<I, ^=0(1).

La convergence de (3. i ) entraîne celle de

kn , \—x an—(/i—i)(i—.r)
(3.3) n n n

Comme la différence de deux numérateurs successifs de cette expression
a/i-n — a/i + i — x est, module i, égale à i — x^ il en résulte que de deux termes
consécutifs de la série (3.'3) Fun au moins surpasse en module ——x ce qui assure
la divergence de la série (3) pour tout x non nul.

THÉORÈME. — La série S\ sin(/i! -1- i)nx\ ne converge absolument qu'à
l } origine.

4. Sériel | sin2"7r^r|. — II est évident que cette série converge pour tous les
rationnels dont le dénominateur est une puissance exacte de 2. Considérons

-2^ («r:=0,.).

II vient

^"S^? <modI)•
Si a.r n'est pas à partir d'un certain moment, constamment égal à o ou à i,' on



- 260 —

pourra trouver certaines valeurs de n pour lesquelles cette quantité sera comprise

entre - et -; sin 2"7r.r ne tend pas vers zéro. Donc :

THÉORÈME. — La série (4) ne converge que pour les rationnels à dénomi-
nateur puissance entière de 2,

5. Série ̂ | sina-'Tra'l. — Tout nombre réel 6(0 <6 <<i ) admet un dévelop-
pement dyadiquc

(I) ^Z^ («r=0,l).
r==l

On en déduit qu'il admet un développement

(-) .=ĵ  o,<—^),^ y" ^
.î=0

développement (unique, sauf pour les nombres dyadiques. Il est donc possible y
comme au paragraphe 1 de trouver un développement

(3) 0=^,
.î==0

nvec
_(2y-l-l-I)^Y,^2w-l-*= ̂ ;

le développement est encore unique, sauf pour une infinité dénombrable d'entre
eux pour lesquels les chiffres ont la valeur extrême à partir d'un certain rang.

On voit que

^8=2^^ ̂  ̂  (modi)
^==0 .<c=/t -t-i

Tfff-4-l
^y-n—tn

avec

I^K ̂

La série ï [ sin2s''î^61 converge donc en même temps que là série

1 Tn-M | _ lTn-^1 1
.^»+«_2.« ^» -2'

Cette convergence peut être assurée en prenant y/i nul, sauf pour une suite par-
tielle j / i / j , où Yn;== i.

Les suites ) TI( ( qui assurent cette convergence ont la puissance du continu.

THÉORÈME. — La série (5) converge sur un ensemble ayant la puissance du
continu.
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6. Remarque. — Supposons que la série jâ ==^.p,i j s'iiimtx\ converge absolu-

ment en XQ sans converger partout. Il est, du reste, nécessaire que la série 2p»
diverge.

Soit j ni ] une suite partielle de la suite des entiers naturels telle que | sin(/i/7ra?o)| ;
soit constamment supérieure à un nombrp a >> o. Il est alors nécessaire que

Sp«,<oo

et la série des p,i dans laquelle on supprime les p,,^ reste divergente.
Il sera donc toujours possible dans une série S de supprimer une suite partielle

de termes /i,, telle que ̂ n, converge sans changer la convergence de 6. Soit une^
série jS, de laquelle on supprime les termes de rang ni de façon à obtenir la
série Si, si j@i converge en XQ^ jSii converge aussi en Xo, Si JSi diverge en a*, "S a
la même propriété.

En particulier, une série 6 diverge en un point XQ si l'on peut trouver une
suite partielle { n,} telle que

( i ) | sin ni T.X | > a >• o pour tout i,

(2) Sp/,,=oo.

Cette j dernière condition est automatiquement satisfaite si limp^;>o, par
exemple pour une série j5 de la forme 2| s\npn'KX\', il suffira, dans ce cas, de
s'assurer que la suite retirée j ni [ comprenne une infinité de termes. Cette
remarque nous sera utile dans la seconde partie.

CHAPITRE II.

PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES UB L'ENSEMBLE DE CONVERGENCE ABSOLUE.

1 . Nous désignons par série trigonométrique une série de la forme

Spn sin(Â:/,.r-+-<?n), p/i^o, Sp,t==oo,

où kii désigne une suite donnée, croissante, tendant vers Finfini dénombres réels.
Sauf lorsque cela est précisé, nous ne supposons pas les kn nécessairement entiers.

Pour l'étude de la convergence absolue, le sinus peut être remplacé par Tare
réduit au premier quadrant, de sorte que nous étudions en réalité la convergence

des séries ïpnp (~1——^ ) où/? (a) désigne la distance du nombre réel a à l'entier
le plus voisin. Mais, à l'exception des exemples pour lesquels cette dernière
notation est souvent plus avantageuse, nous conservons le sinus par simple
commodité.

Définition. — Nous disons avec Marcinkiewicz qu'un ensemble donné EcR
est un î^-ensemble, ou ensemble de type N s'il existe une série trigonométrique
-Sp,isin(7w4- 9/i ) î ^pn^ûo convergente absolument sur E. La série ne converge
que sur un ensemble de mesure nulle comprenant E.
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•2. Soit pu sin ( Â'/( a? -+- cp») le terme général d'une série trigonométrique, a et ^
deux points de convergence absolue'; de

s inÂ:n(^—a)= sin [(Â^&-t-®n)—(À:»a-(-<?„)]
résulte

Sp,,sihÂ-/i(6—a)^Spn|.sin(Â^6+®n)|-+-Spn!sîn(Â-«CT-+-Çn)|;

la série ïpn sinÂ'/ia? converge absolument en &—a. La réciproque est vraie. Si
Zp/i | sinÀ',ia?| converge en b et ^Sp/i [ sin(Â7i.y + 9,1)] en a, cette dernière converge
aussi en a -+- b. Autrement dit, les ensembles de convergence de ces deux séries
se déduisent l'un de l'autre par la translation a.

THÉORÈME (Salem). — Si l'ensemble de convergence absolue de la série
^p/tSin(Â-/,*y-t- <pn) n^ est pas vide, il se déduit de celui de ÏpnSinknX par une
translation.

La condition imposée est nécessaire comme le montre Texemple 2sin(/i ! Ttx,-\- -)
étudié au chapitre I.

Si êf est un ensemble de convergence absolue, c^est-à-dire un N-ensemble,
l'ensemble ê déduit de Ê>1 par une translation qui amène un point de ê' en zéro est
aussi un N-cnsemble, mais pour une série de sinus. Nous nous limiterons dans la
suite aux séries de sinus et appellerons dorénavant N^-ensemble un ensemble ê tel
qu'il existe une série de sinus ^pn[ sin/ia'] convergeant absolument en tout point
de ê sans converger partout, c'est-à-dire pour laquelle Zpn == oo. Cette définition
est, à une translation près, équivalente à la précédente. Nous nous affranchirons
plus loin ( i1'" Partie, chap. III, § 4?) de cette restriction.

Soit une série trigonométrique 2p,i[sinÂ"/i;r|; ka quelconque. Déterminons un
entier ^,i tel que
(I) ^nkn^pn-^-^n (|8n|<£n),

j e / t j étant une suite donnée tendant vers zéro qui sera tout à Fheure soumise à
certaines restrictions. La relation (i) peut être satisfaite pour

^n< ±-
En

Considérons lasérie2p^| sinpn x \
?„ | sin^a;] ̂  Xnpn | sinA-na? |-t-pîtgBW.

Elle converge en tout point de E si

^nPn^P/O Spn6,,<oo.

Il suffit de prendre
Pn=Pnen,

Sp^=S?n£/»= oo, Sp;, 6n = Sp, 6^ < oo

cl il est facile de déterminer €n satisfaisant à ces deux dernières conditions. '

THÉORÈME. — «S'il existe une série ^pn| sinkn^\ convergente sur un ensem-
ble E sans converger partout, E est un N'-e/wwfrfe<



3. De l'égalité
sin kn (b —a) = sin A:,, b cos A-^ a — sin kn acos An 6,

nous déduisons
| smkn{b—a)\^\ sin kn b \ -4-[ sin A:^ c

et, par suite,

THÉORÈME. — Z/ensemble de convergence absolue d'une série de sinus est un
groupe additif.

Mais si;z*€E,
x -+-\TC € E (X entier).

Nous pouvons donc nous contenter de la restriction de l'ensemble à l'intervalle
(o, 7r), un point de l'ensemble étant défini module TT et en posant le terme général
sous la forme pnsinÂTnTr.z*, nous envisagerons des points x définis module i.

Nous aurons donc à faire l'étude de groupes du segment (o, i) à cette congruence
près— c'est-à-dire à un isomorphisme près — l'étude de groupes du cercle (dési-
gné par T, tore à une dimension dans la terminologie de Bourbaki).

Il résulte de cet énoncé que si une série de sinus converge absolument sur un
ensemble ê, elle converge absolument en tous les points du groupe G engendré
par ê, soit en tous les points, définis moduld i par

SX(a< a/€ê (?»( entier relatif)
et le 2 étant fini.

La convergence absolue sur un ensemble <ê entraîne la convergence absolue en
des points fixes (c'est-à-dire indépendants de la série jS considérée) et définis à
partir de ê par un procédé algébrique.

4. Soit S (a?) la somme de la série

5l==ïpn| sillÂ-n3ta?|,

S (a?) n'est fini que si x appartient à l'ensemble E où Q converge; comme S (a?)
est somme d'une série de fonctions continues positives, cette fonction est semi-
continue intérieurement. L'ensemble des points où elle prend une valeur donnée
est donc un Gg et, par suite, le groupe G de convergence absolue (ensemble des
points où S (x) 7^00 ) est un F<y.

Mais si e == ± i,

| S(&) —S(a) | ̂  S(b •+- &a)^ S(a) -4- S(6).

Nous voyons que S (a?) permet de doter le grou]fè G d'une distance invariante
^(•y» Y) = S(.r—y) à condition que S (a?) ne soit jamais nul pour x ^- o, ce qui
est le cas si la série j8 a un terme en sinnx à coefficient non nul, ce que l'on peut
toujours supposer. S(x) est alors û?(o, x). Si une suite \Xn\ n'a pas de limite
euclidienne, elle ne saurait en avoir une au sens de la métrique. Avec cette
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métrique, G est complet. Soit, en effet, une suite de Cauchy telle que d{Xnz^ Xi,} < £
pour w, //. > N(e). Soit x un point d'accumulation euclidien de la suite

x ^=^.-t-^ (^.—-^mt-i) (^o= Q

CIloisissons

1 > ̂ 1) = Nl et ^> N (̂ -i ) = N^-N(1)=N. et ^>N(^)=]

Alors
Û?(.C,^)<£.

x est limite de { x,n} au sens de la métrique.
La topologie de G associée à cette distance est plus fine que la topologie eucli-

dienne. Pour celle-ci, G est un F y. Mais, avec la métrique invariante, le groupe
est un Gg absolu.

THÉORÈME. — L'ensemble de convergence absolue d une série trigonometrique
est un groupe F'y susceptible d'une métrisation invariante fournissant une
topologie plus fine que la topologie euclidienne et dans laquelle il est complet.

Si G est dénombrable, il n'a que des points isolés pour la métrique invariante,
sinon aucun point ne serait isolé et G contiendrait un parfait.

5. Il est connu (Steinhaus, a; Zygmund, p. i43) q11^ pour un ensemble de
mesure positive, ou pour un résiduel, l'ensemble des distances contient un seg-
ment comprenant l'origine. En prenant l'ensemble des points de la forme À (a — 6),
où \ est un entier convenablement choisi, on peut donc obtenir le segment (o, i )
tout entier; on déduit de là les deux énoncés :

THÉORÈME DE DENJOY-LUSIN. — Si une série trigonométrique converge abso-
lument sur un ensemble de mesure positive^ elle converge absolument partout.

Ce n'est qu'une partie du théorème classique qui contient en plus l'affirmation
que 2p,i est convergente.

THÉORÈME DE LUSIN. — L'ensemble de convergence absolue dune série trigo-
nométrique est de première catégorie^ et si une série trigonométrique converge
absolument sur un ensemble de seconde catégorie^ elle converge absolument
partout.

G. Sieinhaus désigne par base du continu un ensemble ê tel que tout point du
•segment (o, i) puisse être mis au moins d'une façon sous la forme 2À/a/, le 2 étant
fini, les / entiers et les a€<ê. Autrement dit, le groupe engendré par ê contient
le segment (o, i ) entier. Le résultat du paragraphe 3 permet d'énoncer le

THÉORÈME DE STEIMIAL'S. — Si <ê est une base du continu^ toute série trigo-
nométrique convergeant absolument sur est partout absolument convergente.
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Ce résultat permet de montrer que certains ensembles ne sont pas des
N-ensembles par le fait qu'ils sont base du continu.

Ainsi, soit C l'ensemble triadique de Cantor construit sur le segment (o, i ) .
Tout point de ce segment est somme de deux points de G. L'ensemble de Cantor
n'est pas un N-ensemble

7. C'est par un raisonnement semblable que Marcinkiewicz a pu montrer que
la réunion de deux N-ensembles n'est pas nécessairement un N-ensemble. Mar-
cinkiewicz (a) donne un exemple de deux séries trigonométriqucs convergeant
sur des ensembles respectifs êi êtes discontinus dont la réunion est une base du
continu.

Voici un exemple plus simple que celui de Marcinkiewicz, mais de même
principe.

Soit { ( u n } une suite telle que

ton<2" l̂ ^ et ^^L^<QO'

Un nombre quelconque x est somme de deux nombres a et b définis par leurs
chiffres dans le système dyadique de la manière suivante :

Les chiffres de a d'ordre compris entre i11 et a71 4- (^n seront ceux de x de
même ordre, les chiffres de b d'ordre supérieur à 2"+ co^ et inférieur à a""1"1 seront
ceux de 3*, les autres chiffres de a et de b compris entre a^+i et a71-'-1 seront nuls.
Il est évident que x == a 4- b. L'ensemble Pi des nombres a et l'ensemble Pa des
nombre b sont des parfaits (construction classique des parfaits en annulant des
chiffres de rangs fixés).

Or
00 WH

'Y 'V a^-hra=L.L^Ï
/»==! r==0

(«)„

^-*+^-^ = a»'-1-^»-* ̂  ̂  -^ 0,, (mod i )
À==O

Ct
ï. 1 0^1 < oo.

Le premier terme s'écrit ̂ . ^^t^"^^ _ > le dénominateur est au moins égal a
A==0

a'""1"""-1, terme général d'une série convergente, donc la série ï l \ s ^n2 Î H ^ ( ' ) ' l ^ r x \
converge au point a, l'ensemble Pi est de type N.

De même,
. .2»+*_,.2»-,

&-V V aa>-^-,
^ Z^ 2^-t-r2- -t-r
n ==1 r=(rin-H

Mais
ay»-t-X __ ^n a2""^ __ '^çi a^-hX __ ^çi

Z^ 22"-^ "" ^'î^^' ~ Zj "ir" "' ̂ï-

À==û),-H À=û)^4-
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.terme général à7 une série convergente, la série Si | sin 'i^nnx\ converge en h\
l'ensemble Pa est de type N.

On voit que la réunion des deux N-ensembles Pi et Pa .ne saurait être de
typeN.

Définition. — L'ensemble P = = P i U P a est la réunion de deux'N-ensembles,
mais n'est pas lui-même un N-ensemble; nous dirons d'un tel ensemble qu'il est
dvi.jtyjpe de Marcinkiewicz. Nous devons nous poser le problème de l'existence
d'ensembles qui ne sont ni du type N, ni du type de Marcinkiewicz. Nous verrons
plus loin (3e partie, chap, II, § 7), que l'ensemble triadique de Cantor répond à ce
problème.

8. Fatou a montré (Fatou, b) que l'ensemble de convergence absolue d'une
série trigonométrique est symétrique par rapport à chacun de ses points. Mais la
structure de groupe montre la généralisation.

THÉORÈME DE SYMÉTRIE. — Un ensemble de convergence absolue E d'une série
trigométrique est fermé par rapport à la symétrie.

C'est-à-dire que si a et h appartiennent à cet ensemble E, E admet le

milieu a-4— comme centre de symétrie.
E peut ne pas converger en tous ces milieux, mais ceux-ci constituent un groupe

ê qui est sur-groupe de E, Si jS = 2pn| sinnny \ converge sur E et E seulement,
il est évident que j6i == •2pn) sina/iwa* [ converge sur & et ê seulement.

Comme sin2/i7r.r== sin/nr.ycos/iTra?, on en conclut que si la série •

ff =s S pa| cos/iîca? [

converge en un point ;To, ce point appartient nécessairement à ê, il est un milieu
pour E. Mais j9 et fS ne peuvent converger simultanément en un point a, sinon la
série .Spn^7"1" converge absolument, ce qui implique 2pn<< oo, contrairement
aux hypothèses.

Soit G un groupe tel qu'il existe une série Si convergeant sur G sans converger
partout. Si G est confondu avec l'ensemble de ses milieux et si la conjuguée J@'
de'.S converge en un point, on peut conclure que j8 converge certainement sur
un sur-groupe Gi de G. .

9. Soit Gi un sur-groupe de G, on sait qu'il est possible de répartir Gi en
classes modulo G, chaque classe étant un élément du groupe-quotient Gi/G; une
classe est ici constituée par une translation du groupe G. Si nous considérons
l'ensemble ê des milieux du paragraphe précédent, il est donc possible de le
décomposer en classes module E, et si la série conjuguée converge en un point,
elle converge sur une de ces classes.

Il est possible que ê ne soit pas confondu avec E et que la conjuguée diverge
partout. Un exemple est fourni par les séries î \ sinn ! iix \ et 2i \ cosn l TIX \ étudiées
au chapitre I.
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10. Soit E un ensemble quelconque. L'ensemble ê formé des nombres ^«(Oi,
où les ai sont pris dans E, les a, étant rationnels et le .2 étant fini, constitue un
groupe contenant E. C'est F espace vectoriel sur les rationnels engendré par E.

THÉORÈME. — L'espace vectoriel sur le corps des rationnels engendré par un
N-ensemble est lui-même un N-ensemble.

Supposons que j@» == ^p/i| siïinnx | << oo sur E. Considérons la série

5»'= Sp^[ s'm(pny.n^a;\

en définissant/?^ constant égal à p pour N^_i << n ̂  N^.
Soit Sn la somme de rang n de la série divergente 2p,». Prenons les N de sorte

que (pn)^ soit la plus grande factorielle contenue dans S/i

Cpn)!^S,,<(pn-t-l)!.

En fixant p^== "̂- » on a encore pour Zp^ une série divergente et, dé plus,

0) ^(^n)!^P^.

Si a eE,
Spn|siii(jDn.)!/iwa|^Sp^(jo,,)! | s in3CCT|^S.p«| sm/i7c«| <oo,

de sorte que Q' converge sur E.
Soit b == -y où q est un entier quelconque pour/?7i^ y » ' - est un entier.

p'n sinpn ! 71 x & = p^ sîn —- n ?c a,

de sorte que
Spîi [ sinjDn! 7i3t6 1 ̂  Sp^^^ | sin/iîca | ̂  S ^" | sin/iîca(

= - ïpn| sin/iwa | < oo,

de sorte que ff converge pour tout point b == - donc en tout point a a (a rationnel),

donc en tous les points du groupe engendré par cet ensemble, qui n'est autre que
l'ensemble ê.

Conséquences.— i° On sait que, moyennant l'axiome du choix, tout espace
vectoriel admet une base. Il suffit que cette base soit un N-ensemble pour que
toute partie de l'espace vectoriel le soit également.

2° Un tel espace vectoriel ê est un groupe confondu avec le groupe de ses
milieux. Il s'ensuit que si la conjuguée de la série 0, qui converge sur ê a un seul
point de convergence, ff converge en des points n'appartenant pas à ê sans
toutefois converger partout.

3° L'espace vectoriel ê engendré par un N-ensemble étant lui aussi un
N-ensemble, est totalement discontinu. Si un ensemble E engendre le segment (o, i )
complet, il ne saurait être un N-ensemble.

Soit, par exemple, S) une base de ïîamel, c'est-à-dire un ensemble de nombres
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réels tel que toul nombre réel puisse se mettre et d'une seule manière sous la
forme .Sa,///; A/e^ ; a, rationnel, le 2 étant fini. L'existence de telles bases
résulte de l'axiome de choix. Cette base engendre un groupe <6 qui est certaine-
ment totalement discontinu. Mais 1) entendre l'espace du serment fo. i ) , donc
<& ne peut être un N-ensernble.

Ce dernier exemple, qui ne peut être envisagé que grâce à l'axiome du choix,
a le mérite de montrer qu'il existe des groupes totalement discontinus qui sont
pourtant des bases de convergence.

11. Problème. — En outre il pose un problème important. Jusqu'alors, nous
avons vu que si une série converge en a et b, elle converge en < x + £ & , si elle
converge sur un ensemble É, elle converge sur le groupe ̂  engendré par E. Mais
la convergence sur E ne peut-elle entraîner la convergence en des points n'appar-
tenant pas a ^? La réponse a cette question est partiellement fournie par
l'ensemble ̂  qui engendre un groupe totalement discontinu, mais qui est base de
convergence. La convergence sur un tel ensemble entraîne donc la convergence
en des points n'appartenant pas au groupe engendré par cet ensemble.

Nous poserons le problème sous une forme différente, G étant un groupe de
type N, existe-il une série 6 convergeant en tous les points de G sans converger
ailleurs ou, au contraire, est-il possible que la convergence sur G entraîne la
convergence sur un sur-groupe Gi de G; dans ce dernier cas, les points de Gi—G
sont-ils arbitraires ou, au contraire, certains sont-ils imposés par la donnée de G
indépendamment de la série j5 considérée ? La réponse partielle peut être donnée
dans le cas où G n'est pas de type F<y. Il est bien évident que toute série jS devra
converger sur un F<r contenant G. Cette question sera reprise dans la troisième
partie.

12. Nous résoudrons ici le problème dans un très particulier

THÉORÈME. — II existe une série de sinus qui ne converge absolument qu'aux
points rationnels. Pour la métrique^ définie par la somme de cette série, tous
les points rationnels sont isolés.

Considérons, en enet, la série
ac

(i) 5.==^ ^\^pn\r.x\
/<==! p-^n

qui converge visiblement pour tous les points rationnels.
Soit x un nombre quelconque

w ^S^ ^t•<f^
/ ==2

" •

pn\r.^==Çpn\^^ - pn\ ^ ^r.:»/• '
i



la première parlie étant un entier, on voit que

^"^^(^•"-(ïrdS^)-9') (modl)-
Mais

^=.,̂ ),
/,/^=^(^-e,) (»-,<^),

•r étant irrationnel, il y a une infinité de valeurs de n pour lesquelles (Xn+i est

différent de o ou de n\ soit l'un d'eux ; On == -ct^- -}- 9- est compris entre —^-
- n -+-1 " r ^-+-1

^l l—/i~ï~i * ^rî oïl P6111 trouver un entier p ^.n tel que /^» soit modulo i
• i *? .

4'ompns entrer et 7 ^ » soit/?» un tel nombre. On voit que pour la suite infini»*

j sin/^/^I T^X \ est supérieur a sin j» donc ne tend pas vers o, la série ( i ) diverge
pour tout x irrationnel.

On peut même considérer une série à termes tendant vers o; en effet, qn étant
lixé, il y u ai» moins . nombres/? ̂  n pour lesquels pqn est compris entre ^ et |;

4 - 3 0

doue pour lesquels | sin/^/<! T.X\ dépasser» ce qui assure la divergence de la série
00

(2) S =^ ̂  | sin pn. !».»;.
/< =: l // <_ n

S» nous imposons à p d'être au plus égal à n2, il y a au moins ^: valeurs de p

donnant/?^n compris entre ^ et 2 » de sorte que la série

( 'ô ) Sî ==y, —, y | sin pn ! •KX \
/»==! p^h*

ih1 converge absolunn;nt que pour les valeurs rationnelles de x. On voit aisément
que j8»2 est la série de Fourier d'une fonction de carré sommable.

Le groupe des rationnels est confondu avec le groupe de ses milieux. Il s'en-
fuir que les séries conjuguées dos séries j9i ot 82 ne convergent nulle part.

CHAPITRE III.

ENSEMBLES PERMIS.

I . D'après le théorème de Marcinkiewicz (i^ partie, chap. II, § 7) la réunion
de deux N-cnsembles peut ne pas être de type N.

La question se pose donc de savoir quel ensemble e on peut ajouter à un
IS-cnsemble donné ê pour que la réunion eue soit encore un N-ensemble. Nous
pouvons d'abord résoudre la question dans le cas où e est dénombrable.

Soit j5 == ^p/i sin/i 7; .7- une série convergente absolument sur un ensemble (*
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non continu et a un point quelconque (a^G). On peut déterminer un nombre
/n tel que |sm^/i7ra|<yî», ( • / î ^ j étant une suite donnée à Pavanée et tendant

vers o, avec ^. Ceci résulte du principe du tiroir de Dirichlet et l'on sait que l'on

peut y satisfaire avec \n< —• Prenons dans tous les cas le plus petit An y satis-
faisant et ceci pour tout ?i. La théorie des séries nous apprend qu'il est possible
de déterminer -Un de manière que

S?,,TI,,==» et So^<3c (i).

Posons p^==p^/î,, et considérons la sérieS'=^^\sin\nn^\, au point «, son
terme général est inférieur à p^n, donc elle j converge.

En un point b € G, on a

Pîil ainÀ,,/iîî6|< \n?'n \ sin/ncôf < p,, ( sinn?c6;

donc Q' converge en tous les points de convergence de G.
Ainsi Q' sans converger partout converge sur l'ensemble engendré par la réunion

de G et de a/d'où :

LEMME. — La réunion d'un ensemble et d'un point arbitraire est un
^-ensemble (1 ).

2. Rappelons maintenant une propriété des séries à termes positifs. Soit/(.c)
une fonction croissant vers l'infini avec x et Un le terme général d'une série
divergente (un>o). La série • "" est de même nature que la série r ( ï }f\^fi) *• /('Ov /

Comme cas particulier, on retrouve en prenant /== x ou x2 le fait bien connïr
et utilisé ci-dessus que — diverge, alors que -^L converge.

3. Considérons alors un ensemble dénombrable e formé des points On. Reprenons
6==î^n\smmi:x\. Soit p un entier croissant vers rinfini, fonction de /i, maLs
inférieur à n, donc constant par paliers, que nous déterminerons ultérieurement.
Le théorème du tiroir nous indique que l'on peut déterminer Vn tel que

|sinX«/i^a/[<^ C/=i, -2,...,^),

(') On peut, par exemple, désignant par S,, la somme ĵ p,, qui augmente indéfiniment avec n

prendre T),, r=-. ~.

(') Cet énoncé a été signalé par M. R. Salem (a) qui signale l'extension évidente à un ensemble
fini.

r-) Cet énoncé très général est peu connu, mais peut rendre de grands services. Il a été utilisé
par M. A. Denjoy dans son Mémoire fondamental sur les nombres dérivés (Journal de LiouviUe
igi5, p. i6S) et auparavant a été signalé comme exercice dans le Cours (T Analyse de M de h
Vallée-Poussin.
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les v)n tendant vers o seront déterminés par des conditions ultérieures, et ceci est
réalisé avec

, / i y
^(d- . , :

Supposons l'existence d'une suite (?„( telle que

^n == °° et Sp;, •r\n < oo

et considérons fS^=~- 2p^( sinÂn/iTra' |; en un point dr dès que/?,, > r.

?„ | sinXMnîcar! <pîi'n/».

Donc JS' converge en tout a,--
En un point b € G,

?„ \w\,,n^x| < -p. | sin/iîca?),

fî  converge en 6, si nous pouvons trouver des indéterminées pn, yîn, p^, de telle
sorte que

S--
Posons

?n==P/»^ et '^=«//-
Prenons »„== S,71. Alors,

^=^-
11 suffit alors de déterminer pu de telle sorte que ïçn'f^,^<^ oo. donc que la

sériel—p—converge. D'après le théorème du paragraphe 2, il suffit de prendre
^pn

pu de telle sorte que la série——-ç converge, ce qui est possible en prenant par
n^'pn

exemple /^"^ (Log/i)2, sôit/?/i<< —.—î-—— • On pourra prendre la partie entière
de cette expression, d'où :

THÉORÈME ( ' ).— La réunion c^un. N-^nsemble et eVun dénombrable arbitraire
est encore un ̂ -ensemble.

4. Conséquence. — Soit une série

jg == Spn | sin?c(/i.r •+• Çn) |, avec ïp/, = je

( l ) M. R. Salem m'a signalé que ce théorème a été démontré par M. P. Erdôs, mais non publié.
La démonstration de M. Erdôs repose sur le fait montré plus haut que si SpJ sin^wa-1 < os dans E,
il existe une série

^/•^j sin/n^ica? \ arec ^r^< oo,
w^)>/i et ryî | sinw^'îCA* j^p,, | sinmcj? j,

"sî xeE et qui converge sur EUffi. Donc, on peut déterminer de proche en proche

^'•^); sinm^r.x ! < ao sur Eu^iU^U ... U<^.;
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et'soil a un point quelconque de l'ensemble E de convergence. La série translatée
J04 ==2p,,|sin7i7ra?| converge sur G déduit de E par la translation — a :
on peut toujours supposer tpie l'on a adjoint le point a à G en considérant
j8'i== ^p^|sin An 7177^1 convergente sur G' qui contient G et a; alors la série
JS7^ 2p»| sinX^7r(/î.y4- 97») | converge sur un ensemble E' qui contient l'origine.
qui se déduit de G' par la translation a, donc qui lui est identique. Ainsi
S\ converge en tous les points de E.

THÉORÈMK. — Un ensemble sur lequel converge absolument une série friguno-
métrique est un ̂ -ensemble (au sens réduit).

5. Mous avons vu que l'on pouvait adjoindre à un N-ensemble un dénombrabli1

sans qu'il perde son caractère. Étant donné un N-ensemble E, nous dirons
qu'im ensemble F est permis pour E, si Eu F est encore un N-ensemble;
E et F sont permis l'un pour l'autre. Un dénombrable est permis pour toul
N-ensemble. Étant donné un N-ensemble E, le fait de lui adjoindre un point a
revient à lui adjoindre l'ensemble E' déduit de E par la translation a. Il existe
donc des ensembles ayant la puissance du continu, en particulier des ensembles
parfaits, permis pour un ensemble N quelconque donné.

6. Soit P un ensemble parfait totalement discontinu. Nous pouvons lui associer
une fonction q (10), q étant le plus petit entier tel que P puisse être recouvert
par q intervalles de longueur Y). q(^f\) est une fonction non décroissante et tend
vers l'infini quand Y) tend vers zéro.

Soit, d'autre part, G l'ensemble où converge la série

0 == Sp,,| sin/nc.r j .

Posons

^P/>=^.

Nous pouvons toujours supposer S^^/t en changeant au besoin les p,, sans que I.»
nouvelle série cesse de converger en tout point de G.

Soient Ttoti les abscisses gauches des q intervalles de longeur r/ (/ === i . a.. . ;. q » .
Nous pouvons choisir \n de façon que

(l) I sinX,,^îca, j< îce,/ (i =i, ? - , . . . , q\

il suffit de déterminer N^ tel que
Nt

\S r^1-
N^+l

06 / ^ ' \La s^rieNi .^l<^ky\ sin ffi\^ T. .r ^ j converge sur la réunion de E el d(*s a,.
Â-=A^*i '
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les s,, étant des quantités définies tendant vers o en décroisant, ceci _avec

/ i V'^fc)-
Associons à n un y;, donc un <y d'une manière qui sera précisée tout a Pheure.

Nous imposons pour l'instant a Y] de tendre vers o en décroissant avec -• La fonc-

tion q(n) sera donc non décroissante.
Supposons, de plus,

('^) [ sin À,, /lî: -f\,, \ <?:£„.

Alors, tout point y de P est égal à a^+ 9v)n(o ̂  0 ̂  i ), donc pour tout y

( 3 ) j Sin \n n ̂ y \ < 2 KS.I,.

Considérons alors une série
S' == ïp' j sinA,//iw.r|.

Elle converge pour tout y si
(4) Sp^<<>.

De plus, | sinÀn/iTCa?| ̂  Â,() sïï\n'nx\. Si .rçG,^^ converge si

(5) Pn^n^P^.

Si toutes les hypothèses sont vérifiées, ff converge sur la réunion R === P u G
qui est donc un N-ensemble à la condition

(6) Sp«=oo.

Restent à vérifier les hypothèses et à déterminer TÎ/(. Prenons

(7) ?'7l==P^»

et
(8) /fn,<e^+i

(2) et (5) sont alors vérifiées.
(4) et (6) le sont si

(9) Sp^6%n=»,

(10) ?/,e^+i<oo.

Prenons, par exemple, 6^"=== ç- qui entraîne (9). Mais (8) nous laisse un choix

pour -r\n' Prenons n'fin== o-; qui entraîne (8) dès que y/,> i. Alors

( 1 1 ) Tl/i==^

tend vers o en décroissant en même temps qus -• •/}„ est alors déterminée. Reste

seule a vérifier la condition ( 10), c'esl-a-dire la convergence de ̂  —^1—• D'après
S1^»
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le résultat rappelé au paragraphe 2, il suffit de pouvoir prendre r^" >> (Loiç^)2, par
exemple, soit

. i Lof //
• I 2 ) '/"<2L^ C'-

Mais

Log— == Lug«/i — •2 Log S,,,

d'où, d'après l'hypothèse faite sur S,,.

Log n < Log — < 3 Lug/*,

Log12 n < Logt2) — < Logt2)/^ -+- Log 3.
'n"

Donc
, i, Log —i Los/< î  -^

r -^ a
^og11'" "Logc-l:

(12) est. donc réalisée si :

(13) yCf i l
Lu,-'-

6 1 «l ILog'î) —

quel que soit •n. Cette condition (-'} exprime que la mesure de Haussdorf de P

Log'.â) i
définie par la fonction—————est inférieure à — O n sait qu'il fxisU' de U'1-.

Lofi^
ensembles parfaits, par exemple ayant à ce sens une mesure nulle.

La seule condition ( i3 ) imposée à P est »intrinsèque, indépendante dr
l'ensemble G et de la série Q'. La série 61 converge sur le groupe engendré
par P.

Nous montrons ainsi l'existence d'une famille 11 d'ensemble», tels que
si H désigne la famille des N-ensembles,

M u U ,
si M€ÏI , / îeTO,

M U / i e H .

// est permis pour tout ^, en particulier

( u\ u n) u Uî == ( ui u HÎ } u fi e U.
Donc

u\ u Uî e K

et, par suite, toute réunion Finie d'ensembles Uî appartient à K. Comme de

( 1 ) Nous posons Log { î ) n = Log(Log/i).
( 2 ) Cette condition peut certainement être améliorée. Le but ici n'est pas de rechercher tous les

ensembles permis, mais d'en montrer l'existence.
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toute évidence Ui n ^.j, €11? il en résuite qi*e la famille H est douée d'une struc-
Uire de treillis distributif (c/. Birkhoff),

II résulte de la que si un ensemble parlai! a une mesure de Haussdorf attachée

Log(2)^a la tonction————finie, il est réunion d'un nombre lini d'ensembles de même
Log^

nature où cette mesure est inférieure à - ? donc est permis pour tout N-ensemble.

Nous aboutissons a l'énoncé suivant :

TIIÉORÈMK. — 7\ml ensemble par feu t dont lu mesure de Haussdorf pour la

Log{2)^fonction ———— est finie est permis pour tout ^-ensemble. En particulier', un
Log^

f<d ensemble P est toujours un 1^-ensemble. Si

;$ == Sp/J sînnTt.v [

cimverge sur un î^-enseinble donné E, il existe une série

jÔ'^Sp^i sinA-,,îca'|

convergente sur la réunion de E et de P et inférieure terme à terme à la
.^érie jÇi.

Désignons par U(/t) la famille des ensembles ('permis pour un n donné. Il esl
immédiat que
( i ) si /icm, iiiwoM;
(2) Ïl(a)=îl si et seulement si «< 11;

(3) M(^u«)=M(^);
(4) îl(<ï)==o si et seulement si a ̂  M ;
0} î!l(iiU/i2)cî!l(/ii)n'B((/i2);
(6^ îil("i n/i2)3îll(^«)um(^);
<7) si ac&, ît(<ï)3l!l(6).

Dans (5) l'inclusion ne peut être remplacée par l'égalité, il suffit, en effet, de
prendre pour n^ et n^ deux N-ensembles dont la réunion n^est pas N.

8. Étude des ensembles permis. —- La démonstration du paragraphe 6 montre
qu'il existe des ensembles u permis pour tout N-ensemble tels de plus que si J9 esï
une série convergeant sur N, il existe une série fS convergeant sur N u u et telle
que chaque terme de f5' est inférieur au terme correspondant de jSi, ce que nous
noterons Q'^S. Il n'est pas prouvé que cette condition soit vérifiée pour
tout u. Nous dirons que u est permis pour N au sens restreint.

Soit une infinité dénombrable d'ensembles ^i, p.j, . . ., P( . . . . ^,, étant permis
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pour N ^ J ^ y avec l'hypothèse de l'existence d'une série JS^ ̂  jS^"1^ de sorte que

!<i
Si = Sp,< | sin/iîï.c |,

Jgi(i)==2;p^|sinX(^.K| sur Nu^i,
jgi(*)== Sp(^)j sinX^^.r | sur NUPU^U ... \JVk

*f-
Prenons

?„ pour /< == i, -2 , . . . , /ioî
p^ pour /io< /i^/ii,
p^5 pour 7^-, < n ̂  n/i.,

les /A, étant choisis de telle sorte que

2 P^i,
;»jl.-i <n<n k

la série des p ainsi obtenue est divergente.
Mais

Hk HI,

^ p^l sinX^^a-j < ^ p,, Is in / i î îd- j ,
M==n^_i-H n==nt_i-n

<lon'c sur N la série
« /'A

(0 ^ ^ p^lsin^^a-
A-=-:l 7?==»t——i+l

converge.
Si un élément a appartient à l l p / , il appartient nécessairement a au moins un

des V{ soit vj'y mais pour k ̂ j

nfc nj:

^ P^lsinX^al^ ^ ?^[smX^^a|,
//==nji—i-+-l «==»(—i+-l

donc le reste de rang y de la série ( i ) pour x == a est moindre que

^p^|sinX^a|<ao,
7»=W;

La série ( i ) converge ainsi sur N u V, d'où :

THÉORÈME. — La réunion d^une infinité dénombrable ff ensembles c, permis

au sens resteint pour E^jpy est permise pour E au sens restreint.
f<t

Conséquences. — i° Prenons, en particulier, pour ensemble r des ensembles M.

THÉORÈME. — SiTUt désigne la famille des ensembles permis au sens restreint
pour tout ensemble, toute réunion d'une infinité dénombrable d^ ensembles
appartenant à H(< y appartient également.
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Eu particulier, les ensembles parfaits étudiés plus haut sont permis au sens
restreint. Une réunion dénombrable de tels ensembles est un F<y dont la mesure au
sens défini plus haut est dénombrablement finie. Inversement, un F<r ayant une
telle mesure dénombrablement finie est réunion d'un dénombrable et d'une
famille dénombrable de parfaits de mesure finie donc est aussi permis au sens
restreint.

THÉORÈMK. — Tout ensemble E, de type Vy ayant une mesure de Haussdorj

Log<2) -I

définie par————dénombrablement finie est permis au sens restreint pour
Loë^

tout ^-ensemble.

2° Soit { A / ( une suite croissante d'ensembles N, tels que chaque A, soit permis
au sens restreint pour A/_i, que nous appellerons une suite restrictivement
croissante de ̂ -ensembles. Posons

A,-n-A,=B,(A»nB,==o),
x

B/ est permis au sens restreint pour A/, donc pour Ai ̂  J B -̂ == et. par suite ^^B(
j<t t=i

est permis au sens restreint pour Ai, c'est-à-dire que y J A, est un N-cnsemble,
d'or :

THÉORÈMK. — La réunion cVune suite restrictivement croissante de ̂ -ensem-
bles est un ̂ -ensemble.

Il serait intéressant de voir si l'on pourrait supprimer dans cet énoncé le mot
restrictivement. La question reste ouverte.

CHAPITRE IV.

ÉTUDE DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DÈS GROUPES DK T ET APPLICATIONS

AUX SÉRIES TR1GONOMETRIQUE8.

1. Les groupes du tore T1, c'est-à-dire les groupes pour l'addition des nombres
dusegment[o, i ] définis module i ont déjà été étudiés (en particulier, Lomicki(a).
On peut en obtenir aisément au moyen d'une base de Hamel. Soit fi une telle
base ; l'ensemble des points Scux, où ça est entier ; ̂  e 0, le 1 ne contenant qu'un
nombre fini de termes est un tel groupe. Si la base 0 est prise non mesurable
(cf. Sierpinski Fund, t. I), le groupe sera lui-même non mesurable. Si un tel
groupe est mesurable, il est nécessairement de mesure nulle à moins qu'il ne
coïncide avec T\ (voir Zygmund).

On peut sur de tels ensembles effectuer certaines opérations que nous avons
rencontrées à propos des séries trigonométriques.

Soit G un tel groupe et D un ensemble dénombrable. Désignons par <& le groupe
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engendré par G eti); un point quelconque de <& est somme d'un point de G el
d'un point du groupe JD engendré par D (ensemble des points 2À<a/, où ai-el)
<ît À, entier avec ^ |^,[f ini) . Si <& coïncidait avec T1, il serait possible de
décomposer T1 en une infinité dénombrable d'ensembles congrus à G, ce qui est
impossible si G est mesurable.

THÉORÈME. — La réunion d'un groupe de mesure nulle et d^un dénombrable
arbitraire engendre un groupe de mesure nulle.

COROLLAIRE. — La réunion d'une infinité dénombrable de groupes mesu-
rables et se déduisant Vun de Vautre par translation est encore un groupe
mesurable et de mesure nulle, car si t, est la translation qui fait passer de l'un
d'eux à un autre quelconque, il suffit d'adjoindre au premier l'ensemble dénom-
brable formé des //.

En particulier, un tel groupe ne peut conUmir un segment si petit soil-il, donc :
Les groupes G sont discontinus.
Il est nécessaire d'imposer au groupe G une condition supplémentaire comme

la mesurabilité. Soit, en efiet, JO un groupe dénombrable et X le quotient T/JO •
Si nous prenons un représentant de chaque élément de ce groupe, nous obtenons
un groupe (& cT1, tel que tout élément de T1 est la réunion d'un élément de <6 et
d'un élément de JO. Au groupe ©, il est impossible d'adjoindre le dénombrabîej?
comme dans le théorème précédent. On en déduit que, quel que soit le groupe <&
choisi, il est non mesurable.

^2. Définition. — Soit E un ensemble quelconque; soit G le groupe engendré
par E (ensemble des points ï^iX^ XiCE et2|^-| fini). Si G coïncide avec l'en-
semble R des nombres réels, nous dirons que E est générateur du continu ou
qu'il est touffue dans le cas contraire, E sera dit lâche.

On pourra se contenter de ^^o si l'on est sûr (d'avoir un ensemble symétrique
par rapport à l'origine.

Soit Ç un nombre réel quelconque et E un ensemble, nous désignerons
par CE l'ensemble dont les points sont obtenus a partir de ceux de E par la
multiplication par Ç.

THÉORÈME D'HOMOTHÉTIE. — Les ensembles E et $E sont de même nature.

En euet, soit a,eE(^i entier), ^ | X / | < oo ; si î^,<x, engendre tout le continu
^SÀ/a/==.SÀ/(Ça() engendre aussi tout le continu.

Réciproquement, si 2À/(Ça/) donne un point arbitraire, ^1X1 donne un point
arbitraire en divisant par Ç.

Ce théorème vaut aussi pour les séries trigonométriques, même en supposant les
coefficients kn entiers.

Si Ipn [ s in^TT^j converge sur E, Ipn sin '-'n (Ça?) [ converge sur E. Il suffit

alors d'appliquer le théorème ( i1'1' partie, chap. II, § 1).

THÉORÈME. — Si E est ^-ensemble, ^E est un ^-ensemble quel que soit E.
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3. Le groupe engendré par un ensemble E sur le groupe R est constitué par
les points ^À»a<, le .Si est fini, mais ^|^'| n'est pas nécessairement borné. Si
Fensemble est touffu, obtient-on tous les points avec 2À, borné ? La réponse est
affirmative. La démonstration repose sur le fait qu'un ensemble épais (ou de
deuxième catégorie) est générateur du continu avec .2 | ^ /1 borné.

Considérons l'ensemble o"/,, ensemble des ;y=== .2/./a/, a /eE et 2 |^ / | ^ /< . Si
tous les cr,t sont de mesure nulle, leur réunion l'est encore et, par suite E est
lâche. Si E est touffu, il existe un entier no tel que <7,i soit de mesure positive
pour n ̂  no. L'ensemble des points x +y(.y, y € o-^) contient un intervalle i et
est identique à 0-2^ ; en formant les o-/i relatifs à /, on peut arriver en prenant n
assez grand a un intervalle îiussi grand que l'on désire. Ainsi,

THÉORÈME. — Si un ensemble E est touffu^ quel que soit K, tout point x tel
que \ x \ <: R peut être mis sous la forme 2^/a/, a/ € E et 1 \ \i \ borné par un
nombre 6(R).

Dans ce qui précède, nous avons considéré des ensembles de R; les résultats
subsistent-ils si Pon définit les points module i, c'est-à-dire pour des ensembles
de T ? Considérons deux ensembles AcT et BcR tel que tout point de A soit
congru modulo 1 à au moins un point de B et inversement. Ajoutons à A lo
point 1 et à B les points entiers, ce «qui ne change pas leur nature. Désignons par
B/ la partie de B comprise dans ] /—i , i].

Effectuons sur A les translations entières. Nous obtenons un ensemble A^çR»
II est évident que B cA4-. Donc, si B est touffu, A-4- l'est aussi; [tout point Xo ePv
peut alors s'écrire1 2^./at. avec a^çA^~ et S |^ / [ << oo, mais

(q == ai — pi ( ai € A ; pi entier ),

donc
./•o= SX^-f-SX^-

el. par suite, s'obtient comme combinaison finie de points de A qui est donc
touffu.

Si A est touffu, A-4- l'est aussi; tout point XQ s'écrit ^A/«,, mais a a, correspond
dans B au moins un point b, tel que 6,== a/+ ti (ti entier), donc

^0== SX(^— SX^== SA<a,.

Le groupe engendré par A"1" s'obtient donc à partir de celui engendré par B
par une infinité dénombrable de translations; ils sont de même nature et, par
suite, B est touffu. Donc

THÉORÈME. — Deux ensembles mesurables don/ /es points sont cfmgrus
{modulo i ) sont de même nature {touffus ou lâches).

4. Considérons une suite [Ï,n}i tn étant un nombre réel compris entre zéro

rt l.
2

Soit [€ib\ un segment, nous le partageons en trois parties respectivement pro-
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pôrtionnelles à Ci, 1-2 Ci, ^i et nous enlevons l'intervalle médian; puis chacun des
ileux intervalles restants est partagé en trois parties proportionnelles à Ça, 1-2 Ça»
Ça et l'intervalle médian est enlevé à la n^0 opération, il nous reste 2W~1 segments
de longueur ûéÇiÇa* • *Sn—i et chacun est partagé en trois portions de longueurs
proportionnelles à Ç^, 1-2 Ç,,, ^n et l'intervalle médian est enlevé. L'opération est
continuée indéfiniment. Il reste un ensemble parfait P que nous appellerons, avec
M. Salem, un parfait symétrique.

THÉORÈME. — Un parfait Symétrique est lâche ou touffu en même temps
qu'une quelconque de ses portions ^partie de V ensemble comprise entre deux
points).

Si l'ensemble P est lâche, il n'engendre pas tout le continu, il est évident que
la partie n'engendre pas plus.

Soit pn, une partie élémentaire de P localisée sur un intervalle restant à l'opéra-
tion n\ l'ensemble a a" parties égales. Soit (h) le groupe engendré par pu.
C'est l'ensemble des points J^/a/, <Xi€p, faisons-lui correspondre l'ensemble des
points {!)€) de la forme 2^(3(, où Pi-eP et se déduit de a/ par une translation.
(!f€) se déduit de (h) par la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles
égaux à (À) et, par suite, est lâche ou touffu en même temps que (A).

Soit maintenant 'S- une portion quelconque de P, elle est comprise dans une
partie élémentaire d'ordre n et elle comprend une partie élémentaire d'ordre nr.
*î- est donc de même nature que l'ensemble P.

En particulier, on pourra prendre une portion aussi petite que l'on veut entou-
rant un point XQ de P. Si cette portion est lâche (ou touffue), on dira que P est
lâche (ou touffu) en XQ. On voit que : si un parfait symétrique est touffu, il F est
en chaque point.

LEMME. — Les deux par faits symétriques définis sur le même segment ab
par les deux suites Ei, Ça, . • • , t/i, • . • < et ?a? - • • i S/»? • • • i sont de même nature.

On peut toujours supposer que ab est le segment o, i en faisant au besoin une

translation —a et une homothétie —r qui ne changent pas la nature des parfaits.

Soient Pi et Pa les deux ensembles. Avec les notations de M. Salem, un point
de Pi peut s'écrire

a, = 0, -h $i62-+. $1^63 -+-.. .4- ÇiÇs . . .ç/»-iByE,-+-...,

où Oy, est égal soit à zéro, soit à i —Çp; de môme un point de Ps sera

a,== e2-hÇ263-t-ÇîÇs8*-+-...-^$2Ç3...Ç^-l9/»-l-...

On voit que
ai== 6i-+-Çi@2, Oi = o ou I — C i .

Mais Pa et SiPa sont de même nature. Pi est réunion de deux parties congrues
a Ei PS d'où le résultat et l'extension immédiate.

THÉORÈME. — On peut supprimer dans la suite [ Çn ( un certain nombre de
termes au début sans changer la nature du parfait symétrique.



- 281 —

Autrement dit,

La nature du par fait symétrique est une propriété as y mptotique de (g,» (.

^). M. Salem a montré que l'ensemble symétrique défini par la suite Çn==Ç
constant est une base de convergence, il est possible d'étendre ce résultat.

THÉORÈME. — Pour un par fait symétrique P dé fini par une suite \\n ;, si in
est borné inférieurement par un nombre positif', V ensemble est touffu.

Désignons, en effet, par k—i le plus grand entier contenu dans i/minÇn; ou
voit que, quel que soit /?,

(I) ^> J——I, /^>I-Çn.
çw

Considérons un ensemble parfait Q. L'ensemble Qa dont les points sont^+r.
avec .yeQyeQ, est parfait. On peut le considérer comme intersection de se;»
segments noirs. Soit Ç un point de I1'0 espèce gauche et i\ la longueur d'un inter-
valle de subdivision obtenu a l'opération de rang q dans la construction de Cantpr
de Q, alors que Ç apparaît à l'opération dt* rang p<q' Le segment, [Ç, S+Y)]
appartient certainement à un segment noir de Qa pour les opérations de rang au
plus égal ci q.

Il est possible de continuer et de définir des parfaits successifs Qr pour r — i ,
r

a, . . .. n'y Qi== Q et Q/. est l'ensemble dont les points sont y;y<(*z'/eQ). On
<==i

voit, du reste, que tout point de Qr-«-j est somme de deux points de Qr et de Q,.
Pour que Q soit touffu, il faut et il suffît que la réunion des 'Q,. donne un

segment complet et, d'après le théorème du paragraphe 3, qu'à partir d'un certain
rang Q^ comprenne tout un segment. Comme Q/. est parfait, à chaque opération
ses segments noirs doivent recouvrir tout un intervalle fixe.

Montrons que ceci a lieu pour l'ensemble P avec l'ensemble PA, k étant défini
plus haut. Désignons par a une extrémité gauche d'ordre n. Nous obtenons
des segments contenus dans des segments noirs de P/; en considérant les points
I == 2^af(a,€P, ̂ ,< A") comme extrémités gauches et en leur ajoutant des
segments de longueur Ci Ç a . . . S/i en nombre égal à k. Mais ces segments se
recouvre certainement si la distance de deux 1 est, au plus, A-ÇiÇa. • -Ç/» .

Si n == i , la distance de deux 1 est i—Çi<< /rÇi, d'après ( i ).
Supposons qu'à l'opération^, la plus grande distance de deux 1 successifs soit

inférieure à A - E i Ç a . . .^. Les extrémités gauches d'ordre 7?, a/ sont de la forme

;0i-4- SlOî-t- Çi^es-»-.. .-h ÇiÇs. . .^-1^,

avec Ô/égal soit à zéro, soit à i —Ci.
Si nous passons à l'ordre p + i, nous obtenons des points 1 comprenant les

anciens d'ordre p et de nouveaux obtenus en ajoutant à ceux-ci des segments de
to'ngueur

<y/»-M = ÇlÇt . • .Çp—lÇ/»(l—Ç/H-l)»
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en nombre au plus égal à k. Cette distance reste encore inférieure à Â^iÇî...Q,/:,,-(-i,
diaprés ( i ).

Soient deux 1 d'ordres successifs li et la. Si à Ii on ajoute k fois oy^-i, soit
A'Çi, Es, • . . , SpSp-ni on n'atteint peut-être pas la. Mais la distance reste inférieure à

A-ÇiÇa.. .^- k^.. .^(i - ç^) = ̂ iÇ,.. .̂ ,,

donc la loi est vérifiae pour l'opération/? + i et, par suite, quel que soit p . Les
segments considérés forment un recouvrement et, par suite, P/,- se confond aver
un segment et P est touffu.

COROLLAIRE. — P étant un par fait symétrique^ pour lequel ^n est borné infé-
neurement par un nombre positif^ si une série trigonomé trique converge
absolument en tous les points de P, elle converge absolument partout et In
série des coefficients converge.

Le théorème précédent admet une réciproque :

Supposons, en effet, que P soit touffu; il existe donc un entier q > o tel que P/.
remplit un segment pour tout r ̂  q. D'autre part, tout point de ce segment peut
être écrit comme combinaison linéaire des points de P avec iÀ, borné par À .
Désignons par m le plus grand des deux entiers q et k. Quand nous formons P^
à l'opération d'ordre /i, nous obtenons des points l,X,a/, où a/ est de première
espèce gauche, l'un de ces points est à l'origine, le suivant est ^Ea...Çn-i( i —Çn).
Pour que Pm soit confondu avec un segment contenant l'origine, il est nécessaire
que pour tout n, on ait

Ç.Ç2.. .Çn-t( l—^)<mÇiÇ2.. .^,
donc

I — ^ < W Ç , , ,

>• ^ l

donc limÇn > o, ainsi

THÉORÈME. — Un parfait P dé fini par une suite Çn est touffu, si et seulement
si Y\m^,t^> Q .

DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE I.

'ÉTUDE DES ENSEMBLES NQ.

i. La plupart des exemples que l'on peut atteindre aisément sont tels qu^l
existe une série évidente à coefficients ne tendant pas vers zéro convergente sur
l'ensemble. Citons, en particulier, les ensembles de convergence absolue normale,
de même dans l'exemple de Marcinkiewicz, les deux ensembles Pi, Pô en lesquels
nous décomposons P appartiennent à cette catégorie.
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Définition. — il nous sera commode de dire qu'un ensemble E c^ de type No
s'il existe une série ô ̂  Si | sinÂ'ra7r*z?| convergente sur E, { Â"n } étant une suite
d'entiers croissante. Il est inutile, dans ce cas, de vérifier que ^pn=== oo. donc Q
ne peut converger partout. Il est évident que si j9 converge sur No, toute série
'@i == JS [ sinÂ'/z.TT.r |, où j kn,} désigne une suite partielle de •{ kj, { toujours infînicy
converge aussi sur No.

ï2. Il est possible de montrer que la classe des ensembles de type No possède
encore certaines des propriétés que nous avons montrées dans le cas général.

Soient E l'ensemble de convergence de jS == ̂ | s'mkn^^\ et a un point quel-
conque. Si lim [ sinÂ^Tra | =-= o, on peut extraire une suite { k,z. \ de j kn \ telle que
[ sin/r/ï.'ïta} tende vers zéro et même plus vite qu'une suite donnée s/assurant la
convergence de ^ | sinA'n.îra [.

Si lim[sin/x',t7m|;>o, | sin/r,t7ra | a au moins un point d'accumuhuion sinaTry

o <; a ̂  I ? on peut donc extraire de ( kn j une suite partielle { kn. \ pour laquelle
2 ' *

|sinÂ"n^^| tende vers sinaTr, puis une suite partielle de celle-ci kn. telle que
Â-n.TTŒ reste dans le même quadrant, de sorte que, knfi == (3 + 6y(mod2), avec 6,
tendant vers zéro, (3 étant un des nombres inférieurs à 2 où [ sinp?! | === sin-aTT. On
voit alors que la suite À/== kn^^—kn. est telle que | sinÀyTra | tend vers zéro. On
peut toujours restreindre les y pour assurer la convergence de 2 | s inAyTra j , mais
sur E

S j sinÀ/Tt.r | ̂  2 [ smkn.'KX \ -4- S [ sin kn.^^r.jc \ << oc,

la nouvelle série converge encore sur E. Donc :

THÉORÈME. — Si à un ensemble No on adjoint un pointa la réunion est encore
du type No.

Il est bien évident que l'énoncé s'étend a l'adjonction d'un nombre fini de
points.

Considérons un ensemble dénornbrable } a/i {' , on peut répéter l'opération pour
chaque an en restreignant la suite obtenue pour ân-i' Donnons-nous une suite de
nombres positifs décroissante et tendant vers zéro, j e / } telle que^ey<<oo. On
peut trouver une suite Si == f k] \ telle que

Â-;ai==p,-t-e;, | 8 ; | <£y ;

de Si on extrait une suite partielle Sa == { kj ] telle que

/.-'f == &[ et kj di = |J2 -L- 0^?, | QJ | < £/ pour j -^ •> :

S;,_i étant définie, on en extrait Sy,== { k^ \ telle que

^==A-^-1 pourjr'</ï; ^»<7,,== 3,,-h^, I .^K6 / p o u r y . / »

et ceci pour tout entier.
Alors, la suite diagonale '§==- { k\} est telle que

X-l «,.== 3/.-4- 0;., ^ °r ; < £r P0"1' i '^ ''•
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On voit alors que si Von pose k1^— k^ == w», la série ^| sinwfTC.y | converge en
chaque point CT, et converge encore sur E. Ainsi,

THÉORÈME. — La réunion, d'un dénombrable et d^un ^^-ensemble est encore
de type No.

3. Soit maintenant A,i une suite donnée croissante, tendant vers l'infini de
nombres réels. Supposons que E soit l'ensemble de convergence de la série
l\sinkn^y [. Posons kn==pn-^- 9« (o < On< i), les 6/1 ont au moins un point
d'accumulation a. Considérons une suite d'entiers n, telle que | 9n;^—0,,J<£/,
j EI ( étant une -suite donnée avec .2e, << oo

| sin(pm+t—pm)r.x\ ̂  \ sin/Cn^^a; \ -+-1 3\vïka.^x\ < a^e,.

Simi==pn^^—pn^ la série 2| smmntxi converge au moins sur E, donc, puisque
l'on peut prendre les pu entiers :

THÉORÈME. —Si unesérie î\ sinÂy»7ra?|, {knréel)^ converge sur un ensemble^
il existe une série ï j sinw/Tra* [ qui converge au moins sur E; E est de type No.

On a la conséquence immédiate :

THÉORÈME. — Si E est un ensemble de type No, tout ensemble aE on a est
constant est aussi de type No.

4-. M. R. Salem (b) a montré que l'ensemble do convergence d'une série
^nsin^mtx est un N-ensemble. Il est possible également de considérer des
ensembles sur lesquels convergent les séries 2p,i | sinn7îx\P,p étant un nombre réel
quelconque. Un tel ensemble sera dit du type N^ et sera du type N^ si les pn sont
égaux à zéro sauf pour une suite partielle n/, où ils sont égaux a i .

THÉORÈME. — Un ensemble de type N/» est un ̂ -ensemble.

La démonstration généralise celle que M. Salem a donnée dans le cas parti-
culier jo ==2.

Soit S,i la somme de rang n de la série ïiûn' Posons
(i) ^=S%-S^,

q étant un nombre positif inférieur à i qui sera déterminé ultérieurement. Nous
avons, par application de l'inégalité de Hôlder,

^»,!sin«,.|<f^/^Y^1 " (J^lsin^^rT (ip-i—rr, " / \,=, /L-^Vp;/ J \n='
II suffit donc de déterminer q pour que

(2) SU,,=».

O ^/"î^'o.w\p?/



— 283 —

Or (2) est entraîné par (i), puisque Sn tend vers l'infini. D'autre part,

s'/ i / <:sn~l
S'Ji f^-'VIs%-s«_, _ '»[ \~s7'; IUn ̂  S^-S»_, ^ ^[ \ S.

1 1 1
?'n ^ ^

——1 == i — ^" tend vers i , le quotient équivaut a

S'/o^" i--l
^S. p» ^

——=y-sF7»
?£

(3) est donc vérifiée si la série de terme général

(4) p/> = 9fl-Mi-yj S"
sr1

converge. Or on sait (i1'0 partie, chap. III, § 2) que cela a lieu si la série -I-

converge, donc si q << -•

La démonstration suppose p^>i, mais le résultat est évident dans'le cas
contraire, comme est trivial le fait que tout ensemble de type N^ est de type N^
sip<y.

5. THÉORÈME. — ^ensemble de convergence <fune série S ̂  •Sp/i \sinyncx \P
est un groupe additif.

Nous avons vu que cet ensemble est un N-ensemble (si ^n= oo)? donc il est
discontinu.

Il est évident que la série j9 converge en zéro, converge aussi pour —.y, si
elle converge pour x. La propriété résulte de l'inégalité

| sin ( a -¥- b \ ï 1 ̂  9./1-^ ( ; sin a \P -h [ sin b \P ).

Si S(x) désigne la somme de la série S» au point x, on voit que

w^SCa-i-^^a^-itS^+S^)],

^x[||^-S(.), S(.)-|^|].

6. La démonstration de l'adjonction d'un dénombrable à un No (§ 2) repose
sur le fait que l'on peut trouver une suite /tj telle que | sin/(y7ra[ tend vers zéro

avec-.. On peut toujours restreindre la suite lij pour que la série ^[sinhjTca^
converge. Donc :

THÉOBÈMK. — La réunion d'un dénombrable et d'un ensemble du type N^ est
encore du type N .̂

Pour la même raison, subsiste le théorème d.'homolhélie.
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7. On peut même aller plos loin dans cette classification. Considérons une
fonction f{x) croissante pour x^>o^ nulle à l'origine et dont la dérivée a les
mêmes propriétés. f'(x) est donc croissante. Les fonctions XP satisfont à ces
conditions. Mais il existe de telles fonctions plus petites au voisinage de l'origine
que XP^ et ce quel que soit/?. Nous dirons que de telles fonctions appartiennent a
la classe (y). On sait qu'à une fonction y de cette classe, on peut associer une
fonction g^ sa complémentaire de Young (c/. Zygmund, p. 64) et que pour tout
couple ab, on a la propriété

a6^/(a)-4-^(6).

On sait que f et g ' sont deux fonctions inverses. g ' { x ) tend vers zéro avec x^
de sorte que g ' ( x ) ==xo(x).

Considérons la série ^, - o ( - ) • On peut déterminer pn tel que

/ . — o ( — ) < o o , avec 7 — = oo,
^P^ \Pnl ^Pn i

Soit alors la série
( 1 ) S/(! sin A:n ̂ )| [/€(¥)]

et soit E l'ensemble sur lequel elle converge. On peut déterminer une série trigo-
nométrique
(2) Jgi= SM,( ] sinÂ:nîCd?|

convergente sur E sans converger partout. Nous dirons que E est un ensemble de
type N-^. Tout ensemble N-^ est un N-ensemble.

Il suffit de prendre, en effet, Un-==. — et d'appliquer l'inégalité de Young

SMnj sin^3ca?[^S/( |sinÂ-n"a?|)-hS^/-1-).
\Pn/

Remarquons que l'ensemble E n'est plus nécessairement un groupe, car

/L—1—-7~r ct» en particulier, /(2 ' n'est pas borné. Il peut donc exister des x
tels que

S/( 1 sinÂ-nît.rl )< oo,
mais pour lesquels

S/( j sin 2 kn w x \ ) = ao.

La série (2) convergera pourtant sur tout le groupe engendré par l'ensemble E.

8. Considérons une suite croissante d'entiers j kn} suffisamment lacunaire
pour que | smknTtX \ puisse tendre vers zéro, pour certains x. Ceux-ci forment un
groupe <&, car

j sin Â"^n'(<2-+-6)j^ sin kn •K a \ •+- ( sin kn îc b {.

On peut donc considérer des sous-groupes <fi)f de (fi> constitués par les groupes
engendrés par les ensembles E/ tels que la série (1) converge sur Ey. Ces (&{ sont
tous des N-cnsembles, quelle que soit la fonction /. Il est évident qu'il
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pourra exister dans (fi>, quelle que soitia fonction/des points x tels que | sin/Cn^x \
rende vers zéro plus lentement que /(^)» de sorte que <& ne s'identifie avec
aucun <6f. Ainsi, si l'on prend Â'/,== a2", on peut toujours déterminer un entier
c»),i tel que

^fc)—'J \2<0

la série ïf( | sin2'•^"7ra?| ) diverge au point

.r==V___.
^ a2'*^"
H ==l

Nous posons donc un double problème :

A. Un N-ensemble quelconque est-il de type N{ pour une suite i kn \ et une
fonction / convenables ?

B. Un ensemble ® est-il un N-cnsemble ?

CHAPITRE II.
SUITES DE LIMITE NULLE.

1. Dans tout ce chapitre, kn désignera toujours une suite croissante d'entiers
Dans le but de résoudre le problème A au chapitre suivant, nous avons besoin de
certains résultats qu'il est intéressant d'isoler.

LEMME 4. — Si la série Q = 1 \ sink^Tt x \ converge en tous les points dya-
diques, à partir d'un certain rang, kn est de la forme a^w,, avec rm impair
et n tendant vers V infini avec i.

Dans le ^ cas contraire, en effet, n prendrait une infinité de fois, des valeurs
inférieures à un nombre M. En restreignant au besoin la suite des kn, on pourrait
supposer n constant, mais alors si x == — I—»

A r 2r•-+-l

|sinÂ-^a?i==[sin î^i == i

ne tend pas vers zéro ,la série JS diverge pour ce point contrairement à l'hypothèse.
Il suffît, du reste, de supposer que la suite sinkniî^ tend vers zéro.

2. LEMME 2. — Sou un point a et une suite { kn} telle que pour toutes les
valeurs de n, kna == Nn + Qn; N^ entier et \ 0^ [ < in tendant vers zéro. Pour que
la suite sinkn^x tende vers zéro pour x == a {q entier), il faut et il suffit que
l'entier Nn soit divisible par <y, pour tout n à partir d'un certain rang.

Sinon,
^n==9tnq-^-^n (0<Q»<Ç).
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ceci pour une suite partielle des /*. On peut restreindre la suite [ kn} pour que
cette propriété soit satisfaite et même avec un Q,i constant égal à m. Pour cette
suite restreinte,

. , o . / n î: mr.\sin kn r. - == sin ( 6,, - -+- — )
9 \ 9 q î

reste supérieur à sinTT———rl et, par suite, ne tend pas vers zéro.
La condition suffisante est triviale.

3. Définitions. —a. Étant donné un ensemble e, disons que { kn} est une
suite de convergence pour e si la série 2 | sinkn^x \ converge en tout point de e.
Une telle suite ne peut exister que si e est de type No. Toute restriction d'une
suite de convergence pour e est encore une suite de convergence pour le même
ensemble.

Si deux suites { kn j et j k'^ \ sont de convergence pour <?, les suites

{Ar/.-h^j, {\kn—k'n\}, \kn'¥-k'^\ (w/,-^oo)

ont la même propriété.
Une suite [ kn \ qui n'est pas de convergence pour e est dite suite de divergence

pour e. L'extension d'une suite de divergence la laisse de divergence.
Si e se réduit à un point a, nous disons que j kn} est de convergence pour a si

11 sin/:n7ra | converge. La suite [kn } est de convergence pour un ensemble e si et
seulement si elle est de convergence pour tout point de e.

h. Nous disons que j kn } est une suite de limite nulle pour e si sinkn'K^ tend
vers zéro pour tout point de e. Les énoncés ci-dessus sont encore valables pour
les suites de limite nulle. De plus, si { kn} est une suite de limite nulle pour <?, si
In tend vers l'infini, jn'> lm si a^ est un entier et M un nombre fixe, la suite

n7

X«=^a^,

în

^ ! aw ! < M

<==/n

est encore de limite nulle pour c. Ce dernier énoncé ne peut s'étendre tel quel à
une suite de convergence. Il reste vrai, si l'on ajoute que chaque ki n'est pris dans
la suite ^n qu'un nombre borné de fois.

On peut aussi parler pour un ensemble e de suites de /-convergence, / étani
une fonction de la classe (Y), en particulier si/==;r^, des suites de z?-conver-
gencc. Étant données deux suites { kn} et j k'^ \ de /-convergence, la suite somme
définie par {kn-\-k'^\ .n'est pas nécessairement de /-convergence, puisque
7 x ^ . ^ n'est pas nécessairement borné. Il en résulte que les théorèmes.

valables pour des ensembles N^ sur l'adjonction d'un point et le produit de
l'ensemble par un nombre ne sont plus nécessairement vrais dans le cas ~N{.
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4. Nous avons trouvé des suites de limite nulle pour un ensemble qui admet
une telle suite connue. Examinons la réciproque, si cette suite est Â'/i== a2". Nous
savons (i*'" partie, chap. I, § 4) que si

.=2^' i^2—'-2^' i^
rt==0

.>.s" .y = j-̂ 1 .4- o^ ( mod i ).

[ Un 1 est de toute façon inférieur à ^,» sa partie principale est ' >/n'4'1 ' si ^n+\ est
- (a*")"2""!

le premier chiffre non nul d'indice supérieur à n• + i.

THÉORÈME. — Les seules suites de limite nulle pour l'ensemble Eo sur lequel
sin^-nx tend vers zéro, ont un terme général ^n qui peut se mettre sous la
forme

/,
v

A^^ai.^',
<=/„

In

Jn'> In, In tendant vers l'infini et ̂  ] a^ [ borné.

La démonstration se fait par l'absurde en montrant que si^/i n'a pas cette forme,
Eo contient un point y pour lequel sin^nTry ne tend pas vers zéro.

Remarquons d'abord que l'on peut supposer [ a^ [ << 22*, sinon

a(/l)=x22iX(/l)-^-(AW,

de sorte que
a(")2î'= ̂ .̂ '-h XW2"4-1 ( | ̂ w \ < 2'*-).

On peut alors remplacer les a^ par d'autres valeurs inférieures à a2 .

On peut même prendre | a^] ̂  — 5 sinon

;aW|22i==2<î•+l—%n>2 î•.

Suppposons que les a^'' ainsi réduits ne soient pas bornés. Il existe alors une
suite partielle } n,.} pour laquelle, on peut trouver î'r? ln^ ii ^=.Ji^ îelle que | a?^ [
augmente indéfiniment, et même telle que { //.} croisse aussi vite que l'on désire.
assez vite par exemple pour que

('r4-l> J'n..'

On peut extraire de la suite {\n j une suite partielle ayant cette propriété.
Réordonnons la suite partielle et continuons à l'appeler {^n}î elle est donc telle
qu'il existe in, In^in^jn, i,i+t>jn et [ a^ [ augmente indéfiniment.

Désignons par a un nombre positif fixe, inférieur à i et aussi petit que l'on
veut. Nous allons définir y par ses chiffres dyadiques

-^ ^<V ï"-Z,y
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JNous désignons par y'n, la valeur dyadique approchée de y obtenue en prenant
les chiffres dey jusque Perdre y/i-i-i. Supposons défini y/i_i. Le nombre

\,,y-n^=^v.^kiyn-

csfc module i égal à un certain nombre Q/i_i compris entre zéro et i. .Nous définis-
sons les chiffres dey jusqu'à l'ordre y'n-t-1? donc y,i, de telle sorte que ^n}'n soit,
module i , compris entre a et i —a. Mais, module i,

Nous prenons y,._n== o si r^. in et Y^+i tel que, module i ,

<«6^-+-a^I^<i-a.

Ceci est possible avec ti"'4"t tendant vers zéro puisque | ai^ | tend vers l'infini.

On peut prendre y^-n == o si a < 0,,_i < i —a, sinon, on peut toujours trouver
une valeur de v telle que

h<y^'
a2'" 3 21'" i
aW-^^'^^V

In *»»

les deux nombres extrêmes étant au moins, dans le cas le plus défavorable
distants de un.

Dans ces conditions, | la^û),. | <V ' "/'J n'apporte qu'une contribution infini-

ment petite. Il est donc possible de définir y,» pour que

1 sinX/i^/iî; | > smar.

et, par suite, y tel que, pour tout /* supérieur à no

\ sin A,,yïc | > sina^

(l'où l'énoncé avec | a^11 [ borné.
In tend vers l'infini, sinon il serait possible par une restriction de la suite {^n}

de le supposer borné, même constant égal à 1 et ^n ne pourrait être une suite de

limite nulle pour le point —^ pour lequel À^a? tend vers ^ •
/B

Montrons maintenant que ̂ | a^ | est borné. Supposons l'hypothèse contraire,

comme les | ^/l) ] sont bornés, leur nombre augmente indéfiniment. On peut
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toujours, en restreignant au besoin { / / i}, supposer que /n ety',i croissent et même
que ln+i>Jnï tandis que

ii-^ =A,,
augmente indéfiniment.

Dans ces conditions, si y/i—i csl un nombre dyadique d'ordre y/i-i, ^/(y/<-i
est nul module i, il nous suffît de montrer que l'on peut définir les chiffres
d'ordre compris entrcy'n.i cty'n pour que ^y/i soit supérieur à un nombre donné;

il suffit pour cela de prendre y/, ln^ i ^ J n tel que ' ' ̂  soit voisin de e/i, y/ du

signe de a^11, nul avec ce dernier et tel que A.n&n soit compris entre « et i — a .
Un tel s/i existe et l'approximation est réalisée ti moins de M ^, -^ << —r < donc

peut être rendue arbitrairement petite.

5. Reprenons la démonstration précédente et voyons dans quelles conditions il
est possible de rétendre à un ensemble e partie de Eo.

Pour la première partie (a^ borné), il nous suffît d'admettre que, quelle que
-)•*soit la suite a/ tendant vers l'infini, [<x, |^ — > il existe une suite partielle { i n }

pour laquelle on peut trouver au moins deux valeurs de y/^-n? soient yj^i el
^(D ^ (2 )

yS^j telles que les deux nombres a/^ < / n y l et a,^ -/2^ diffèrent, module i , d'une
" 22 " n 2* "

quantité supérieure à un nombre fixe a.
Étant donnée une suite arbitraire {y-n} dont le terme de rang n est, soity^-r

soit yî .i-1, il doit exister dans e, quelle que soit j ^ n j î ou moins un point pour
lequel ^i^==.y.n. Nous dirons qu'un ensemble <?, satisfaisant à cette propriété.
vérifie la condition A.

Dans la deuxième partie, In. tend vers l'infini si e contient des points dyadiques
dont l'exposant du dénominateur augmente indéfiniment. Il est possible de donner
une condition plus large en supposant que É admet des points « suffisamment
rapprochés » de tels dyadiques.

Supposons que In. ne tende pas vers l'infini, donc par restriction de \n que /„
soit fixe, égal à Z, même que ^n soit égal à

dans ce cas, nous poserons l = — i.
Considérons alors un nombre y défini par Y( quelconque si i ̂  l

y/-n==i, T/-»-,==o ( / = = i , ? . , . . . , A,

h nombre fixe que nous déterminerons plus loin.
D'autre part,

a^=p(^^o 3("'^22-, où ?(/ ')== l s i / = = — i ;
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nous pouvons toujours par restriction supposer que ^{11) est constant égal à ,S

(') >.»y=2«i"'^É^-

Si nous développons (i) nous trouvons, module i ,

'Ï^y^^^^ (hl<.).
Il-h

Le nombre ^ai"^'21 est un nombre défini dans le système de numération
i=:l

adopté, donc inférieur en valeur absolue à | a^, [ a2^\
»)2^+^ M i

i ^lÏ/i | est inférieur a M et au plus égal à ——* Choisissons h pour que—^-^ << -,:
et prenons y/-+-/,-n == i , de telle sorte que

/+h

L.~~lS<^awîiy<^Ï (modl)-
/=/

D'autre part,

^ a^-y- ^ ^^p^^ (hd<l).

f==/-+./».4-l ^==/-t-/<-4-l

Mais | a^ | << M. On peut majorer &)„ par M ^ ' '^^—— et si cette quantité
i =/-+-/< -4-1

peut être rendue inférieure a .p on voit que ^«y reste module i , comprise

entre - et-7 donc sinÀ,,7ry ne tend pas vers zéro. On peut conclure si dans <?.

il existe des points de convergence pour la série ^ | sin2'-'"7:^|; „ est alors

majoré par le reste de rang l-^r h de la série ̂  i— ({m peut être rendu aussi

petit que l'on veut a condition de prendre h assez grand.
Nous dirons que e satisfait à la condition B s^l contient des points de conver-

gence pour la série 2i\ sil̂ 2"!!'̂  | et si, étant donnée une suite quelconque formée
d'un nombre fini de nombres égaux, soit a zéro, soit à i, il existe un tel point de
convergence ayant cette suite comme suite de ses premiers chiffres.

L'ensemble Eo satisfait évidemment aux conditions A et B. Nous dirons qu'il
est complet par rapport a la suite { 23" ( ou simplement complet. Un ensemble
satisfaisant aux conditions A et B sera dit quasi, complet. Ainsi :

THÉORÈME. — Si Vensemble e est quasi complet, foute suite de limite nulle
pour e, <i un terme général À,i qui peut se mettre sous la forme

A.=^aS")2- (M^Ç),

j n > //» tendant rers ï'infini et \ a^ | borm''.
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L'ensemble Ei sur iequei converge ^ ] sin i1" T. x \ est quasi-complet. la condition
B étant satisfaite par la présence des points diadiques.

Quant à la condition A, il suffit de prendre 7^ == o et v^ tel que

\xi\^.>^ ^>(t~^>ïî

a étant un nombre fixe inférieur a i. On prendra pour y^ le premier entier satis-

faisant a cette condition; ce qui est compatible avec-Y, tendant vers o puisque a <

lend vers l'infini. Il suffit de choisir la suite partielle ( in } pour assurer la conver-
gence de Y;^, .

Cet exemple montre que pour un ensemble quasi complet, la troisième pro-
priété de l'ensemble complet 2S | a^ 1 bornée n'est pas nécessa'irement satisfaite.
Ainsi sur Ei la suite

in

^=^2" {in->^

i=in

est de limite nulle, même si y/ ,— in tend vers rinfini»
[.'ensemble parfait, formé des points

1^. (^",o

satisfait à la condition B, mais ne satisfait pas a la condition A. La suite
{ /t-,t j == { na2'1 { est, pour lui, une suite de limite nulle, bien que a^ ne soit pas
borné.

Remarquons que si e est quasi complet, tout ensemble contenu dans Eo et con-
tenant e est aussi quasi complet.

6. Reprenons la forme de À/i du théorème précédent, on voit que

A» = 227" a/^ •+- S2^ a/^i 4-....

Toute suite de limite nulle a donc la forme ^'"mn avec fn,i impair et
y^^ra^'"^", où dn est la plus grande puissance de 2 contenue dans le nombre
borné | a^ | donc est borné.

LEMME 3. — Si e est quasi complet, de toute suite de limite nulle pour e, on
peut extraire une suite infinie partielle de terme général /c/i== ï^nmn, mn
impair^ pn^- ^'"-t- d, où d est constant.

Quant à m/i, il peut s'écrire a^- 4- 22*"ô,^. Si Fon pose

Wn= î17"^-^ fin (An< î2'-),

on voit que hn est borné lui aussi.

LEMME 4. — Si e est quasi complet de toute suite de limite nulle pour e, on
peut extraire une suite, infinie telle que mn^k (mod a'2^), // étant constant.
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CHAPITRE III.

LE PROBLEME A.

1. THÉORÈME. — U ensemble G .de convergence de là, série ̂  .1sln 2/t "x '.
n'admet aucune suite de limite nulle.

Nous allons montrer pour cela que, quelle que soit la suite j Â-n j, on peut déter-
miner un nombre a (dépendant de { kn \) tel que sin A-,i7ra ne tende pas vers o. Il
suffit de montrer que l'on peut extraire de [ kn} une suite infinie { kn. \ telle que

| sin A:/t;îca i > a (nombre fixe).

a. G contient tous les points diadiques. Donc, d'après le lemme 1 du chapitre
précédent, il suffit d'étudier les suites de la forme ^mn (mn impair, pn tendant
vers l'infini).

b. Dans ce cas, prenons un nombre quelconque x par son développement
dyadique

oo ^ . •

•^S^ (0/S=ooui),

IP^ mn x = m,i V pa^' ( mod i ).
< e ,

Â.==iÂ.==I
Définissons a en prenant

O^-i ==l, 0^^=o (X ==2, 3, ..., qnh

qn étant un entier que nous devrons déterminer.
On a alors, module i,

i y^ 6n -L.) i m»
îPnrn na = - m,, -•- > -̂ 2-̂  < - -h —fl-

^ ^J 2^ 2 îVn
À==flry4-1

^^n ^ 1 A l - _Choisissons ,̂1 pour que —" << -,-• Alors
3 ;î

j sin 2^»WnTCa ( > sin ——•

A chaque pn nous faisons correspondre un nombre qn minimum, soit q^. Res-
treignons la suite des {pn } de façon que/?n+i —pn > q\ et prenons qn === pn+i—pn -
II est clair que la suite restreinte que nous désignons encore par/?,, n'est pas de
limite nulle pour

a ~" 2^~îp^~^"'^/i=i

c. Reste à voir que l'on peut trouver un tel a € G. Soit 7' un entier quelconque
tel que

/?/,-t<r</^,,
as ao

•>.r a == y V ~——— = 2/' V —I— ( mod î \^J 9/»,-H Aj 2/'<-1 v
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Ce dernier terme est visiblement inférieur à ——

Donc

| sin ?/' 7:y. | ̂  sin ———, ̂  ———

(inégalité qui reste vraie si r==pn).
Par suite,

Pn tfn-i
^ I sin a7';: a | ^ ^ ^ i ^ ï r,
2^ r < " jo,,-i ^J 2P ^ jo î 'r

/==/»„-! 4-1 ' p:::»^

On voit qu'on restreignant au besoin la suite donnée pu pour que "\.— converge,
on a e G.

COROLLAIRES. — a. L^ ensemble G a la puissance du continu.

Alors qu'en ( i^ partie, chap. I, § 4) nous avons vu que 2 [ sin 2"7r.z?| rie con-

verge qu'aux points f- » la série du théorème précédent converge sur un ensemble

non dénombrable, sans quoi le théorème précédent serait faux.
b. Il existe des ^-ensembles qui ne sont pas d'un type N{ quelle que soit la

fonction f. En particulier., l ) ensemble. G n'est pas Ng.
Ceci constitue une réponse négative au problème A.

1 bis. Remarques. — a. La démonstration du théorème précédent reste
valable pour une série ^pn | sin 2"7ra?j sous la condition que pn tend vers o avec
2p^== oo. La majoration reste toujours la même, il suffit de supposer la série
2p^ convergente, ce qui est toujours possible par restriction de la suite des
indices. Ainsi :

THÉORÈME. — Quelle que soit la suite {p,i} {avec p/i tendant verso et
^prt== oo ) la série ^n\sin<2n7cx\ converge sur un ensemble rayant la puis-
sance du continu, ê n^admet aucune suite de limite nulle et n^est d'aucun
type N{.

On peut se demander si la propriété est générale en remplaçant 2^ par uno
suite quelconque {^n}- II n'en est rien puisqu'on prenant ^71 == /i, on trouve une
série quelconque 2pn | sin/i7ra?| qui peut ne converger nulle part, même avec p/,
tendant vers o. Même si l'on suppose que la suite {^n} est de convergence pour
un dénombrable — pouvant être infini — la propriété peut être en défaut comme
le montre l'exemple jSa de ( i1'® partie, chap. II, § 12)

00^"i== s^s51117^'^'
n == l /» ̂  n1

Le raisonnement qui a servi sur cet exemple, s'applique de la même façon pour
la série

5.1 = ̂  -^ ̂  j sin a"(2 k^- i) -.x \
n=t k<,ji'-
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qui ne converge que pour les points diadiques P-) bien que le coefficient tende
vers o.

b. Dans la démonstration du théorème du paragraphe 1, nous avons associé un
point a <ï chaque suite { kn} et vérifié ensuite que a e G, ce qui est entraîné par

^ — < °° Soit { ^ j une suite arbitraire telle que V -ï- < oo et considérons les
points

^.S^5 avec ^ = 0 0 1 1 1 ,
n==l

T/^S/^T/i-n.

Tout a, défini comme ci-dessus, est un point p. Ce point est défini par une
propriété de ses chiffres, un seul au plus étant égal à i entre les ordres v,i et y^+i.
L'ensemble P des points dont les éléments sont les à est donc parfait et sur P, la
, • 'y [ sin 2" -KX | . „

séné ^———^——- a une convergence uniforme.

THÉORÈME. — // existe des 1^-ensembles parfaits, qui ne sont d'aucun
type N{.

2. Dans ce qui précède, nous avons pu montrer que G n'était pas NQ en mon-
Irant que G n'avait aucune suite de limite nulle. Il est intéressant de se poser la
même question pour un groupe G n'ayant plus cette propriété, par exemple pour
un module du type N^.

THÉORÈME. — L'ensemble Ga, de convergence de '82== ï | sin I^TIX^ n'est pas
du type No.

Nous savons que si Gi désigne l'ensemble de convergence de j9i == ̂  | sin^nxi
Gi c Ga. Toute suite de limite nulle pour Ga l'est aussi pour Gi et nous savons que
le terme général d'une telle suite est de la forme (a6 partie, chap. II, § 5)

/»
>.„= V a;"î221 (at/'i borné, ^-^oo).

i^ln

Nous pouvons toujours restreindre la suite ^» en supposant, par exemple,
ln-^i.^>Jn'

Soit x, défini par ses chiffres, y, == o, sauf pour i = rn + ï , In ̂  r,, ̂ jn. A un
infiniment petit près,

A^=4Ï1^ (modi).
22 "

Nous prenons y,.̂  du signe de <x^, il est toujours possible de choisir ce
nombre, de telle sorte que

i.w<- :w".
de sorte que la série î [ sin \n^x \ diverge, bien x € Ga.

COROLLAIRE. — II existe des ensembles du type N^ qui ne sont pas No.
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2 to. La démonstration précédente subsiste en tout point si l'on remplace
l'ensemble Ga par un ensemble Gp quelconque, ou môme par Gy, groupe engendré
par l'ensemble où converge 2/(| sin 2^n7^;r| ),/étant une fonction de Young, Gi

pouvant être remplacé par G/^, avccyi>*y, inégalité signifiant que*'1 tend verso.
11 suffit de trouver v,.^ tel que

^rAî ii-^ ^Tli^l^
L 22 " J L 22 " J

quelles que soient ces deux fonctions/', /i, il est toujours possible de déterminer
ï^r

THÉORÈME. —/'et /i étant deux/onctions de Young quelconques (/</!), il
existe des ensembles du type N-{ qui ne sont pas du type N^*.

En particulier, p et q étant deux nombres posai f s, p < y, <7 existe des
ensembles N^ < '̂ /i<? sont pas N .̂

Remarque. — L'ensemble des points où sin (22"7^;z•) tend vers o contient
l'ensemble Ga. Donc il n'est pas No. Nous verrons dans la troisième partie qu'il
n'est même pas N.

3. THÉORÈME. — L^espace vectoriel sur les rationnels^ <ê, engendré par
l'ensemble de convergence absolue Gi de la 5er^ JËi === 2| sin a2"^^*! n^ admet
aucune suite de limite nulle. Il n'est donc d'aucun type N .̂

Démonstration par l'absurde. Une suite [ kn} de limile nulle pour ê l'est
pour Gi, donc une suite réduite de À'/, est de la forme ^nmn,

p^i^'f,
mn == a2' " y.n -+- h (A impair).

a. Sin kn'Kx doit tendre vers o pour tout xç, ê, donc en particuler pour tous

les points - quel que soit q. D'après le lemme à du chapitre précédent, il faut donc

que 2^/n/i soit divisible par q. Si q désigne un entier quelconque impair, il faut
donc que mn soit divisible à partir d'un certain rang par tout impair.

b. Considérons alors le point a € Gi

( == ^ ——— avec 7 — < oo, 10, < 27'*.
^d aî^+tO, ^ 2W.. " ' " ^
•y==l

Mais

^a=^y—+A,, y +-?—
•̂J a2 '-+-<«>« —"d 22 +<0»^=1" A'==n-+-l

est la somme de trois parties Ii, la, la. La seconde la peut être, en restreignant au
besoin la suite { kn }i rendue aussi petite que l'on veut. Ii est un entier divisible
par //?„, donc pour tout q impair, à partir d'un certain rang est divisible par q

22^,_2'/ id
13 = 2"-' '+•h~2^=ih~¥'is

H tend vers o. Fg est un entier égal au produit de p.n par une puissance de 2.
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Pour que la suite { kn} soit de limite nulle pour tout a. (q impair), il faut

d'après le lemme 2, que la partie entière de kn^ soit à partir d'un certain rang
divisible par q. F, doit avoir la même propriété, donc p.n également et, par suite,
/z, d'où l'absurdité.

3 bis. COROLLAIRE. — Une suite croissante d'ensembles No n'est pas nécessai-
rement de type No.

Il suffît, en effet, de considérer les séries

^= ̂ \ïïni\i^T:x\ ( 1 = 1 , 2, . . . , /?, . . . )

qui convergent sur G^. Il est évident que G^cG^4) que a e G^ si açG^ La

réunion 0{. des GO contient donc tout point a quel que soit q, donc (R 3 ê, d'où
la conclusion :

remarque. — La démonstration précédente Convient encore si l'on remplace
l'espace vectoriel ê par un ensemble E tel que si a e Gi, E contienne tout nombre
,» q appartenant à une suite quelconque non bornée d'impairs. On peut s'abstenir
de cette dernière restriction en remarquant que

-i^^-
et

^n«-\ = 2 m,,-h £„ (mod22),
ê/i tendant vers o.

4. Il existe dans Gi des points x tels que x- € Gi quel que soit q. Reprenons, en
effet, le calcul de la convergence de Jgi faite en ( r^ partie, chap. I, § 5). Si

^=2^» -^^-l-l)^^,^--1-!,

A-==0

nous avons vu que x e Gi si et seulement si

^^<-
Si cette question est satisfaite,

n

2^=22"^^-+,^

^==0

Pour que 3- € Gi, il faut et il suffit, d'après le lemme 2, que le premier terme v.n
de cette expression soit pour n assez grand divisible par q.

Or
«n= Tn-^ ï^-^n-i-^-.. .-<- a^-iyo,

an-t-^Tn+l-f-a2''-1^



qui montre que '\'u doit être, à partir d'un certain rang, divisible par ç, a,i ayant
la même propriété à partir d'un rang précédent.

Donnons-nous une suite d'entiers } riq \ croissante tendant vers l'infini même
îiussi vite que l'on désire et désignons par A/y le plus petit entier divisible par les
q premiers nombres naturels. Supposons que n^ croisse assez vite pour que qAq
soit faible devant a2"?"1, de sorte que •

Y yAy
7 • <' oo.
^ 22"7-i

Considérons le point

8m-i== ̂  -±^1 (Xy entier ^o).
y=i

C'est un dyadique. Supposons le numérateur divisible par Aw» c'est-à-dire divi-
sible par les m premiers entiers.

Posons
û n ^wA-W
"^1== VTO—I-+- ———-——•

^2""»

Alors
•22""•0/n= Am-+-lCTm-+-t»w+^mA^ (tx)w< A»t+i),

(aï^ est divisible par A/yi, donc
tOm=A^p^ (a^^^lY

si pm== o, prenons

si p^i^o, prenons

22"m8m= A^-nCT^-1- Am(pm-l- ^m);

Xw==0;

A^= A-î±l-p^ (X/^m),
^^m

de sorte que, quel que soit w, on peut définir la suite des t de façon que, Qm soit
un dvadique de numérateur divisible par A^+i.

Le point

e^^^L^
^-J 2î"ç
^==1

appartient à Gi; mais aussi , » quel que soit A". L^ensemble des points possédant

cette propriété sera désigné par fi, il est évident que l'on peut prendre dans
Fexemple précédent des chiures arbitraires pour 6, jusqu'à un rang fini arbitraire;
de plus, on peut remplacer, le chiffre ^mA^ défini plus haut pas À^A^-}- ̂ Am-n,

y-m, étant assez faible pour que la série ̂  -'—m—m—^"—m'4"1 ' converge, de sorte

que TI a la puissance du continu.

THÉORÈME. — GI étant ^ensemble de convergence de 61= .2 | sin 22''î^.r|, //
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existe un ensemble Fi clé points x tels que - eGi quel que soit q. i\ a Ici puis-

sance du continu.

Il est évident que si x ç Y i , - eFi. Fi contient o, mais ne contient aucun

dyadique - ' • Si xçYi, x-L- i ^Fi, sans quoi - appartiendrait a I\, quel que soit

q. L'ensemble Fi est donc défini comme partie de la droite R1 et non comme
partie du tore T1. comme l'est Gi. De plus, ri est un module même un espace
vectoriel sur le corps des rationnels.

Désignons par ^i le groupe de T1 congru à 1\ module i. A tout point xç. ̂ i,
on peut donc associer un point y e Fi tel que x—y == o (mod i ) et inversement.
Toute série trigonométrique convergente sur Fi l'est aussi sur ^i qui ne contient
aucun point dyadique. L'ensemble ^-i, partie de Gi est aussi IN^.

L'ensemble <^i n'est pas quasi complet, la suite de terme général 2^- a2", À cons-
tant est de limite nulle pour ^i.

Ci satisfait à la condition B, mais ne satisfait pas à la condition A. Si la suite
. . 221

y.i considérée est telle que pour certaines valeurs de l'indice <', — n'est pas entier,

il est facile de trouver pour ces valeurs y'̂ -i et y^-i. Mais si —es t toujours un

entier, donc si a,=== 2?*, le résultat ne vaut plus. Pourtant si (3/ est non borné, on
peut extraire une suite partielle telle que j3/^ augmente indéfiniment. Soit
/y,,== a157"'4"1; Aq/t est alors multiple impair de c/ri et, par suite.

,,.'̂ A^=^1 (n>od,).

Il suffît de prendre^ln === o, Ài^=== i, de sorte qu'il sera possible de définir un
point de ^i pour lequel la suite considérée n'est pas de limite nulle.

THÉORÈME. — Pour Ç î les suites de limite nulle ont un terme général de la
forme

in

A,,==^a,")2-',

où ^l} est soit borné^ soit égal à -g^» où ̂ tt) est borné.

On en déduit encore que /„ tond vers l'infini. Il suffit de reprendre le raison-
nement fait en (2° partie, chap. 2, § 5) qui reste valable à l'exception de la majo-
ration de ûj,, dans le cas de a^ non borné, mais alors

«^T^i _ T/-n
••2- ""2^

rst un entier pour i assez grand, y/^i devant être divisible par une puissance de 2
aussi grande que l'on veut. Mais

a -̂Î ll = '̂•4-;
/ (2-)2 ^•^
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pourra être rendu aussi petit que l'on veut, puisqu'il existe dans ^i des points
pour lesquels y/1-2 est inférieur A ^4-3, A^._(.,, q: tendant vers l'infini aussi lentement
que l'on veut.

Il en résulte que toute suite de limite nulle pour ^i a un terme général de la
forme ?./i== ^nmnrpn tendant vers l'infini et, par suite, si une série ^ | sinÀytTra'l
converge sur ^i, elle converge nécessairement aux points dyadiques, bien que <5i
n'en contienne aucun.

THÉORÈME. — II existe des groupes E de type N(), tels que si
S s= S j sin kn^x \

(ko entier), converge au moins surïL, et si G désigne l^ ensemble de convergence
de S, G—E contienne des points fixes indépendants de la série S considérée.

Remarque. — Au lieu de considérer Fi, on aurait pu envisager l'ensemble T\

des points xçQi tels que- e^i, quel que soit q impair. Les raisonnements

restent les mêmes en remplaçant Ary par A., plus petit entier divisible par les q
premiers nombres impairs. Aucun djadique n'appartient à T\. Mais l'ensemble
T\ dont Fi est une partie est alors quasi complet et donne un exemple plus simple
d'ensemble E satisfaisant au théorème précédent.

TROISIÈME PARTIE.

CHAPITRE I.

ÉTUDE DE LA CONVERGENCE.

1. Soit une série trigonométrique 2pnsin7r (knX-\- <p,i) (pn^ o) qui converge
absolument sur un ensemble E. On aura 2p^== oo si la convergence absolue n'a
pas lieu partout. La convergence peut-elle être normale (au sens de Baire) sur
une partie ê de E? Pour cela, il faut et il suffit qu'il existe une suite w/i>o,
terme général d'une série convergente, telle que pour tout n, et pour x e ê,

p^l sin r.{k^x-+- Çn) [ ̂  w/,, 2w/,<oo.

Soient deux points x et Xo de ê, nous avons

?„[ sinÂ-nîï(.y—.ro)!^.Pn| sin ̂  {knX -+- <?/0 | + pn | sin r. {kn^-1- ?^) | ̂  2 w,,.

Donc la série 2p^ | sin n ' K X \ converge normalement sur l'ensemble êi déduit de^
par la translation — XQ.

Mais, puisque 2p^ est divergente, il est nécessaire que lim—^ == o, mieux que
- ?n

pour toute suite d'indices { ni} telle que 2p^== ob, lim wn^ == o, donc il est néces-
———— P"i

saire qu'existent une suite [mr ('d'indices telle que <2p^==oo et une suite { s , ;, £/
tendant vers o, pour lesquelles en tout point de E
( i ) [ sin îc ( km.rX -+- ^^) \ ̂  sin £rîî.
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Réciproquement, soit ê un ensemble de valeurs de x satisfaisant à ( i ) . Nous
pouvons extraire de \ mr} une suite partielle Wrp mr^ . . ., m,-^ . .. telle que la
série de terme général e/. à termes positifs tendant vers o converge. Prenons alors
pw^==i et p/ ,==o pour /i^jw/.J. La série ïpnS'm7J:(knX-+- +/»), où ̂  == ©„,
converge absolument sur ê, la convergence y étant normale, sans converger abso-
lument partout, ê est de type N,p *

THÉORÈME. — Étant donné un ensemble ê, la condition nécessaire et suffisante
pour qu^il existe une série trigonométrique pour laquelle ê soit ensemble de
convergence absolue normale est que Von puisse trouver deux suites h/, et ô/.
telles que sur ê, | sin TT (h^x + 9/.-) | tende uniformément vers o.

En vertu du théorème de translation et de l7 adjonction d^ un point, il est
toujours possible de prendre Ô/.== o.

2. L'ensemble satisfaisant à la relation ( i ) pour r donné est constitué par une
famille de segments égaux. L'ensemble satisfaisant à ( i ) pour tout r est fermé.

Considérons alors la série

(2) S p n j sinÂ-nîc.r j (Sa/, =00),

\ kn \ étant une suite de. nombres réels croissant vers l'infini. Posons 7—"- == &)„.
• ' ^n-H

Supposons 2 ?„<*)«< oo et considérons l'ensemble défini par les inégalités

(3) } sin kn^x \ ̂  sin 2 T.WH pour lout n.

Nous pouvons toujours supposer fùn<^ -•
Cet ensemble est l'intersection d'une famille d'ensembles E^, chaque E/i est

constitué par une famille de segments égaux de longueur -,—" et dont les centres
K/t

sont distants de ,- • Considérons un segment de E, soit o^. Deux segments consé-
»/<

cutifs de E,,+i se déduisant par la translation ——» à l'intérieur de o^ il y a
""/l-M

entièrement au moins trois segments de E,i-n; ceci quels que soient n et le segment
choisi, on voit donc que l'intersection des E,i comprend un parfait. L'introduc-
tion d'une phase dans le terme général ne changerait pas le résultat.

THÉORÈME. — La série (2) converge sur un par fait si ïpn'i n <i oo. Il ^n est
^n-t-t

alors de même de ^p,, | sin (kn'KX + 9,^) |, quels que soient les 9,4.

COROLLAIRE. — Si la série ̂  r-"— converge, la série ï \ sin (kn^x + 9,1) | con-^—^ »c«-(-i
verge sur un ensemble ayant la puissance du continu, quelles que soient les
phases o,,.

Il est intéressant de remarquer que la conclusion peut être fausse si l'hypothèse
de convergence de la série 2<t»)/i n'est pas satisfaite, même si cette série diverge
aussi faiblement qu'une série harmonique. C'est ainsi que la série î\sinnl7cx\
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converge sur un ensemble ayant la puissance du continu, alors que les séries
î \ cos n î ' K X I et i | sin (n ! + i ) T^X \ ne convergent nulle part si ce n'est pour la
seconde, au point évident o.

3. Convergence pseudo-normale. — Nous n'avons rien supposé quanta la suite
} m,-}. Il est bien clair que si nous prenons la suite Wa, w;i, . . ., ou une suite Wg,
w<y-n, . . ., nous obtenons encore des ensembles de convergence normale, con-
tenant l'ensemble ê correspondant à la suite j m,. \ complète. Mais alors, si nous
considérons la suite Sg== niq, my+i, .. . (q == î , 2, . . . , < , . . . ) , nous obtenons
un ensemble 6>q de convergence absolue normale tel que (S?q c êy-n. La réunion de
tous ces ensembles est un ensemble E, de première catégorie sur lequel la série a
une convergence absolue pseudo-normale (c/. Denjoy, II, p. i83), c'est-à-dire
tellp que si le terme général est désigné par^,»^), il existe une série convergente
Wn à termes positifs telle que pour tout ;reE, | Un(x) \ ̂  Wn à partir d'un rang N
dépendant de x.

Si x est un point non rationnel où la série Zp/i [ sin n^x \ converge, la série con-
verge au point Âa^, / étant un entier arbitraire. La convergence est pseudo-
normale; en effet, supposons q\iepn\sïnnnXo\^Wn' Nous avons p,i|sm/î7r^J^Àw/,

comme Wn-> o, on peut pour tout À trouver p et N tel que w/,< w£- pour tout

^ ^> N. Le raisonnement est valable si. au lieu d'un seul point XQ on considère un
ensemble de convergence normale correspondant à la suite Wn'

Peut-on ainsi obtenir l'ensemble complet de convergence absolue ? Nous allons
voir, sur un exemple, qu'il n'en est rien. Considérons la série ï \ sin (2 n) ! ' K X \
qui, en vertu du corollaire ci-dessus, converge sur un ensemble ayant la puissance
du continu. Désignons par Wn le terme général d'une série convergente quelconque
à termes positifs telle que nïWn augmente indéfiniment. Formons les segments En

correspondant à •{ s,, ( == { 2 Wn }. La longueur d'un CT^ est " et la distance entre

les extrémités gauches de deux segments voisins est -—I—,• • Donc à l'intérieur d'un

o-^, il y a des Œ^ complètement intérieurs, leurs nombre étant au moins égal à

(^^/f(T^^^~I^^wtl(2n+lH2n+9•')~ïî

nombre qui augmente indéfiniment avec n. Considérons à l'intérieur d'un (^ donné,
le segment d'ordre n + î le plus à gauche complètement intérieur au premier, puis
le segment d'ordre n + 2 le plus à gauche complètement intérieur au second et
ainsi de suite indéfiniment. Cette suite de s'egments emboîtés définit un point Ç où
la série converge. Supposons que n ait été pris assez grand pour que, dans la
moitié gauche de o^ il y ait au moins deux intervalles d'ordre n.-{- î complets. Il
est bien clair que le segment o- '̂ correspondant à la suite Wn au lieu de 2 Wn aura
une longueur moitié du précédent, donc que pour le segment le plus à gauche qui
entoure Ç, ï | sin (2 m) ! r^x \ > w,n et ceci pour tout m. supérieur à N er, par suite
dans ces conditions

| s i t « ( - 2 / < ) \-.\\ :. w,,.
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Ainsi, étant donnée une série S convergente quelconque, dont la convergence
est aussi lente que l'on veut, il existe des points d'absolue convergence où la con-
vergence est plus lente que celle de la série S. La convergence de la série
^ [ sin(27i) î T!X [ ne saurait être pseudo-normale.

Remarque. — Soit <ê un ensemble de convergence normale et G le module qu'il
engendre. Pour tout point de ê, on a | s\nkn^x\ <, Zn pour n == î , a. . . . ; or un
point de G est de la forme a == 2a/a/, a,-€<ê, a/ entier et le 2 étant fini. On voit
donc que

sili kn r. J^ a/ a/ ^ ^> \ a^ j \ sin kn r. Ui | ̂ £a ̂ , | a,!.

î l i

{ ' n point de G étant donné, il lui correspond un entier

/^^l^i-

Considérons une suite { £ „ } telle que ?" tende vers l 'infini, mais assez lentement
&n •

pour que Ip/iê«, converge encore. Posons £„== £/i(V,,. A tout point a de G corres-
pond un entier N tel que pour tout entier // > N, p << w,,. On a alors

| sinÂ:n5îa|^£/i<to,,£/,<£',,.

Par .suite. G est un ensemble de convergence absolue pseudo-normale et ne
peut donc se confondre avec l'ensemble de convergence absolue de la série.

CHAPITRE II

LA CONVERGENCE SUR UN ENSEMBLE PARFAIT.

I . Convergence sur un parfait. — Soit P un parfait de convergence absolue
pour une série j9. P est la réunion des P«==E,inP sur lesquels S ( x ) ^ n . Ces
Pn sont fermés. Il est impossible, d'après le théorème de Baire que tous ces P/,
soient non denses sur P. Comme ces Pn sont croissants (P»cP^+i), il existe un
entier Hy tel que pour n > /^, P,i contient toute une portion de P; et ceci peut
être dit dans tout intervalle. En définitive, ou bien sur P la somme S (x) est abso-
lument bornée, ou bien il existe un sous-ensemble de P fermé non dense sur P
soit H (P) tel que S (x) soit bornée sur toute partie de^P sans points adhérents à
H (P). On peut dire que sur le parfait P, la somme S(.r) est ponctuellement non
bornée.

Nous a\ons défini plus haut {impartie, chap. IV, §4} un ensemble parfait symé-
trique. Considérons deux points or-et b, origines de segments noirs couvrant une
portion de l'ensemble parfait P; on peut réduire au besoin le plus grand de ces
segments de faron à les rendre égaux, de sorte que les deux portions de P
comprises sur ces segments se déduisent l'une de l'autre par une translation et
l'ensemble P peut être recouvert par un nonibre fini de translatés d'une de ces
portions.
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Définition. —J\ous dirons qu'un ensemble E est un ensemble a translations.
si pour tout intervalle ouverte (le E, c'est-à-dire toute intersection non vide de E
avec un intervalle ouvert de la droite, l'ensemble E est contenu dans la réunion
d'un nombre fini de translatés de p .

THÉORÈME [Malliavin (1)]. — Si mie série trigonométrique converge absolument
sur un parfait à translations^ la convergence y est uniforme.

En ellet, soit P un parfait et une série

S == ^Pn\ S'tn/C,t7:.K j

convergente sur P. Désignons par r,t(a?) le reste de rang n de '6, par e un nombre
positif donné. En vertu du théorème de Baire, il existe une portion e de P telle
que si xç.e, r,i{x) << £, pourvu que n :> Ni indépendant de x. Mais P peut être
recouvert par un nombre fini de translatés de e. Désignons par ao un point quel-
conque de e, par ay(y = = 1 , 2 , . . ., r) les translatés de ao. Tout point "i. de P peut

ç=(ay-ao)-h0 (Oec).

La série JS? converge pour a y— ao et

r , , ( ay—ao)<£ pour /( > N2.

Si ̂  == max(<Vi, N2), n > N entraîne
r,iW < ?£ pour n > N,

d'où le résultat
La démonstration repose sur le fait que la série est a termes positifs et sur la

propriété r,,(a-t-b) < f',,(a) 4-r,,(6). L'extension est évidente si cette dernière
propriété est remplacée par r,i(a 4- h) < M\r,,(a) + rn(b)], M étant une
constante absolue. On aboutit a l'énoncé :

THÉORKAIE. — tS'/, une série de fonctions j n continues positives définies sur
(onte la droite R et 1 elles que fn(a -h b) < M[//,(a) +//t(^)J, M étant une
constante absolue, converge sur un parfait P a translations^ la convergence
est uni forme sur P.

Soit { x,i ^ une suite quelconque décroissante et tendant vers o. Supposons^ de

plus. —/M-1 << sans que l'égalité ait lieu,constamment a partir d'un certain rang.
,K „ 9-

L'cnsembir des points ̂ a/;r/, où a/== o ou i est un parfait construit sur le
00

segment o, ^ , ^ ' i . ^ous dirons d'un tel parfait qu'il est engendré par la suite.

L'hypothèse faite sur y,, prouve que le reste de rang n de la série x'i est inférieur
au dernier terme, de sorte que les points de première espèce gauche ont comme

' ( l ) Cet énoncé a été indiqué par M. Paul Malliavin dans une Note (C\ J{. Acad. A'c., t. 228,
'949» P- '^-i^)- -l'avais auparavant indiqué que la somme était bornée, ce qui est une conclusion
immédiate du résultat de M. Malliavin.
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abscisses les nombres ï<x,x,, le S étant fini et la translation ̂  a/^ qui amène

l'origine en un point de première espèce gauche a amène la portion du parfait
«

comprise entre l'origine et le point Vâ7< sur la portion de même longueur et d'ori-

gine a. Un parfait engendré par une suite est donc à translations. Cet ensemble
00

est, du reste, un parfait symétrique construit sur le segment o, Va*,,.
n==l

Conséquence. —Soit P un parfait à translations du type N. Soit J0 une
série ïpn\ sînn7ix\ convergente sur P. La convergence étant uniforme, la
somme S(.r) est continue sur P. Si l'origine est dans P, la somme S (a?) tend
vers^o avec x. Sinon, Xo et Xi étant deux points quelconques de P, la série
converge pour Xi—XQ, donc le groupe G engendré par P converge sur un parfait
a translations comprenant l'origine. De toute façon, il est possible de trouver des

suites de points OE/€G, telles queVS(a/) <oo, il suffit pour cela de prendre lésa,
i

ce

tondant vers o assez rapidement. Il en résulte que la série j8 converge au pointa? <x/.
t=i

A priori., de tels points n'ont aucune raison de faire partie du groupe G, comme
le montre l'exemple suivant.

5. Exemple. — Prenons pour P le parfait engendré par la suite } — \ • Un point
du parfait est donc de la forme

(0 2^ (^==ooui)
/»==!

et un point du groupe G engendré par P est

(2) ^i'^' avec ^n entier ̂  o et/»„ borné ;
n==i

or, un point quelconque du segment (o, i) peut s'écrire

(3) ^É^' (O^n<22-1).
/î==l

11 est donc possible de le mettre aussi sous la forme

(4) ^^ (-2<-1-1<6^2«"-1-Q

une infinité dcnombrable ayant deux développements possibles. Si l'on enlève
assez de termes du début, (2) est un développement de la forme (4)-
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Ceci étant, parmi les points Un== ^î il y en a pour lesquels la somme S de la

série J9 est inférieure à i , soit /îo l'indice du premier, soit ni l'indice du premier

différent de no pour lequel S est inférieur a - et Hp l'indice du premier différent

de ni (i<^p) pour lequel la somme est inférieure a —;•
Considérons le point

w <o ==^//^, ( \fp l < ̂ "^u». .)•

En ce point

(6) ^W^\fp\^}<^{J^'
' i/p
( îp

Si l'entier fp est assez petit pour que cette dernière série converge, la série Q
converge au point (*). Ceci est possible avec /,, non borné, alors w n'appartient pas
au groupe G engendré par P.

Nous avions plus haut posé le problème de l'existence de tels points ( i l'c partie,
chap. II, § H), où nous posions la question de la fixité de ces points, laquelle
peut maintenant être résolue sur l'exemple ci-dessus.

Nous avons vu plus haut que sur P converge la série

00

^^ 1 sinî'-^xa; j.

Donnons-nous un point a quelconque n'appartenant pas à G

rt==^-^ («„ entier ^o, v.n non borné),

d^Kî^-1-!).

Désignons par ^Kn l'exposant du premier terme de l-a^-! dans le développement
dyadique, de sorte* que

< 7 ) ^L^J<^-. (2^<K,<2«).

Considérons la série, de terme général

(8) j sin a11'»—'îî .r j .

On voit que si x € P,
00

^---x - .K,-̂  ̂  = ̂ J^ -+- ()„ (mod i),

On-étant. de Fordre de -„; est le terme général d'une scrie convergente.

Mais j otn \ est non borne, donc aussi a"—K». On peu» se limiter .1 uiic suiu' de
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valeurs de //. soil ; n^ \ pour lesquelles celle q u a n t i t é augmente indéfiniment.

merue assez v i t e pour que la série ^_^ .̂, converge. Ainsi sur P la série

(y) [sin^S-'^-l
converge.

Mais on a

•^-» = '-î^^ + S;, (mod i),

^1'.;, <-

D'après ( j ) . le premier lenne est compris entre :-et-• On voit donc que le

lerme général de la série ( 8 ) ne tend pas vers o, donc que cette série diverse au
poini a. Ainsi :

PROPOSITIO.N.—— !Si une série jfil converge sur P, elle converge aussi sur le
groupe G engendré par P. mais aussi en d'autres points^ de sorte tju'elle a
comme ensemble de convergence un sur-groupe Gi de G. Les points de Gi—.(î
ne sont pas fixes; ils dépendent de la série j@i et, étant donné un point a.
n appartenant pas à G, on peut trouver une série S convergente sur P et diver-
gente en a.

La relation ( 6 ) est vérifiée, en particulier pour f(p) ̂ /^ <^ sorte que la série $
converge en tous les points

(5 bis) ra ==V y-ppUii,, (a/,= o ou i).
/'==i

Mais on voit qu'il v a correspondance biunivoqne entre les OT et les points

0^-) ^È^

donc entre l'ensemble des OT el l'ensemble [o, i ].
Considérons deux points différents OT et TS' correspondani aux suites j a,, [ et { a^

Leur différence s'écrit
P ( ul l ̂  i

(10) Q=^îippu,^
p-=i

•^p— ^pi
ô^== i si a^== i, a^== o,
5,, = — i si ï\, =o, a,, = ï .

De toute façon. Î2 est écrit sous la forme (5) et fait partie de rcuscmble des
nombres c»» avec un coefficient non borné. Î2 est donc un point de convergence
de jS ?ans appartenir au groupe (^ .

Consid('*rons alors le uroupe ( *i de convergence de .'Si. Gi étant sur-groupe de G.
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on peut définir le groupe-quotient Gi/G; une classe de ce quolieni est constituée
par des points a tels que la différence de deux a appartienne a G. On voit donc
que les deux points rs et vs1 définis plus haut appartiennent a deux classes diffé-
rentes du groupe-quotient. On en conclut le théorème :

TufcOHKMK. — Le groupe-quotieni Gi/G a la puissance du continu.

Envisageons maintenant, deux séries jôi et 62 qui convergent sur P; leur-s
ensembles complets de convergence sont deux groupes G] et G..».

Si
5ii = Sp^ j sin/i7;a?|, ^= Sp^ 1 smnr.x [,

on pose
5>i-+- J$2= S(pÂ +p^) ! smnr.x [.

il est bien évident que
s'p;/+p;i==^.

Celle série converge pour tous les points de GinG.j et la seulemeni: elle
converge, en particulier sur P, donc d'après la proposition précédente, elle
converge sur le groupe <^ ==GinG2 , sur-groupe de G, tel que le quotient ^-/G
îi la puissance du continu. Ainsi

THÉORÈAIK. —*SY deux séries Jôi et jôa convergent sur P, leurs groupes,de
convergence ont en commun un sur-groupe ̂  de G tel que ^-/G ait la puis-
sance du continu et il existe une série Si dont le groupe de convergence est '̂.

L'extension de cet énoncé à un nombre fini de séries est immédiat. Considérons
maintenant une infinité dénombrable de telles séries

oc

^n-=^9np\^P^X\'
/^=l

On définit aisément la série :

€. V-0"
^^.L^Wn9

M/, désignant le maximum de 6n(x) ^rr le partait P, le coefficient de j siny>fr./ |

dans j9 étante ̂ F-
n-=-\

Si x € P, Sn(^) ̂ = M,,, de sorte que 6{x) converge et, par suite.

V ypg|sin/^.r|
Zj Zrf 2"M,, "

II en résulte que

et, par suite.

^|sin^|^^<«^|sin^|^^
/»==! n==l

V-P£-^
^J^^"-^J2"M,
M=l
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La série 6 converge sur P, donc d'après la proposition ci-dessus, converge sur
iin sur-groupe ̂  de G. Les seuls points possibles de convergence sont ceux qui
appartiennent à tous les G/(G, groupe de convergence de jg/), mais rien ne
prouve que j9 converge svLr^\G,. Ainsi,

;•

THÉORÈME. — Si G, est le groupe de convergence d'une série Jô/, convergente
sur P, une infinité [dénombrable de G, ont toujours en commun un sur-
groupe (^ du groupe G engendré par P, le groupe-quotient ^/G ayant la
puissance du continu.

6. Autres conséquences topologiques. — a. Prenons à nouveau un parfait P a
translations. Désignons par t{ les translations en les ordonnant. S'il existe une
série

J$ = 2pn | sin/iTCd? [

convergente aux points t, avec une somme bornée sur l'ensemble de ces points, la
semi-continuité inférieure de Q(x) nous montre qu'en tout point de P, la série jS
aura une somme inférieure à la borne. Nous avons vu plus haut que la condition
était nécessaire. Ainsi,

THÉORÈMK. — Un par fait P à translations tiest un ̂ -ensemble si et seulement
si Von peut trouver une série J@i convergente aux points t, avec une somme
bornée sur l^ ensemble des t,\

Supposons maintenant qu'une série 6 diverge en un point Ç de P. Cette série
diverge sur un ensemble partout dense sur P. Sinon, elle convergerait aux
points t{, sauf peut-être sur un ensemble de ces points non partout dense ; mais
alors elle divergerait aux points Ç + t,-. qui forment un ensemble partout dense
sur P.

En particulier, supposons que sur P, la série Si diverge en un point, mais
converge en tous les points de première sorte. On peut affirmer la divergence sur
un ensemble partout dense sur P en considérant tous les points £,. qui corres-
pondent à Ç dans les translations.

Nous avons un certain nombre de points de premier ordre obtenus pour les
translations les plus grandes qui recouvrent Fensemble en nombre n^\ numé-
rotons ces points ^(î'^/ii). La série '81 diverge en ces points, nous pouvons
trouver un entier pi tel que

S^(ç;)>^i,

SA désignant la somme de rang k de la série J8 et Ui un nombre positif arbitraire.
Puis, nous avons /la translations du second ordre qui nous donnent des

points ̂  ( î ̂  ̂ 2 )? certains de ces points peuvent avoir été trouvés dans les^. On
peut trouveras tel que

S/,.(^)>M2>^i (?t>pi).

A la r^"10 opération, nous trouvons Ur points ^.(i^Hr) non nécessairement
tous différents des précédents et il existe un pr tel que

S^(Çi-) > Ur> Ur-i {pr>pr^ ).
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On peut donc trouver une suite pr augmentant indéfiniment avec r, telle que la
suite S^(ÇÎ.) soit non bornée en même temps que r, les points ̂  formant une suite
de points partout denses sur P.

Or, le terme général p,. | sinr'icx\ est fonction continue de x^ de même que la
.somme Sr(.r). On peut donc trouver un intervalle &)/. de centre ^., tel que si x
est dans co^nP, on a S^(a?) ^> —^- Or, on sait (Denjoy, II, p. 189 et 178) que si

l'on considère sur un parfait P une suite de points a/i partout denses sur P, les
points communs à une infinité d'intervalles ouverts dont chacun contient au
moins un dn à l'intérieur forment un résiduel de P, c'est-à-dire l'ensemble qui
reste lorsque de P on retranche une infinité d'ensembles de première catégorie
sur P. Donc :

THÉORÈME. — Si une série Jô converge en tous les points de première sorte
if un parfait P à translations et diverge en un pointa elle diverge sur un
résiduel de P.

L'hypothèse d,es translations ne joue dans la démonstration que pour affirmer
l'existence de points partout denses sur P, où diverge j9; ainsi :

THÉORÈME. — Si une série j9 diverge en des Jpoints partout denses sur un
parfait P, elle diverge sur un résiduel de P.

Application. — Considérons un ensemble triadique de Canlor G ; on sait que C
n'est pas un N-ensemble, mais c'est un parfait à translations, même un parfait
symétrique. Toute série JS diverge sur un ensemble ycC; si y contient certains
des points de première espèce de G, on peut trouver une série jôi qui converge
en tout point de convergence de G et aussi en tous les. points de première espèce.
j@ii diverge donc sur un résiduel de G et, par suite, j@i diverge sur un ensemble qui
contient un tel résiduel et est lui-même un résiduel.

Considérons alors une série JS convergente sur un sous-ensemble e C C et soit Y!
le complément de e dans G, Y] ne contient pas nécessairement tous les points de
première espèce de G. Adjoignons-les de façon à avoir un ensemble Yîi.

D'après le paragraphe précédent, Yîi est un résiduel de C. Il est impossible
qu'une série converge sur -ni puisqu'elle ne pourrait diverger sur G qu'au plus en
un ensemble de première catégorie sur G contrairement à ce paragraphe, ni sur r^
qui diffère de Yii d'au plus un dénombrable. Il est donc impossible de partager G
en deux parties Ci et Ça qui soient toutes deux des N-ensembles.

THÉORÈME. — Z/ensemble triadique de Cantor n^est pas du type de
Marcinkiewicz.

Le fait que l'ensemble soit de Cantor ne joue aucun rôle. L'essentiel repose
dans l'application des théorèmes précédents, donc s'applique à tout ensemble a
translations qui est une base de convergence. En particulier.

Un par fait symétrique dé fini par une suite {tn j avec limÇ» > o n'est pas du
type de Marcinkiewic^.
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On suit que rintersection d'une infinité déiiombrable de résiduels d'un parfait
est encore un résiduel. Dom' :

THÉOREMK. — // esf impossible de parlai er un ensemble triadique de Cantor
en une infinité deuoinbrfible de ̂ -ensembles dont il soit fa réunion.

CHAPITRE ÏII.

MÉTHODE DE L'INTÉGRALE DE STIELTJKS.

1. -Vu paragraphe 3 du chapitre précédent, nous avons vu que la convergence

sur un parfait P engendré par une suite \x,, \ \xn^- ̂  'l, est uniforme, Ceci
L xll 2 J

est obtenu, en particulier, si IS(Xn) <oo, S(x) désignant comme d'habitude la
somme de la série

Si == Sprt | siiï/tîca; j.

C'est de la réciproque de cette proposition que nous traiterons tout d'abord et
pour cela, nous emploierons une méthode déjà utilisée par M. R. Salem. Rappelons
les résultats démontrés par cet auteur [cf. Salem (6), p. 3a3 et suiv.].

Soit P un parfait construit sur (o, 27r) et soit une mesure positive ayant pour
suppori le parfait. Une condition nécessaire pour que V soit un N-ensemble est
que

•»27t

lim j | s'inn^v | df •==. o.

Vl. Sîdem monir<>. (.n oiiire, que si cette condition est satisfaile pour une fonc-
tion/donnée continue sur le parfait, P est presque partout de type N (môme No )
c'est-à-dire qu'il existe une série — dont les coefficients peuvent ne pas tendre
vers o — convergente sur une partie ^ de P telle que

f df= Çdj\
^îC «/r

r ' ^
Le calcul de ïmié^raley | sin/i;y | df n'est pas très aisé; par contre, celui

/."^ ^7;

dfij [sin'-'/z.rjâÇ/' se ramène au calcul de / cos 2 nx df que l'on déduit très

hicilemcnt dey e 1 " - ' df selon une méthode indiquée par Hille et Tamarkin et

utilisée par jVI. H. Salem pour l'application à un parfait symétrique.

^. Considérons un parfait P engendré par la suite { Xn \ et posons ^x,,=-7:
nous pouvons toujours, en enlevant certains termes au début de la suite, sup-

poser <r< ^. H c.st facile de définir une mesure à support sur P en définissant la

l 'onction f(x}. ;reP par

/(.r/) = .̂ el /(^a,^.) = Sa,/(^) (^= o ou i).
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La fonction f(x} ainsi définie est strictement croissante sur P el elle y est
continue /(o) == o,/(o-) == i. Remarquons qu'il existe une fonction F(a?)? égale
a f(x) si a?eP, continue et croissante lorsque x varie continûment entre o et or.

Employons la méthode de Hille et Tamarkin pour calculer

J = 2 / ^ s'm^n^x dF == ï f sin^-n^.v df.

Posons

I == (\i^.vdf{x\
Jp

1 1

Les poinlsVa/cy/(o/== o ou i) sont extrémités droites de continus cl extré-
/'==!

mités gauches d'un intervalle de longueur
00

x = y x; = T|/, < Xp
p+\

recouvrant le parfait dans cet intervalle qui est une portion isolée de P. Désignons
ces intervalles par Y}̂  en les numérotant en A de la gauche vers la droite. Sur TO,)/,,
la fonclion /'croît de

y-^=-1-.
Àsà 11 2!'
//+!

]\ous avons donc une valeur approchée I/, de I.

r /y i
I^^^^P ^ni^jxj ,

L /=i -I
le premierV élaut étendu aux ^ combinaisons possibles des a. Ou voil donc que

p v P PI/;== ^^(I-+-expTC'^la7/)=^Iexplîî/^^/co!?ît'lï/ = n^p^7'^!!00^"^7
/==! /=1 /--i /=1

et, par suite,
. (T ao

(1) \=\\m\p=e ^r icos^/ î^-

Nous en déduisons

I cosïn^x df == ^.(1) == cos/îTC<r||cos7:/i.r/,
^ /^

donc _i
« / ag \ ^

(2) ycos2nTC^rf/^1^|cos^/^a;y•|=(1^îcos• : >^7^a;/) .
l*711 1 /=^ \ /==i /

Posons

(3) Vsin2î:/l.ry= 0,,;

7=i
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la série (3) est convergente pour n donné diaprés la définition de Xj. Ceci va nous
conduire à une majoration du produit de l'inégalité (2).

în

(4) n^1 ~ sinî;:/M:7) < 1~|̂ 1 — sin^/ia/).

Choisissons jn pour que

(5) ^sin^/i.r/=to/,>^1.
/==i

LEMME. — Soit r nombres positifs \ a,}, \^i ^r inférieurs a \ de somme S.
f

Le produit JTT( i — a,) est, si S ̂  assez petit, majoré par i — s> •
/=!

Supposons que nous ayons deux nombres a et 6 de somme S ;

(i — a)(i — 6) == i — S -+• a6
r

est maximum si les deux nombres sont égaux. Le produit | ï ( i — a , ) est donc
<=i, , Smaximum quand tous les a, sont égaux à — •

Cette fonction de r croît avec r et tend vers e ' 8 quand r tend vers l'infini

JJO-aO^e-s.

<»2 Ç
Mais e^-^ i—S-(- — 4-. . . est majoré par i— — si S est assez petit (par

exemple S •< i), d'où la majoration indiquée.
Appliquons à la majoration de (5)

| Çwi-Knxdf\'^i— ̂ ^î—^.
\Jp | 2 4

1 /* i fl
/ cos IT: nx df ^i — —l.

| Jp 1

(\\^-7tnxdf\^^
»/p [ 10

et, par suite,

Donc

(6) / Sïn^nxdf ^ —•
I * P (

Ceci est valable pourvu que 9,i soit assez petit. Si la condition n'est pas remplie.
on peut majorer e~s par un nombre fixe, de sorte qu'il existe un nombre a fixe
tel que

f sin'2 î: n.v df ^ a si 0« > l.

\\. Supposons qu'il existe une série

S == ïp/, sin2» K.C
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convergente sur P, avec 2<p/(== oo , donc non convergente partout, de somme S(.r).
Pest un ensemble à translations et, par suite, la série S converge uniformément
sur P et S (a?) est bornée sur P par le nombre M. Nous pouvons donc intégrer S
sur P par rapport à la fonction /( x).

(7) Sp^ Csït^nr.xdf< M,
P

de sorte que si l'on pose

j s'ïn'^n^.v df-=- e/i, il résulte Sp/i£/(<oo.
Jy

Les valeurs de n pour lesquelles O/, > i , forment une suite j ni \ telle que ̂ ^.<i oo ;
retirons ces termes de la série S et soit S'la nouvelle série

S'== Sp^sms/uîta:.

La majoration (6) nous indique que

donc
^P^Ax.<00-

X 90 00 00

Vp„^.Vsin••î/l^.c,•=^. ^% sin2/̂ .;:;»^^ S'^-c) <oo.
Â-==I < t==i Â-==I <=i

THÉORÈME. — P désignant le parfait engendre par une suite { x , } , —t

si une série S == 2p« sin-' n T.X converge sur P, il existe une série S'=== ^p,̂  sin2 n^x

THÉORÈME. — P désignant le parfait engendré pur une suite j x , } , —tl <; -;

•se

extraite de la précédente, telle que^Ç^'(Xf) converge.

Remarquons que le résultat n'est pas nécessairement vrai pour la série S de
départ, car il peut être faux pour une série convergente partout (^Sp/t<: oo).

Étant donnée une série du type S' convergente sur un ensemble ê de type N2,
nous savons ( 2e partie, chap. I, § 4) qu^il existe une série

J8n= ïuk | sin/uïca'1

converge sur <ê de somme 6^(x) telle que

^(rrXAtS'^pS

A étant un nombre fixe. On voit ainsi que, s'il existe une série

JS»== Spn siît\nr.x\

convergente sur P, la série
S == Sp« sin^/tîT.r

converge aussi sur P; on peut appliquer le résultat précédent et en conclure qu'il
existe j9i convergente sur P telle que ̂ fii^)^ converge.

THÉORÈME. — Si le parfait P engendré par une suite { xi j est un ̂ -ensemble,
il existe une série jSi convergente sur P telle que ^[j@i(.r,)]2 converge.
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t. Soit •}./.„ j une suite quelconque croissante telle que

A „ == 2"» -4- /•„, X „ < a0"-^ — 1,

du et r/( tendant vers l'infini, Le parfait P engendré parla suite j ~s~^ \ admet j 2"" \
comme suite de limite nulle puisque

^ y ^ ^ y
- _J 2À;4-l ^J ^i^i^i-ï"

i i

n fixé, les premiers termes sont entiers; les ternies non entiers sont obtenus pour

les i tels que a/^: /<, donc pour <^ /„, le .2 est donc, modulo i , inférieur a -7—?
donc tend vers o.

Considérons alors <Ê» l'ensemble des x pour lesquels sina^'TT.y tend vers o.

avec-- (1É) contient les points diadiques; s'il est de type N, il existe donc une

série convergente sur ̂  de la forme

JS == Sp^ | sin2Â'»w,<3î.^• i,

kn tend vers l'infini, w,i est impair.
On peut toujours supposer

kn == •-î"" -+- \^n < 201»-1-1 — I

et y.,, tendant vers l'infini, sinon en désignant par { p.'^} une suite de plus grande
limite infinie

^ •". j siu z^»"1"^ m/i ît-y j < So,, I sin2^» mn^x }.
AJaH-n

11 suffi t de ciloisir ̂  pour que •̂ - diverge encore.
^V-n

[ kn \ n'est pas forcément croissante, certains /i/i pouvant être é^aux. Consi-
dérons la suite des /»•„, chaque valeur n'étant prise qu'une seule fois. Le parfait P

engendré par la suite .—jr est partie de 0&, donc J& converge sur P. On peut donc

trouver, d'âpres le théorème du paragraphe 3, une série S de la forme

^p^ sin2 ?/'" mii KX ( Sp^ = oo ) ;

p'^=== p,,, saul peut-être pour certaines valeurs de l'indice pour lesquelles ̂ '= o,
telle que •--(v-. <- .(^)-

Mais

sin 2*" w,< ÎT —T—- == sin /?i« — = i

el, par suilc,
s(?Iîî)^&p''"
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le sigma (''tant ('tendu aux valeurs de r ([m donnent le même A' et, par suite,

^(s^)^^'
d'où contradiction. Nous répondons ainsi an problème posé à la lin du premier
chapitre de la deuxième partie

THÉORÈME. — Le groupe (& des points x où sin2s"7^.^• tend vers o n est pas un
^-ensemble.

Si Hg est l'ensemble des x tels que [ sina^'Trj? j <^ & a partir d'un rang //o variable
avec x, Us est un ¥ y de première catégorie. <S) apparaît comme l'intersection des
ensembles <?€/,== H,, donc est un F^s de première catégorie. Il est contenu dans

/'
un Pc de première catégorie (par exemple if€p). Un tel ¥ y contenant <Ê» qui sérail
un groupe donnerait un exemple de groupe Fy base de convergence, mais laques-
lion reste ouverte.
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