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SUR L'ENSEMBLE DE CONVERGENCE ABSOLUE
D'UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE;

Par M. Jean ArsavLr.

INTRODUCTION.

1. C’est dans la theése de Fatou (1906) qu’est apparue pour la premiere fois le
probleme de la convergence absolue des séries trigonométriques. L’auteur y
montre que tout point de 'ensemble de convergence absolue est centre de symétric
de cet ensemble. En 1912, M. A. Denjoy dans les Comptes rendus de U Académic
des Sciences montre que si une série trigonométrique Zp, sin(nz -+ ¢p), pan>> 0
converge absolument sur un ensemble de mesure positive, la série converge abso-
lument partout, la séric des coefficients 2p, étant elle-méme convergente. Ce
remarquable théoréme, conséquence des prop‘ariétés de la mesure pose le probleme
de la caractérisation des ensembles de convergence absolue d’une série telle que
Zp, diverge.

La question a éLé reprise ensuite par Niemytzki(1926), qui remarque que si un
ensemble & est une base du continu — c’est-a-dire si tout point d’un intervalle
(«, B) peut se mettre sous la forme 33;z;; z; €& : X entier le 2 étant fini, c’est-
d-dire ne comprenant qu’un nombre fini de termes —, toute série trigonométriquc
qui converge absolument sur & converge absolument partout. Appelons base de
convergence un ensemble & ayant cette derniére propriété. Le résultat dc
Niemytzki — cette forme de I'exposé des résultats est due a Zygmund (1935) —
s’énonce : une base du continu est une base de convergence. Lusin avait remar-
qué auparavant (1915) que tout ensemble de convergence absolue est de premiére
catégorie et de type Fo. Un résiduel est, du reste, base du continu, autrement dit
un sous-groupe de R ne peut étre un résiduel.

Ce n’est qu’en 1938 que le probleme fait de nouveaux progrés avec Marcin-
kiewicz. Celui-ci appelle N-ensemble ou ensemble de type N, un ensemble & tel
qu’il existe une série trigonométrique absolument convergente sur & sans I'étre
partout. 11 est trivial que si & est un N-ensemble, toute partie de & Vest égale-
ment. Les ensembles de type N sont donc les parties des ensembles de conver-
gence absolue. Marcinkiewicz montre aussi un résultat fondamental : la réunion
de deux N-ensembles peut étre une base du continu et donne un exemple effectif.

M. R. Salem ensuite, en 1941, public deux Mémoires sur le sujet. Dans le pre-
mier, il indique qu’a tout N-ensemble, on peut adjoindre un point, donc un nombre
fini sans que la réunion cesse d’¢tre N, donc aucun N-ensemble n’est saturé.
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Dans le second, il remarque que Zp,|sinnz| a un ensemble de convergence
déduitde celui de 2p,|sin(nz <+ 9,) | par translation, si ce dernier n’est pas vide.
On peut alors montrer que pour tout N-ensemble E il existe une série de sinus
3pn|sinnz | convergente sur E (2p,) = ). Pour I'étude des N-ensembles, il suffit
donc de se limiter aux séries de sinus.

Ensuite, il étudie la convergence sur un parfait en utilisant certaines intégrales
de Stieltjes qui lui permettent de donner une condition nécessaire pour qu’un
parfait P soit de type N. Cette condition est, du reste, suffisante « presque par-
tout ». Si elle est remplie, il existe une série convergeant presque partout sur P,
la mesure étant positive & support sur le parfait. M. Salem applique cette condi-
tion aux ensembles parfaits qu'il nomme symétriques et qu'il a utilisés dans ses

beaux travaux sur les ensembles d’unicité.

2. Abordant la question en 1943 sans connaitre, par suite de la guerre, les tra-
vaux de M. Salem, j’ai indiqué moi-méme la remarque relative aux séries de sinus
en la complétant par la remarque essentielle que I’ensemble de convergence
absolue est un groupe additif ou un module, ce qui est une généralisation du
théoréme de Fatou. Cet aspe'ct nouveau conduit & poser de nouveaux problemes.

Le probléme initial étudié par Marcinkiewicz et M. R. Salem est la caractérisa-
tion des N-ensembles. Il vise a indiquer des conditions permettant de reconnaitre
qu’un ensemble E donné est de type N ou, au contraire, est une base de conver-
‘gence. Une condition nécessaire pour que E soit N, est que le groupe engendré
par E soit discontinu. Nous indiquons un exemple prouvant que la réciproque est
fausse.

Toute série Zp,|sinnz| convergente sur un ensemble E, converge aussi sur le
groupe (i engendré par E, donc en des points n’appartenant pas 4 E, mais définis
par la donnée de E et indépendants de la série envisagée. La convergence sur E
n’implique-t-elle pas la convergence en d’autres points que ceux de G et, en parti-
culier, en des points qui peuvent dépendre de la série considérée ? Nous indiquons
un exemple répondant par 'affirmative a cette question, exemple non trivial ol le
groupe G est F,.

Un probleme d’un autre ordré m’a été suggéré par M. R. Salem. Les exemples
aisément accessibles de N-ensembles sont tels qu'il existe une série convergente
sur I'ensemble a coefficients ne tendant pas vers zéro. On peut trouver une suite k,
telle que X |sink, Tz | converge en tout point de I'ensemble envisagé. Il est com-
mode d’appeler ensemble N, tout ensemble satisfaisant a cette propriété. Tout
cnsemble N est-il de type No? Plusieurs contre-exemples montrent que cette
propriété est fausse. _

Les méthodes que l'on peut utiliser dans cette étude sont variées. Les unes
découlent de la structure de groupe de l'ensemble de convergence absolue et
relévent de I'algébre. D’autres sont purement topologiques et procédent du théo-
réme de Baire ou des méthodes de M. A. Denjoy. Mais le probléme est un pro-
bleme d’analyse mathématique. Les propriétés de la convergence, de méme que
certaines méthodes analytiques liées & des mesures et déja utilisées par M. Salem
peuvent rendre de grands services. Enfin, le sujet reléve souvent de P'arithmétique.
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Puisqu’il s’agit de convergence absolue, le sinus peut étre remplacé par l'arc
réduit au premier quadrant et ne joue qu’un réle de commodité. On étudie, au
fond, les séries de la forme Zp, p(nz), ou p(nz) désigne la distance du nombre
(nz) a Dlentier le plus voisin. De plus, beaucoup des propriétés subsistent si n
n’est pas nécessairement un entier, et s'appliquent aux termes de la forme
3ok p(Aiz), ou M désigne une suite croissante, tendant vers 'infini de nombres
réels. Mais il est remarquable que s'il existe une série de ‘cette nature convergente
sur un ensemble E, avec des A quelconques, il en existe une autre convergente au
moins sur E avec des A, entiers. La forme de ces séries en fait un cas particulier
du probléme de la répartition des nombres, modulo 1. On connait les travaux rela-
tifs & Pétude de ce probléme et, en particulier, ceux de M. Ch. Pisot. Ces répar-
titions sont mal connues, en particulier pour des suites lacunaires k, arbitraires.
Trés souvent. nous avons dd nous limiter 4 des exemples comprenant des suites
particulieres comme la suite 2*" dont I'étude est plus abordable.

3. Ce travail est divisé en trois parties, chaque partie étant divisée en plusieurs
chapitres. Dans la premicre partie, aprés avoir étudié quelques séries particuliéres
qui nous sont utiles par la suite, nous abordons les propriétés des ensembles de
convergence absolue qui releévent de I'algébre et de la théorie des ensembles.
Nous indiquons les propriétés algébriques, desquelles on déduit béaucoup ‘des
résultats connus jusqu’alors. Une étude des groupes du tore nous permet d’abor-
der une réciproque non encore démontrée. Le chapitre IIT est consacré aux
cnsembles « permis », c’est-a-dire aux ensembles que I'on peut adjoindre & un
N-ensemble donné sans que la réunion cesse d’étre un N-ensemble.

La deuxiéme partie est consacrée aux ensembles Ny et & quelques généralisa-
tions. Dans le premier chapitre, nous démontrons pour ce type les propriétés des
ensembles N qui continuent & étre vérifiées. Le second nous donne par I'étude des
« suites de limite nulle » pour un ensemble e, suites {l,.} telles que sin},wz tend

vers zéro avec l; en tout point z € e certains lemmes utilisés au chapitre III a plu-

sieurs contre-exemples. Un ensemble N n’est pas, en général, de type No; un
ensemble N2 (pour lequel existe une suite {k,} telle que la série sink,mz
converge en tout point de 'ensemble) est un ensemble N, mais en général n’est
pas No. Enfin Pespace vectoriel sur les rationnels & engendré par un N, ensemble,
qui est de type N n’est pas Ny. Ces problémes sont traités sur un cas particulies
ou intervient la suite 2*".

Dans la troisiéme partie, nous abordons d’autres méthodes d’étude des ensembles
de convergence absolue. Le chapitre I étudie la nature de la convergence et, en
particulier, la convergence normale. Le chapitre II utilise des méthodes topolo-
giques qui conduisent & un théoréme général relatif & la convergence absolue sur
certains parfaits. M. P. Malliavin a montré que si une série converge sur un par-
lait symétrique, la convérgence y est uniforme. Cet énoncé peut étre étendu a des
parfaits dont les portions se déduisent 'une de l'autre par des translations. Il
‘permet de donner un exemple de parfait P engendrant un groupe G tel que toute
série (1) 2p,|sinnmz| convergente sur P converge nécessairement sur un sur-
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groupe Gy de G tel que le groupe-quotient G4/G ait la puissance du continu. Mais
G, n’a aucun point fixe en dehors de G, il existe une série de la forme indiquée
divergente en un point donné a ¢ G. L’applicatiou des théorémes si pénétrants de
M. A. Denjoy permet de montrer que si la série (1) diverge sur un sous-ensemble
partout dense d’un parfait P a translations, elle diverge sur un résiduel de P et de
montrer que ensemble triadique de Cantor n’est pas du type de Marcinkiewicz,
c’est-a-dire ne peut étre décomposé en deux parties qui soient de type N (ni
méme en une infinité dénombrable de parties).

Enfin, le dernier chapitre utilise certaines intégrales de Stieltjes liées a des
mesures positives ayant pour support un parfait donné. On en déduit qu’il existe
des ensembles discontinus constituant un groupe additif qui sont pourtant des
bases de convergence.

Qu'il me soit permls d’exprimer ici ma vive reconnaissance a M. A. Denjoy qui
n’a cessé de m’encourager au cours de mon travail, a bien voulu présenter a
I’Académie les principaux résultats et m’a fait honneur d’accepter de présider le
jury.

Jadresse des remerciments trés sincéres a M. R. Salem qui n’a cessé de suivie
mes travaux et qui, par son cordial dévouement, a été pour moi le plus sur des
conseillers.

Mes remerciments vont aussi & M. G. Choquet qui s'est intéressé a mes
recherches, m’a permis de les exposer 4 son Séminaire et m’a donné de précieux
conseils pour larédaction; a M. P. Dubreil qui veut bien se joindre a M. A. Denjoy
ct 4 M. G. Choquet pour constituer le jury, ainsi qu'a M. Ch. Pisot dont les
conseils m’ont été fort précieux.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

ETUDE DE LA CONVERGENCE ABSOLUE DE QUELQUES SERIES PARTICULIERES.

1. série X |sinn! nx|. — Il est immédiat que cetie série converge pour toules
les valeurs de z rationnelles. Si elle converge pour un point «, elle converge aussi

pour tout nombre a + B, en particulier pour x -+ k'

On sait que tout nombre z du segment {0,-+) peut se mettre sous la forme

- Ay . '
=2 Py (xn entier), oLa,<n,
le développement factoriel est unique, sauf pour z rationnel qui posséde un déve:
loppement limité (@, = o0 a partir d’'un certain rang) et un développement illi-
mité (a,= n—1 a partir d’un certain rang).



. ot 4 .
) xr= 2 n—", (Bn entier),
n=g
avec
n n . .
_<.2__;)é3,,é Py si n est pair.

n—i 1 —1 . . .
—( > )é{%né' > si n est impair.

11 suffit de montrer que les développements (1) recouvrent le continu. Si I'on fixe
les chiffres jusqu’a 2n, on atteindra au plus

EPP Z(zpﬂ)' Z_F(ZP)"
p:: p=n

tandis qu’en ne prenant que des « chiffres » négatifs a partir du rang suivant, on
aura au moins

{i_ éz,.—i—l_ ~ > p—I
Zp (2n)! S(2,1)-4—1)'—_ 21 Gp)!

=9 p=n+1
1’égalité de ces deux nombres résulie de 'égalité
- 3 _P
(2n)! — 2 (p+1)!
r=2n

Une démonstration analogue vaut pour 'ordre impair. On a, en outre, un théo-
réeme d’unicité. Supposons qu'un nombre ait deux développements

@ °
z= 2‘ ﬁ_ =V1I.
n! n!
n=2 n==2
Posons
I’a'l = 137[— il"';; l,j;’;: l'in si Bn >o,
fx=o0 i3, <o,
on aura
(2) 23,,+*{,. Z*r,.-f-p,.
n==2 n=2
Mais

Ba+ra<ln

Les développements de chaque membre de (2) sont des développements facto-
riels. Ils représentent le méme nombre. Donc, ou bien les chiffres sont égaux
B Yn="+ B
ce qui implique
=, =t
d’ott

[
on= Jn
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ou bien le-nombre (2) est rationnel, donc & partir d’un certain rang
Pi+rTa=09,
Yit+Br=n=—1,
ceci implique
fi=ya=o;

Yy et 3, sont maxima, donc & partir d’un certain rang, les chiffires sont extrémaux.
On a unicité du développement, sauf pour une infinité dénombrable d’entre eux.
Etudions maintenant la convergence de la série ¢ =X |sinn ! nz|. Posons

x=2 a_n';

n=2
K SIS
\z=n! /.2 ! ee
nlz=n 2p!+n E P!’
p=2 p=n+1
donc
Vg = Bn-o—i pn+2 .
mEE T (n+1)(n+z)+6" (mod 1)
avec
[8u]< -

(n+1)(n+2) ’
La série 2|0,| est donc convergente; d’autre part, la convergence de Zm,fl
implique celle de
y | Bna |

<v ‘Bn+‘!|_
dd (R 1) (R4 2) hd R+ 2

. . R W) .
¢ converge au point z si et seulement si Z% converge. Il est évident que
cet ensemble de convergence a la puissance du continu.

2. Série Z|cosn!rwz|. — Pour que cette série converge au point z, il est
nécessaire que n ! 2 tende vers %(modulo 1),
lp = Bn+s Brva 0 od
ne n+l+(n+|)(n+2)+ n  (mod),
Z|0n| <,

83
LBal tend donc vers .

n 2,

Posons

en==t1= Sgnf,,

n
ﬁn=5n(‘; —rn)r
ozr

n £

w3
e

I, est entier si n est pair;
1 . . .
rn est congru & - (mod 1) si n est impair.

De toute fagon, % tend vers zéro.
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La s¢rie (2) converge en méme temps que

Tn41 Ent2 | Tpnia
.1 € — +€ .
21 I Al 2(n+1n) M (n+2)

'

Mais le troisiéme terme est o(%)- Si n est impair, quelle que soit la valeur de

. . 1
Tnit, la somme des deux premiers termes reste au moins égale a 5 s de sorte

(n+1)

qu'il ne peut y avoir convergence pour aucune valeur de z.

Tutortue. — La série 2 cosn ! nx ne converge nulle part.

3. S¢rie 2 |sin(n! +1)wz|. — Reprenons pour z un développement factoriel
v 2 %’: - On voit que la série (3) converge au point 2, en méme temps que la série
de terme général :

- r (v o)

p(a) désignant la distance du nombre a a P’entier le plus voisin. Il faut pour cela
que 9;—" ait pour limite 1— z. Posons

Xn

k k,
(32) 7=1—$+~’;‘"1 Ikn:<l) ’;’

=o(1).

La convergence de (3.1) entraine celle de

kn L 1=z _ en—(n—1)(1—x)
n - n n

(3.3)

Comme la différence de deux numérateurs successifs de cette expression
Ayt — @n—+ 1— 2 est, modulo 1, égale & 1— 2, il en résulte que de deux termes

consécutifs de la série (3.3) I'un au moins surpasse en module %f ce quiassure
la divergence de la série (3) pour tout z non nul.
Tutoreme. — La série Z|sin(n!+1)nz| ne converge absolument qu’c

lorigine.

4. Série X|sina"nz|. — Il est évident que cette série converge pour tous les
rationnels dont le dénominateur est une puissance exacte de 2. Considérons

©
3 .
z =2 = (ar=o, 1)
r=1

or

11 vient

Py
s=1

2":1:=23‘2ﬂ (mod1).

Si a, n’est pas & partir d’un certain moment, constamment égal 4 o ou & 1, on
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pourra trouver certaines valeurs de n pour lesquelles cette quantité sera comprise

1 3 .
cntre 3 et Z; sin 2”7z ne tend pas vers zéro. Donc:

TukoriMe. — La série (4) ne converge que pour les rationnels & dénomi-
nateur puissance entiére de 2. -

5. Série 2| sin2*nz|. — Tout nombre réel 8(0 <0 <<1) admet un dévelop-
pement dyadique
(1) Q=Z;§ (ar=o0, 1).

On en déduit qu’il admet un développement
) =3k (a<= )
$=0

développement funique, sauf pour les nombres dyadiques. Il est donc possible,
comme au paragraphe 1 de trouver un développement

Jl

(3) 0= ;'_;,,
=0
avee
— (2T — 1) L YL 2P = at
= Ys< = H

2

le développement est encore unique, sauf pour une infinité dénombrable d’entre
cux pour lesquels les chiffres ont la valeur extréme a partir d’un certain rang.

On voit que
on on s Ys
20 = 2 E o = Z Y (mod 1)

$=0 s=n +1

Yn+1

= opisw + Wy,

avec

1
Iwnl< ;,u’

La série 2|sin2*n0| converge donc en méme temps que la série

[ Yasea] _ |Ynsal 1
P
Cetie convergence peut étre assurée cn prenant y, nul, sauf pour une suite par-
velle { n;}, ot y,,=1.
Les suites { n;} qui assurent cette convergence ont la puissance du continu.

Tutoreng. — La série (5) converge sur un ensemble ayant la puissance du
continu.
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6. Remarque. — Supposons que la série 5 =2Xp, |sinnnz| converge absolu-
ment en x, sans converger partout. Il est, du reste, nécessaire que la série Zp,
diverge.

Soit { n; } une suite partielle de la suite des entiers naturels telle que | sin (n;mz0)| ;
soit constamment supérieure 4 un nombre a > o. Il est alors nécessaire que

Zon; <

et la série des p, dans laquelle on supprime les p,, reste divergente.

Il sera donc toujours possible dans une série 5 de supprimer une suite partielle
de termes n;, telle que Zp,, converge sans changer la convergence de 5. Soit une
séric B, de laquelle on supprime les termes de rang n; de fagon a obtenir la
série 5y ; si 5 converge en z,, 5, converge aussi en zo. Si G5, divergeen z, G a
la méme propriété. ’

En particulicr, une série 5 diverge en un point 2z, si 'on peut trouver une
suite partielle { n;} telle que

(1) | sinngmz|>a>o0 pour tout i,

(2) Spn, = .

Cettc 1 derni¢re condition cst automatiquement satisfaite si limp, > o, par
cxemple pour une série § de la forme =|sinp,nz|; il suffira, dans cc cas, de
s'assurer que la suite retirée {n;} comprenne unc infinité de termes. GCette
remarque nous sera utile dans la seconde partie.

CHAPITRE 1I.

PROPRIETES ALGEBRIQUES DE L’ENSEMBLE DE CONVERGENCE ABSOLUE.

1. Nous désignons par série trigonométrique une série de la forme
Spn sin(kyx +9n), paxo0, Zpp=oo,

ou A, désigne une suite donnée, croissante, tendant vers I'infini de nombres réels.
Sauf lorsque cela est précisé, nous ne supposons pas les k. nécessairement entiers.
Pour P’étude de la convergence absolue, le sinus peut étre remplacé par I'arc
réduit au premier quadrant, de sorte que nous étudions en réalité la convergence
knz + o,
T
le plus voisin. Mais, 4 'exception des exemples pour lesquels cette dernidre
notation est souvent plus avantageuse, nous conservons le sinus par simple
commodité.

des séries 2p,p ( ) ou p(a) désigne la distance du nombre réel @ 4 I'entier

Définition. — Nous disons avec Marcinkiewicz qu’un ensemble donné EcR
est un N-ensemble, ou ensemble de type N s'il existe une séric trigonométrique
2pusin(nz + ¢5); Zpn=0co convergente absolument sur E. La'séric nc converge
que sur un ensemble de mesure nulle comprenant E.
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2. Soit p;, sin(k, 2+ ¢n) le tlerme général d’une série trigonométrique, a et b
deux points de:convergence absolue; de .

sink,(b—a)= sin((k,,b +op)— (kna+ ¢a)]
résulte ‘ ] i ‘
Zp, sinkn(b — a) £ Zpn| 8in (knb —+ 95 )| + Zp,! sin(kn @ + 9a)|3

la série 3p, sink,z converge absolument en b —a. La réciproque est vraie. Si
2pp |sinkp x| converge en b et 2p,|sin(knz + 9.)| en a, cette dernjére converge
aussi en @ + b. Autrement dit, les ensembles de convergence de ces deux séries
s¢ déduisent I'un de Pautre par la translation a.

Turorkme (Salem). — S¢ Pensemble de convergence absolue de la série
2p,sin(ku + ¢n) Wlest pas vide, il se déduit de celui de 2p,sink,x par une
translation. ‘

i

La condition imposée est nécessaire coinme le montre I’exemple Zsin(n! T+ 1;:)
¢tudié au chapitre I.

Si & est un cnsemble de convergence absolue, c’est-d-dire un N-ensemble,
Pensemble & déduit de & par une translation qui améne un point de & en zéro est
aussi un N-ensemble, mais pour une série de sinus. Nous nous limiterons dans la
suite aux séries de sinns et appellerons dorénavant N-ensemble un ensemble & tel
qu'il existe une ‘série de sinus Zp,|sinrna | convergeant absolument en tout point
dc & sans converger partout, c’est-a-dire pour laquelle 2p,=o. Cette définition
est, & une translation prés, équivalente a la précédente. Nous nous affranchirons
plus loin (1™ Partic, chap. I1I, § 4) de cette restriction.

Soit unc série trigonométrique Zp,|sink,z|; k» quelconque. Déterminons un
entier A, tel que
(1) )‘nkn=ﬁu+0n (10n] < en),

{e.} étant une suite donnée tendant vers zéro qui sera tout a '’heure soumise a
certaines restrictions. La relation (1) peut étre satisfaite pour

1
v i >~n>< a .
Considérons la série 2p), | sinp,z |
Pl Sinpaz| L haph | sink,z |,+ PrEnT.
Elle converge en tout point de E si

AnPnL Py  Zppen< .
11 suffit de prendre
Pn = PnEn,

Zp) = Ihpep= o, Zpp&n= Zpnth < ®

et il est facile de déterminer ¢, satisfaisant A ces deux dernieres conditions.

- Tueoreme. — S'¢l existe une série Zp,|sink,z| convergente sur un ensem-
ble E sans converger partout, E est un N-ensemble.
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3. De Végalité

sinkn(b — @) = sinkp,b coskp,a — sihl:,.a cosk, b,

nous déduisons
| sinkn(b—a)| <L |sink,b|+|sink,a|

et, par suite,

Tueorime. — L’ensemble de convergence absolue d’'une série de sinus est un
groupe additif.

Maissize€E,
z+AreE (X entier).

Nous pouvons donc nous contenter de la restriction de I'ensemble a I'intervalle
(o0, ), un point de ’ensemble étant défini modulo & et en posant le terme général
sous la forme p, sink, n2, nous envisagerons des points z définis modulo 1.

Nous aurons donc a faire 'étude de groupes du segment (o, 1) acette congruence
prés — c’est-d-dire 4 un isomorphisme prés — l'étude de groupes du cercle (dési-
gné par T, tore 4 une dimension dans la terminologie de Bourbaki).

Il résulte de cet énoncé que si une série de sinus converge absolument sur un
ensemble &, elle converge absolument en tous les ‘points du groupe G engendré
par &, soit en tous les points, définis modulo 1 par

Shia; 4y €8 (¢ entier relatif)
et le 2 ¢étant fini. :

La convergence absolue sur un ensemble & entraine la convergence absolue en
des points fizes (c’est-a-dire indépendants de la séric S considérée) et définis a
partir de & par un procédé algébrique. ‘

4. Soit S(z) la somme de la série
8 =Zpn|sinkynz|,

S(x) n’est fini que si 2 appartient a 'ensemble E ot 5 converge; comme S(z)
est somme d’une série de fonctions continues positives, - cetie fonction est semi-
continue inférieurement. L'ensemble des points ou elle prend une valeur donnée
est donc un Gj et, par suite, le groupe G de convergence absolue (ensemble des
points ot S(z) £ ) est un Fg.

Mais si e =1,

|S(b)— S(a)| £ S(b+ea)< S(a)+S(b).

Nous voyons que S(z) permet de doter le grouge G d’une distance invariante
d(z, y) =S (x—y) a condition que S(z) ne soit jamais nul pour z 3£ o, ce qui
est le cas si la série & a un terme en sinwz a coefficient non nul; ce que I'on peut
-toujours supposer. S(z) est alors d(o, z). Si une suite {z,}{ n’a pas de limite
cuclidienne, elle ne saurait en avoir une au sens de la métrique. Avec cette
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métrique, Gest complet. Soit, en effet, une suite de Cauchy telle que d{zm, z,) <z
pour m, > N(e). Soit z un point d’accumulation euclidien de la suite

z =.t‘+2 (Zmp— Tmyg—y) (mo= i)
k=1
Choisissons
./ 8 ~f €
l>}\(;)=i\, et mk>;\<2T_H)=Nk_H.
Alors
d(z, z¢) < &.

x cst limite de { 2, } au sens de la métrique.

La topologie de G associée a cette distance est plus fine que la topologie eucli-
dienne. Pour celle-ci, G est un F,. Mais, avec la métrique invariante, le groupe
est un G absolu. '

Trtorkxe. — L'ensemble de convergence absolue d’ une série trigonométrique
est un groupe F susceptible d’'une métrisation invariante fournissant une
topologie plus fine que la topologie euclidienne et dans laquelle il est complet.

Si G est dénombrable, il n’a que des points isolés pour la métrique invariante,
sinon aucun point ne serait isolé et G contiendrait un parfait.

5. 1l est connu (Steinhaus, a; Zygmund, p. 143) que pour un ensemble de
mesure positive, ou pour un résiduel, I’ensemble des distances contient un seg-
ment comprenant 'origine. En prenantl’ensemble des points de la forme A (e — b),
ou A est un entier convenablement choisi, on peut donc obtenir le segment (o, 1)
tout entier; on déduit de l1a les deux énoncés :

Tukorkxe pe Dexsox-LusiN. — 8¢ une série trigonométrique converge abso-
lument sur un ensemble de mesure positive, elle converge absolument partout.

Ce n’est qu’une partie du théoréme classique qui contient en plus P'affirmation
que Zp, est convergente.

Tutorkxe oE Lusix. — L’ensemble de convergence absolue d’une série trigo-
nométrique est de premiére catégorie, et si une série trigonométrique converge
absolument sur un ensemble de seconde catégorie, elle converge absolument
partout.

6. Steinhaus désigne par base du continu un ensemble & tel que tout point du
segment (0, 1) puisse étre mis au moins d'une fagon sous la forme 2A;a;, le 2 étant
fini, les A entiers ct les 2 € &. Autrement dit, le groupe engendré par & contient
le segment (o, 1) entier. Le résultat du paragraphe 3 permet d’énoncer le

Tneorkne pe SteiNnavs. — Si & est une base du continu, toute série trigo-
nométrique convergeant absolument sur est partout absolument convergente.
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Ce résultat permet de montrer que certains cnsembles ne sont pas des
N-ensembles par le fait qu’ils sont base du continu.

Ainsi, soit C I'ensemble triadique de Cantor construit sur le segment (o, 1).
Tout point de ce segment est somme de deux points de C. L’ensemble de Cantor
n’est pas un N-ensemble

7. Clest par un raisonnement semblable que Marcinkiewicz a pu montrer que
la réunion de deux N-ensembles n’est pas nécessairement un N-ensemble. Mar-
cinkiewicz (@) donne un exemple de deux séries trigonométriques convergeant
sur des ensembles respectifs &, et &, discontinus dont la réunion est une base du
continu.

Voici un exemple plus simple que celui de Marcinkiewicz, mais de méme
principe. ‘

Soit { w, } une suite telle que

. .
Wy < 20 .L < o et .‘,—- <.
n< 2 2w, gt — W,

Un nombre quelconque « est somme de dGux nombres a et b définis par leurs
chiffres dans le systéme dyadique de la maniére suivante :

Les chiffres de a d’ordre compris entre 2" ¢t 2"+ w, seront ccux de z de
méme ordre, les chiffres de & d’ordre supérieur a 2”+ w, et inférieur A 2+ seront
ceux de z, les autres chiffres de @ et de b compris entre 2”1 et 2"+1 seront nuls.
11 est évident que z == a + b. L'ensemble P, des nombres a et I'enscmble P, des
nombre b sont des parfaits (construction classique des parfaits en annulant des
chiffres de rangs fixés).

Or

o O
2: 2‘ danyr
a = 22_7 )
n=t r=0
. w,
M1 Wpg g == U Wy Qgny A 0 od
2= n—1q = 2 L3 2.__!"+A+ n (m ‘)
A=o
ct
2| 0,] < oo

w,

Ogn i)
ST LA — )

Le premier terme s’écritzz
. A=0
2*"7'~%»—1, terme général d’une séric convergente, donc la séric X|sin2* " x|
converge au point a, I’ensemble P, est de type N.

— le dénominateur est au moins égal &

De méme,
- S2MHE_a2m 4
=3 3 e
2 +r
n=1 r=w,+1
Mais

® . «
22 Ogm 4 A _ ‘1 2" +A _ !
g8"+A Ld 22 am,?
h=wy+1 A=Wu+1
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.terme général d’une série convergente, la série X|sin 2wz | converge en b;
I’ensemble P, est de type N.
On voit que la réunion des deux N-ensembles Py et P, .ne saurait étre de

type N.

Définition. — L’ensemble P =P, UP, est la réunion de deux.N-ensembles,
mais n’est pas lui-méme un N-ensemble; nous dirons d’un tel ensemble qu’il est
du type de Marcinkiewics. Nous devons nous poser le probleme de I'existence
d’ensembles qui ne sont ni du type N, ni du-type de Marcinkiewicz. Nous verrons
plus loin (3¢ partie, chap, II,§ 7), que 'ensemble triadique de Cantor répond a ce
probleme.

8. Fatou a montré (Fatou, &) que 'ensemble de con\;ergence absolue d’une
série trigonométrique est symétrique par rapport & chacun de ses points. Mais la
structure de groupe montre la généralisation.

THeorEME DE SYMETRIE. — Ur ensemble de convérgence absolue E d’une série
trigométrique est fermé par rapport a la symétrie.

Clest-a-dire que si a'et b appartienneént i cet ensemble E, E admet le

L. a+b
milieu

comme centre de symétrie.

E peut ne pas converger en tous ces milieux, mais ceux-ci constituent un groupe
& qui est sur-groupe de E, Si § = 3p,|sinnnz| converge sur E et E seulement,
il est évident que By = Zp,|sin2nnz | converge sur & et & seulement.

Comme sin2rwz = sinnnz cosnmz; on en conclut que si la série .

S'=Zpa|cosnznz|

converge en un point Z,, ce point appartient nécessairement a &, il est un milieu
pour E. Mais 5 et &' ne peuvent converger simultanément en un point a, sinon la
série Zp, ei"™ converge absolument, ce qui implique 2p,<C , contrairement
aux hypothéses.

Soit G un groupe tel qu’il existe une série & convergeant sur G sans converger
partout. Si G est confondu avec I'ensemble de ses milieux et si la conjuguée '
de'S converge en un point, on peut conclure que & converge certainement sur
un sur-groupe G, de G.

9. Soit Gy un sur-groupe de G, on sait qu'il est possible de répartir G; en
classes modulo G, chaque classe étant un élément du groupe-quotient G,/G; une
classe est ici constituée par une translation du groupe G. Si nous considérons
Iensemble & des milieux du paragraphe précédent, il est donc possible de le
décomposer en classes modulo E, et si la série conjuguée converge en un point,
elle converge sur une de ces classes.

I1 est possible que & ne soit pas confondu avec E et que la conjuguée diverge
partout. Un exemple est fourni par les séries 2 |sinn!nz|et 2| cosn!nz | étudiées
au chapitre I. ’ '
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10. Soit E un ensemble quelconque. L’ensemble & formé des nombres Za;a;,
ou les @; sont pris dans E, les a; étant rationnels et le X étant fini, constitue un
groupe contenant E. Cest lespace vectoriel sur les rationnels engendré par E.

Tutoring. — L'espace vectoriel sur le corjzs des rationnels engendré par un
N—ensemble est lui-méme un N-ensemble.
Supposons que 5 = 2p,|sinntz| << o sur E. Consldérons la série
S'= Zpp| sin(pn)! nxz|
en définissant p, constant égal 4 p pour N,_y <<n <N,.

Soit S, la somme de rang n de la série divergente Zp,, Prenons les N de sorte
que (p,)! soitla plus grande ‘factonelle contenue dans S,

(Pr)! € 8n < (pr+ 1)L

En fixant p, = S »On a encore pour 2p), une série dlvergente et, de plus,
(1) : : Pa(pr)! Lon.

Sia €E, '

Zph| sin(pa)! nral L 2pp(pa)! | sinna| L Sp,l sinnnd| < o,
de sorte que §' converge sur E.
. . : ! .
Soit b = ‘qf’ ou g est un entier quelconque pour pn> q,eg— est un entier.
. r o
Cphsinpnlnnd = p,’,sinE% nra,
de sorte que ’ o
Sph | sinpa! nnb| L e, p" [sinnma|< 3 bn 7 Z|sinnma|

== 2pnl smnm:a| < o,

h&

de sorte que §' converge pour tout point b = g donc en tout point aa (« rationnel ),

donc en tous les points du groupe engendré par cet ensemble, qui n’est autre que
I'ensemble &.

Conséquences. — 1° On sait que, moyennant I'axiome du choix, tout espace
vectoriel admet une base. Il suffit que cette base soit un N-ensemble pour que
toute partie de I'espace vectoriel le soit également.

2° Un tel espace vectoriel & est un groupe confondu avec le groupe de ses
milieux. Il s’ensuit que si la conjuguée de la série B, qui converge sur & a un seul
point de convergence, §' converge en des points n’appartenant pas & & sans
toutefois converger partout.

3° L’espace vectoriel & engendré par un N-ensemble étant lui aussi un
N-ensemble, est totalement discontinu. Si un énsemble E engendre le segment (o, 1)
complet, il ne saurait étre un N-ensemble.

Soit, par exemple, § une base de Hamel, c’est-d-dirc un cnsemble de nombres
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réels tel que tout nombre réel puisse se mettre et d’unc scule manicre sous la
forme Xaihi; ki€ $); o; rationnel, le X étant fini. L'existence de telles bases
résulte de 'axiome de choix. Cette base engendre un groupe & qui est certaine-
ment totalement discontinu. Mais §j engendre I'espace du segment (o, 1), donc
@ ne peut étre un N-ensemble.

Ce dernier excmple, qui ne peul élre envisagé que grice a I'axiome du choix,
a le mérite de montrer qu'il existe des groupes totalement discontinus qui sont
pourtant des bases de convergence.

I1. Probleme. — En outre il pose un probléme important. Jusqu’alors, nous
avons vu que si une série converge en a et b, elle converge en «—+zb, si elle
converge sur un ensemble E, elle converge sur le groupe G cngendré par E. Mais
la convergence sur E ne peut-elle entrainer la convergence en des points n’appar-
tenant pas & G? La réponse a cette question est partiellement fournie par
Pensemble $ qui engendre un groupe totalement discontinu, mais qui est base de
convergence. La convergence sur un tel ensemble entraine donc la convergence
cn des points n’appartenant pas au groupe engendré par cet ensemble.

Nous poserons le probleme sous une forme différente, G ¢étant un groupe de
type N, existe-il une série & convergeant en tous les points de G sans converger
ailleurs ou, au contraire, est-il possible que la convergence sur G entraine la
convergence sur un sur-groupe Gy de G; dans ce dernier cas, les points de G,—G
sont-ils arbitraires ou, au contraire, certains sont-ils imposés par la donnée de G
indépendamment de la série § considérée ? La réponsé particlle peut étre donnée
dans le cas o1 G n’est pas de type Fg. I est bien évident que toute série 5 devra
converger sur un Fg contenant G. Cette question sera reprise dans la troisiéme
partie.

12. Nous résoudrons ici le probléme dans un trés particulier

TutoriMe. — Il existe une série de sinus qui ne converge absolument qu'auzx
points rationnels. Pour la métrique, définie par la somme de cette série, tous
les points rationnels sont isolés.

Considérons, en effet, la série
-
N\ . )
(1) ,‘;-=2‘ Zismpn!zz,
) n=t p<n
qui converge visiblement pour tous les points rationnels.

Soit 2 un nombre quelconque

(2) z=2§,{- (<)

n

| R ] f_‘_"__‘_ ] V EL -
pn....z,_(pn.zrl spns N r!)"’

r=2 r=n+1
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la premiére partie étant un entier, on voit que

X pyt-t Xp4-2 "
n+1  (n4+1)(n+2)

p011=0(':;) )

pn!::x:pz:(-a”—“-—;—ﬂ’,,) (0’,,( ! ),

1m!z.r=px( 0,.) (modl).

Mais

n—+1 n-+1

. étant irrationnel, il y a une infinité de valeurs de n pour lesquelles a4 est

. . . ) §
différent de o ou de », soit 'un d’eux; ¢,= ity 6, est compris entre ——
n—+1 ] n+1

1 ) . .
ebr— Or, on peut trouver un entier p < n tel que pg, soit modulo 1

. 1 2 . . e e e
compris entre 3 et 3y soit p, un tel nombre. On voit que pour la suite infinie

. Ve, . I . .
|sin p,n!mz| est supérieur @ sin 30 donc ne tend pas vers o, la série (1) diverge
pour tout z irrationnel.

On peut méme considérer une série a termes tendant vers o; en effet, ¢, étant

s, .n . 12,
fixé, il y a au moins i nombres p = n pour lesquels pg, est compris entre zety;

) e ) . , 1 . : ..
donc pourlesquels | sin p,n!ma| dépasse -» ce qui assure la divergence de la série

L
. 1 9Q, ..
(2) S5= E n Z | sin pn! zx|.

n=t p<n

.. . N , ; L e . n?
Si nous imposons a p d’étre au plus égal a n?, il y a au moins T valeurs de p
. ) § 2 .
donnant compris entre 3 et 7, de sorte que la série
P pris g ety de que la sé

L)

(3) 5,:2—’;;2]sinpn!nz|

n=1 p<nt

ne converge absolument que pour les valeurs rationnelles de z. On voit aisément
que %3, est la série de Fourier d’une fonction de carré sommable.

Le groupe des rationnels est confondu avec le groupe de ses milieux. Il s’en-
suit que les séries conjugudes des séries 54 et 5, ne convergent nulle part.

CHAPITRE III.

ENSENBLES PERMIS.

I. D'apres le théoréme de Marcinkiewicz (17 partie, chap. II, § 7) la réunion
de deux N-ensembles peut ne pas étre de type N.

La question s¢ pose donc de savoir quel ensemble e on peut ajouter a un
N-cnsemble donné & pour que la réunion &u e soit encore un N-ensemble. Nous
pouvons d’abord résoudre la question dans le cas ou e est dénombrable.

Soit § = 3o, sinnnr unc séric convergente absolument sur un ensemble G
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non continu et @ un point quelconque (@ ¢ G).'On peut déterminer un nombre
hn tel que |sind,nma|<<nn, {n,} étant une suite donnée a P'avance et tendant
vers o, avec - Ceci résulte du principe du tiroir de Dirichlet et I'on sait que 'on
o 1 . L
peut y satisfaire avec Anp << e Prenons dans tous les cas le plus petit 4, y satis-
- )

faisant et ceci pour tout . La théorie des séries nous apprend qu'il est possible
de déterminer n, de maniére que

Zopma=2o et Zg,Mp<w (1)

Posons pj,== pann el considérons la série §'=. 2p,|sinAnwz |, au point a, son
terme général est inférieur a pjn,, donc elle y converge.
En un point b€ G, on a

on|sink,nmd| < dyph|sinnxb|<p,|sinnxb;

donc B’ converge en tous les points de convergence de G.
Ainsi §' sans converger partout converge sur I'ensemble engendré par la réunion
de G et de a, d’ou:

Lemue. — La réunion d’un N-ensemble et d’un point arbitraire est un
N-ensemble ().

2. Rappelons maintenant une propriété des séries a termes positifs. Soit f(z)
une fonction croissant vers l’inﬁni avec z et u, le terme général d’une série

divergente (z,>>o0). La série est de méme nature que la serle ( ).

f(sn)

Comme cas particulier, on retrouve en prenantf: Zz ou 2% le fmt bnen connir

e . wy .
¢t utilisé ci-dessus que g~ diverge, alors que convcrge
~n

3. Considérons alors un ensemble dénombrable e formé des points a,. Reprenons
§ = 3p, |sinnnz|. Soit p un entier croissant vers linfini, fonction de », mais
inférieur a 2, donc constant par paliers, que nous déterminerons ultérieurement.
Le théoréme du tiroir nous indique que 'on peut déterminer 3, tel que

§Sin)‘nnxuil<n'l (j=l)2a--~,Pn)y

n

(') On peut, par exemple, désignant par S, la sommeZp” qui augmente indéfiniment avec »
1

1
prendre 7, = 5"

(1) Cet énoncé a été signalé par M. R. Salem (a) qui signale ’extension évidente 3 un ensemble
fini.

(*) Cet énoncé trés général est peu connu, mms pcut rendre de grands services. Il a ¢té utilisé
par M. A. Denjoy dans son Mémoire fondamental sur les nombres dérivés (Journal de Liouville,
1915, p. 163) et auparavant a été signalé comme exercice dans le Cours d’Analyse de M. de la
Vallée-Poussin.
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les 0, tendant vers o seront déterminés par des conditions ultérieures, et ceci est
réalisé avec .

Supposons 'existence d’une suite {p), | telle que
Tp=o0 et Iphn, e
et considérons §'= 3p,|sinA,nnz|; en un point @, dés que p, >r,
. enlsink,nxa,| < phnn.

Donc %' converge en toul «,.
En un point b € G,
n

e
(nn )P

gplsind,nxz| < | sinrzz|,
S’ converge en b, si nous pouvons trouver des indéterminées pn, na, p,, de telle
sorte que

,

v %"‘;{ < Pan-
Posons . .
en=pPnnh et nh=a,.
Prenons a,=S;'. Alors,
‘ Sph= ‘;T':, = w.

Il suffit alors de déterminer p, de telle sorte que 2p,mi*'< o, donc que la

sériez :” T converge. D’apres le théoréme du paragraphe 2, il suffit de prendre
Pn
Pn de telle sorte que la série !

1
1+

n I»

converge, ce qui est possible en prenant par

Logn

[
R 2 '1)2, sol el L
exemple n#» >~ (Logn)?, soit p, << >Tog Logn

- On pourra prendre la partie entiére
de cette expression, d’ou :

TueoreME ('). — La réunion d’un N-ensemble et d’un dénombrable arbitraire
est encore un N-ensemble.

4. Conséquence. — Soit une série

S = Zpn | sinn(nz + 9a)|, avec Yp, =%

(') M. R. Salem m’a signalé que ce théoréme a été démontré par M. P. Erdds, mais non publié.
La démonstration de M. Erdés repose sur le fait montré plus haut que si Sp, | sin, 7z | < o dans E,

il existe une série
srDsinmNez| avec Eri< o,

m>n et rih) sinm{ex | Lp, |sinntz|,
“’si z€F et qui converge sur Eua,. Donc, on peut détermjner de proche en proche

SrkisinmPrr|<Zw  sar  Evaua,u...ua;



— 272 —

et-soil ¢ un point quelconque de 'ensemble I de convergence. La série translatée
B, = 3p,|sinnwz| converge sur G déduit de E par la translation —e:
on peut toujours supposer que I'on a adjoint le point @ @ G en considérani
B, = 3p,|sinA,nnz| convergente sur G' qui contient G et a; alors la séric
S'= 3p, |sink,m(nz + ¢n)| converge sur un ensemble E' qui eontient lorigine,
qui se déduit de G’ par la translation @, donc qui lni est identique. Ainsi
S, converge en tous les points de E.

Turoxink. — Un ensemble sur lequel converge absolument une série trigono-
métrique est un N-ensemble (au sens réduit).

5. Nous avons vu que P'on pouvait adjoindre a un N-ensemble un dénombrable
sans qu’il perde son caractére. Etant donné un N-ensemble E, nous dirons
qu'un ensemble F est permis pour E, si EUF est encore un N-ensemble:
E et F sont permis I'un pour P'autre. Un dénombrable est permis pour toul
N-ensemble. Etant donné un N-ensemble E, le fait de Jui adjoindre un point «
revient & lui adjoindre I'ensemble E' déduit de E par la translation «. II existe
donc des ensembles ayant la puissance du continu, en particulier des ensembles
parfaits, permis pour un ensemble N quelconque donné.

6. Soit P un ensemble parfait totalement discontinu. Nous pouvons lui associer
une fonction g(n), ¢ étant le plus petit entier tel que P puisse étre recouvert
par ¢ intervalles de longueur . ¢(n) est une fonction non décroissante et tend
vers 'infini quand 7 tend vers zéro.

Soit, d’autre part, G I'’ensemble o1 converge la séric

S = Yp,|sinnxz|.
Posons

n

np=1

Nous pouvons toujours supposer S, < n en changednt au besoin les p, sans que la
nouvelle série cesse de converger en tout point de G.
Soient ma; les abscisses gauches des g intervalles de longeur v (¢ =1, 2,..., ¢).
Nous pouvons choisir 2, de facon que

(1) | sinh,nma; | < xe, (i=1,2...,9),

il suffit de déterminer N, tel que

Ni
's‘ "(nk’;?"
Np—g+1

o N
La s-‘rieZ( Zr(,,‘"; sinm{f)zx ! ) converge sur la réunion de E et des «a,.

k=t \ Nxt?
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les ¢, étant des quantités définies tendant vers o en décroissant, cect avec

N 1\7
(i)

Associons & n un 4, donc un ¢ d’une maniére qui sera précisée tout a Pheure.
. . . . 1

Nous imposons pour l'instant & 1 de tendre vers o en décroissant avec ~- La fonc-
“tion ¢(n) sera donc non décroissanic.

Supposons, de plus,
(») | sind,nzn, | <mE,.

Alors, tout point y de P est 6gal & a, + 60, (0 < 0 22 1), donc pour tout ¥
(3) isink, nzy |< 2x¢,.

Considérons alors une série

5= 3¢, | sink,nrnz|.

Elle converge pour lout y si
(“) 2?’,15'1 < %,

De plus, |sind,nrz| < d|sinnrz|. Si z€ G,/ &' y converge si
(5) nhn< pue

Si toutes les hypotheéses sont vérifiées, &' converge sur Ja réunion R=Pu G
qui est donc un N-ensemble a la condition

(6) So) = .

Restent a vérifier les hypothéses et a déterminer v,,.. Prenons

(7) Pn= Pl
et '
(8) ny, < efnt1

(2) et (5) sont alors vérifiées.
(4) et (6) le sont si

(9) Spatfr =,
(10) on €1 < oo,

1 . a N . . i
Prenons, par exemple, 4" = 5 qui entraine (9)- Mais (8) nous laisse un choix
1 .
pour 7. Prenons nn,= g qui entraine (8) dés que ¢, > 1. Alors
~n

I
(11) "|n=;;—z

. I . .
tend vers o en décroissant en méme lemps qus 5 fin OSL alors déterminée. Reste

. o .. . . . . ~
seule a vérifier la condition ( 10), ¢’est-a-dire la convergence de }_‘ — . D’apres
1+ -

In
a
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1
le résultat rappelé au paragraphe 2, il suffit de pouvoir prendre r?» > (Lognr)?, par
exemple, soit
1 Logn

- S— 1)
(12) In < > Togin (.
Mais
Log;:— = Logn - 2 LogS,,
1

d’ou, d’apres hypothese faite sur S,

Logn < Log ;l- < 3Logn,
n

Log**n < Log/? ;’- < Log®'n + Log3.
n

Donc
I
1 Logn 1 LOg'—q—,; .
q ’
2 Log™n ™6 b L
in
(12) est donc réalisée si :
Log ,—rl—
(13) qin “'1 »
),
Log!? .

W
quel que soit 1. Cette condition (*) exprime que la mesure de Haussdorl de P
Logi? 1
définie par la fouction—lﬁesl inférieure &%- On sait qu'il existe de tels
L.og-
og.l‘
ensembles parfaits, par exemple ayant a ce sens une mesure nulle.

La seule condition (13) imposée a P est .intrinséque, indépendante de
I’ensemble G et de la série 5'. La série &' converge sur le groupe e¢ngendré
par P.

Nous montrons ainsi l'existence d’une famille Y d’ensembles, tels que
st §{ désigne la famille des N-ensembles,

Uovn,
stuell, nen,
uuneMW,

u esl permis pour lout 72, en particulier

(myun)Vus=(,vus)unell.
Donc
wvuse U

ct, par suite, toute réunion finie d’ensembles «; appartient a Y. Comme de

(') Nous posouns Log (*)n = Log(Logn). ‘
(?) Cette condition pzut certainement étre améliorée. Le but ici n’est pas de rechercher tous les
cnsembles permis. mais d’en montrer I’existence.
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ute évidence uy Nuy, €1, il cn résulie que la famille Y[ est douée d’une struc-
ture de treillis distributif (¢f. Birkhoff),
Il résulte de 1a que si un ensemble parfait 2 une mesure de Haussdorf attachée

Logi -
. . . Lo o . . s .
a la fonction ——= finie, il ¢st réunion d’'un nombre fini d’ensembles de méme
Log -
g.l‘

. . g, e R ¢ . ~T
nature ou celte mesure est inférieare a 5 done est permis pour tout N-ensemble.

Nous aboutissons a 'énoneé suivant :

Tutorime. — 7oul ensemble parfait dont lu mesure de Haussdorf pour la

Logt -
Junction - est finic est permis pour tout N-ensemble. En particulier, un
Log -
"

tel ensemble P est toujours un N-ensemble. St
3 = Zp,|sinnzz|
converge sur un N-ensemble donné E, il existe une série
5 =3p, | sink,nz|

convergente sur la réunion de K et de P et inférieure terme a terme a

~érie Q.

Désignons par W (2) la familie des ensembles ¢ permis pour un 2 donné. I est
immédiat que

(1) si nell, U(n)>U;

(2 W(a)= W siet seulement s1 «&W;
3) U(ruu) = U(n);

(%) W(a)=o0 siet seulementsiad¢W;
() U(nun)cU(n)nU(n);

(6) U(rinre)>U(a)vU(n);

) siach, W(a)>WU(b).

Dans (3) inclusion ne peut étre remplacée par 1'égalité; il suffit, en effet, de
prendre pour 74 et n. deux N-ensembles dont la réunion n’est pas N.

8. Etude des ensembles permis. — La démonstration du paragraphe 6 montre
qu'il cxiste des ensembles u permis pour tout N-cnsemble tels de plus que si § est
une série convergeant sur N, il existe une série §' convergeant sur Nu « et telle
que chaque terme de §' est inférieur au terme correspondant de 3, ce que nous
noterons ' G. Il n’est pas prouvé que cette condition soit vcnﬁéc pour
tout ©. Nous dirons que u est permis pour N au sens restreint.

Soit une infinité¢ dénombrable d’ensembles vy, 03, ..., ¢i ... ¢;, étant permis
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sjour N\ Jv; avec ’hypothése de 'exmtence d’une série §'9) = Gi—1), de sorte que
p J yp 1

i<i
S =23p, |sinnzz|,
S = ZpM| sink}xz | sur Nuy,,
S =8| sinA&zz| sur Nuouwssu...Uw;
L
Prenons

Pn  pour n =1, 2,..., ng,

(2 pour no<< n <L n,,

]

n

k
2%

pour nx—y < n <L ng,

les n; étant choisis de telle sorte que

A1,

np—y<nng

la séric des p ainsi obtenue est divergente.
Mais

ng nr

2: o8 [ sin B ra! < 2 pu|sinnzuxi,

nN=ng—q-+1 n=ng—y+1

dowce sur N la série

ny

©
(1) Z Z o) | sin AP n
k=1 n=ng—y+1

converge.

Si un élément a appartient ﬂUv,-, il appartient nécessairement a an moins un
i

des ¢; soit ¢;; mais pour k> J

ng g
2 o® [ sin\Oxa| < 2 ph sindPral,
N=Rp—y+1 N== Ry 41

donc le reste de rang j de la série (1) pour z = a est moindre que

D e [sinrPra) <,

":n"
L série (1) converge ainsi sur NU'V, d’ou :
‘TnkorkMg. — La réunion d’une infinité dénombrable d'ensembles ¢; permis

au sens resteint pour EUVj est permise pour E au sens restreint.
<t

Conséquences. — 1° Prenons, cn particulier, pour cnsemble ¢ des cnsembles u.
‘I'nrorkmg. — Si Wy désigne la famille des ensembles permis au sens restreint

pour tout ensemble, toute réunion d’'une infinité dénombrable d’ensembles
appartenant a U, Y appartient également.
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En particulier, les ensembles parfaits étudiés plus haut sont permis au sens
restreint. Une réunion dénombrable de tels ensembles est un F; dont la mesure au
sens' défini plus haut est dénombrablement finie. Inversement, un Fy ayant une
telle mesure dénombrablement finic est réunion d’un dénombrable et d’unc
famille dénombrable de parfaits de mesure finie donc est aussi permis au sens
restreint.

Tutorkme. — Zout ensemble K, de type ¥; ayant une mesure de Haussdorf
Logt®)
L. x , . . .
définie par———l—denombrablement Jfinie est permis au sens restreint pour
Log —
xr

tout N-ensemble.

2° Soit { A;} unc suite croissante d’ensembles N, tels que chaque A; soit permis
au sens restreint pour A;_y, que nous appellerons uné suite restrictiverment
croissante de N-ensembles. Posons

Aipi— A;=B; (A;nB;= o),

B: est permis au sens restreint pour A;, donc pour A, UBj: et, par suite U B

' i<t i=1
est permis au sens restreint pour Ay, c’est-i-dire queUA; est un N-ensemble,
d’our : ‘ '

Turorkme. — La réunion d’une suite restrictivement croissante de N-ensem-
bles est un N-ensemble.

11 serait intéressant de voir si 'on pourrait supprimer dans cet énoncé le mot
restrictivement. La question reste ouverte.

CHAPITRE 1V.

ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES DES GROUPES DE T ET APPLICATIONS
AUX SERIES TRIGONOMETRIQUES.

1. Les groupes du tore T, c’est-a-dire les groupes pour 'addition des nombres
du segment [0, 1] définis modulo 1 ont déja 6té étudiés (en particulier, Lomicki ().
On peut en obtenir aisément au moyen d’une base de Hamel. Soit f une telle
base; ensemble des points 2a;z; ot a; est entier; z; € 8, le 2 ne contenant qu’un
nombre fini de termes est un tel groupe. Si la base f§ est prise non mesurable
(¢f. Sierpinski Fund, t. I), le groupe sera lui-méme non mesurable. Si un tel
groupe est mesurable, il est nécessairement de mesure nulle & moins qu’il ne
coincide avec Ty (voir Zygmund).

On peut sur de tels ensembles effectuer certaines opérations que nous avons
rencontrées a propos des séries trigonométriques.

Soit G un tel groupe et D un ensemble dénombrable. Désignons par & le groupe
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engendré par G ¢t D ; un point quelconque de @ est summe d’un point de G el
d’un point du groupe I} engendré par D (ensemble des points 2A;o;, ou a; €D
et X; entier avec X|A;|fini). Si @ coincidait avec T!, il serait possible de
décomposer T! en une infinité dénombrable d’ensembles congrus a G, ce qui est
impossible si G est mesurable.

Tutorime. — La réunion d’un groupe de mesure nulle et d’un dénombrable
arbitraire engendre un groupe de mesure nulle.

Conoraire. — Lea .réunion d'une infinit¢ dénombrable de groupes mesu-
rables et se déduisant Uun de Uautre par translation est encore un groupe
mesurable ct de mesure nulle, car si ¢; est la translation qui fait passer de I'un
d’eux a un autre quelconque, il suffit d’adjoindre au premier 'ensemble dénom-
hrable formé des ¢;.

En particulier, un tel groupe ne peut contenir un segment si petit soit-il, donc :

Les groupes G sont discontinus.

Il est nécessaire d’imposer au groupe G unc condition supplémentaire comme
la mesurabilité. Soit, en eflet, ) un groupe dénombrable et X le quotient T/I.
Sinous prenons un représentant de chaque ¢lément de ce groupe, nous obtenons
un groupe & c T, tel que tout élément de T* est la réunion d’'un élément de @ et
’un ¢lément de . Au groupe @, il est impossible d’adjoindre le dénombrable I
comme dans le théoréme précédent. On en déduit que, quel que soit le groupe &
choisi, il est non mesurable.

2. Définition. — Soit E un ensemble quelconque; soit G le groupe engendré
par E (ensemble des points 2A;z;, ;€ E et 2| ;| fini). Si G coincide avec I'en-
semble R des nombres véels, nous dirons que E est générateur da continu ou
qu'il est toufu; dans le cas contraire, E sera dit ldche.

On pourra se contenter de A>> o si 'on est sir ld’avoir un ensemble symétrique
par rapport a l'origine.

Soit { un nombre réel quelconque et E un ensemble, nous désignerons
par EE 'ensemble dont les points sont obtenus a partir de ceux de E par la
multiplication par £.

TnkorkME p'noMoTnETIE. — Les ensembles E et £E sont de méme nature.

En effet, soit a; € E(A; entier), 2| ;| << o ; si 2hk;a; engendre tout le continu
:Z)jai= ZAi(Ea;) engendre aussi tout le continu.

Réciproquement, si 2A;(¥ar) donne un point arbitraire, 22;x; donne un point
arbitraire en divisant par .

Ce théoréme vaut aussi pour les séries trigonométriques, méme en supposant les
cocfficients 4, entiers. o

Si Zp, |sinnmz| converge sur L, ,‘.}p,‘lsin%ﬂ(ax”couverge sur E. Il suffit
alors d’appliquer le théoréme (17 partic, chap. II, §1).

Turontne. -— S7 K est N-ensemble, tE est un N-ensemble quel que soit E.
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3. Le groupe engendré par un ensemble E sur le groupe R est constitué par
les points 2A;a;, le X est fini, mais 2|A;| n’est pas nécessairement borné. Si
I'ensemble est touffu, obtient-on tous les points avec 2A; borné ? La réponse est
affirmative. La démonstration repose sur le fait qu’un ensemble épais (ou de
deuxiéme catégorie) est générateur du continu avec 2 |2;| borné.

Considérons I'ensemble o,, ensemble des = 22, a;€E et || < n. Si
tous les ¢, sont de mesure nulle, leur réunion l’est encore et, par suite E est
lache. Si E est touffu, il existe un entier n, tel que o, soit de mesure positive
pour 2> n,. L’ensemble des points 2 + y(z, y €0,,) contient un intervalle / et
est identique a &2,,0; en formant les o, relatifs a £, on peut arriver en prenant r
assez grand a un intervalle aussi grand que 'on désire. Ainsi,

T'neoreMe. — S7 un ensemble E est touffu, quel que soit K, tdutpoint a tel
que | x| <K peut étre mis sous lu forme 2o, a;€F et || borné par un
nombre ®(K).

Dans ce qui précéde, nous avons considéré des ensembles de R; les résultats
subsistent-ils si I'on définit les points modulo 1, c’est-a-dire pour des ensembles
de T ? Considérons deux ensembles AcT et BCR tel que tout point de A soit
congru modulo 1 2 au moins un point de B et inversement. Ajoutons a A le
point 1 et a B lcs points entiers, ce.qui nc change pas leur nature. Désignons par
B; la partic de B comprise dans J¢—1, ¢].

Effectuons sur A les translations enti¢res. Nous obtenons un ensemble A+cR.
1l est évident que B c A+. Donc, si B est touffu, A+ l'est aussi; [tout point 2 €R
peut alors s’écrire 3;af. avec af € A+ et 2 || << o, mais

wf=a;--p; - (@ €A; p; entier),
done
£ = ENja;+ N p;
¢l, par suite, s’obtient comme combinaison finie de points de A qui est donc
touffu. :

Si A est wuffu, A+ P'est aussi; tout point zo s’écrit 2A;«;, mais & a; correspond

dans B au moins un point b; tel que b;= a;+ t; (¢; entier), done

Zo= 2)\,61— Shiti= Zha;.
Le¢ groupe engendré par A+ s’obtient donc a partir de celui engendré par B

par une infinité dénombrable de translations; ils sont de méme nature et, par
suite, B est touffu. Donc

Tneoring. — Deux ensembles mesurables dont les points sont congrus
(modulo 1) sont de méme nature (touffus ou ldaches).

4. Considérons une suite {£n}, £n étant un nombre réel compris entre zéro

el

U=

oit [«h | un segment, nous le parlageons ¢n trois partics respectivement pro-
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portionnelles & £, 1-2 £, %, et nous enlevons P'intervalle médian ; puis chacun des
deux intervalles restants ést partagé en trois parties proportionnelles a £,; 1-2 £,
%2 et I'intervalle médian est enlevé & la n'*™° opération, il nous reste 2"~' segments
de longueur abgk,. . .E,_y et chacun est partagé en trois portions de longueurs
proportionnelles & £,, 1-2 £, £n et U'intervalle médian est enlevé. L'opération est
continuée indéfiniment. Il reste un ensemble parfait P que nous appellerons, avec
M. Salem, un parfait symétrique.

TreorkME. — Un parfait symétrique est ldache ou touffu en méme temps
qu'une quelconque de ses portions (partie de I'ensemble comprise entre deux
points).

Si ensemble P est lache, il n’engendre pas tout le continu, il est évident que
la partie n’engendre pas plus.

Soit p, une partie élémentaire de P localisée sur un intervalle restant a 'opéra-
tion n; I'ensemble a 2" parties égales. Soit (k) le groupe engendré par p,.
C’est I'ensemble des points 23;a;, «; € p; faisons-lui correspondre I'cnsemble des
points (J€) de la forme 21;3;, ou B;€P et se déduit de a; par une translation.
(3€) se déduit de (%) par la réunion d’unc infinité dénombrable d’ensembles
égaux a (k) et, par suite, est liche ou touffu en méme temps que (k).

Soit maintenant € unec portion quelconque de P, elle est comprisc dans unc
partie élémentaire d’ordre n et elle comprend une partie ¢lémentaire d’ordre n'.
% est donc de méme nature que 'ensemble P.

En particulier, on pourra prendre une portion aussi petite que I'on veut entou-
rant un point 2, de P. Si cette portion est liche (ou touffue), on dira que P est
lache (ou touffu) en 2. On voit que : s¢ un parfait symétrique est touffu, il lest
en chaque point.

LeuMe. — Les deux parfaits symétriques définis sur le méme segment ab
par les deux suites &y, €2, .., bny -y €5y <oy Eny ..., SONE de méme nature.
On peut toujours supposer que ab est le segment o, 1 en faisant au besoin une

) . . 1 . .
translation — @ et une homothétie 2% qui ne changent pas la nature des parfaits.

Soient Py et P, les deux ensembles. Avec les notations de M. Salem, un point
de Py peut s’écrire

a.=0.+5‘0,4-.-’,‘,E,O,-f—...+€,Eg...£,,_10,,+...,
ou 0, est égal soit a zéro, soit & 1 —E,; de méme un point de P, sera

Ay = 03+Eg0;+EgEa0.+...+EgEa. '-Ep—lep+-'~
On voit que
2= 0+ £ 0, 0j=0 ou 1—E§.

Mais P, et £, P; sont de méme nature. P, cst réunion de deux parties congrues
a £y Py d'out le résultat et Pextension immédiate.

Tutoreme. — On peut supprimer dans la suite {£, | un certain nombre de
termes an début sans changer la nature du parfait symétrique.
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Autrement dit,

L« nature du parfait symétrique est une propriété asymptotique de {£, }.

5. M. Salem a montré que I'ensemble symétrique défini par la suite £, =¢
constant est unc base de convergence. Il est possible d’étendre ce résultat.

Tnkorkme. — Pour un parfait symétrique P défini par une suite {E,}, si kn
est borné inférieurement par un nombre positif, 'ensemble est touffu.

Désignons, en eftet, par k—1 le plus grand entier contenu dans 1/ming, ; on
voit que, quel que soit n, ‘

® k>g =1 kbn>1—kn
n

Cousidérons un ensemble parfait Q. L’ensemble Q, dont les points sont & + 3.
avec z€ Qy € Q, est parfait. On peut le considérer comme intersection de ses
segments noirs. Soit { un point de 1" espéce gauche et n la longueur d’un inter-
valle de subdivision obtenu a I'opération de rang ¢ dans la construction de Canior
de Q, alors que £ apparait a I'opération de rang p <<g. Le segment [£, £+ 7]
appartient certainement a un segment noir de Q. pour les opérations de rang au
plus égal a ¢. :

I1 est possible de continuer et de définir des parfaits successnfs Q- pour r=1,

2, ....n; Qu=Q et Q, est Pensemble dont les points sont zzi(zieQ). On
=1
voit, du reste, que tout point de Q,., est somme de deux points de Q; et de Q,.

Pour que Q soit touffu, il faut et il suffit que la réunion des |Q, donne un
segment complet et, d’apres le théoréme du paragraphe 3, qu’a partir d’'un certain
rang Q, comprenne tout un segment. Comme Q, est parfait, & chaque opération
ses segments noirs doivent recouvrir tout un intervalle fixe.

Montrons que ceci a lieu pour I'ensemble P avec I'ensemble PA, k étant défini
plus haut. Désignons par a une extrémité gauche d’ordre n. Nous obtenons
des segments contenus dans des segments. noirs de P, en considérant les points
I=3)a;(a;€P, 2;<< k) comme extrémités gauches et en leur ajoutant des
segments de longueur £%s... &, en nombre égal a k. Mais ces segments se
recouvre certainement si la distance de deux I est, au plus, kEsEs. . . %n.

Si n =1, la distance de deux I est 1—&, < k&4, d’aprés (1).

Supposons qu’a I'opération p, la plus grande distance de deux I successifs soit
inférieure a kE,Es. . .5, Les extrémités gaucheé d’ordre p, «; sont de la forme

100+ B 8g+ ErEaBy ...+ ExEa. . .Epe O,

avec 0;égal soit a zéro, soit a 1 —E;.

Si nous passons a 'ordre p -+ 1, nous obtenons des points I comprenant les
anciens d’ordre p et de nouveaux obtenus en ajoutant & ceux-ci dés segments de
lorigueur

ops1=Er1E2. . Ep—1Ep(1—Eps1),
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en nombre au plus égal a k. Cette distance reste encore inférieure & A&y £s...5p5 1,
d’aprés (1).

Soient deux I d’ordres successifs [y et I;. Si a Iy on ajoute & fois oy, soit
KE1, Ea, - . s EpEpra, OD Dalteint peut-Gtre pas I. Mais la distance reste inférieure a

kEEa. . Ep— KkEika. . Ep(1—Eps1) = kEiBa. . Lpas

donc la loi est vérifise pour l'opération p + 1 et, par suite, quel que soit p. Les
segments considérés forment un recouvrement et, par suite, P, sc confond avee
un segment et P est touffu.

CoroLLaire. — P étant un parfait symé’trique, pour lequel §;, est borné infé-
rieurement par un nombre positif, si une série trigonométrique converge
absolument en tous les points de P, elle converge absolument partout et ln
série des coefficients converge.

Le théoréme précédent admet une réciproque :

Supposons, en eflet, que P soit touflu; il existe donc un entier ¢ > o tel que P,
remplit un segment pour tout r > ¢. D’autre part, tout point de ce segment peut
étre écrit comme combinaison linéaire des points de P avec 2A; borné par A.
Désignons par m le plus grand des deux entiers ¢ et k. Quand nous formons Py,
a Iopération d’ordre n, nous obtenons des points ZA;a;, ol a; est de premiére
espece gauche, I'un de ces points est a I'origine, le suivant est £18s...Eny (1—En).
Pour que P, soit confondu avec un segment contenant l'origine, il est nécessaire
({ue pour tout 7, on ait

Eige. . Bni(1-—50) < mEiEs. . 5n,
donc
11—, < méy,
1
Zn> e
donc lim§, > o, ainsi

Tutoriue. — Un parfait P défini par une suite &, est touffu, si et seulement
st lim§, > o.

DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE I.

'ETUDE DRS ENSEMBLES N,.

1. La plupart des exemples que l'on peut atteindre aisément sont lels qu’il
existe une série évidente & coefficients ne tendant pas vers zéro convergente sur
I’ensemble. Citons, en particulier, les ensembles de convergence absolue normale,
dc méme dans I’exemple de Marcinkiewicz, les deux ensembles Py, P> en lesquels
nous décomposons P appartiennent a cette catégorie.
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Définition. — 1l nous sera commode de dire qu'un cnsemble E est de type No
s'il existe une séric & = X |sinkpmz| convergente sur E, {k,} étant une suite
d’entiers croissante. Il est inutile, dans ce cas, de vérificr que 2o, = . donc 5
ne peut converger partout. Il est évident que si & converge sur No, toule série
S =23 |sinky,, nz] ou { kp,} désigne une suite partielle de { 4, | toujours infinic,
converge aussi sur No.

2. Il est possible de montrer que la classe des ensembles de type No possédé
encore certaines des propriétés que nous avons montrées dans le cas général.

Soient E I'’ensemble de convergence de 5 = X|sink,wz| et @ un point quel-
conque. Si lim |sink,ma| == o, on peut extraire une suite { k,, | de { k,} telle que
|sinkn,ma} tende vers zéro et méme plus vite qu'une smte donnée &; assurant la
convergence de X |smk nmal :

Si llm|51nA,,7ra | > o, |sink,wa| a au moins un point d’accumulation sinam,

o<l L 5, on peut donc extraire de {k,} une suite partielle { k,,} pour laquelle

|sink,,i7ta| tende vers sinam, puis une suite partiellg de celle-ci k,,i telle que
kn;ma reste dans le méme quadrant, de sorte que, knja =8+ 0;(mod2), avec ;
tendant vers zéro, 8 étant un des nombres inférieurs a 2 o |sinfr | =sinan. On
voit alors que la suite kj= kn ,—kn, est telle que-|sin/;ma|tend vers zéro. On
peut toujours restreindre les j pour assurer la convergence de X |sink;na|, mais

sur E
IZ|sinkhjrz| L2 |sinkymz|+ X

sinkn, 7o <=,
la nouvelle série converge encore sur E. Donc :

TueoriMe. — Si & un ensemble No on adjoint un pomt lae réunion est encore

du type N,.

Il est blen évident que l'énoncé s’étend i I'adjonction d’un nombre fini de
points.

Considérons un ensemble dénombrable {a,}, on peut répéter 'opération pour
chaque a, en restreignant la suite obtenue pour @,_;. Donnons-nous une suite de
nombres positifs décroissante et tendant vers zéro, {¢;} telle que 3¢;<C . On
peut trouver une suite S, = { &} | telle que

kjair=By+ 0}, 8] <eys
de S; on extrait une suite partielle Sy={ k] } telle que
k= ki et Fas= s+ 0}, [0} | <& pourjiso:
S,_1 élant définie, on en extrait S,,: { k7 } telle que
kf=k2=' pour j < p; k2 ap=13p+ 02, 182 <e; pourji.p

et ceci pour tout entier.
Alors, la suite diagonale S=1{ £}} est telle que

Kap=3,+ b6

“y < Er pour £ 7.
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On voit alors que si 'on pose k{*! — ki = m, la série X|sinm;nx| converge cn
chaque point a, et converge encore sur E. Ainsi, - :

Tutortme. — La réunion d'un dénombrable et d’'un Ny-ensemble est encore
de type No.

3. Soit maintenant A, une suite donnée croissante, tendant vers infini de
nombres réels. Supposons que E soit 'ensemble de convergence de la séric
3|sinkpnz |. Posons ky=pn+ 0, (0 <<0,<<1), les 0, ont au moins un point
d’accumulation a. Considérons une suite d’entiers n; telle que |8,,, ,—0,,| <<ei,
{&; | étant une suite donnée avec Ze;<< '

it

| sin(pnyp1— Pr) x| L | sinky, 7z |+ | sinkn,mz| < 278

Simi= pn,,,— pn, la série X|sinm;nx| converge au moins sur E, donc, puisque

I'on peut prendre les p, entiers :

TutoreMe. — S7 une série 2| sink,nx |, (knréel), converge sur un ensemble E,
il existe une séric X |sinm;nx | qui converge au moins sur E; E est de type N,.

On a la conséquence immédiate.:

Tutorkme. — Si E est un ensemble de type No, tout ensemble aE oit a est
constant est aussi de type N,.

4. M. R. Salem (b) a montré que ‘Pensemble dc convergence d’une séric
2pnsin’nrz est un N-ensemble. Il est possible également de considérer des
ensembles sur lesquels convergent les séries Zp, | sinnrwz|?, p étant un nombre réel
quelconque. Un tel ensemble sera dit du type N” et sera du type N7 si les p, sont
égaux a zéro sauf pour une suite partielle n; ou ils sont égaﬁx ar.

TueoreMe. — Un ensemble de type NP est un N-ensemble.

La démonstration généralise celle que M. Salem a donnée dans le cas parti-
culier p = 2. .

Soit S, la somme de rang » de la série Zp,. Posons
(1) Un=Sq—Sq_,,

q étant un nombre positif inférieur 4 1 qui sera déterminé ultérieurement. Nous
avons, par application de I'inégalité de Hélder,

2=
r o - ;’;—‘ p /or 1
zunlsinnnzi< z = (anl sinnrz |P>"'
n=1 n=1 P"_.’ n=1
11 suffit donc de déterminer ¢ pour que
(2) Zu,=wo.

£
p—1

3) 2('—‘—) <=

74
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Or (2) est entrainé par (1), puisque S, tend vers U'infini. D’autre part,

. g [ Sn—1?
wa _ S4—Sp_, _ S"‘["( s, ) ]
ty _ Sh=Si _ ,

1 1 1
4 #h ' #h
Sap— _ Pn d 1 . . »
s— — 1— 5 tend vers 1, le quotient équivaut i
bII SII
1 1
S1q 1——
/Iq S" _ q Fn " .
1 Sy~
ok

(3) est donc vérifiée si la série de terme général

Pn__ _ Pn
4) pi—q) — S&
sit

. . . . L. 1

converge. Or on sait (1™ partic, chap. I, § 2) que cela a licu si la série ;3
. 4
converge, donc si g < P

La démonstration suppose p>>1, mais le résultat est évident dans le cas
contraire, comme est trivial le fait que tout ensemble de type N7 est de type N¢

sip<gq.

8. Tutorkmr. — L'ensemble de convergence d'une série 3 == 3p, |sinnnz |
est un groupe additif.

Nous avons vu que cet ensemble est un N-ensemble (si 2p,= ), donc il est
discontinu.

Il est évident que la séric B converge en zéro, converge aussi pour —x, si
elle converge pour 2. La propriété résulte de I'inégalité

|sin(@a+b|rLar—1(!sina|r+| :sinb 7).
Si S(x) désigne la somme de la série 5 au point z, on voit que
méS(a-{—b)‘é 2r—1[S(a)+S(b)],
=5 |s@—32| |-

2p—1 2r—!

m=mﬂx[

6. La démonstration de 'adjonction d’un dénombrable a un No (§ 2) repose
sur le fait que I'on peut trouver une suite /; telle que |sin/jna| tend vers zéro

avec - On peul toujours restreindre la suite /1 pour que la série X|sink;nalr
converge. Donc :
Tutorine. — La réunion d’un dénombrable et d'un ensemble du type Ny est

encore du type N%.

Pour la méme raison, subsiste le théoréme d’homothétic.
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7. On peut méme aller plus loin dans cette classification. Considérons unc
fonction f(z) croissante pour z > o, nulle a 'origine et dont la dérivée a les
mémes propriétés. f'(x) est donc croissante. Les fonctions z# satisfont a ces
conditions. Mais il existe de telles fonctions plus petites au voisinage de 'origine
que x”, et ce quel que soit p. Nous dirons que de telles fonctions appartiennent a
la classe (7). On sait qu’a une fonction f de cette classe, on peut associer unc
fonction g, sa complémentaire de Young (¢f. Zygmund, p. 64) et que pour tout
couple ab, on a la propriété

ab < f(a)+ g(b)-

On sait que f' et &' sont deux fonctions inverses. g'(z) tend vers zéro avec z,
de sorte que g(z) =zo(x). :

Considérons la série 2 ;- o (})) On peut déterminer p, tel que

Elo(l‘)<ao, avec —!—=oo,
Pa Pn Pn

Soit alors la série

(1) Ef(|sinkamz)|  [fe(Y)]

et soit E Pensemble sur lequel elle converge. On peut déterminer une série trigo-
nométrique :

(2) S =Zu,|sinkpnz|

convergente sur E sans converger partout. Nous dirons que E est un ensemble de
type N/. Tout ensemble N/ est un N-ensemble.

11 suffit de prendre, en effet, u,= ;I— et d’appliquer I'inégalité de Young
Su,|sink,nz | L Ef(|sinkynz|)+ Zg (’%)-

Remarquons que l'ensemble E n’est plus nécessairement un groupe, car

/e{i—i—:'?%cl, en particulier, _‘ff((zaa)) n’est pas borné. Il peut donc exister des x
.tels que

Sf(|sinkpxz|) < o,
mais pour lesquels
Ef(|sin2kynz|)=0o.

La série (2) convergera pourtant sur tout le groupe engendré par I'ensemble E.

8. Considérons une suite croissante d’entiers {k,| suffisamment lacunaire
pour que |sink, 72| puisse tendre vers zéro, pour certains z. Ceux-ci forment un
groupe @, car

jsinkpn(a+b)|Lsinkpma|+|sink,xb|.

On peut donc considérer des sous-groupes @¢ de @& constitués par les groupes
engendrés par les ensembles E/ tels que la série (1) converge sur Es. Ces @ sont
tous des N-cnsembles, quelle que soit la fonction f. Il est ¢vident qu’il
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pourra exister dans &, quelle que soitla fonction f des points z tels que |sin k, 72 |
tende vers zéro plus lentement que f (% )> de. sorte que @& ne s’identifie avec

aucun ;. Ainsi, si Pon prend k,= 2, on peut toujours déterminer un entier

w, tel que
" l A
Lf(zm‘) = o,

la série X f( | sin2*"nz|) diverge au point

w
=N 1.
hnd 2",

n=1

Nous posons donc un double probleme :

A. Un N-ensemble quelconque est-il de type NJ pour une suite { &, } et une
fonction f convenables ?
B. Un ensemble @ est-il un N-ensemble ?

CHAPITRE II.

SUITES DE LIMITE NULLE.

1. Dans tout ce chapitre, k» désignera toujours une suite croissante d’entiers
Dans le but de résoudre le probléme A au chapitre suivant, nous avons besoin de
certains résultats qu’il est intéressant d’isoler. -

Lemne 1. — 8¢ la série 5 = X |sink,nz| converge en tous les points dya-
diques, a partir d'un certain rang, kn est de la forme 2" m;, avec m; impair
et ri tendant vers Uinfini avec (.

Dans le_cas contraire, en effet, r; prendrait une infinité de fois, des valeurs
inférieures 4 un nombre M. En restreignant au besoin la suite des k,, on pourrait

supposer r; constant, mais alors si z = pyow=d

|sink,nx|=

. Tm;
SN —— | =1
2

ne tend pas vers zéro ,la série G diverge pour ce point contrairement a I’hypothése.
11 suffit, du reste, de supposer que la suite sink,mz tend vers zéro.

2. Lewne 2. — Soit un point a et une suite { k,} telle que pour toutes les
valeursden, kna =N, + 0,; N, entier et| 0,| < ¢, tendant vers zéro. Pour que
la suite sink,mz tende vers zéro pour r = g (q entier), il faut et il suffit que
Uentier Ny soit divisible par q, pour tout n & partir d’'un certain rang.

Sinon,
N:;=3an+Qn (°<Q”<q)



— 988 —

ceci pour une suite particlle des #. On peut restreindre la suite { &, } pour que
ceite propriété soit satisfaite et méme avec un Q, constant égal & m. Pour cette

suite restreinte,

. a . ~ mrw
smk,.x; = sin (0"}"' %-)

L . s m—E¢ . .
reste supérieur a smﬂ:-——;——"- et, par suite, ne tend pas vers zéro.

La condition suffisante est triviale.

3. Définitions. — a. Etant donné un ensemble e, disons que {kn} est une
suite de convergence pour e si la série X |sink,nz | converge en tout point de e.
Une . telle suite ne peut exister que si e est de type No. Toute restriction d’unc
suite de convergence pour e est encore une suite de convergence pour le méme
ensemble.

Si deux suites { k, } et { k), } sont de convergence pour e, les suites

{kn'f‘k'n}, {1 kn—FKnil, {k""'k;n,.} (my > )

ont la méme propriété.

Une suite { k, | qui n’est pas de convergence pour e est dite suite de divergence
pour e. L’extension d’une suite de divergence la laisse de divergence.

Si e se réduit & un point «, nous disons que { k,} est de convergence pour « si
2|sink,ma| converge. La suite { k, } est de convergence pour un ensemble e si et
seulement si elle est de convergence pour tout point de e.

b. Nous disons que { k. } est une suste de limite nulle pour e si sink, nx tend
vers zéro pour tout point de e. Les énoncés ci-dessus sont encore valables pour
les suites de limite nulle. De plus, si { k,} est une suite de limite nulle pour e, si
1, tend vers Vinfini, j, > l,, si /™ est un entier et M un nombre fixe, la suite

nf
An= E a;mkly

i=ly

Jn

3
Dliami <M

i=lpn

est encore de limite nulle pour e. Ce dernier énoncé ne peut s'étendre tel quel &
une suite de convergence. Il reste vrai, si I'on ajoute que chaque A;n’cstpris dans
la suite A, qu'un nombre borné de fois.

On peut aussi parler pour un ensemble e de suites de f~convergence, f étant
unc fonction de la classe (Y), cn particulier si f = z», des suites de p-conver-
gence. Etant données deux suites { k,} et { £}, } de f-convergence, la suite somme
définie par {k,+ k},} n’est pas nécessairement de f-convergence, puisque

fla—+b)
S(a)+f(b)
valables pour des ensembles N4 sur I'adjonction d’un point et le produit de
Pensemble par un nombre ne sont plus nécessairement vrais dans le cas NJ.

n’est pas nécessairement borné. Il en résulte que les théoremes,
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4. Nous avons trouvé des suites de limite nulle pour un ensemble qui admet
une telle suite connue. Examinons la réciproque, si cette suite est k, = 22". Nous
savons (1™ partie, chap. I, § 4) que si

hod an—1
Y 2
-IJ=2 2_2':’ I“{n!éT’

n=o

on a

Y+t
2"

2y = -+ wp (mod ).

| Ynaa |

S1 ¥nyy est
(2 Pt

|wn | est de toute fagon inférieur & 5, sa partie principale est
le premier chiffre non nul d’indice supérieur a n + 1.

TueorkMe. — Les seules suites de limite nulle pour Pensemble E, sur lequel
sin2?"nx tend vers zéro, ont un terme général A, qui peut se mettre sous lee

JSorme
In
- N\ i
An= Z ai o,
i=l,

In
Jn> Uy, 1, tendant vers 'infini et Z | af™ | borné.

i=l,

La démonstration se fait par Pabsurde en montrant que si}, n’a pas cette forme,
E, contient un point y pour lequel sind,ny ne tend pas vers zéro.
Remarquons d’abord que I'on peut supposer | ™ | < 2%, sinon
' ol = 22 A i),
de sorte que ) )
alM o = g2l 4 J(migei+t (| ulM | < 2%).

On peut alors remplacer les «{® par d’autres valeurs inféricures a 22 .
22
On peut méme prendre | 2{”| < —» sinon
:“(x")'l 9% g2+ @(in)2:-‘_

‘Suppposons que les a{™ ainsi réduits ne soient pas bornés. Il existe alors une
suite partielle { n, | pour laquelle, on peut trouver &, I, < 7. < j,_telle que | a}" |
augmente indéfiniment, et méme telle que { 7.} croisse aussi vite que I'on désire,

assez vite par exemple pOUI‘ que
Uy > _]":,.-

On peut extraire de la suite {A,} une suite partielle ayant cette propriété.
Réordonnons la suite partielle et continuons a V'appeler {1, }, elle est donc telle
qu'il existe &y, Iy < in < fuy En1 > Jo et ] @i’ | augmente indéfiniment.

Désignons par @ un nombre positif fixe, inférieur & 1 et aussi petit que l'on
veut. Nous allons définir y par ses chiffres dyadiques

n—1

-
. Yo v oo
J =Z;’7’ Prui< »

n=0
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Nous désignons par y, la valeur dyadique approchée de j obtenue en prenant
les chiffres de y jusqu’a l'ordre j,.4- Supposons défini ¥,_;. Le nombre

hnYn—1= 2 af ki) n—s

i=l,

est modulo 1 égal & un certain nombre ¢,_; compris entre zéro ct 1. Nous définis-
sons les chiffres de y jusqu’a 'ordre Jn—1,donc y,, de telle sorte que 4.}, soit,
modulo 1, compris entre a et 1 — . Mais, modulo 1,

Jn
s 2 :" rt
Apnyn= 0,,—1 -+ l(r"“ Y—2!T -+ Efls‘")wr.
T

Nous prenons v,y ==0 si r £ i, et Yi,+1 tel que, modulo 1,

a< 0,y + a('” ‘i“:" <1— a.
22

Ceci est possible avec Xzt tendant vers zéro puisque | [ | tend vers l'infini.

On peut prendre y; 1 =0 si a <0, <<1—a, sinon, on peut toujours trouver

une valeur de v telle que

§>a(")‘h"+'>l
§=T T
i, i
2% 3 22" |
= Vi = =y
) 7 = it = i
a® g a® §

les deux nombres extrémes étant au moins, dans le cas le plus défavorable

distants de un.
a . . . .
Dans ces conditions, | Za{™ w, | <Z ' 1'+| n’apporte qu'une contribution infini-

ment petite. Il est donc possible de déﬁmr ¥n pour que

| sink,y,%|> sinax

ct, par suite, y tel que, pour tout n supérieur a n,

|sin2,y=|> sinaxn

d’ot I'énoncé avec | /"’ | borné.
1, tend vers l'infini, sinon il serait possible par une restriction de la suite {hn}
de le supposer borné, méme constant égal a 1 et 2, ne pourrait étre unc suite de

1
limite nulle pour le point — 1+4 pour lequel 3,2 tend vers 3
In
Montrons maintenant que 2 | «i™ | est borné. Supposons I’hypotheése contraire,
i=!,
comme les |« | sont bornés, leur nombre augmenie indéfiniment. On peut
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toujours, en restreignant au besoin {1,}, supposer que [, et j, croissent et méme
que lny1 > Ju, tandis que

Jn
2 [a® | = A,
i=l,
augmente indéfiniment.
Dans ces conditions, si y,_; est un nombre dyadique d’ordre ju_i1, An)a_i
est nul modulo 1, il nous. suffit de montrer que I'on peut définir les chiffres
d’ordre compris entre jn_y et j, pour que A,y ., soit supérieur & un nombre donné;

! Yi+1 |

= soit voisin de ¢,, v; du
2

il suffit pour cela de prendre vi, I, < < j, tel que

signe de o, nul avec ce dernier et tel que A,e, soit compris entre @ et 1—a.
. . . . . . I 2M

Un tel ¢, existe et 'approximation est réalisée 4 moins de M 2 — << = donc

2? 92n

peut ¢tre rendue arbitrairement petite.

5. Reprenons la démonstration précédente et voyons dans quelles conditions il
est possible de I'étendre a un ensemble e partie de E,.
Pour la premiére partie (a{® borné¢), il nous suffit d’admetire que, quelle que

. . . . 2% . . . .
soit la suite «; tendant vers l'infini, |a,—|é 5! il existe unc suite partielle {i, }

pour laquelle on peut trouver au moins deux valeurs de ¥y, soient yiil, et

(1)
Vi1

(2)
viZi, telles que les deux nombres «;, et ainﬁﬁ-fi different, modulo 1, d’une
. 2%

2"
quantité supérieure a un nombre fixe «.

Etant donnée une suite arbitraire {p, | dont le terme de rang » est, soit yi',,
soit vi2),, il doit exister dans e, quelle que soit {pn}, ou moins un point pour
lequel y; 1= p.. Nous dirons qu'un ensemble e, satisfaisant a cette propriété,
vérifie la condition A.

Dans la deuxiéme partie, I, tend vers l'infini si ¢ contient des points dyadiques
dont 'exposant du dénominateur augmente indéfiniment. Il est possible de donner
une condition plus large en supposant que E admet des points « suffisamment
rapprochés » de tels dyadiques.

Supposons que I, ne tende pas vers l'infini, donc par restriction de A, que I,
soit fixe, égal 4 [, méme que 1, soit égal &

1+ Za{Ma¥

dans ce cas, nous poserons [ = —1.
Considérons alors un nombre y défini par y; quelconque si & < /

Y1 =1, Yi+i=0 (i=1,2, ..., h,

Jt nombre fixe que nous déterminerons plus loin.
D’autre part,

AP =l o on =1 sil=—r1;
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nous pouvons loujours par restriction supposer que 3" est constant égal a 2

jn -
. ~
(1) My = Z al o E .

=1 r=o

Si nous développons (1) nous trouvons, modulo 1,

i+h l+h (W %y Jie] )
; 1 afa* (v I+h+1+ 7
(n)p8iq. — 4
Ea’ 2 »"2—'—2 el bt (Il <n)-
i=t = -
L
N\ (1) o0 Yo . . .
Le nombre 2,2 est un nombre défini dans le systeme de numération
i=!
adopté, donc inférieur en valeur absolue a | af®, | 22'*".
( tm g o2l +h .. M 1
{ail), | estinférieur & M et au plus égal a —- Choisissons / pour que 7 <16
¢l prenons Yy4+1 =1, de telle sorte que
I+ h
LR <2 ot""2"y<l+i (mod1).
2 8 ¢ 2 8
i=!l
D’autre part,
Jn in
) N
2 amintiy - Z i "—11‘2:-—1“ = o, (1] < 1)
i=l+h+1 I=l+h+1

Jn
. . | “+1 . .,
Mais | & | << M. On peut majorer w, par M E % el si celte quantité
i=l+h+1

\ . . T . .
peut ¢tre rendue inféricure g, on voit que A,y reste modulo t, comprise

8
1 3 . .
entre 7 et = donc sind,my ne tend pas vers zéro. On peut conclure si dans e,
4

il existe des points de convergence pour la série X|sin2*'nr|; 'I\f est alors

o L. Vil +1 . .

majoré par le reste de rang [+ /4 de la série 2 lm—!- qui peut étre rendu aussi
9 2

petit que I'on veut i condition de prendre / assez gfand.

Nous dirons que e satisfait & la condition B s’il contient des points de conver-
gence pour la série 2| sin2"nx | et si, étant donnée une suite quelconque formée
(’un nombre fini de nombres égaux, soit A zéro, soit a 1, il existe un tel point de
convergence ayant cette suite comme suite de ses premiers chiffres.

L'ensemble E, satisfait évidemment aux conditions A et B. Nous dirons qu'il
est complet par rapport a la suite { 22"} ou simplement complet. Un ensemble
satisfaisant aux conditions A et B sera dit quasé complet. Ainsi :

Tukorkme. — S¢ Pensemble e est quast complet, toute suite de limite nulle
pour e, « un terme général A, qui peut se mettre sous la forme

L °
Y al) ¥ (l aim| < 5 ),

Jn> Uy tendant vers Uinfini et | a™ | borne.
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L’ensemble E, sur lequel converge X|sin 2*" 7 2 | est quasi-complet, la condition
B ¢tant satisfaite par la présence des points dyadiques.

Quant a la condition A, il suffit de prendre vi}, = o et yi} tel que
¥

~
I“il;‘§.>“r ..,>¢tm

« étant un nombre fixe inféricur a 1. On prendra pour i} le premier entier satis-

faisant a cette condition; ce qui est compatible avee ;;', tendant vers o puisque «;

tend vers infini. 11 suffit de choisir la suite partielle { ¢, } pour assurer la conver-
gence de 7).

Cet cxemple montre que pour un enscmble quasi complet, la troisiéme pro-
priété de I'ensemble complet =|«!"| bornée n’est pas nécessairement satisfaite.

Ainsi sur E, la suite

Jn

al °i .

kn= zz- (En—>»)
i=1l,
est de limite nulle, meéme si j,— ¢, tend vers 'infini,
I’ensemble parfait, form¢é des points
-

E¢

P

(E,"——r 0, 1)

i=1

satisfait a la condition B, mais ne satisfait pas a la condition A. La suite
{hn}=1{n22"} est, pour lui, une suite de limite nulle, bien que «{" ne soit pas

borné.
Remarquons que si ¢ est quasi complet, tout ensemble contenu dans E, et con-

lenant e est aussi quasi complet.

6. Reprenons la forme de 4, du théoréme précédent, on voit que
= 2t arlrgm

Toute suite de limite nulle a donc la forme 2/«m, avec m, impair et
pu=24+%_ ou d, est la plus grande puissance de 2 contenue dans le nombre

borné |« | donc est borné.

Lexue 3. — S7 e est quasi complet, de toute suite de limite nulle pour e, on
peut extraire une suite infinie partielle de terme général k,—= 2rm,, m,
impair, p,= 2"n+ d, ot d est constant.

N . , . al : L1y
uant a m,, il peut s’écrire -2 - 22*@,. Si I'on pos
Quant , il peut s’écrire 3 + 27%0,. Si | e
/ . 1
mp=2"un+ h, (hp < 2%™),
on voit que %, est borné lui aussi.

Lewxe 4. — S0 e est quasi complet de toute suite de limite nulle pour e, on
peut extraire une suite infinie telle que m,= h (mod 22™), h étant constant.
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CHAPITRE III.
LE PROBLEME A.

2wz |

. , e N | Sin
1. Tueoreme. — L’ensemble G .de convergence de la série Z—l—-——"—

n’admet aucune suite de limite nulle.

Nous allons montrer pour cela que, quelle que soit la suite { A, }, on peut déter-
miner un nombre a (dépendant de % kn }) tel que sin k,7a ne tende pas vers o. Il
suffit de montrer que 'on peut extraire de { k, } une suite infinie { k,,} telle que

| sin" ky;wa | > @ (nombre fixe).

a. G contient tous les points dyadiques. Donc, d’apres le lemme 1 du chapitre
précédent, il suffit d’étudier les suites de la forme 2”»m, (m, impair, p, tendant
vers l'infini).

b. Dans ce cas, prenons un nombre quelconque z par son développement
dyadique

3_2‘0' (0= o ou 1),

r=i
< 0
S .
WP, = my 2 -’—'.)1;—"-‘ (mod 1).
A=1 -

Définissons « en prenant
Oppr1=1, Upprr=0 (r=12,3, ..., qn),

gr étant un entier que nous devrons déterminer.
On a alors, modulo 1,

-
1 Op,0 _ 1 m,-
2RI A = 5 M+ 2 L+ Pyl
A=qn,+1
Choisissons qn pour que M -1, Alors
29n 4
3=
| sin 2P m,ma | > sin T

A chaque p, nous faisons correspondre un nombre g, minimum, soit g,. Res-
treignons la suite des { pn } de fagon que pn 1 — pn>> ¢, et prenons ¢, = ppr1— Pn.
Il est clair que la suite restreinte que nous désignons encore par p, n’est pas de

limite nulle pour
Eal'nﬂ B

c. Reste a voir que 'on peut trouver un tel « € G. Soit i un entier quelconque
tel que

Pu—r <1 <]Jn.
®

o’y =9r = o .
2””‘“ Z')/"l (mod )

L=t s=1
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. .. . . N
Ce dernier terme est visiblement inférieur 4 —— = 1.

By
Donc
| sin 27 2| £ sin —— L ——
SPa—T = apa—i
(inégalité qui reste vraie sir = p,).
Par suite,
Pn . | Gn—t
|sim2rza = O 1 2%
S dsinorsa) = o as
r Pn—1 s 20 Pn—1
I=pa-1+1 p=0:

- . N . . . N I
On voit qu’en restreignant au besoin la suite donnée p,, pour que Z e converge,
n

on 2 €G.
Coronraires. — a. L'ensemble G a la puissance du continu.

Alors qu’en (1™ partie, chap. I, § 4) nous avons vu que 2|sin 2”7z | ne con-
verge qu’aux points %, la série du théoréme précédent converge sur un ensemble

non dénombrable, sans quoi le théoréme précédent serait faux.

b. Il existe des N-ensembles qui ne sont pas d'un type N} quelle que soit la
Jonction f. En particulier, U'ensemble.G n’est pas N,.

Ceci constituc une réponse négative au probléme A.

1 bis. Remarques. — a. La démonstration du théoréme précédent reste
valable pour une série 2p,|sin 2"7z| sous la condition que p, tend vers o avec
2p,= o. La majoration reste toujours la méme, il suffit de supposer la séric
3p,, convergente, ce qui est toujours possible par restriction de la suite des
indices. Ainsi :

TuroreMe. — Quelle que soit la suite {p,} (avec p, tendant vers o et
2op= 0 ) la série 2p,|sin 2"nz| converge sur un ensemble & ayant la puis-
sance du continu. & n’admet aucune suite de limite nulle et n'est d’aucun

type NJ.

On peut se demander si la propriéié est générale en remplagant 2" -par unc
suite quelconque {1, }. Il n’en est rien puisqu’en prenant A,= =, on trouve unc
série quelconque 2p,|sin nwz| qui peut ne convergér nulle part, méme avec p,,
tendant vers o. Méme si 'on suppose que la suite {1, } est de convergence pour
un dénombrable — pouvant étre infini — la propriété peut étre en défant comme
le montre 'exemple G, de (1™ partie, chap. II, § 12)

w
I

— H | R

.= E = E sin pn ! =x.

n=t p<nt

Le raisonnement qui a servi sur cet exemple, s'applique de la méme facon pour

la série
S, = 2—’-:-: Z jsinon(2k=-1)mz|
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qui ne converge que pour les points dyadiques 2%, bien que le coefficient tende
vers o.

b. Dans la démonstration du théoréme du paragraphe 1, nous avons associé un
point x a chaque suite { k,} et vérifi¢ ensuite qué x € G, ce qui est entrainé par

217[- <. Soit {vp} une suite arbitraire telle-que 2 YL < o et considérons les
n n
points .
" %n —
;,=2E, avec 2,=oou I,
n=1
YL 8n < Ynrt-

Tout «, défini comme ci-dessus, est un point 3. Ce point est défini par unc
propriété de ses chiffres, un seul au plus étant égal a 1 entre les ordres vy, et ypi4-
L’ensemble P des points dont les éléments sont les 3 est donc parfait et sur P, la

e v | sin 2"z | .
série 2~—n—- a une convergence uniforme.

Tugorine. — Il existe des N-ensembles parfaits, qui ne sont d’aucun
type Nf.

2. Dans ce qui précéde, nous avons pu montrer que G n’était pas N, en mon-
trant que G n’avait aucune suite de limite nulle. Il est intéressant de se poser la
méme question pour un groupe G n’ayant plus cette propriété, par exemple pour
un module du type N;.

Tuekoring. — L'ensemble G,, de convergence de 2= 2 |sin 2*"nz|? n'est pas
du type N,. ‘

Nous savons que si G, désigne I'ensemble de convergence de 5= 2 |sin 2z,
Gy c Ga. Toute suite de limite nulle pour G, l'est aussi pour G, et nous savons que
le terme général d’une telle suite est de la forme (2° partie, chap. II, § 5)

In
hp= 2 afm g2t (" borné, I, - ).
i=l,
Nous pouvons toujours restreindre la suite A, en supposant, par exemple,

llr-o—l >jn~
Soit #, défini par ses chiffres, v;= o, sauf pour i =rp+1, Lo <L r, < jo. Aun

infiniment petit prés,

N Y ra-+1
@ = 2B % (mod 1).
2

Nous prenons y, 4 du signe de af, il est toujours possible de choisir ce
nombre, de telle sorte que

V(M)’@, Emﬁ_l =,

hamd \ 52 92/
de sorte que la séric 2| sind,nz | diverge, bien z € G,.

Cororraire. — Il existe des ensembles du type Nt qui ne sont pas N,.
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2 bis. La démonsiration précédente subsisic en tout point si Pon remplace
I'ensemble G par un ensemble G, quelconque, ou méme par Gy, groupe engendré
par I'ensemble ou converge 2f(|sin2*"nz|), f ¢tant unc fonction de Young, G,

pouvant étre remplacé par Gy, avee f1> f, inégalité signifiant qucf—l tend vers o.
o

11 suffit de trouver y,, tel que

e ] LY i
sf Vet | - x RS
r, ~ 1 7 -
22" 22"

quelles que soient ces deux fonctions f, fi, il est toujours possible de déterminer

Yr,+1+

Tukorene. — f et fy étant deuz fonctions de Young quelconques (f << f1), il
existe des ensembles du type NI qui ne sont pas du type Nj.

En particulier, p et q étant deux nombres positifs, p <<gq, il existe des
ensembles N qui ne sont pas N».

Remarque. — L’ensemble des points ou sin (22"nz) tend vers o contient
I'ensemble G.. Donc il n’est pas N,. Nous verrons dans la troisiéme partie qu’il
n’est méme pas N.

3. Tutorkme. — L'espuce vectoriel sur les rationnels, &, engendré par
Uensemble de convergence absolue G, de la séric 5 = 2|sin 2*"ng | n’admet
aucune suite de limite nulle. Il n'est donc d’'aucun type N.

Démonstration par I'absurde. Unc suite {4,} de limilte nulle pour & lest
pour Gy, donc une suite réduite de k, est de la forme 27xm,,,
Pr= 92!+
my=2""u,+h  (himpair).
a. Sin k,mz doit tendre vers o pour tout x € &, donc en particuler pour tous
les points f;quel que soit ¢. D’apres le lemme 2 du chapitre précédent, il faut donc
que 27.m, soit divisible par g. Si ¢ désigne un entier quelconque impair, il faut

donc que m,, soit divisible a partir d’un certain rang par tout impair.
b. Considérons alors le point « € G,

®
1 U -
o= avec — < o, g < 27,
2._,r,+w‘ 20
s=1

neet ©

k,,a:k,.z LIS NS 7

22"+, 22"+ w,
s=1 s=n-+1

Mais

est la somme de trois parties Iy, I, I;. La seconde I, peut étre, en restreignant au
besoin la suite { k,}, rendue aussi petite que I'on veut. I, est un entier divisible
par m,, donc pour tout ¢ impair, a partir d’un certain rang est divisible par ¢

02y, od 2d
Iy= —;‘w—"- +hom =T+ 1

I’ tend vers o. I, est un entier égal au produit de p, par une puissance de 2.
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Pour que la suite {k,} soit de limite nulle pour toutf‘q-(q impair), il faut

d’apres le lemme 2, que la partie entiere de k,« soit a partir d’un certain rang
divisible par g. I doit avoir la méme propriété, donc p., également et, par suite,
h, d’ou Pabsurdité.

3 bis. CoroLLaire. — Une sutte croissante d’'ensembles Ny n'est pas nécessai-
rement de type N,.

11 suffit, en effet, de considérer les séries

SW=3|sini!2"zzx| (I=1,2, e, p, ...)

qui convergent sur Gti). Il est évident que Gt c GU+1) que % € Gl si aeGy. La
réunion R des G{?) contient donc tout point 3 quel que soit ¢, donc R > &, d’ou
la conclusion :

Remarque. — La démonstration précédente convient encore si 'on remplace
l’espace vectoriel & par un ensemble E tel que si @ € Gy; E contienne tout nombre

—, q appartenant a une suite quelconque non bornée d’impairs. On peut s’abstenir

de cette derniére restriction en remarquant que
1
Xy = E € G,
92 srd—1

kpay=2m,+¢c, (mod2?),

ct

&, tendant vers o

4. Il existe dans G, des points z tels que g € G, quel que soit ¢. Reprenons, en

effet, le calcul de la convergence de £, faite en (1™ partie, chap. I, § 5). Si

53
=

xr = =25, —(2"—‘—‘-—1)é.\;sézﬂ’“‘—i,

nous avons vu que z € G, si et seulement si

I Yn+1 [
T
Si cette question est satisfaite, .
n
on n Ys.
22" = 22 Z 1,+a(1)
$=0

Pour que (—IJE € Gy, il faut et il suffit, d’apres le lemme 2, que le premier terme o,
de cette expression soit pour n assez grand divisible par q.
Or

Ap=Yn—+ 22" ' Yp_g .. .4 22"y,
Upt = Yo+ 23" "2y
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qui montre que v, doit étre, a partir d’un certain rang, divisible par ¢, «, ayant
la méme propriété a partir d’un rang précédent.
prop p 8P ;
Donnons-nous une suite d’entiers | n,} croissante tendant vers l'infini méme
q
aussi vile que 'on désire et désignons par A, le plus petit entier divisible par les
q premiers nombres naturels. Supposons que n, croisse assez vite pour que gA,

a

soit faible devant 22", de sorte que .

A,

2214,"..,

< .

Considérons le point

m—1

N A A
0,y = p Akl § Lq entier 2 o).
m 22" ( q z0)
g=t

C’est un dyadique. Supposons le numérateur divisible par A, c’est-a-dire divi-
sible par les m premiers entiers.

Posons
AmA
Om=0p—1+ i;—’ﬁ'
22"
Alors

22"mem= Api1®m+ On+ AmAn, (op < Am+l);

wm est divisible par An,, donc
Am-M

wm=Aum (Fmé A ))
m

22”-0m= Apt®m—+ A~m(Pm"‘ )\m);

sl pp == 0, prenons
Am=o0;
si pm 5% 0, prenons

N A ’
rm = :+' —fm ()‘mém):
m

de sorte que, quel que soit 7, on peut définir la suite des A de fagon que, 0, soit
un dyadique de numérateur divisible par A,,.,.

Le point
N )“IA‘I
b= Z 22"
q=1

. \ . -9 . .
appartient & Gy; mais aussi 7 quel que soit k. L’ensemble des points possédant

cette propriété sera désigné par Ty, il est évident que I'on peut prendre dans
I’exemple précédent des chiffres arbitraires pour 0, jusqu’a un rang fini arbitraire;
de plus, on peut remplacer, le chiffre A, A, défini plus baut pas An A+ pm Amaia,
| XmAm = pm A |

o converge, de sortc

#m étant assez faible pour que la série 2

que I’y a la puissance du continu.

Tutorene. — G étant Pensemble de convergence de §y= 2 |sin 2"z |, ¢l
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. o . xX - . “ .
existe un ensemble Ty de points x tels que 7 €G, quel que soit q. Uy @ la puis-
sance du continu.

Il est évident que st zely, 7 el',. I'y contient o, mais ne contient aucan

BT J Y . ST " R .
dyadique 5" St zel'y, z + 1T}y, saps quoi 7 appartiendrait a I'y, quel que soit
q- L'ensemble Ty est donc défini comme partie de la droite R* et non comme
partic du tore T!, comme I'est Gy. De plus, Ty est un module méme un cspace
vectoriel sur le corps des rationnels.

Désignons par G, le groupe de T! congru a I' modulo 1. A tout point z € §,,
on peut donc associer un point ) € I'y tel que £ — ) =0 (mod 1) et inversement.
Toute série trigonométrique convergente sur I'; Pest aussi sur G, qui ne contient.

8 S d
aucun point dyadique. L'ensemble G, partic de Gy est aussi N,,.
. . , 22"

L’ensemble G, n’est pas quasi complet, la suite de terme général - 2*", A cons-

tant est de limite nulle pour G,.
G, satisfait a la condition B, mais ne satisfait pas a la condition A. Si la suite

. , . .. . 2% .
2; considérée est telle que pour certaines valeurs de 'indice ¢, = n’est pas entier,
' I ;

. . o .o .
il est facile de trouver pour ces valeurs i, et vi?,,. Mais si - st loujours un
i

‘
entier, donc si a;= 28, le résultat ne vaut plus. Pourtant si 8; c¢st non borné, on
peut extrairc une suite partielle telle que 3; augmente indéfinimént. Soit
Yn= 2Blwtt, Ag, est alors multiple impair de ¢, ct, par suite,

Mg+l A n
a, il Tn —':’“ (mod 1).

" aln

22

11 suffit de prendredy),, = o, M, =1, de sorte qu'il sera possible de définir un
point de G, pour lequel la suite considérée n’est pas de limite nulle.

Tukorene. — Pour Gy les suites de limite nulle ont un terme général de la
Jorme )
In
).,, = 2 a;")Qf",
i=l,

. . , ., . 2% . .
ot i est soit borné, soit égal a mork o B est borné.
2

On en déduit encore que Z, tond vers Uinfini. II suffit de reprendre le raison-
nement fait en (2° partie, chap. 2, § B) qui reste valable a I'exception de la majo-
ration de w, dans le cas de 2" non borné, mais alors

al Yi _ Yi+
Tar GBF

est un entier pour Z assez grand, vi 4 devant étre divisible par une puissance de 2
aussi grande que 'on veut. Mais
N
am 2 =
(?_!' )‘ oV '9®

]
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pourra étre rendu aussi petit que 'on veut, puisqu’il existe dans G, des points
pour lesquels y;.» est inférieur & ¢,,,, A, ..., ¢i tendant vers I'infini aussi lentement
que I'on veut.

11 en résulte que toute suite de limite nulle pour Gy a un terme général de la
forme 2, = 2”xmpn, p, tendant vers U'infini ct, par suite, si une série X |sind, x|
converge sur G4, elle converge nécessairement aux points dyadiques, bien que G,
n’cn contienne aucun.

Tueorixe. — Il existe des groupes E de type N, tels que si
S=23X|dink,zz|
(kn entier), converge au moins sur E, et si G désigne U'ensemble de convergence
de S, G—E contienne des points fizes indépendants de la série S considérée.
Remarque. — Au licu de considérer Ty, on aurait pu envisager 'ensemble T',
. x . . . .
des points z€ G,y tels que € G4, quel que soit ¢ impair. Les raisonnements

restent les mémes en remplacant A, par A}, plus petit entier divisible par les ¢
premiers nombres impairs. Aucun dyadique n’appartient a T,. Mais 'ensemble
I, dont I’y est unc partie est alors quasi complet et donne un exemple plus simple
d’ensemble E satisfaisant au théoréme précédent.

TROISIEME. PARTIE.

CHAPITRE I.

ETUDE DE LA CONVERGENCE.

1. Soit une série trigonométrique Zp,sinw (k.2 + ¢n) (pa>>0) qui converge
absolument sur un ensemble E. On aura 2p,= o si la convergence absolue n’a
pas lieu partout. La convergence peut-elle étre normale (au sens de Baire) sur
une partie & de E? Pour cela, il faut et il suffit qu’il existe une suite w,> o,
terme général d’une série convergente, telle que pour tout r, et pour z € &,

pnl| 8in = (knx + 9p) | L Wi, Sw, < w.
Soient deux points z et 2o de &, nous avons
palsinkpm (2 —x0)| Lpn|sinm (kn + 9n)| + pn | sin 7 (Kado—-9n) | L 2 Wi

Donc la série 2p, |sin n nz | converge normalement sur 'ensemble &; déduit de-&
par la translation — z,.

. . . . . . w P
Mais, puisque Zp, est divergente, il est nécessaire que lim ?f'- = 0, mieux que
—on

pour toute suite d’indices { n;} telle que Zp,,= 0, lim :1'-! = o, donc il est néces-
— P

saire qu’existent une suite { m, |'d’indices telle que Zp,, = et une suite {¢, }, ¢,
tendant vers o, pour lesquelles en tout point de E

(1) | sinx (km,2 + 9m,)| < sin &,=x.
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Réciproquement, soit & un ensemble de valeurs de z satisfaisant a (1). Nous
pouvons extraire de {m,} une suite partielle m.,, m,,, ..., m, , ... telle que la
séric de terme général ¢, a termes positifs tendant vers o converge. Prenons alors
pm, =1 el p,=0 pour né| my, i. La série Zp,sinw (ko + ¢n), ou ‘pmrq-_— P,
converge absolument sur &, la convergence y étant normale, sans converger abso-
lument partout. & est de typc N,. ,

TutoriMe. — Etant donné un ensemble &, la condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe une série trigonométrique pour laquelle & soit ensemble de
convergence absolue normale est que U'on puisse trouver deux suites hy et O
telles que sur &, | sinn (hx + 0;) | tende uniformément vers o.

En vertu du théoréme de translation et de U'adjonction d’un point, il est
toujours possible de prendre 6;,= o.

2. L’ensemble satisfaisant a la relation (1) pour r donné est constitué par.une
famille de segments égaux. L'ensemble satisfaisant & (1) pour tout r est fermé.
Considérons alors la série

(2) Spn|sinkpnz|  (Zpa=w),

. . 19e . k,
tka} étant une suile de nombres réels croissant vers T'infini. Posons A 2 —w,.
o n+1

Supposons Zp,w, < et considérons I’ensemble défini par les inégalités

(3) |sink,=z| L sin27w, pour tout n.

. 1
Nous pouvons lOl.lJOul‘S supposer Wy <l 74.

Cet ensemble ‘est l'intersection d’une famille d’ensembles E,, chaque E, est

constitué par une famille de segments égaux de longueur 4,:’" et dont les centres
n

sont distants de - - Considérons un segment de E, soit ¢?. Deux segments consé-

"

cutifs de E,.; sc¢ déduisant par la translation k;’ a Dintérieur de o/, il y a
n+1

entiérement au moins trois segments de E,.; ceci quels que soient » et le segment
choisi, on voit donc que Pintersection des E, comprend un parfait. L’introduc-
tion d’une phase dans le terme général ne changerait pas le résultat.

Tueorene. — La série (2) converge sur un parfait s Epnkﬁ- < . Il en est
n+1

alors de méme de 2p, | sin (hkonx + 9,.) |, quels que soient les ¢,

CororLaire. — S la série 2 ]:—"— converge, la série 2 |sin (k,mx + 9,) | con-
n+1

verge sur un ensemble ayant la puissance du continu, quelles que soient les
phases o,.

I1 est intéressant de remarquer que la conclusion peut étre fausse si 'hypothese
de convergence de la séric 2w, n’est pas satisfaite, méme si cette série diverge
aussi faiblement qu'ane série harmonique. C’est ainsi que la série 2|sinn ! nz|
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converge sur un ensemble ayant la puissance du continu, alors que les séries
I|cosn!nz|et 2|sin(n!-+1)nz| ne convergent nulle part si ce n’est pour la
seconde, au point évident o.

3. Convergence pseudo-normale. — Nous n’avons rien supposé quanta la suite
{ m, }. Il est bien clair que si nous prenons la suite m,, my, ..., ou une suite my,
Mgi1, - .., nous obtenons encore des ensembles de. convergence normale, con-
tenant I'ensemble & correspondant a la suite {m, } complete. Mais alors, si nous
considérons la suite Sg=— mg, mys1, ... (§=1, 2, ..., {, ...), nous obtenons
un ensemble &, de convergence absolue normale tel que &, c &,.,,. La réunion dc¢
tous ces ensembles est un ensemble E, de premiere catégorie sur lequel la série a
une convergence absolue pseudo-normale (¢f. Denjoy, II, p. 183), c’est-a-dire
tellg que si le terme général est désigné par u, (), il existe une séric convergente
w, & termes positifs telle que pour tout z €E, |u,(x)| < w, a partir d’'un rang N
dépendant de z.

Si z est un point non rationnel ou la série Zp, |sin nrz| converge, la série con-
verge au point Az,, A étant un entier arbitraire. La convergence est pscudo-
normale; en effet, supposons que p,|sinnnz,| < w,. Nous avons p,|sinnmdz,| Zdw,

comme w,—> 0, on peut pour tout A trouver p et N tel que w, << ‘—;’ﬂ pour tout

n>N. Le raisonnement est valable si.au lien d’un seul point z, on considére un
cnsemble de convergence normale corresponaant a la suite w,,.

Peut-on ainsi obtenir 'ensemble complet de convergence absolue ? Nous allons
voir, sur un exemple, qu'il n’en est rien. Considérons la série 2|sin (2 r) ! nx|
qui, en vertu du corollaire ci-dessus, converge sur un ensemble ayant la puissance
du continu. Désignons par w, le terme général d’une série convergente quelconque
a termes positifs telle que n?w, augmente indéfiniment. Formons les segments E,

fwn
(2nr)!

correspondant 4 {¢, } = { 2 w, |. La longueur d’un o’ est et la distance entre

I
(2n)!
gh, il y a des ¢7,, completement intérieurs, leurs nombre étant au moins égal &

. Donc a 'intérieur d’un

les extrémités gauches de deux segments voisins est

(—:—:ﬁ : (—2—'!1:2—), —1=4wy(2n+1)(2n+2)—1,

nombre qui augmente indéfiniment avec 2. Considérons a I'intéricur d’un ¢, donné,
le segment d’ordre n + 1 le plus & gauche complétement intérieur au premier, puis
le segment d’ordre n + 2 le plus a gauche completement intérieur au second et
ainsi de suite indéfiniment. Cette suite de segments emboités définit un point § ou
la série converge. Supposons que »n ait été pris assez grand pour que, dans la
moitié gauche de o/, il y ait au moins deux intervalles d’ordre 2 + 1 complets. Il
est bien clair que le segment ¢/ correspondant a la suite w, au lieu de 2 w, aura
une longueur moitié du precédent, donc que pour le segment le plus a gauche qui
entoure §, 2 |sin (2 m) ! x| > w,, et ceci pour tout m supéricur a N et, par suite
dans ces conditions

|sin(2n)!z5]. w,.
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Ainsi, ¢tant donnée une séric S convergente quelconque, dont la convergence
est aussi lente que I'on veut, il existe des points d’absolue convergence ot la con-
vergence est plus lente que celle de la séric S. La convergence de la série
3|sin(2n)! w2 | nc saurait étre pseudo-normale.

Remarque. — Soit & un ensemble de convergence normale et G le module qu’il
engendre. Pour tout point de &, on a [sink,mx|< s, pour n =1, 2, ...; or un
point de G est de la forme @ = Z«a;a;, a; € &, «; enticr et le 2 étant fini. On voit

done que
. N Q .
sin k,.::z:iatlé ZIa,i | sin k,,f:u,-[ée,,zhﬂ.
i

3 i

Un point de G étant donné, il Ini correspond un entier
p= 2 |2
i

Considérons une suite {¢, | telle que *

pour que Xpy,g,, converge encore. Posons ), =¢,w,. A tout point « de G corres-
pond un entier N tel que pour tout entier >N, p << w,. On a alors

tende vers Pinfini. mais assez lentement

=

.; sin kn’°“ié1’£n<wn€n< Ene

Par suite, G est un ensemble de convergence absolue pseudo-normale ct ne
peut done se confondre avec 'ensemble de convergence absolue de la série.

CHAPITRE 1II

LA CONVERGENCE SUR UN ENSEMBLE PARFAIT.

|. Convergence sur un parfait. — Soit P un parfait de convergence absolue
pour une série 5. P est la réunion des P,,= E, nP sur lesquels S () < n: Ces
P, sont fermés. Il est impossible, d’aprés le théoréme de Baire qhe tous ces P,
soient non denses sur P. Comme ces P, sont croissants (P, € Ppy4), il existe un
entier n, tel que pour n > n,, P, contient toute une portion de P; et ceci peut
¢tre dit dans tout intervalle. En définitive, ou bien sur P la somme S (z) estabso-
lument bornée, ou bien il existe un sous-ensemble de P fermé non dense sur I’
soit H(P) tel que S () soit bornée sur toute partie de P sans points adhérents a
H (P). On peut dire que sur le parfait P, la somme S (z) est ponctucllement non
bornée.

Nous avons défini plus haut (1™ partie, chap. IV, § 4) un ensemble parfait symé-
trique. Considérons deux points a-et b, origines de scgments noirs couvrant unc
portion de I'ensemble parfait P; on peut réduire au besoin le plus grand de ces
segments de fagon a les rendre égaux, de sorte que les deux portions de P
comprises sur ces segments sc 'déduisent I'une de Pautre par une translation et
I'ensemble P peat étre recouvert par un nombre fini de translatés d’une de ces
portions.



— 305 —

Définition. — Nous dirons qu'un ensemble E est un ensemble & (ranslations,

si pour tout intervalle ouvert p de E, c’est-d-dire toute intersection non vide de E

“avec un intervalle ouvert de la droite, 'ensemble E est contenu dans la réunion
(’un nombre fini de ranslaiés de p.

Twgorkve [Malhavin (1)]. — S¢ une série trigonométrique converge absolument
sur un parfait @ translations, la convergence y est uniforme.

En cftet, soit P un parfait et une série
8 =Zp,|sink,w.r|

convergente sur P. Désignons par r,(z) le reste de rang n de &, par ¢ un nombre
positif donné. En vertu du théoréme de Baire, il existe une portion ¢ de P telle
(ue si z €e, rp(z) << e, pourva que 2 > N; indépendant de z. Mais P peut étre
recouvert par un nombre fini de translatés de e. Désignons par «, un point guel-
conque de ¢, par a;(j =1, 2, ..., r) les translatés de @y. Tout point z de P peut
s’écrire

E=(aj—a)+0 (0ee).

La séric 5 converge pour a;— 2, et
ra(aj—ag) <& pour »n > Na.

Sit N = max(Ny, N2), 2> N cntraine
ro(f)<o: pour n > N,
d’onr le résultat
La démonstration repose sur le fait que la séric est a termes positifs ¢t sur la
propriété r,(a@ —+b) < r,(a)—4r,(b). L'extension est évidente si cette derniére
propri¢té est remplacée par r,(«+ b) << M[r,(a) +r.(b)], M détant une
constante absolue. On aboutit a 'énoncé :

Tukorkxe. S une série de fonctions [y continues positives définies sur
tonte la drodte R et telles que fo(a—+b) <M[fu(a)+ fu(b)], M dtant une
constante absolue, converge sur un parfait P & translations, la econvergence
est uniforme sur P.

Soit { z,, | unc suite quelconque décroissante et tendant vers o. Supposons, de

-z 1 T, . . .
plus, =2 <2 - sans que Pégalité ait lieu.constamment & partir d’un certain rang.
: 2

w
) . -l N v . .
L’ensemble des pomlsZa;m;, ot ;=0 ou 1 est un parfail construit sur le

i=1

-

segment o, 21;. Nous dirons d'un tel parfait qu'il est engendré par la suite.
i=1

L’hypolhése faite sur x, prouve que le reste de rang n de la séric x; est inférieur

au dernier terme, de sorte que les points de premigre espéce gauche ont comme

" '(') Cet énoncé a 6té indiqué par M. Paul Malliavin dans unc Note (C. K. Acad. Sc., t. 228,
1949, p- 1467-1469). Yavais auparavant indiqué quc la somme était bornée, ce qui est une conclusion
immddiate du resultat de M. Malliavin.
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N
abscisses les nombres Xa;z;, le 2 étant fini et la translation Za,-x,- qui ameéne
. i=1
I'origine en un point de premiere espéce gauche @ amene la portion du parfait
L

comprise entre I'origine et le pointz #; sur la portion de méme longueur et d’ori-
N+1
gine a. Un parfait engendré par une suite est donc & translations. Cet ensemble

est, du reste, un parfait symétrique construit sur le segment o, 2 Zn.

n=1

Conséquence. — Soit P un parfait a translations du type N. Soit 3 une
série 2p,|sinnmz| convergente sur P. La convergence étant uniforme, la
somme S(z) est continue sur P. Si l'origine est dans P, la somme S(z) tend
vers o avec z. Sinon, z, et z, étant deux points quelconques de P, la série
converge pour 3 — o, donc le groupe G engendré par P converge sur un parfait
A translations comprenant l'origine. De toute fagon, il est possible de trouver des

suites de points «; € G, telles queZ S(ai) <, il suffit pour cela de prendre les a;
1

tendant vers o assez rapidement. Il en résulte que la série & converge au pointz @;.

i=1

A priori, de tels points n’ont aucune raison de faire partie du groupe G, comme
le montre 'exemple suivant.

5. Ezemple. — Prenons pour P le parfait engendré par la suite i ;:; } Un point

du parfait est donc de la forme

(1) Z-;% (ep=o00u 1)

n=1

ct un point du groupe G engendré par P est

8
>

(2) =2,  avec A\pentier 2o et i, borné;

N

n

[}

or, un point quelconque du segment (o, 1) peut s’écrire
«©
(3) O=Z%:’ (0 L ap<<2®™™).
n=1

11 est donc possible de le mettre aussi sous la forme

©
Y O
S 02"

n=1

4)

(_. o —1—1 < bn = 2:"—'—1)

une infinit¢ dénombrable ayant deux développements possibles. Si I'on enléve
assez de termes du début, (2) est un développement de la forme (4).



— 307 —

.. . . 1 . ~

Ceci étant, parmi les points up,= 5 il y ena pour lesquels la somme S de la
série B est inféricure & 1, soit no I'indice du premier, soit », I'indice du premicr
différent de n, pour lequel S est inférieur a S ety I'indice du premier différent

de ni({ << p) pour lequel la somme est inférieure a '—:, .

Considérons le point

(5) ® =2f,, wn, (Ifpl<2¥'=un,)

p=1

En ce point

%) S(w)éz | S| S{un,) <2UT';‘
p=1

p=t

Si Pentier f, est assez petit pour que cette derniére série converge, la séric §
converge au point w. Ceci est possible avec f, non borné, alors o n’appartient pas
au groupe G engendré par P.

Nous avions plus haut posé le probléme de I'existence de tels points ( 1™ partic,
chap. II, § 11), ou nous posions la question de la fixité de ces points, faquelle
peut maintenant étre résolue sur I'exemple ci-dessus.

Nous avons vu plus haut que sur P converge la série

©

2 | sin2*"x 2 |.

n=t

Donnons-nous un point @ quelconque n’appartenant pas a G

Y & . - .
a .-—_Z ;;',5_ (an entier Z o0, a, non borné),
(lan l < 22;-1_1)_
I

At . &€ .
Deésignons par K, I'exposant du premier terme de —9,—':,' dans le développement

dyadique. de sorte que

I fan | I
— <
) 7 = 5 < oo

(

3

(211--1 < Kn < on ).

Considérons la série, de terme général
(8) | singKn—2z .z |,

On voit que si z€ P,

: 1 I
2Kn—2 g == oKn—2 2 55 = v 0, (mod 1),

r==n

. I . . P
0,-étant de Uordre de ; est le terme général d’uie série convergente.

Mais | a, | est non borné, donc aussi 27— K,,. On peut se limiter a une suite de
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valears de n. soit }n, | pour lesquelles cette quantité angmente indéfiniment,

meéme assez vite pour que la série S¥=w converge. Ainsi sur P la série
(9) sin2kn, 2z |
converge.
Mais on
| @p | 2Kn-s

02"

Z[U;,i<ac.

. . . 1
D%apres (), le premier lerme esl compris entre S et

okn—2q =

-+ 3, (mod 1),

avee

I
P
terme général de la série (8) ne tend pas vers o, done gue cetie série diverge an
point «. Ainsi :

On voit done que le

Prorosition. — S¢ une série & converge sur P, elle concerge aussi sur le
groupe G engendré par P, mais ausst en d’autres points, de sorte qu’elle a
comme ensemble de convergence un sur-groupe Gy de G. Les points de G, — G
ne sont pas fizes; ils dépendent de la séric S et, étant donné un point «
n'appartenant pas it G, on peut trouser wne série § concergente sur P et diver-
Lente en «.

La relation () est vérifiée, en particulier pour f(p) = p. de sorte que la séric %
converge en lous les points

»
(5 bis) m:Z applin, (2p=0ou 1).
) p=1
Mais on voit qu'il ¥ a correspondance biunivoque entre les @ et les points

w
%

S der) — zr

(5 ter) 0= E >’

p=1

donc entre l'ensemble des ® et Pensemble [o, 1].
Considérons deux points différents m et &' correspondant aux suites |, | et a), |

Leur différence s’éerit

w
(10) Q= E '6I'Pu"v7
p=1
avee
Gp=0 si ap=2),
6,=1 si a,=1, ap= 0,
8, =—1 si a), =o, 2, =1.

De toute fagon, € est cerit sous la forme (3) et fait partie de Pensemble des
nombres o avee un coefficient non borné, & est donc un point de convergence
de S sans apparteniv au groupe G.

Considérons alors le groupe Gy de convergence de 5. Gy élant sur-groupe de G,
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on peut définir le groupe-quotient G, /G; une classe de ce quotient est constituée
par des points « tels que la différence de deux @ appartienne a G. On voit donc
que-les deux points ® et @ définis plus haut -appartiennent a deux classes diffe-
rentes du groupe-quotient. On en conclut le théoréme :

Tukorkne. — Le groupe-quotient G,|G a la puissance du continu.

Lnvisageons maintenant deux séries 9, ct Sg.qui convergent sur P; leurs
ensembles complets de convergence sont deux groupes G et Go.
Si

e

1 = Xp,isinnzz|, B.=3pllsinnzzx|,
on I)OS(‘

e

1+ S2= ZS(p) +p2)!sinnzx |,
il est bien évident que
e+ ph =.

Celle séric converge pour tous les points de Gyn G et la seulement; elle
converge, cn particulier sur P, donc d’aprés la proposition précédente, elle
converge sur le groupe § = G; n G., sur-groupe de G, tel que le quotient G/G
a la puissance du continu. Ainsi

Tukorkne. — 8¢ deux séries 5, et 5s convergent sur P, leurs groupes. de
consvergence ont en commun un sur-groupe G de G tel que G|G ait la puis-
sance du continu et il existe une série 5 dont le groupe de consergence est G.

l.’extension de cet énoncé a un nombre fini de séries est immédiat. Considérons
maintenant une infinité dénombrable de telles séries

5,,:.-29; |sinpra|.

p=t

_2 B

" dmd 2" M
n=1

M, désignant le maximum de 8, (z) sur le parfait P, le coefficient de |sinpr.r|

dans © etantz 2'«M,,

n=1

SizeP, §.(x) LM, de sorte que B(x) converge ct, par suite.

%, Y ebliaesl oo

On définit aisément la série :

n=1\ [r__l
I1 en résulte que
hed hnd n
i L
3, snprel 3, <o
p=1 n=1
et, par suite,
hed n
Ql [4 .
2
z 2n M, <ee

n=1
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La série £ converge sur P, donc d’apres la proposition ci-dessus, converge sur
un sur-groupe & de G. Les seuls points possibles de convergence sont ceux qui
appartiennent A tous les G;(G; groupe de convergence de $;), mais rien ne
prouve que & converge surnG;. Ainsi,

i

Tukorkmk. — Si G; est le groupe de convergence d’une série i, convergente
sur P, une infinité dénombrable de G; ont toujours en commun un sur-
groupe G du groupe G engendré par P, le groupe-quotient G|G ayant ln
puissance du contin.

6. Autres conséquences topologiques. — «. Prenons a nouveau un parfait P a
translations. Désignons par ¢; les translations en les ordonnant. S’il existe une
série

S5 =2Zp,|sinnxz|
convergente aux points ¢ avec une somme bornée sur 'ensemble de ces points, la
semi-continuité inférieure de 5 () nous montre qu’en tout point de P, la série S
aura une somme inférieure a la borne. Nous avons vu plus haut que la condition
était nécessaire. Ainsi,

Tutorems. — Un parfait P a translations t; est un N-ensemble si et seulement
si Uon peut trouver une série 5 convergente aux points t; avec une somme
bornée sur U'ensemble des t;.

Supposons maintenant qu’une série &3 diverge en un point £ de P. Cette série
diverge sur un ensemble partout dense sur P. Sinon, elle convergerait aux
points ¢;, sauf peut-étre sur un ensemble de ces points non partout dense; mais
alors elle divergerait aux points £ -+ ¢;- qui forment un ensemble partout dense
sur P.

En particulier, supposons que sur P, la série 5 diverge en un point, mais
converge en tous les points de premidre sorte. On peut affirmer la divergence sur
un ensemble partout dense sur P en considérant tous les points &, qui corres-
pondent a £ dans les translations.

Nous avons un certain nombre de points de premier- ordre obtenus pour les
translations les plus grandes qui recouvrent I'ensemble en nombre »,; numé-
rotons ces points & ({ < ny). La série B diverge en ces points, nous pouvons
trouver un entier p, tel que .
Sp.(ﬁ‘: ) >!u1)

Si désignant la somme de rang & de la série £ et v, un nombre positif arbitraire.

Puis, nous avons n, translations du second ordre qui nous donnent des
points &, (£ < n,); certains de ces points peuvent avoir été trouvés dans lest,. On
peut trouver p, tel que

Sp.(E4) > w2 > w (p2>p1)-

A la r'*me opération, nous trouvons n, points &.(Z< n,) non nécessairement

tous différents des précédents et il existe un p, tel que

S/»(Ef') >ur> up—y (Pr> Pr-i )'
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On peut donc trouver une suite pr augmentant indéfiniment avec r, telle que la
suite S, () soit non bornée en méme temps que r, les points £ formant unc suite
de points partout denses sur P.

Or, le terme général p, |sinrnz| est fonction continue de z, de méme que la
somme S,(z). On peut donc trouver un intervalle . de centre &, tel que si

est dans 0. NP, ona S, (z) > —uz—’ Or, on sait (Denjoy, II, p. 139 et 178) que si

Pon considére sur un parfait P une suite de points a, partout denses sur P, les
points communs 4 une infinité d’intervalles ouverts dont chacun contient au
moins un a, a l'intérieur forment un résiduel de P, c’est-a-dire ’ensemble qui
reste lorsque de P on retranche une infinité d’ensembles de premiére catégorie
sur P. Donc : '

TreorEME. — ST une série &5 converge en tous les points de premiére sorte
d’un parfait P & translations et diverge en un point, elle diverge sur un
résiduel de P.

L’hypothese des translations ne joue dans la démonstration que pour affirmer
Pexistence de points partout denses sur P, ou diverge &; ainsi :

TukorkMe. — S¢ une série 5 diverge en des jpoints partout denses sur un
parfait P, elle diverge sur un résiduel de P.

Application. — Considérons un ensemble triadique de Cantor C; on sait que C
n’est pas un N-ensemble, mais c’est un parfait a translations, méme un parfait
symétrique. Toute série & diverge sur un ensemble yc G; si y contient certains
des points de premiére espéce de G, on peut trouver une série $5; qui converge
en tout point de convergence de C et aussi en tous les points de premiére espace.
B, diverge donc sur un résiduel de C et, par suite, § diverge sur un ensemble qui
contient un tel résiduel et est lui-méme un résiduel.

Considérons alors une série & convergente sur un sous-ensemble e  C et soit 7
le complément de e dans C, n ne contient pas nécessairement tous les points de
premitre espéce de C. Adjoignons-les de facon a avoir un ensemble »;,.

D’apres le paragraphe précédent, n; est un résiduel de C. Il est impossible
qu’une série converge sur n; puisqu’elle ne pourrait diverger sur G qu’au plus en
un ensemble de premiere catégorie sur C contrairement a ce paragraphe, ni sur %
qui differe de n, d’au plus un dénombrable. Il est donc impossible de partager C.
en deux parties G, et C, qui soient toutes deux des N-ensembles.

Tukoreme. — L’ensemble triadique de Cantor n’est pas du type de
Marcinkiewicz.

Le fait que l'ensemble soit de Cantor ne joue aucun role. L’essentiel repose
dans l'application des théorémes précédents, donc s'applique a tout ensemble a
translations qui est une base de convergence. En particulier.

Un parfait symétrique défini par une suite { £, } avec img, > o n’est pas du
type de Marcinkiewicz.
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On sait que Pintersection d'ane infinité dénombrable de résiduels d'un parfait
est encore un résiduel. Done :

TniorkMg. — Il est impossible de partager un ensemble triadigue de Cantor
en une infinité dénombrable de N-ensembles dont il soit la réunion.

CHAPITRE IIf.

METHODE DE L'INTEGRALE DE STIELTJES.

I. Au paragraphe 3 du chapitre précédent, nous avons vu que la convergence
b b bal

. 3 . x 1 o .

sur un parfait P engendré par une suite {z, | [—;'L"i'- = E]’ cest uniforme. Cect
' : T,
est oblenu, en particulier, si 2S(z,) <<, S(z) désignant comme d’habitude la
somme de la série
B = Yo, |sinanzxz|.

(Vest de la réciproque de cetle proposition que nous traiterons tout d’abord et
pour cela, nous cmploierons une méthode déja utilisée par M. R. Salem. Rappelons
les résultats démontrés par cet auteur [¢f. Salem (b), p. 323 et suiv.].

Soit P un parfait construit sur (0, 27) et soit une mesure positive ayanl pour
support le parfait. Une condition nécessaire pour que P soit un N-ensemble est

(lll('

V2T
l;nl‘/ |sinnx | df = o.

M. Salem montre. enoutre, que si cetle condition est satisfaite pour une fone-
tion / donnée continue sur le parfait, P est presque partout de type N (méme Ny)
c’est-d-dive qu’il existe une série — dont les coefficients peuvent ne pas tendre
vers o — convergente sur une partie € de P telle que

f 4= [ d.

Le caleul de l’inlégmlc[ | sinnz | df n'est pas trés aisé; par contre, celut
o

K1

4lcf [sin*nz]df se raméne au calcul dc‘] cosz2nr df que 'on déduit tres
o

0

b

facilement dc[ et df selon une méthode indiquéce par Hille et Tamarkin et
0

utilisée par M. R. Salem pour I'application & un parlait symétriquc.

2. Cousidérons un parfait P engendré par la suite {, ] ct posons Xx, =5

nous pouvons toujours, ¢n cnlevant certains termes au début de la suite, sup-
1 SR} . \ e .

poser o < - Il ¢st facile de définir une mesure a support sur P en définissant la

fonction f(z). re P par

S(e) = ::,. el f(Sa;a;)= Zaf(x;) (er=o0our).
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La. fonction f(x) ainsi définie est strictement croissanie sur P et elle y est

continue f(0) = o, f(¢) = 1. Remarquons qu’il existe une fonction F(z), égale

a f(x) si z €P, continue et croissante lorsque z varic continiment entre o et 7.
Employons la méthode de Hille et Tamarkin pour calculer

G

J=zf sin2nnz dF =2 [.sin?nwwdj'.
o “p

Posons
l=fei"“-l‘nf/(x).
v
»
Les pOilllSZaj.’I'j(dj: o ou 1) sont extrémités droiles de contigus el extré-

j=1

mités gauches d’un intervalle de longueur

)
€ = E xi=",< L,

P+

recouvrant le parfait dans cet intervalle qui est une portion isolée de P. Désignons
ces intervalles par nyy en les numérotant en A de la gauche vers la droite. Sur vy,
la fonction f croit de

I 1

2/ P
P+1

Nous avons donc une valeur approchée I, de I
v
1 .
I,= E;)Eexp nni Y oajx; |,
j=1 |
le prcmlcrz ¢lant étendu aux 27 combinaisons possibles des a. On voit doue que

P » r »
I 1 . I . xj z; . Z; Y _xy
r= (1+exprniz)) = expimn—_Scosmn S = expinr —= coszn =

i=1 i=1 Jj=1 j=1

et, par suite,

6 =
in— .
(1) I=liml,=¢ ’[Icosxn%l-

j=1
Nous en déduisons

j cosanmzdf =R(I)= cosnxc[lcosznxj,
P .

i=1

donc

- « 1
(2) lfcosznnzdf‘ él I |cosmnz;| = I lcos”—':nz‘j

P : :
J=1 Jj=t
Posons

(3) Zsin‘-’nn.m: On;

j=1
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la série (3) est convergente pour n donné d’apreés la définition de z;. Ceci va nous
conduire A une majoration du produit de P'inégalité (2).

«© i'l
(4) H(l—sin*xnx/)<r[(l—sin‘lzna;).
i=t i._—:l

Choisissons j, pour que

n

. ()]
sin?z nzj= w, > —05

(5)

b4

1

~
I

Lexue. — Soit r nombres positifs { a;}, 1 £ i < r inférieurs a 1 de somme S.
.

Le produit H([——(L,‘) est, st S est assez petit, majoré par (— %

=1
Supposons que nous ayons deux nombres @ et b de somme S;

(1—a)(1—b)=1—S8 + ab
-
cst maximum si les deux nombres sont égaux. Le produit I I(l-—a;) est donc
=1

. , .S
maximum quand tous les «; sont égaux a =

Cette fonclion de r croit avec r et tend vers e~S quand r tend vers I'infini

ﬂ(l— a;) < e=S.

=t
Mais e S=1—S+ S est majoré par 1— S S est assez petit (par
2 2
exemple S << 1), d’ott la majoration indiquée.
Appliquons a la majoration de (5)

fcosznna:df_él— L <r—h
P 2 4

et, par suite,
I‘/‘:cosz::nxdf 'él—e—s”--

Done

(6)

- [
‘/P‘sm xnxdf,;m

Ceci est valable pourvu que 0, soit assez petit. Sila condition n’est pas remplie,
on peut majorer ¢~S par un nombre fixe, de sorte qu’il existe un nombre « fixe
tel que

fsin‘lr:n.rdfléa si 0,>1.
r

3. Supposons qu’il existe une série

S = Xp, sin?nz.e
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convergente sur P, avec 2p, — 0, donc non convergente partout, de somme S(x).
P est un ensemble a translations ct, par suite, la série S converge uniformément
sur P et S(z) est bornée sur P par le nombre M. Nous pouvons donc intégrer S
sur P par rapport i la fonction f(x).

(7) Epnfsin2n7=x(lf< M,
»
de sorte que si I'en pose
fsin‘lnmv df = e, il résulte Sgnep<oo.
P

Les valeurs de 7 pour lesquelles 9, > 1, forment une suite { #; | telle que 2p,, << ;
retirons ces termes de la série S et soit S’ la nouvelle série

S'= Zp,, sin?nrr .

La majoration (6) nous indique que

Song Onp <o
donc
. © w
2 p,,kz sin?ngma; =Z Zpk sin’ny:a:,:Z S'(x:) <.
k=1 i i=1 k=1 i=1
Tueoreme. — P désignant le parfait engendré pur une suite { ;}, I;—':" _i;

st une série S= 3p, sin*nrz converge sur P, il existe une série S'= Sp, sin* nywx
extraite de lu précédente, telle quez S' (i) converge.

i=1

Remarquons que le résultat n’est pas nécessairement vrai pour la série S de
départ, car il peut étre faux pour une série convergente partout (2p, << ).

Etant donnée une série du type S’ convergente sur un ensemble & de type N2,
nous savons ( 2° partie, chap. I, § 4) qu'il existe une série

Si=2u|sinnizx|

converge sur & de somme 5, (z) telle que
Si(2) < A[S (@),

A étant un nombre fixe. On voit ainsi que, s'il existe une séric
S =CZp,sin|nzx|

convergente sur P, la séric
= Xp, sin2nzx

converge aussi sur P; on peut appliquer le résultat précédent el en conclure qu'il
existe B, convergente sur P telle que 2[5, (z)]? converge.

TueorkMe. — 8¢ le parfait P engendré par une suite { x; | est un N-ensemble,
il existe une série B, convergente sur P telle que X[ B, (x:)]* converge.
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. Soit {4, ! une suite quelconque croissante telle que

hn= 20n— 1y, Ay < 20wt —1,
. . . , . S o
@, et r, tendant vers l'infini, Le parfait P engendré par la suite { — +1§ admet | 2"}

comme suite de limite nulle puisque

) I R
T e 2 M 92" it rir1—en

i i

n tixé, les premiers termes sont entiers; les termes non entiers sont oblenus pour

2Fi,+1 ’

les ¢ tels que @;> n, donc pour i > #,, le 2 est done, modulo 1, inféricur a
donc tend vers o. ’

Considérons alors & l'ensemble des z pour lesquels sin2*®x tend vers o.
avec ’% ® contient les points diadiques; s'il est de type N, il existe donc une
série convergente sur @ de la forme

5 = Xp,|sin2kam,nx|,
k, tend vers U'infini, m,, est impair.
On pent toujours supposer
k= 2%n4 1, < 2%+ —1
et u, tendant vers Pinfini, sinon ¢n désignant par { w;, | une suite de plus grande
limite infinie
% | singknttimumz | < Zp, | sin okn mp w2 B

I suftit de choisiv @, pour que %‘,— diverge .encore.
2P

{kn} nest pas forcément croissante, cerlains A, pouvant étre égaux. Consi-
dérons la suite des £, chaque valeur n’étant prise qu’une seule fois. Le parfait P

. .o .
engendré par la suite — ¢st partie de @&, donc S converge sur P. On peut donc
trouver, d’apres le théoréme du paragraphe 3, une série S de la forme

Yo, sin22ksm, nx Yol =);

P = pn, sauf peut¢tre pour certaines valeurs de I'indice pour lesquelles pf = o,
telle que

1
ES(-%‘—H-) < .
Mais

sin2fnm, m

1 . T
m = smm,,; =1I

el, par suile,
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le sigma étant étendu aux valeurs de r qui donnent le méme £ ct, par suite,

“S(zkn_'_‘)-suPn—ao

d'ou contradiction. Nous répondons ainsi au probléme pos¢ a la fin du premier
chapitre de la deuxi¢me partie

TutoriMe. — Le groupe @ des points x ot sin2*nx tend vers o n'est pas un
N-ensemble.

Si H; est 'ensemble des .z tels que [sin2* x| <z a partir d'un rang e variable
avec x, H, est un F, de premiére catégorie. & apparant comme l'intersection des

ensembles JC,=H,, donc est un Fg3 de premlére catégorie. Il est contenu dans
»

un ks de premiere catégorie (par exemple J€,). Un tel kg contenant @ qui serail

un groupe donnerait un exemple de groupe F, base de convergence, mais la ques-

tion reste ouverle.
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