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CONTRIBUTION A LA THEORIE DE LA DERIVATION
D'ORDRE SUPERIEUR

Par M. Ernest CoROMINAS.

Introduction.

Le probléme suivant, qui m’a été posé par M. J. Rey Pastor, ‘est a I'origine de
mes recherches.

Est-il possible d’étendre aux dérivées d’ordre supérieur ou quotients diffé-
rentiels, les théorémes classiques sur la dérivation formelle des séries? Ce
probléme m’a vite conduit a un autre plus général.

Est-il possible d’étendre aux quotients différentiels les théorémes fondamentaux
du Calcul différentiel, c’est-a-dire, les théorémes de Rolle, de I'accroissement
fini, etc. ?

J’y réponds par laffirmative, en appliquant uniformément un procédé de
démonstration, duquel on peut tirer tous les théorémes qui sont & la base du
Calcul différentiel. Ces théorémes ct leurs applications constituent la premiere
partie de cette these.

Ces questions étaient d’autant plus intéressantes que M. A. Denjoy (*) avait
déja montré l'intérét qui s’attache a I'étude des quotients différentiels. Il leur
a donné corps en résolvant, parmi d’autres questions, les trois problémes fonda-
mentaux que pose toute généralisation de la notion de dérivée, & savoir : établir
les liens avec les dérivées classiques; démontrer qu’elles déterminent leurs
primitives et donner enfin un calcul totalisant, permettant de remonter de la
dérivée & sa primitive.

Le but que j’ai constamment poursuivi est de montrer qu’on peut bétir paral-
lelement au Calcul classique et a coté de lui un calcul plus général et non moins
commode. On peut donc affirmer que les facilités du Calcul, tel que nous le
connaissons, relévent d’une notion de n®™*(n>>1) dérivée plus générale que
celle communément employée.

Une seule caractéristique se perd dans cette généralisation : la (n -+ m)'*"° dérivée
n’est pas forcément la n'*™ dérivée de la m'*™° dérivée.

Nous nous sommes borné a 'étude des dérivées d'une seule fonction a une
seule variable. Evidemment on peut généraliser le probleme au cas d’une ou
plusieurs variables, d'une ou plusieurs fonctions en se servant de conditions de

(). A. DeNsoy, Sur Uintégration des coefficients différentiels d'ordre supérieur (Fund. Math.,
t. 25).
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contactssemblables a celle qui permet de définir les quotients différentiels. Nous
signalerons seulement les cas ou cette généralisation est immédiate.

A la suite, je donne une rapide description de résultats obtenus et des procédés
utilisés.

D’abord, je démontre qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe le n'*m quotient différentiel f,(z,) (voir §3) est qu'il existe la limite

itérée

lim  lim ... lim A"[2, ..., Zpt1; f(@)],
Lppg> Ty Tp>To Ty > X,

ou A*[@1, @a, ..., Znss; f(x)] désigne le n*™° rapport aux différences de f(z)
aux points Zy, ..., Lnit-
Alors, on a

21 fa(@) = Ar[ao, ..., @i f(@)],

ou ce dernier rapport désigne la précédente limite itérée.

Je donne ensuite la condition nécéssaire et suffisante pour que les fonc-
tions #;=x;(h) ({=1, ..., n+1), qui convergent vers z, avec k — o0, soient
telles qu’on ait

lim A[26; f(@)] = 717 fa(0),

ou f(z) est n’importe quelle fonction différentiable d’ordre » au point x,.

Ces deux théorémes nous donnent deux nouvelles définitions du »**™° quotient
différentiel.

Afin d’élablir les théorémes de la valeur moyenne nous commengons par
relationner le 7!*™® rapport aux différences sur les points 21 << 22 << ... < Znss
avec les n'*™ rapports sur les groupes de points

<Y1 a<YVi2 <o <P, < T < Yo 1 <o o Xy < Vpa < Y2 <o o < Voo, < Znete

Une expression de ce type est forcément compliquée, sauf pour les premiers
ordres. Aussi, nous nous bornons a signaler que le premier rapport est unc
moyenne arithmétique pondérée des seconds.

Par exemple, dans le cas particulier ou les intervalles zy— 1, ,— s, ...
sont égaux et ou ils viennent subdivisés en un nombre égal d’intervalles également
égaux (r—1=sy ...==5,), le m'*™° coefficient de pondération, ,_,C;,, est le
nombre de combinaisons qu’on peut former avec n éléments pris de m en m sans
qu’un méme élément puisse étre répété plus de r — 1 fois.

Grice a cette propriété de moyenne et a la continuité des rapports aux
différences par rapport aux arguments, on démontre qu'a un groupe de
points z;({ =1, ..., n+1), distincts deux & deux, on peut attacher un point ¢
intérieur au diametre 8(zy, ..., Zni1) tel que

A1, ooy T @] = = fale).
Nous avons 1a la généralisation du théoréme de l'accroissement fini et de Rolle.

Dans ce méme ordre d’idées nous démontrons les théoremes III, IV, V, VI,
VII, VIII, IX; X, XI et XII. Tous sont des théorémes du type qu’on appelle
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souvent de la valeur moyenne du Calcul différentiel et qui sont plus précis que
leurs homonymes du Calcul intégral. Parmi cux et leurs applications figurent
la propriété de Darboux (ou continuité de Darboux), le théoreme de
Cauchy (th. VIII), le théoréme généralis¢ de l'accroissement fini (th. XI),
la démonstration que le n'*™ quotient différentiel détermine sa primitive a un
polynome de (n—1)*"° degré pres, la démonstration que le n!*™® quotient
différentiel du m'"*™® quotient est le (n + m)"®™° quotient différentiel et enfin
qu’un n'*®® quotiént différentiel borné sur un segment est également la n'*™¢ dérivée
ordinaire de la méme fonction.

Cette derni¢re question présente une grande similitude avec un théoréme de
nature taubérienne. '

Un probléme ayant trait 4 une propriété locale des fonctions différentiables
d’ordre isupérieur commande une grande partie des développements postérieurs.

Y
! Y
-,
/ ‘S
0 X, X3TeN, T VX 0 ¥ X
Fig. 1. Fig. 2.

Il s’agit de savoir sous quelles conditions une fonction différentiable d’ordre n
posséde un point de maximum (minimum) d’ordre 7. Ces points sont la géné-
ralisation pour n quelconque des points tels que les points (» = 0), ot une fonction
continue atteint son maximum (minimum), et des points tels que les points
d’inflexion des deux especes (n =1).

L'idée générale de la démonstration de l'existence d’un point de maximum
d’ordre 1 (point d’inflexion descendant) pour les fonctions différentiables non
linéaires est la suivante :

Je définis par récurrence ( fig. 1) la suite 24, 24, ..., Zi_1, i, ..., de fagon a ce

que : z, soit le point ou la fonction continue de 2, [z, ] = /—<—w)——'£(') atteint
—z .

son maximum; Z; soit le point ot [z, z] atteint son maximum; ...; z; soit le

point ou [z, ] alteint sa valeur maximumn, . ...

On démontre alors sans difficulté que : @. la suite z; est convergente; b. que la
suite ¢;= [#i_1, «i] ({=1, 2, ...) est monotonc et converge vers f'(£),
ou = limz; et c. le point § est un point de maximum d’ordre 1 de f(z) (fig. 2).

i=»
Les points a, b et ¢ se laissent généraliser pour n quelconque si 'on admet que
la suite des pentes v;= N"[Zi_n, .. ., Zi; f(x)] est bornée.
Pour n =1, }Lm [ie1, zi]=f'(E), du fait que 2;—E et que ¥ est compris
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entre zi_s et z;. On sait en effet que la dérivée ordinaire et la dérivée d’intervalle
sont une seule et méme chose.

Des artifices de la méme nature permettent dans le cas ou n = 2,3 de conclure
que v; converge vers la dérivée correspondante au point §. Malheureusement ces
artifices ne sont plus applicables d&s que » > 3.

C’est ainsi que la nécessité de donner une démonstration, du fait que o; est
bornée pour n quelconque, m’a amené a introduire tout un systéme de notions et
raisonnements nouveaux. Ils constituent une sorte d’Algebre infinitésimale. Une
analogie nous fera mieux saisir de quoi il s’agit.

Si au lieu de prendre — comme c’est le cas dans I’Algébre courante — un
polynome de n'*™° degré nous prenons un polynome ¢;(z) a degré borné ou 7 « est
infiniment grand » et au lieu des différents nombres z nous prenons les
différents z = z(¢) pour ¢ « infiniment grand », les uns et les autres satisfaisant
certaines conditions de régularité, nous aurons la 'objet d’étude de cette Algebre.

Un cas particulier est le cas oi ¢;(Z) et les z = x(Z) sont «trés proches » res-
pectivement d’un polynome et des différents nombres réels (ou imaginaires, s'il
s’agit du plan complexe), c’est-d-dire ou ¢;(z) converge vers un polynome ¢(z)
et les différents z (¢), za(¢), ... vers des nombres zy, z,, ... avec { . Clest
donc, avant tout, un probléme |[de type asymptotique, puisqu’il s’agit d’un poly-
nome et des nombres qui {s’approchent asymptotiquement d’un polynome et des
nombres fixes.

On peut ramener le cas général au cas précédent moyennant un double
changement d’échelle, c’est-a-dire, en exigeant que ¢;(x) et les = 2 (&) prises
aux échelles ¢; et a; s’approchent respectivement d’un polynome et des différents

L . ) .
nombres fixes, ce qui revient a dire que -?'—(f— est convergeant pour les diffé-
. z(i cp
rents = z () tels que -—((li—) converge vers les différents nombres réels.

Une certaine imprécision domine cette Algebre. En effet, toute propriété
asymptotique valable pour un zy = 2, (¢) particulier est également valable pour
n’importe quelle fonction équivalente & z,(¢). On peut donc dire que toute
relation est satisfaite a4 une équivalence pres.

On est donc amené a remplacer z; = x,({) — qui joue ici le role analogue a
celui d’un nombre dans I'Algebre courante — par I'ensemble des fonctions équi-
valentes a z4 (). C’est cet ensemble que nous appelons nombre ou point asympto-
tique et qui, nous supposons, varie ou est défini dans un champ asymptotique,
I'un et lautre étant les analogues des nombres réels et de I’ensemble des nombres
réels. Les différentes fonctions appartenant aux différents nombres asymptotiques
sont toutes du méme ordre infinitésimal que a;-(abstraction faite des fonctions
appartenant a I’élément nul du champ).

. On congoit aisément la possibilité de définir plusicurs champs en prenant a; des
différents ordres infinitésimaux. On est donc amené A introduire les champs
asymptotiques multiples.

La nature spéciale de la fonction 4 étudier —un polynome variable a degré
borné — permet de se borner a I'étude des champs multiples comprenant un
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nombre fin/ de champs asymptotiques, ce qui a d’heureuses lconséquences
puisqu’il écarte les difficultés inhérentes a la' nature non archimédienne des
grandeurs variables, par exemples les infiniments petits.

L’étude asymptotique en question comprend :

1° Un exposé de caractére général, qui, nous semble-t-il, a un intérét qui
dépasse le probleme qui lui a donné naissance.

2° La démonstration du théoréme qui traduit au langage asymptotique le
probléme qui nous occupe. La démonstration de ce théoréme nous a demandé de
longs efforts. Le théoréme correspondant algébrique, dont il est la traduction au
cas asymptotique, n’offre pas, par contre, de difficultés apréciables.

La premiére partie comprend :

a. L’étude des conditions de régularité.

b. Une Algebre élémentaire sur un champ asymptotique simple. On y étudie
particulierement les ordres de multiplicité d’un polynome-somme par rapport aux
ordres de multiplicité des termes de I'addition.

¢. Des théorémes qui permettent de calculer les différents ordres de grandeurs
de 9;(z) dans les différents champs asymptotiques appartenant a un champ
multiple en fonction de la situation des racines asymptotiques. La méme étude
comparative entre deux polynomes ¢;(z) et ¢;(z).

Le théoréme du point 2° permet de clore ces considérations asymptotiques.
Ceci étant posé je donne une |[démonstration des points @, b et ¢ sous I'hypo-
these que v; est bornée.

Ensuite, et moyennant deux applications successives du théoréme asymptotique,
je démontre qu’il est absurde de supposer ¢; non bornée.

On peut remarquer a posteriori qu’il n’y a rien d’étonnant a ce que I'étude des
quotients différentiels souléve des questions telles que I'étude asymptotique
précédente. ‘En effet, idans la définition méme des quotients différentiels on a,
d’un c6té, un polynome, le polynome de contact, et une condition infinitésimale,
la condition de contact. On a la, en somme, despolynomes qui approchent d’une
position limite et des valeurs de z qui s’approchent du point de contact, c’est-a-dire,
les deux ¢léments essentiels de nos problémes asymptotiques.

Du théoréme sur Vexistence¥des points de maximum (minimum) d’ordre » on
en peut déduire les théorémes de l'accroissement fini, etc. C’est ce procéd¢ qui
généralise les démonstrations classiques du méme fait et non les procédés basés
sur la formule de la moyenne arithmétique pondérée.

Mais ou ce théoréme s’avere indispensable, c’est daPs I’étude des coefficients
différentiels (qui soat la généralisation des nombres dérivés). En effet, grice a ce
théoréme, on démontre que les coefficients différentiels vérifient le théordme de
Dini-Lebesgue, c’est-a-dire, que n! A"[21, ..., zn+ 1; f(2)] et les quatre
coefficients différentiels au point z ont les mémes bornes, zi, Za, ..., Zn+1
et z variant indifféremment sur [a, &].

Jen déduis qu’un coefficient différentiel fini d’ordre n détermine sa primitive
4 un polynome pres de degré n—1. ‘
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Je généralise ces résultats & un ensemble parfait P. Ainsi je démontre que les
bornes de n! A" [z, ..., Zn+1; f] et les bornes de n! A*[a,a, ..,, a, b, ..., b; f]
coincident, les z; et les a et b variant indifféremment sur P, a et b étant consé-
cutifs sur P, c’est-a-dire, coincidents ou extrémes d’intervalle contigus. Dans ce
cas n!D"[a, ..., a, f] représente n’importe quel nombre compris entre les
quatre coefficients différentiels spéciaux a P.

Nous démontrons un théoréme sur les sommets d’ordre p (points o les deux
quotients différentiels latéraux d’ordre p sont distincts). Je démontre en effet que
si f(z) admet des différentielles latérales d’ordre n sur [a, b], on a : 1° Les
sommets d’ordre p << n constituent un ensemble clairsemé ainsi que les sommets
d’ordre n dont I'angle s'écarte de o ou de 2w plus de 2> o0; 2° les sommets
d’ordre 7 constituent un ensemble tout au plus dénombrable. Ce sont des raison-
nements introduits par M. A. Denjoy qui m’ont permis de démontrer ce théoréme.

Ensuite je démontre, en donnant des contre-exemples, 'impossibilité de géné-
raliser les cas restants du théoréme de M. Denjoy sur les nombres dérivés. Ainsi
le seul cas qui se laisse généraliser, c’est le cas que M. Denjoy a lui-méme
généralisé. Un de ces contre-exemples montre que les quatre coefficients peuvent
étre + oo sur une pleine épaisseur du continu.

La généralisation des théorémes sur la dérivation formelle des séries et des
suites constitue enfin la derniére partie de cette these.

Je tiens a saisir 'occasion qui m’est fournie d’exprimer mon admiration pour
Pceuvre lumineuse et profonde de M. Arnaud Denjoy dont je me suis tant
inspiré et qui est a l'origine de ce champ de recherches qui recéle de si grandes
richesses. Je tiens spécialement a cceur de lui témoigner ma reconnaissancé de
I’honneur qu’il m’a fait en me permettant de participer a I’activité mathématique
parisienne.

Qu’il me soit permis d’exprimer mon affectueuse gratitude a M. Gustave
Choquet qui s’est constamment enquis de mes recherches et 3 qui je dois des
conseils'amicaux.

J'adresse enfin mes remerciements 2 M. Paul Dubreil qui a bien voulu me
faire I’honneur de faire partie du Jury.

Sur la définition des quotients différentiels.

1. Nous dirons avec M. Denjoy que, f(z), continue et définie sur [a, b],
possede au point # une différentielle d’ordre n si x + h appartenant a [ea, b],
S (z+ k) estla somme d’un polynome en. 4 et d’un infiniment petit d’ordre supé-
rieur & n, k étant 'infiniment petit principal. '

Le coefficient de % dans le polynome, soit f» (), sera appelé le n'*™° quotient

différentiel de f au point z, et le produit A" f, recevrale nom de diffé-
rentielle n'*™° de f au point 2.

Si f(z) admet dés dérivées continues des (n—1) premiers ordres au voisinage
de z et une dérivée du n'*™° ordre f(*)(z) au point z, on sait que f(z -+ &) est

la somme d’un polynome en % dont le coefficient del—)h:; (1Lp<Ln) est fo)(z)
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et d’un infiniment petit d’ordre supérieur a n. Ce qui revient a dire que, si f(z)
est dérivable n fois au point z, f(x) admet des quotients différentiels des r
premiers ordres au point z qui coincident avec les dérivées du méme ordre.

La réciproque n’est pas exacte, dés que n > 2.

En effet, soit par exemple f(z) = ¢~ " sin e pour z 3£ o avec f(0) =o.

Pour 2 £ 0, f(z) est analytique et par suite admet une différentielle de tout
ordre donné, les quotients différentiels étant égaux aux dérivées du méme ordre.

Pour 2 = o, les quotients différentiels sont tous nuls, f(z) étant un infiniment
petit d’ordre supérieur a tout ordre donné.

Or, loscillation de f'(2) = fi(x) au point = o, est infinie. De sorte que les
dérivées d’ordre au moins égal a 2 n’existent pas a 'origine. Les quotients diffé-
rentiels de tous ordres, bien qu’existant en tout point z, sont donc discontinus &
Iorigine.

On peut réaliser des circonstances analogues a celle-ci dans tous les points
d’un ensemble E fermé (2).

Toutefois, pour n =1, les définitions de dérivée et de quotient différentiel sont
équivalentes.

2. D’aprés la définition adoptée, f(x), différentiable d’ordre n, admet a
JSortiori une différentielle de tout ordre entier p si 1 = p < n, et 'égalité

(1) flz+h)=f(z)+ hfi(z)+.. .+}’:—’;f,,(x)+. cot :—’;[f,l(x)—k en(z, k)]

détermine, pour %~ non nul, un nombre ¢,(x, &) tendant vers zéro avec 4,
x demeurant invariable.
On peut écrire (1) sous la forme équivalente

(2) fx+h)y=f(z)+hfi(z)+...+ %f,,(m)q—o(h").

Ainsi le »*™° quotient différentiel est défini directement a partir de f(x),
différant en cela de la n'*™® dérivée, qui exige pour étre définie, I'existence, la
continuité et la connaissance des dérivées intermédiaires au voisinage de z. Ce
qui n’est pas le cas du r"*™ quotient différentiel.

Toutefois, bien que la définition de f(z) soit directe & partir de f(z), elle est
en méme temps une définition des quotients différentiels intermédiaires au méme
point.

Les différences que révelent les deux systémes de dérivation tiennent exclusi-
vement aux différences des définitions, car la seule caractéristique des dérivées
classiques qui ne se retrouve pas dans les quotients difIérentiels est la suivante :
Snm(Zo) exisltant awpoint 2, n’entraine pas que fim(Zo) soit le m"™° quotient
au point x, de f, (), supposé existant au voisinage de zo.

3. Rapport aux différences. — Voici quelques définitions du Calcul de diflé-
rences finies qui nous seront d’une grande utilité.

(*) Voir, M. A. Dexyoy, Fund. Math., t. 25, p. 377.
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Désignons par [zo, z1] le rapport aux différences de f(z) correspondant aux
points z, et z, défini par P'égalité
1= J(ze) = f(21) |

[zo, 24
Xy— I

De méme soit [z, 21, z2] le rapport aux différences de deuxieme ordre
de f(z) correspondant aux points Zo, z; et x, défini par

["’n: 1‘1]-— [xh x‘l].

[0, 21, 22] = Zo— 1

Procédant de la sorte nous définirons des rapports aux différences du n'*™*
ordre. Ainsi

= [Zo, 4y <oy Ty —[21, T2y ..o, xn].
Lo — L

[Zo, 21y ..., z)

Le schéma suivant est particuliérement utile pour le calcul numérique des
rapports aux différences :

zo  J(zo)
zy flry) Lz, 2] [Z0, 21, 22]

[, 22| [0, 1, 2, 23]
zy f(z:) [22, 23] (21, @2, 23] e,

RS \Zar Tys, By, B
[ [-Z‘n—e, Lu_i, .t,,] t%¥n—3y Ln—2y Ln—1, n]
Zn f(-z'n) xn—l)xu]

En remplacant z, par z nous avons par définition

Sf(@)=f(z)+(x—z) |z, 22]
[z, zo] = [&), 22| + (2 — 22) [, 21, 4]

[z, 21, ..., Zp]=[21) ..., Za) + (2 —2a)[2, 21, ..., Za).
D’ou, en remplagant successivement et en remontant, nous obtenons

(3) f(2)=f(z1) + (2 —z1) [21, Z2] + (2 — ) (2 — 2) [®1, X2, T3]+ ...
+(x—21) ... (& —Zpr)[21, X, ..., 2] + (22— 21) o (2 — 20) [2, 24, ..., ZTn)

qui est la formule d’interpolation de Newton.
Si f(z) est un polynome de n'*™° degré, [z, z] est de (n—1)"*™° degré,
[z, 21, 2,] est de (n—2)"*™ degré, ... et [z, 4, ..., z.] est une constante.
Par définition

f(:n)—f(z:)’

[11, .'Cg]:: 1 — 3

ainsi nous obtenons

[£1, &2, 22] = S(z1) + RAC) S(23)

T @ — @) (@1—3) | (Zr— 3) (@2 — @) | (&3— 1) (@3 — &3)
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et par induction

_ f(z)
[I” T -l‘n+1] - (zi_x'1>(zl—xa) voi (@ — Znr)
f(z2)
(Ze— x3) (Za— X)) ... (Fy— Xy)
+(xn+l'—xl)(zn+l—x!)'--(mu-t-l_‘l'n)’
ou encore
1
0 [0, @y oy Znae] = O i,
t=1n(xl_z/)
n—+1 =1

—a! A X N
ou H indique que j prend toutes les valeurs de 1 & n + 1, sauf la valeur ¢.
=1
On peut écrire la méme formule sous la forme

n+1

(5) [z1, 22, ...,;z,,+‘]=2 .;((-’21))
=1

ou
w(z)=(z—z1) (2 —X2) ... (2 — Zni1).
Dans ces formules on voit que le n'*™ rapport aux différences est fonction
symétrique de ses arguments.
Si f(x) est un polynome de n'*™ degré, [z, 21, ..., Z,] est une constante,
donc la formule d’interpolation de Newton peut s’écrire

(6) f(z)=fz)+(z—21)[21, Z2]H+... (2 —21) ... (®— Zp—1) [@1) T2, ..., Tu]
+ (2 —x21) (& —Z2) ... (x —xp)[21, X2, ..y T,

(4) peut prendre encore la forme

n n
S(z) f(z2) ... f(@n+r) zt  zB eo.oZh,,
- — — - n—1 n—1
Pt xRt L. zhd z?=' zj P e
- - —2 —2 n—-2 n—2
N et o2t L izt || 2 2% RN e
©7) [1'1,13,---, xru-l]-—
Zy &2 e Z 41 . & Ty vee Tt
1 1 1 1 1 I

Les n'*™e* rapports aux différences sont appelés aussi différences divisées de
n'm¢ordre ou encore pentes d'ordre n.

Le n**™ rapport [z, 3, ..., Zni1] nous le noterons aussi A" (24, 21, ..., Tni1]
ou encore N\*[ 24, ..., Zni1; f(2)] suivant que nous aurons besoin de souligner
I'ordre du rapport ou ordre du rapport et la fonction a laquelle |il s’applique.
Dans le cas ou les points d’application sont désignés par une lettre, par exemple E,
nous écrirons A"[E; f(x)], qui représente le n'*™° rapport de f(z) sur les
n —+1 points E.

4. Les différences divisées ont été définies dans I’hypothése que les points
d’application sont distincts deux a deux, les formules de définitidn n’ayant aucun
sens dans le cas o 'un des dénominateurs est nul.
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Néanmoins, on peut leur donner un sens dans ce cas-la, pourvu que f(z) pos-
séde un n'*™ quotient différentiel aux points de coincidence.

Ainsi si f(z) continue admet un r'™° quotient différentiel dans le segment
[, b], nous définirons [y, Za, ..., Zns1] — les 24, ..., Zniy appartenant a [a, b]—
au moyen de I'égalité
(8) [21, @3y ...) Zpyy] = lim lim ... lim  [y4, %25 ooy ¥ntal

Y1=%y Ye=Ty Yn+1=Tnte
qui permet de donner un sens aux différences correspondantes a des groupes de
points pouvant coincider partiellement ou globalement si toutefois la limite itérée
en question existe. Démontrons que tel est le cas si f(z) est différentiable d’ordre n.
Supposons par exemple que

X\ =Ta=...= Tpy4 = Lo,

et que f(z) soit continue et différentiable d’ordre n au point z,.
D’aprés les définitions de quotient différentiel et de différence divisée on a

[z, 0] =f(a"2—:£(f—°)=f,(zo) -+ z :!%fg(zo) -+.. .+(x——n¢[f,,(xo) —+ &q (20, x — o)),

d’ou l'on calcule la limite
[@0, Zo] = h_mr [#1, Zo] = f1(0).

De méme, on a

. . z, o] — [0, 1] [z, o] — [Z0, X0]
z, Zo, 20] = lim [z, 2y, z,] = lim [, =
[ ) Eo 0] ' 1‘,:1‘.[ >0 I] Ty =, T — T xr — Xy

et par suite

x (@ — o )'—

n! 2[’/‘!1(@'0)‘5‘5,;(1‘0,@‘—10)],

1 — Xy ,
[#, Zo, ZQ] = ;‘!fz(z‘o)-*— 37 °j3(xo)+.. .
Supposons maintenant démontrée lexistence de A'[z, xo, ....To] el de
N[ Zo, ..., 2] et la validité de la formule

T — xo)"P
L, (@—a)

(97P) Ap[x, Lo, "'7w0]=P'!_!f/)(x0)+~'- [fn(«z‘o)—f"?-u(xo,I'—l'n)|‘

n!
donc de
1
(lo,p) A"[@'o,---,‘z’o]=P—!fp(‘l‘)-
Posons
AN [z, Zyy ooy Zp)— AP[X4y ooy Lyga!
APz, @y T ] = L ’zdzﬁ_,[ > S

D’ou, puisque les limites itérées des termes du numérateur du second membre
pour Ty —>Zo, Za—> Lo, .y Tprr—>To existent — comme nous venons de le
supposer a l'instant™— il vient
APz, Zoy ..., Xo] — AP [Z0, ..., .z‘o]. '

X -— To

APz, Xy ooy Zp] =
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Rapprochant celle-ci de (g) et (10) on obtient

1 (x — n—p—1
AP, 0y oy 0] = oy fpea () oot Y £ (20) (202 — )],
AP [Zoy ooy o] = G_:_—I)!fpé—i(zo)-

En somme, les formules (g,p) et (10,p) sont exactes pour p=1, p =12 et, si
elles le sont pour p = p, elles le sont également pour p + 1, donc elles le sont
aussipour p=1,p=2, ... et p=n,

En particulier pour p = n, nous avons

1 .
(9,n) Ar[z; Zoy .., o] = 5 [fa(@0) + En(2o, # — 20)],
I
(10,n) A [Zo, ..oy 2] = ,ﬁfn(xo)-
D’une fagon analogue on peut démontrer U'existence de A" [1, 22y oevy Zisas f]
quelle que soit'la position des points #y, Zs, ..., Znw1 dans [a@, b] pourvu que

Jfn(x) existe dans [ a, b]. Par exemple, pour qu'il existe, A*[a, a, b, b, b, ¢, ¢, c,
¢; f]il suffit d’admettre Pexistence de f1(a), f2(b) et fi(c) (a £ b, axfec, bZc).

Réciproquement si A\"[ o, ..., Zo; f(2)] existe, c’est-a-dire, si la limite itérée
lim lim ... lim A?[, 2y ..., Zns1; f(2)]
XTe=Xy T3=, Lp 1=,

existe et est finie, f(z) est continue et différentiable d’ordre » au point z,.

Démonstration. — Nous dirons qu’une différence divisée est (s, ) quand elle
est de s'™¢ ordre ‘et le nombre de ses arguments égaux A x, est r + 1, les autres
arguments étant distincts de z, et distincts deux a deux.

Par définition on sait que

As[xh T2y ooy Lsmpgty Ts—r+2y « ooy .Z‘;.H]

_.A’"‘[zn Loy ooey Tgmridy Ls—r42y -y -"J.e] — A"[zh eeny Zgmratly Ls—p42y « oy -”.H—I.]
Ty — s+

’

ou nous supposons les arguments différents de x, et distincts deux a deux.

Admettons pour l'instant I'existence des rapports (s, r) et (s—1, r—1). Pre-
nons donc les limites successives quand Z..y— %o, Ts—> Lo, + .., Le_pia—> Zo,
c’est-a-dire que

AS[ X1y oo Bspy Ts—riay oy «o s -730]

ATz e Zsmry Bs—rity Zoy ey Zo] — AST[&2, ooy Ty—py Bs_ria, Zo,y .., .z'o].
Ty — Xy

Alors les limites du premier membre et du premier terme du numérateur existent
quand Zs_riy— o, ces limites étant respectivement des différences divisées (s, r)
et(s—i1,r—ri).

Ce qui entraine l'existence de la limite du deuxi¢me terme du numérateur,
autrement dit existence d’une différence divisée (s—1, r).

En somme I'existence des différences (s, r') et (s—1, 7 — 1) entraine I'existence
des différences (s —1, r).
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Par hypothese la différence (n, ) existe. Or, cette différence, A*[#,, ..., %o, Zo],
étant définie a partir de la fonction A*[z0, ..., z0, ] (A" [Zo, «+ey

Zo ] :Tlirf Az, zo, ..., xo]), cela revient a dire que I'existence d’une différence
(n, n) entraine Pexistence des différences (n, n—1). De méme l’existence d’une
différence (n, n—1) entraine U'existence des différences (n, n—2). De proche
en proche nous constaterons l'existence des différences (r, n), (n, n —2),..., (n, 0).

D’autre part les différences (n, o), (r—-1, 0), ..., (1, 0) existent, puisque
par définition elles sont des différences qui ne contiennent que des arguments
distincts deux a deux.

Ainsi dans le tableau suivant :

(n, n)

(n,n—1)—>(n—1,n—1)

(n, r) —>(n——x,r)...—->(+r,r)—>(s——1,r)...—)(r, r)

(pyr—1)>(n—1,r—1)...... >(s—1,r—1)....... —>(r—1,r—ru)

(A1) S (e ty D)eennnnnns Gt W >(1, 1)

(n,0) >(R—1,0) ... S(S—I,0) ciieiiinnns treesaeneienns - (1,0)
on a

1° Les éléments de la premiere colonne et de la derniére file existent.
2° N’importe quel élément existe pourvu qu'existent les deux éléments d’ou
partent les fleches convergeant vers lui.

De ces deux régles on en peut déduire l'existence de tous les éléments du
tableau.
Par conséquent si dans (6) nous faisons 2y =z, et nous prenons les limites

successives quand Zy—> Zo, L3> Zo, . .. el Zn—> Zo, Nous obtenons
f(x) =f($o) +($-—$o)[$o, wo] .. .+(z—$o)""" A""‘[Io, Loy ooy Io]
+ (& —xo)* A*[ %o, ..., X0, T].
Or P'égalité
I
Ar[xo, ..oy Ty ] = A Zoy ..., Zo ]+ . €n( Lo, & — Zo)

détermine un nombre ¢, (Zo; £— %) qui tend vers zéro avec £ — z, du fait que

tlill; Ar[zo, ..., Zo, ] = AR[Z0o, ..., Z0].
Donc I'égalité
S(@)=f(20) + (£ — 20) [ X0, Zo]+...+ (£ — Zo)" A"[Zo, ..., Zo] +( — o) ’-:-,e,.(zo,x—zo),

obtenue en plagant la seconde dans la premidre, nous permet d’affirmer que f(zx)
est continue et différentiable d’ordre » au point z, et que

Jo(@o)=p! A"[z0, ..., z0] (p=1,2,...,n) C. Q. F. ®,






