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AUTOMORPHISMES INTERIEURS D'UN SEMI-GROUPE:

Par R. Croisor,

3 Besangon.

INTRODUCTION.

Les automorphismes intérieurs d'un semi-groupe ont ¢té définis par
P. Dubreil (). Bien qu'ils n’existent que si I'intérieur du semi-groupe est non
vide, leur étude peut avoir une portée générale car j’ai montré (?) qu’étant donné
un semi-groupe D, on peut le plonger dans un semi-groupe K tel que tout auto-
morphisme de D soit induit sur D par un automorphisme intérieur de K. Ce
travail a été divisé en quatre parties.

Dans le paragraphe I, je rappelle un certain nombre de définitions données par
P. Dubreil et j'introduis le concept d’élément ou de sous-ensemble conjugué, a
droite ou a gauche, d’un élément ou d’un sous ensemble d’'un semi-groupe
(défin. B), concept auquel se rattachent des relations importantes : relations de
conjugaison définies dans le semi-groupe ou dans un ensemble de parties du
semi-groupe (défin. 6), relations d’équiconjugaison attachées a un élément ou a
un complexe et définies en particulier dans I'intériecur du semi-groupe (défin. 7).
D’autre part, je définis certains sous-ensembles particuliers, notamment le norma-
lisateur (défin. 8) et le normalisateur réduit (défin. 9) d’un élément ou d’un
complexe, en vue de leur utilisation pour I’étude des relations précédentes. Afin
d’éviter que ce paragraphe sc réduise & une suite fastidieuse de définitions, j'y
étudie quelques propriétés des différents sous-ensembles introduits, en parti-
culier de P'ntérieur (th. 1) et du normalisateur réduit d’'un ¢élément ou d’un
complexe (th. 2); ces propriétés facilitent la détermination effective de ces sous-
ensembles et certaines d’entre elles sont utilisées dans les paragraphes suivants;
des contre-exemple sont destinés & montrer la fausseté de certains résultats qui
apparaissaient comme vraisemblables.

Le paragraphe II contient’étude des relations de conjugaison. Dans un groupe,
la relation de conjugaison (au sens de la définition 6) est toujours une équiva-
lence parce que les automorphismes intérieurs d’un groupe forment un groupe;
au contraire, dans un semi-groupe, d’une part, elle n’est pas nécessairement une

(') P. DusreiL, Contribution a la théorie des demi-groupes (Mém. Acad. Sc. Inst. France,
t. 63, 1941, p. 1-52). Je cite ici cc mémoire par DGI.

() R. Crowsot, Holomorphies d’'un semi-groupe (C. R. Acad. Sc., t. 227, 1948, p. 1134) et Autre
généralisation de I’holomorphie dans un semi-groupe (C. R. Acad. Sc., t. 227, 1348, p. 1195).
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¢équivalence, d’autre part, elle peut 8tre une équivalence sans que les automor-
phismes intérieurs (de premiere catégorie) forment un groupe. Je donne des
conditions nécessaires et suffisantes pour que cette relation (toujours transitive)
soit réflexive ou symétrique et des conditions nécessaires et suffisantes pour que
sa fermeture symétnque soit réflexive ou transitive et _]e compare ces conditions
a des propriétés de I'ensemble des automorphismes intérieurs de premiére caté-
gorie et de Pensemble des automorphismes intérieurs des deux catégories (th. 3).
J'ébauche ensuite une étude plus générale, celle de I'interdépendance des pro-
priétés des différentes relations de conjugaison définies dans chacun des ensembles
de complexes ayant méme puissance.

Les relations d’équiconjugaison (a droite ou a gauche), qui sont des équiva-
lences définies dans I'intérieur du semi-groupe considéré, font I'objet du para-
graphe III. Dans un groupe, la relation py d’équiconjugaison & droite d’un
complexe H (au sens de la définition 7) est réguliere a gauche et simplifiable a
gauche et ses classes correspondent biunivoquement aux différents complexes
conjugués de H; ces résultats subsistent dans un semi-groupe (th. 4 et 3). Dans
un groupe, py est complétement déterminée par le normalisateur de H; par
contre, dans un semi-groupe, des équivalences py peuvent étre distinctes tandis
que les normalisateurs réduits My sont les mémes (ex. 11); toutefois, je précise
un cas ou My suffit & déterminer py (th. 6). Une grande partie de ce paragraphe
est consacrée a I'étude comparée de 'équivalence d’équiconjugaison a droite py et
de Péquivalence d’équiconjugaison a gauche zp. On voit facilement que, dans un
groupe, les propriétés suivantes sont équivalentes : py est réguliere et simpli-
fiable, y4p est réguliere et simplifiable, py=yp; elles le sont encore dans un semi-
groupe (th. 10). Mais, de plus, dans un groupe, la régularité et la simplifiabilité
d’une relation d’équivalence étant vérifiées simultanément, pour que les pro-
priétés précédentes aient lieu, il suffit que des propriétés d’apparence plus faible
soient vraies, par, exemple : py est réguliere, py<yp; dans un semi-groupe, ces
propriétés peuvent éclater (ex. 12 et 13), mais il reste néanmoins un certain
nombre de résultats intéressants, tel que le suivant : p, est réguliére si et seulement
si yp est simplifiable (propr. 19 et th. 8); d’ailleurs, j’indique un cas o le com-
portement de py et yp est exactement le méme que dans un groupe (th. 12). Il est &
remarquer que des résultats qui ne seraient, dans les groupes, que des tautologies
peuvent fort bien subsiter dans les semi-groupes et cesser d’étre triviaux; il en
est ainsi du théoréme 11 qui affirme en particulier que, si l'intérieur d’un semi-
groupe est commutatif (sans qu’il en soit nécessairement de méme du semi-groupe),
on a py=— gp.

Le paragraphe IV introduit et étudie d’une fagon sommaire la notion d’auto-
morphisme intérieur généralisé qui coiffe celle d’automorphisme intérieur de
premiére catégorie et d’automorphisme intérieur de deuxieme catégorie. Cette
notion présente un intérét du fait que les automorphismes intérieurs généralisés
d’'un semi-groupe formeut un groupe (th. 13) qui peut étre plus riche que le
groupe engendré par les automorphismes intérieurs de premiere catégorie (et de
deuxi¢me catégorie) (ex. 14). Malheureusement, ces automorphismes sont d’un
maniement compliqué.



— 163 —

I. — Définitions générales et propriétés préliminaires.

Nous considérons un semi-groupe D, c’est-d-dire un ensemble muni d’une
opération (binaire, univoque et partout définie) associative et simplifiable des
deux cotés.

Définition 1 (*). — Le centre de D, que nous notons Z, est I’ensemble des
éléments de D permutables avec chaque élément de D.

On sait que (¢f. DGI, th. 42) le centre 7 (*) de D est un sous-semi-groupe
unitaire (%), fort (%) et symétrique (7).

Définition 2. — Nous appelons transformateur a droite d'un complexe HC D,
et nous notons Ty, 'ensemble des ¢léments z €D pour lesquels il existe un
complexe K vérifiant 'égalité z H =K z. Si H se réduit a un seul élément @, nous
dirons, par abus de langage, que Ty est le transformateur a droite de a et nous le
noterons simplement T, (*). Nous conviendrons de plus que D est le transforma-
teur a droite de la partie vide de D.

Lenye 1. — Le transformateur & droite d’un complexe est I'intersection des
transformateurs a droite de ses éléments.

En effet, si I'on a zH =Kz, pour tout 2 eH, il existe k€ K <D tel que I'on
ait zh = k. Donc le transformateur a droite d’'un complexe est contenu dans
le transformateur a droite de chacun de ses éléments. Réciproquement, si x est
tel que, pour tout 2 € H, il existe k € D vérifiant I'égalité £k = kz, 'ensemble K
des éléments k satisfait a zH =Kz, ce qui achéve d’établir le lemme.

Il en résulte immédiatement que, pour toute famille { H, }, ¢ o de sous-ensembles
de D, on a TU,,“: ([NTHm (?), d’ou I'on déduit la propriété suivante :

rEA aEA

Prorrikte 1. — L’ensemble des transformateurs a droite des différents sous-
ensembles d’un semi-groupe D constitue un treillis complet vis-a-vis de la

(3) Cf. DGI, p. 45.

(*) Ceci n’a de sens que si ce sous-ensemble est non vide; nous le supposons implicitement.
Cette remarque est valable pour tous les sous-ensembles particaliers introduits plus loin.

(®) Clest-a-dire tel que, si 'on a zy €Z, on ait z€Z > yeZ. Cf. DGI, p. 16.

(%) C'est-a-dire tel que 'on ait zy €Z, z3€Z, tz€Z=>tyeZ. Cf. DGI, p. g.

(?) C'est-a-dire tel que : a. en désignant par Z.-z l'ensemble des éléments w vérifiant zueZ,
et par Z-.z 'ensemble des éléments ¢ vérifiant vz €Z, on ait Z..x =g & Z'.x = ¢; b. en désignant
par Rz l'équivalence x =9~(Rz) & Z'.x = Z."y, et par zR l'équivalence z =y (zR) S Z..x = 1"y,
on ait ®z = zR. Cf. DGI, p. 22.

(%) A chaque définition contenant 'expression « & droite », on peut faire correspondre une défi-
nition analogue contenant l’expression « a gauche »; nous ne la formulerons pas en général expli-
citement. Le transformateur 2 gauche de H (ou de a) se note yT (ou ,T).

(°) Les signes 7)) et () sont ceux de l'intersection et de de la réunion au_sens de la théorie des
ensembles.
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relation d’inclusion. Un treillis dual de ce trecllis s’obtient par un J-homo-

morphisme fort (1°) & partir du tredllis complet de tous les sous-ensembles
deD.

En effet, on vient de voir que l'intersection (au sens de la théorie des
ensembles) d’une famille quelconque de transformateurs a droite est un transfor-
mateur & droite (éventuellement I’ensemble vide). D’autre part, D est un
transformateur a droite qui contient tous les autres. Par suite, Iensemble des
transformateurs a droite est un treillis complet vis-a-vis de la relation d’inclu-
sion (*1). Le reste de la propriété résulte immédiatement de la formule

Tyn, = () To=-

rEA aEA

Ce qui précede entraine en particulier que, pour deux complexes H, et H.
vérifiant H; CH,, ona Ty 2T,..

Définition 3 (1?). — Nous appelons intérieur & droite d’un semi-groupe D, et
nous notons L4, le transformateur a droite Tp. Nous appelons intérieur d'un
semi-groupe D, et nous notons I, l'intersection de l'intérieur & droite I, et de
Pintérieur a gauche I.

Définition 4. — Etant donné un élément z€l,, nous appelons endomor-
phisme intérieur de premiére catégorie associé a x, et nous notons a., 'appli-
cation (biunivoque) de D dans D définie par a,(a) =05 si l'on a za = bz. De
méme, étant donné un élément z €I, nous appelons endomorphisme intérieur
de deuxieme catégorie associé a x, et nous notons 3,, 'application (biunivoque)
de D dans D définie par B.(a) =05 sil'on a 2b = ax. Si z est élément de I, les
endomorphismes intérieurs de premitre et de deuxi®me catégories qui lui sont
associés sont deux automorphismes de D, inverses I'un de I'autre, que nous appe-
lons automorphismes intérieurs de premiére et de deuxieme catégories (1*).
Chacun de ces automorphismes détermine d’une maniére évidente un automor-
phisme dans I'ensemble E des complexes de D ayant une puissance déterminée w
(évidemment inféricure ou égale a la puissance & de D). De plus, il détermine
dans ’ensemble E* des parties de D un automorphisme qui est un automorphisme
de la structure de treillis complet de E* et un automorphisme de sa structure
de demi-groupe et, par suite, un automorphisme de sa structure de gerbier
résidué (13).

(1°) Pour la définition, ¢f.. M. L. DuBreiL-Jacoriy, L. Lesicur et R. Croisor, Lecons sur la théorie
des treillis, des structures algébriques ordonnées et des treillis géométriques, Gauthier-Villars,
1953, 17 partie, chap. IV, § 1, p. 47.

(') Cf. M. L. DuBreiL-Jacotin, L. Lesieur et R. Croisor, loc. cit., th. 1, 1* partie, chap. III, § 2,
p. 35.

(1?) Cf. DGI, p. 46.

(') On sait que 'ensemble E* des parties d’'un demi-groupe D est un treillis complet (vis-3-vis
de la relation d’inclusion) muni d’une multiplication associative (définie comme la multiplication
classique des complexes, en convenant de plus que 'on a, pour tout A€E*, Ag = gA = d); cette
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On sait que (Cf. DGI, p. 47) Uintérieur 1 (?) de D est un sous-semi-groupe
contenant le centre L.
Pour préciser les propriétés de I, nous utiliserons quelques lemmes.

Lexye 2. — On a les implications :

zyeT,=3Ju avec uzr=uzy,
zye€,T=3Jv avec yv=uzy.

En particulier, l'existence de u et v est assurée st U'on a xy €ly, celle de v
sil'on axyelg, celledeuetvsilonazyel.

En effet, de zy € Ty, on déduit I'existence de u vérifiant I'égalité xyy — uzy,
donc aussi I'égalité zy = ux, puisque D est simplifiable a droite. De méme,
de zy €,T, on déduit 'existence de ¢ vérifiant 1'égalité zzy — zyv, donc aussi
Pégalité xy = yv, puisque D est simplifiable a gauche.

Lexxe 3. — En présence de la relation xy €14, la relation x € 1, entraine la
relation y €1y, la rclation y € I, entraine la relation x € 1, et ’on a, selon le
cas

ay= Brazy, Uy = Ay By

En effet, en présence de I'égalité xyc = axy, les égalités b = ax et yc = by
sont équivalentes. Donc, sil'on a a la fois zy € I, et z €I, a tout élément c €D,
on peut faire correspondre successivement @ et b vérifiant ces égalités; il en
résulte que l'on a aussi y € I avec «y=Prary. De méme, si 'on a a la
fois zy €I, et y €I, a toul ¢élément b €D, on peut faire correspondre succes-
sivement ¢ et a vérifiant ces égalités; il en résulte que P'on a aussi zel,
avec ap= azyPy.

Par symétrie, on a le lemme suivant :

Lemve 3. -— En présence de la relation yx €l,, la relation zel,
entraine y €lg, la relation y €1, entraine x €15 et U'on a, selon le cas,

By=aubye,  Bo=Byes

Lewme 4. — Les relations xy €1y, xz €1y, tz €l entrainent ty €l et l'on «
Gy == Gz Bz Ly

En effet, les hypothéses impliquent qu'a tout élément €D, on peut faire
correspondre successivement b, ¢, d tels que lon ait les égalités xya = bzy,
xzc = bz, tzc = dts. D’apres le lemme 2, la relation zy €1, entraine Pexistence

multiplication est distributive par rapport & la réunion et, par suite, E* est un gerbier (& élément
zéro) et ce gerbier est résidué (Cf. P. Dubreil, Bull. Soc. Math., p. 289-306, en particulier p. 291).

Les automorphismes intérieurs de premiére et de deuxiéme catégories d’un semi-groupe sont
introduits dans DGI, p. 47.
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d’un élément u vérifiant l'égalité uz = zy. D’autre part, la relation zze€l,
entraine l'existence d'un élément ¢ vérifiant 'égalité wzrz — zz¢, d’od l'on
déduit zz0 = zyz et 30 = yz. Il en résulte qu’on peut écrire successivement :

zya = bux, zyaz = buxz = bxzv = xzcv,  yazs = zcv,

tyaz = tzcv = dtzv = dtyz, tya = dty,

ce qui établit la relation

tye Iq avec ary = &z Bz Ay

Par symétrie, on a le lemme suivant :

Lewxe 4. — Les relations yx €l,, sz €1y, st €1y entrainent ytel; et l'on a

pyt = Bztozn ﬁy.r-

Tukorkme 1. — L'intérieur 1 (*) d’un semi-groupe D est un sous-semi-groupe
unitaire, contenant le centre L de D et il est conservé (1*) par tout automor-
phisme y de D. De plus, 1 est fort, réversible (*3) et équirésiduel (1°).

On a déja rappelé que I est un sous-semi-groupe contenant Z. Si I'on trans-
forme D par un automorphisme vy, le transformé y (2) d’un élément z de I appar-
tient ausst a I; en effet, puisque la relation xa — bz permet de déterminer b
(ou @) lorsque a (ou &) est un élément quelconque de D, la relation y(z)a'=b'y(z)
permet de déterminer &' (ou a') lorsque o’ (ou &') est un élément quelconque
de D; ceci montre qu'on a y (I) €I, d’ou I'on déduit y (I) = I par la considération
de l'automorphisme inverse y~'. Les lemmes 3 et 3' montrent que les rela-
tions zy €l et z €l (ou y €l) entrainent y €I (ou x €l), c’est-a-dire que I est
unitaire.

De plus, les lemmes 4 et 4 montrent que les relations zy €l, zz€l, tzel
entrainent ty €I, c’est-a-dire que I est fort. D’autre part, quels que soient les
éléments z €1, y €1, on a zy €I puisque I est un sous-semi-groupe ; du lemme 2,
résulte alors l'existence de deux éléments u et ¢ vérifiant les égalités uz = zy
et xzy = yv; I étant unitaire, on a u €l et v €1I; par suite, I est réversible. Enfin,
si I'on a .-z 3£ @, il existe y tel que I'on ait zy €1, d’ou 'on déduit, d’apres le
lemme 2, I'existence de u vérifiant I'égalité uz = zy; cette égalité entraine uz €1,
et par conséquent, [*.z 5% J; on montre de méme que I'.z 7= @ implique L.z £ G;
donc I est équirésiduel.

Remarque 1. — On aurait pu montrer que I est fort, sans utiliser les
lemmes 4 et 4, en appliquant le théoréme 39 @ de DGI.

() C’est-d-dire tel que I'on ait y (I)=1.

(%) Cest-a-dire tel que, quels que soient z€l, y€l, il existe a€l, bel vérifiant I'égalité az = by
et il existe cel, del vérifiant I'égalité zc = yd. Cf. DGI, p. 34.

(1%) C’est-d-dire qu’il vérifie la propriété a de la note (7). Cf. DGI, p. 8.
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Remarque 2. — I n'est pas nécessairement stable (17) (donc pas nécessairement cen-
tral (17), d’aprés le théoréme 34 de DGI), ni symétrique. Pour le montrer, il suffit de
s’assurer que I ne vérifie pas nécessairement la condition pour qu'un complexe d’un’ demi-
groupe soit classe d’au moins une congruence définie dans le demi-groupe ('8). En effet, si I,
sous-semi-groupe réversible, unitaire était stable, il serait classe de la congruence Z;=i%
définie dans D (DGI, th. 31 et 33); si I, sous-semi-groupe fort, unitaire était symétrique,
il serait classe de la congruence ®R;= R définie dans D (DGI, th. 3 et 16). Considérons
alors ’exemple suivant :

Ezemple 1. — Soit le semi-groupe a trois générateurs I, m, n, avec les relations définis-
santes Im = nl, In = ml, mn = nm. Ses éléments peuvent étre mis d’'une maniére unique
sous la forme /AmunVsi I'on prend pour X, u, v, des entiers positifs ou nuls non tous nuls
[et si Pon convient qu'affecter un générateur de 'exposant o équivaut & ne pas 'écrire (19)],
le produit de D minv et NMmw'nv' étant égal & DN mutpipvty' si ) est pair et a
D0 v+ pu+v' 5i )’ est impair (20). On voit que I est le sous-semi-groupe (I, mn) engendré
par les éléments I et mn. Il ne vérifie pas la condition («) car on a

mIn\ £ 0 (m*n*=m(mn)nemln et m*ntel)
et l'on a
mIng I (minemln et min = In?4T).

('") Un sous-demi-groupe I d’un demi-groupe est dit stable si : a. il est réversible; b. en dési-
gnant par 2] I'équivalence z =y (51.‘{)(:)3 ael et bel vérifiant 'égalité az = by, et par 12 I'équi-
valence z =y (12) &> Ja€l et bel vérifiant ’égalité za = yb, on a £1=12. 1l est dit central si
I'on a Id = dI pour tout deD. Cf. DGI, p. fo.

(1%) Cette condition est la suivante, I étant le complexe envisagé du demi-groupe D : (a). Pour
tout complexe C de I'une des formes Iz, yI ou ylz (z et y étant des éléments quelconque de D),
on a

CAI#@0=CCL

Cf. M. Teissier, C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951, p. 1987-198y, ou M. L. DuBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR
et R. Crorsor, loc. cit., 2* partie, chap. III, § 4, p. 185.

(1%) Cette convention, utilisée aussi dans d’autres exemples, ne sera pas rappelée plus loin.

(*°) La plupart des semi-groupes des exemples donnés sont obtenus & partir d’'un semi-groupe
auxiliaire L entre les éléments duquel on impose des relations; souvent, L est le semi-groupe
libre, ensemble des mots formés a l'aide d’une famille {g, }aex de générateurs auxquels on impose
des relations appelées relations définissantes. D'une fagon rigoureuse, un tel semi-groupe S est le
semi-groupe quotient de L par une équivalence 3 qui est la plus fine de toutes les équivalences
réguliéres et simplifiables pour lesquelles les deux membres de chacune des relations imposées
sont équivalents. Dans le cas géncral, il est impossible de caractériser d’une maniére constructive
I’équivalence S et, par suite, de délerminer S.

Dans chacun des cas particuliers considérés dans les exemples, je procéde de la facon suivante.
Je définis dans L une relation d’équivalence 8, certainement plus fine que $, pour laquelle je peux
déterminer si 'on a ou non 6 = 5 (le but A atteindre étant évidemment de choisir 6 de maniére
qu’elle conicide avec , j'astreins les deux membres de chaque relation imposée a appartenir a la
méme classe de L modulo &). Pour savoir si 'on a bien 6 = &, je choisis, dans chaque classe de L

modulo &, un représentant (je désigne par z le représentant de la classe contenant z€L) et je

définis dans I'ensemble G = { z | de ces représentants une opération, notée ici, par z.y = z y. Si
& coincide avec S, G est isomorphe au semi-groupe S cherché; les deux propriétés suivantes sont

alors vérifiées : a. Quels que soient z€ L, y €L, on a z ¥ = zy; b. G est simplifiable (2 gauche et
a droite). Ces deux proprié¢fés sont caractéristiques; si elles sont vérifiées, d’aprés a, I'équivalence &
est réguliére et G est isomorphe au demi-groupe quotient de L par &; G étant de plus simplifiable,
& est simplifiable, et puisque les deux membres de chacune des relations imposées sont équivalents
modulo &, & est moins fine que 3 et coincide donc avec . Pratiquement, je détermine les repré-
sentants z en utilisant au maximum les relations imposées et le fait que & doit étre réguliére et
simplifiable pour coincider avec ; je forme alors la table de multiplication de G et je vérifie aetb.
Pour chacun des exemples utilisés, j'indique ’ensemble des représentants z et le plus souvent, la
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Remarque 3. — Iy, qui est évidemment un sous-demi-groupe conservé par tout automor-
phisme de D, n’est pas nécessairement unitaire comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 2. — Soit le semi-groupe a trois générateurs /, m, n avec les relations définis-
santes ml = I*m, nl>= In, mn = nm. Ses éléments peuvent étre mis d’'une maniére unique
sous la forme n¥Z*m si I'on prend pour X, u, v des entiers positifs ou nuls non tous nuls,
la loi de composition étant donnée par nY{mun¥' M mi = nv+v' 12"A 20 mp+u’. On voit
que I est le sous-semi-groupe commutatif { nvmw}y_y. On a donc mnely, mely, n&ly
et I; n’est pas unitaire.

Définition 5. — Nous dirons qu’'un élément b€ D est un élément conjugué
& droite d’un élément ae€D ¢'il existe x €l tel que P'on ait xa = bz [cest-
a-dire &, (a)=b]; nous dirons qu'un complexe K €D est un complexe conjugué
@ droite d'un complexe HC D s’il existe z €1 tel que I'on ait zH = Kz [c’est-
a-dire a;(H) =1K]; nous étendrons cette définition au cas ot H et K sont des
sous-ensembles quelconques, éventuellement vides (le seul sous-ensemble
conjugué a droite de @ est @ lui-méme).

Définition 6. — Nous appelons relation de conjugaison (définie dans D)
la relation suivante, notée C :

aCb & T'élément b est un ¢élément conjugué a droite de I'élément «; nous
appelons relation de conjugaison (définie dans ’ensemble E; des complexes
de D ayant une puissance déterminée 7) la relation suivante, notée C; :

HC.K < le complexe K est un complexe conjugué a droite du complexe H;
nous appelons relation de conjugaison (définie dans I’ensemble E* des parties
de D) la relation suivante, notée C* :

AC'B < le sous-ensemble B est un sous-ensemble conjugué a droite du sous-
ensemble A.

Définition 7. — Nous appelons relation d’équiconjugaison a droite d’un
élément a€D (ou d’un complexe HCD) la relation suivante, notée p, (ou py).
définie dans le transformateur a droite de @ (ouwde H) :

Zpuy & az(a)=ay(a) [ou zpny & ax(H) = «,(H)].

La relation p, (ou py) est ¢videmment une relation d’équivalence (2!).

Définition 8. — Le normalisateur d'un complexe HC D, que nous notons Ny,
est ensemble des ¢léments z € D qui sont permutables avec H, c’est-a-dire tels
que l'on ait égalité zH = Hz.

Le centralisateur d’un complexe HCD, que nous notons Cy, est I'ensemble
des éléments z € D qui sont permutables avec chaque élément de H, c’est-a-dire
tels que Pon ait les égalités zh = hz pour tout A€ H. C'est un sous-ensemble
de Ty et de ,T.

loi de composition dans G (sauf si cette derniére s’exprime d’une facon compliquée et est sans
intérét pour le but a atteindre); je ne doone pas le détail des vérifications.
(1) La relation d’¢quicopjugaison & gauche d’un ¢lément @ (ou d’un complexe H) se note p

uf
( ou u? ).
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Si le complexe H contient un seul élément @, son normalisateur coincide avec
son centralisateur et nous le notons simplement N,,.

Remarquons que l'intérieur I de D n’est pas autre chose que N, et que le centre Z
de D n’est pas autre chose que Gy,

Définition 9. — Le normalisateur (réduit le centralisateur réduit) d’un
complexe HC D est lintersection, au sens de la théorie des ensembles, de I'inté-
rieur I de D et du normaliseur Ny (du centralisateur Cy) de H; nous le
notons My (By).

Si le complexe H contient un seul élément @, son normalisateur réduit coincide
avec son centraliseur réduit et nous le notons simplement M, (2?).

Le centraliseur (le centraliseur réduit) d’un complexe est l'intersection des
normalisateurs (des normalisateurs réduits) de ses différents éléments. I en
résulte que la propriété 1 est valable si 'on remplace « transformateur a droite »
par « centralisateur » ou « centraliseur réduit » (en convenant de poser Cy =D).

Proeriers 2. — Le normalisateur Ny (*) d'un complexe H d'un semi-
groupe D est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre 7 de D.

Le sous-ensemble Ny de D est un sous-semi-groupe de D car xH=Hz
etyH=Hy entrainent zyH=xHy = Hazy.

Ce sous semi-groupe est unitaire car : a. zH = Hz et 2y H = Hzy entrainent
zyH=zHy, dod yH=Hy, daprés la régle de simplification a gauche;
b. zH =Hz et yzH = Hyz entrainent y Hx = Hyz, d’o0 y H=Hy, d’apres la
reégle de simplification a droite.

D’autre part, on a évidemment Ny 2 Z.

CoroLLsire 1. = Le normalisateur N, d’'un élément a d’'un semi-groupe D
est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre L de D.

CorovrLaire 2. — Le centralisateur Cy (*) d’'un complexe H d'un semi-groupe D
est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

Ceci résulte immédiatement du fait que l'intersection d’une famille de sous-
semi-groupes unitaires est un sous-semi-groupe unitaire (si elle n’est pas vide).

Lexxe 3. — Tout sous-semi-groupe unitaire de 1 est réversible, équirésiduel
dans D et équirésiduel dans I.

Soit S un sous-semi-groupe de I, unitaire [dans I (2*)]. Montrons que S est
réversible : soient z€S, y€S; de z€l, résulte P'existence de u €D vérifiant
Pégalité uz =zy et, de y €I, résulte I'existence de v € D vérifiant 'égalité yo — zy;
I étant unitaire dans D, on a u €I, v €I; S étant un semi-groupe, on a zy €8S, et,
puisque ce semi-groupe est unitaire dans I, on a u€S. v€S; par suite, S est
réversible.

(2*) Naturellement, les notions de normalisateur et de centraliseur sont des notions bilatérales et
il n’y a pas lieu d’attribuer un sens aux notations telles que uN ou nC.

(®) A priori, la propriété « unitaire dans I » est plus faible que la propriété «unitaire dans D ».
Eu fait, ces deux propriélés sont équivalentes parce que I est unitaire dans D.
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S est équirésiduel dans D : en effet, supposons que, pour z €D, il existe y €D
tel que 'on ait zy €S; de zy €1, résulte, d’apres le lemme 2, 'existence de u € D
vérifiant 1'égalité uz ==y, d’od I'on déduit uxz €S; par conséquent, S:.z2 =0
entraine S.-z = J; on montre de méme queS. z = entraine S:.z =0 ; d’'oula
propriété. De plus, si I'on a xe€l, de 2y €l, résulte, puisque I est unitaire
dans D, yel et uel, ce qui prouve que S est équirésiduel dans I, compte-tenu
de la remarque symétrique.

TuroreMe 2. — Dans un semi-groupe, le normalisateur réduit d’un élément
ou d'un complexe et le centraliseur réduit d'un complexe (*) sont des sous-
semi-groupes unitaires contenant le centre. Ils sont forts, réversibles et équi-
résiduels; de plus, ils sont équirésiduels dans Uintérieur du semi-groupe ().

Soit D un semi-groupe, I son intérieur et Z son centre. Montrons que le norma-
lisateur réduit d’un complexe H C D est un sous-semi-groupe unitaire contenantZ et
qu’il est fort : My, intersection de I et du normalisateur Ny qui sont des sous-semi-
groupes unitaires contenant Z(th. 1 et propr. 1) est un sous-semi-groupe conte-
nant Z; si zy, zz, tz sont des éléments de My= Ny N\ I, d’apres les lemmes 4 et 4/,
onaty €I; d’autre part, d’apres le lemme 4, on a alors o, (H) = a,-8,.a., (H) =H,
d’ot ty € Ny; par suite, on a ty € My et My, est fort.

En particulier, le normalisateur réduit d’'un élément @ €D est un sous-semi-
groupe unitaire contenant Z et il est fort. Il en est de méme du centraliseur réduit
d’un complexe HC D puisque toutes ces propriétés se conservent par intersection
des sous-ensembles.

Le reste du théoréme 2 est conséquence immédiate du lemme 5.

Remarque 1. — Le normalisateur d’un élément @ d’un semi-groupe D n’est
Jamais vide car il contient a; pour la méme raison, le normalisateur réduit de a
n'est pas vide si @ appartient a 'intérieur.

Un cas ou le normalisateur et le centralisateur réduits de chaque complexe de D
sont non vides est celui ol le centre dé D est non vide; il en est ainsi, en parti-
culier, si D posséde un élément unité.

Remarque 2. — On aurait pu montrer que le normalisateur etle centralisateur
réduits d'un complexe sont forts en appliquant le théoréme 39a de DGI.

Remarque 3. — Le normalisateur réduit d’un élément (4 plus forte raison le normali-
sateur réduit ou le centralisateur réduit d’'un complexe) n’est pas nécessairement stable ni
symétrigue, méme seulement dans I. L’exemple suivant montre en effet qu’il ne vérifie pas
toujours la condition («) (¢f. la remarque 2 qui suit le théoréme 1) :

Exzemple 3. — Soit le semi-groupe S a trois générateurs I/, m, n, avec les relations défi-
nissantes ml = I2m, mi®> = lm, nl*> = Iln, nl=102n, mn = nm; il posséde un élément unité 73

(%) Le fait qu'’ils sont forts dans le semi-groupe entraine évidemment qu'ils sont forts dans n’im-
porte quel sous-semi-groupe les contenant, en particulier dans l'intérieur.






