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AUTOMORPHISMES INTÉRIEURS D'UN SEMI-GROUPE;

PAR R. CROISOT,
à Besançon.

INTRODUCTION.

Les automorphismes intérieurs d'un semi-groupe ont été définis par
P. Dubreil (1). Bien qu'ils n'existent que si V intérieur du semi-groupe est non
vide, leur étude peut avoir une portée générale car j'ai montré ( 2 ) qu'étant donné
un semi-groupe D, on peut le plonger dans un semi-groupe R tel que tout auto-
morphisme de D soit induit sur D par un automorphisme intérieur de K. Ce
travail a été divisé en quatre parties.

Dans le paragraphe I, je rappelle un certain nombre de définitions données par
P. Dubreil et j'introduis le concept d'élément ou de sous-ensemble conjuguée à
droite ou à gauche, d'un élément ou d'un sous ensemble d'un semi-groupe
(défin. 5), concept auquel se rattachent des relations importantes : relations de
conjugaison définies dans le semi-groupe ou dans un ensemble de parties du
semi-groupe (défîn. 6), relations d^équiconjugaison attachées à un élément ou à
un complexe et définies en particulier dans l'intérieur du semi-groupe (défîn. 7).
D'autre part, je définis certains sous-ensembles particuliers, notamment le norma-
lisateur (défîn. 8) et le normalisateur réduit (défîn. 9) d'un élément ou d'un
complexe, en vue de leur utilisation pour l'étude des relations précédentes. Afin
d'éviter que ce paragraphe se réduise à une suite fastidieuse de définitions, j'y
étudie quelques propriétés des différents sous-ensembles introduits, en parti-
culier de Vintérieur (th. 4 ) et du normalisateur réduit d'un élément ou d'un
complexe (th. 2); ces propriétés facilitent la détermination effective de ces sous-
ensembles et certaines d'entre elles sont utilisées dans les paragraphes suivants;
des contre-exemple sont destinés à montrer la fausseté de certains résultats qui
apparaissaient comme vraisemblables.

Le paragraphe II contient l'étude des relations de conjugaison. Dans un groupe,
la relation de conjugaison (au sens de la définition G) est toujours une équiva-
lence parce que les automorphismes intérieurs d'un groupe forment un groupe ;
au contraire, dans un semi-groupe, d'une part, elle n'est pas nécessairement une

( 1 ) P. DUBREIL, Contribution à la théorie des demi-groupes (Mém. Acad. Se. Inst. France,
t. 63, IQ^I, p. i-52). Je cite ici ce mémoire par DGI.

( 2 ) R. CROISOT, Holomorphies d'un semi-groupe (C. Fî. Acad. Se., t. °°7, IQ.̂  P. n34) et Autre
généralisation de l'holomorphie dans un semi-groupe (C. R. Acad. Se., t. 227, 1948, p. IIQÔ).
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équivalence, d'autre part, elle peut être une équivalence sans que les automor-
phismes intérieurs (de première catégorie) forment un groupe. Je donne des
conditions nécessaires et suffisantes pour que cette relation (toujours transitive)
soit réflexive ou symétrique et des conditions nécessaires et suffisantes pour que
sa fermeture symétrique soit réflexive ou transitive et je compare ces conditions
à des propriétés de l'ensemble des automorphismes intérieurs de première caté-
gorie et de l'ensemble des automorphismes intérieurs des deux catégories (th. 3).
J'ébauche ensuite une étude plus générale, celle de l'interdépendance des pro-
priétés des différentes relations de conjugaison définies dans chacun des ensembles
de complexes ayant même puissance.

Les relations d'équiconjugaison (à droite ou à gauche), qui sont des équiva-
lences définies dans l'intérieur du semi-groupe considéré, font l'objet du para-
graphe III. Dans un groupe, la relation p^ d^équiconjugaison à droite d'un
complexe H (au sens de la définition 7) est régulière à gauche et simplifiable à
gauche et ses classes correspondent biunivoquement aux différents complexes
conjugués de H; ces résultats subsistent dans un semi-groupe (th. 4 et 5). Dans
un groupe, pu est complètement déterminée par le normalisateur de H; par
contre, dans un semi-groupe, des équivalences pu peuvent être distinctes tandis
que les normalisateurs réduits Mu sont les mêmes (ex. H) ; toutefois, je précise
un cas où Mu suffit à déterminer pu (th. 6). Une grande partie de ce paragraphe
est consacrée à l'étude comparée de l'équivalence d'équiconjugaison à droite pu et
de l'équivalence d'équiconjugaison à gauche np- On voit facilement que, dans un
groupe, les propriétés suivantes sont équivalentes : pu est régulière et simpli-
fîable, np est régulière et simplifîable, PH==HPÎ elles le sont encore dans un semi-
groupe (th. 10). Mais, de plus, dans un groupe, la régularité et la simplifîabilité
d'une relation d'équivalence étant vérifiées simultanément, pour que les pro-
priétés précédentes aient lieu, il suffit que des propriétés d'apparence plus faible
soient vraies, par exemple : pu est régulière, pn^HP? dans un semi-groupe, ces
propriétés peuvent éclater (ex. 12 et 43), mais il reste néanmoins un certain
nombre de résultats intéressants, tel que le suivant : P(( est régulière si et seulement
si np est simplifiable (propr. 19 et th. 8); d'ailleurs, j'indique un cas où le com-
portement de pu etijp est exactement le même que dans un groupe (th. 12). Il est à
remarquer que des résultats qui ne seraient, dans les groupes, que des tautologies
peuvent fort bien subsiter dans les semi-groupes et cesser d'être triviaux; il en
est ainsi du théorème 11 qui affirme en particulier que, si l'intérieur d'un semi-
groupe est commutatif( sans qu'il en soit nécessairement de même du semi-groupe ),
o n a p n = H p .

Le paragraphe IV introduit et étudie d'une façon sommaire la notion à^auto-
morphisme intérieur généralisé qui coiffe celle d'automorphisme intérieur de
première catégorie et d'automorphisme intérieur de deuxième catégorie. Cette
notion présente un intérêt du fait que les automorphismes intérieurs généralisés
d'un semi-groupe formeut un groupe (th. 13) qui peut être plus riche que le
groupe engendré par les automorphismes intérieurs de première catégorie (et de
deuxième catégorie) (ex. 14). Malheureusement, ces automorphismes sont d'un
maniement compliqué.
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I. — Définitions générales et propriétés préliminaires.

Nous considérons un semi-groupe D, c'est-à-dire un ensemble muni d'une
opération (binaire, univoque et partout définie) associative et simplifiable des
deux côtés.

Définition i (3). — Le centre de D, que nous notons Z, est l'ensemble des
éléments de D permutables avec chaque élément de D.

On sait que (cf. DGI, th. 42) le centre Z (4) de D est un sous-semi-groupe
unitaire ( ° ), fort (6 ) et symétrique (7 ).

Définition 2. — Nous appelons transformateur à droite d'un complexe H C D,
et nous notons TH, l'ensemble des éléments xçD pour lesquels il existe un
complexe K vérifiant l'égalité xïl == Ka*. Si H se réduit à un seul élément a, nous
dirons, par abus de langage, que T^ est le transformateur à droite de a et nous le
noterons simplement Ta (8) ' Nous conviendrons de plus que D est le transforma-
teur à droite de la partie vide de D.

LEMME 1 . —Le transformateur à droite d^un complexe est l^ intersection des
transformateurs à droite de ses éléments.

En effet, si l'on a xîï= Kx, pour tout À e H , il existe / r c K C D tel que l'on
ait xh == kx. Donc le transformateur à droite d'un complexe est contenu dans
le transformateur à droite de chacun de ses éléments. Réciproquement, si x est
tel que, pour tout A € H, il existe A- € D vérifiant l'égalité xh •===. kx^ l'ensemble R
des éléments k satisfait à xït = R.y, ce qui achève d'établir le lemme.

Il en résulte immédiatement que, pour toute famille { Ha}ae<a. ae sous-ensembles

de D, on a Tnj^= /T^^ ( 9 ) ^ d'où l'on déduit la propriété suivante :
^a a€a

PROPRIÉTÉ 1. —U ensemble des transformateurs à droite des différents sous-
ensembles d^un semi-groupe D constitue un treillis complet vis-à-vis de la

(3) Cf. DGI, p. 45.
( A ) Ceci n'a de sens que si ce sous-ensemble est non vide; nous le supposons implicitement.

Cette remarque est valable pour tous les sous-ensembles particuliers introduits plus loin.
( s ) C'est-à-dire tel que, si l'on a ayeZ, on ait xçZ<=>yçZ. Cf. DGI, p. 16.
( s ) C'est-à-dire tel que l'on ait ayeZ, a*^€Z, tzeZ=>tyçZ. Cf. DGI, p. 9.
( ' ' ) C'est-à-dire tel que : a. en désignant par Z.'x l'ensemble des éléments u vérifiant a-aeZ,

et par Z'.x l'ensemble des éléments v vérifiant vxç.Z, on ait Z.'x =^<=>Z'.a' =0; b. en désignant
par <%z l'équivalence .r^y-(dlz) <=> Z-.x = Z.-y, et par z^ l'équivalence x ==y (z^)<==> Z.'.r = Z-.y,
on ait (RZ = z^. Cf. DGI, p. 22.

( 9 ) A chaque définition contenant l'expression « à droite », on peut faire correspondre une défi-
nition analogue contenant l'expression « à gauche »; nous ne la formulerons pas en général expli-
citement. Le transformateur à gauche de H (ou de a) se note nT (ou /T).

( 9 ) Les signes ,f^ et '̂  sont ceux de l'intersection et de de la réunion aujsens de la théorie des
ensembles.
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relation d'inclusion. Un treillis dual de ce treillis s'obtient par un \j-homo-
morphisme fort (10) à partir du treillis complet de tous les sous-ensembles
deD.

En effet, on vient de voir que l'intersection (au sens de la théorie des
ensembles) d'une famille quelconque de transformateurs à droite est un transfor-
mateur à droite (éventuellement l'ensemble vide). D'autre part, D est un
transformateur à droite qui contient tous les autres. Par suite, l'ensemble des
transformateurs à droite est un treillis complet vis-à-vis de la relation d'inclu-
sion (11 ). Le reste de la propriété résulte immédiatement de la formule

TVH.=HTH,
a€^ aea

Ce qui précède entraîne en particulier que, pour deux complexes Hi et H.»
vérifiant Hi C IL, on a T^ 3 T,,,.

Définition 3 (1J). — Nous appelons intérieur à droite d'un semi-groupe D, et
nous notons 1^, le transformateur à droite T]). Nous appelons intérieur d'un
semi-groupe D, et nous notons I, l'intersection de l'intérieur à droite Ici et de
l'intérieur à gauche î^.

Définition 4. — Étant donné un élément xçici, nous appelons endomor-
phisme intérieur de première catégorie associé à a", et nous notons a.r, l'appli-
cation (biunivoque) de D dans D définie par a.,.(a) = b si l'on a xa •==. bx. De
même, étant donné un élément xç.\g^ nous appelons endomorphisme intérieur
de deuxième catégorie associé à x^ et nous notons (âa., l'application (biunivoque)
de D dans D définie par ^x(a) = b si l'on a xb == ax. Si x est élément de I, les
endomorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories qui lui sont
associés sont deux automorphismes de D, inverses l'un de l'autre, que nous appe-
lons automorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories ( i 3).
Chacun de ces automorphismes détermine d'une manière évidente un automor-
phisme dans l'ensemble E^ des complexes de D ayant une puissance déterminée T:
(évidemment inférieure ou égale à la puissance ô de D). De plus, il détermine
dans l'ensemble E* des parties de D un automorphisme qui est un automorphisme
de la structure de treillis complet de E* et un automorphisme de sa structure
de demi-groupe et, par suite, un automorphisme de sa structure de gerbier
résidué (13).

(1 0) Pour la définition, cf. M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUB et R. CROISOT, Leçons sur la théorie
des treillis, des structures algébriques ordonnées et des treillis géométriques, Gauthier-Villars,
ig53, i" partie, chap. IV, § 1, p. 47.

( 1 1 ) Cf. M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR et R. CROISOT, loc. cit., th. 1, i" partie, chap. III, § 2,
p. 35.

( 1 2 ) Cf. DGI, p. 46.
C3) On sait que l'ensemble E* des parties d'un demi-groupe D est un treillis complet (vis-à-vis

de la relation d^inclusion) muni d'une multiplication associative (définie comme la multiplication
classique des complexes, en convenant de plus que l'on a, pour tout A€E*, A0 == 0A = 0); cette
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On sait que (Cf. DGI, p. 47) l^ intérieur 1 (2 ) o?<? D est un sous-semi-groupe
contenant le centre Z.

Pour préciser les propriétés de I, nous utiliserons quelques lemmes.

LEMME 2. — On a les implications :

xy € Ty==> 3 u avec ux ==. xy,
xy e .z.T => 3 ^ avec yv -==. xy.

En particulier^ V existence de u et v est assurée si Von a xyç. 1^, celle de v
si Von a xy e 1^, celle de u et v si l^on a xy € I.

En effet, de •z'yçTy, on déduit l'existence de u vérifiant l'égalité xyy == uxy^
donc aussi l'égalité xy == ux, puisque D est simplifiable à droite. De même,
de a'yc.rT, on déduit l'existence de v vérifiant l'égalité xxy == xyv^ donc aussi
l'égalité xy ==jv, puisque D est simplifiable à gauche.

LEMME 3. — En présence de la relation xy ç. 1^, la relation x e \g entraîne la
relation yel^, la relation y € Ï g entraîne la relation xç, Ici et l^on a, selon le
cas

ay= p.rû'.ry» a.y == a.-cypy.

En effet, en présence de l'égalité xyc = axy^ les égalités xb = ax et yc = by
sont équivalentes. Donc, si l'on a à la fois xy e \d et x e Lr, à tout élément c € D,
on peut faire correspondre successivement a et b vérifiant ces égalités ; il en
résulte que l'on a aussi y e îci avec o(y== ^.v<x.vy De même, si l'on a a la
fois xyç\d etyel^, à tout élément 6€D, on peut faire correspondre succes-
sivement c et a vérifiant ces égalités ; il en résulte que l'on a aussi x e 1̂
avec a^= a^.(3y.

Par symétrie, on a le lemme suivant :

LEMME 3'. — En présence de la relation yx € \g, la relation x e I,/
entraîne y e I^-, la relation y € ïrf entraîne x e îg et l^on a, selon le cas,

Py==a.rPy.r, ?»x = py-rOy.

LEMME 4. — Le^ relations xy e 1^, .ẑ  € 1^, ̂  € Id entraînent ty e I,/ ̂  ^'0/1 a

afr== a^P^^r.

En effet, les hypothèses impliquent qu'à tout élément aeD, on peut faire
correspondre successivement ^, c, à? tels que l'on ait les égalités xya=bxy^
xzc == bxz^ tzc == dtz. D'après le lemme 2, la relation xy € ïci entraîne l'existence

multiplication est distributive par rapport à la réunion et, par suite, E* est un gerbier (à élément
zéro) et ce gerbier est résidué ( Cf. P. Dubreil, Bull. Soc. Math.^ p. 289-806, en particulier p. 291).

Les automorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories d'un semi-groupe sont
introduits dans DGI, p. 4?-



d'un élément u vérifiant l'égalité ux^=xy. D'autre part, la relation xzçly
entraîne l'existence d'un élément v vérifiant l'égalité uxz == xzv^ d'où l'on
déduit xzv == xyz et zv = yz . Il en résulte qu'on peut écrire successivement :

xya == bux, xyaz == buxz == bxzv == xzcv^ yaz = zcv,

tyaz = tzcv = dtzv = dtyz, tya = dty^

ce qui établit la relation
ty € Irf avec a^. = a^ R.̂  a y,..

Par symétrie, on a le lemme suivant :

LEMME A'. — Les relations yx € 1 ,̂ zx e 1^, -^ € 1̂  entraînent yt € ï^ (^ ^'o/i a

P^==P^a^p,^.

THÉORÈME 1. — L'intérieur 1 ('•) d^un semi-groupe D ̂  un sous-semi-groupe
unitaire^ contenant le centre TA de D et il est conservé (1 4 ) par tout automor-
phisme y de D. De plus ̂  1 est fort ^ réversible ( 1 5 ) e^ équirésiduel (1 6) .

On a déjà rappelé que 1 est un sous-semi-groupe contenant Z. Si l'on trans-
forme D par un automorphisme y, le transformé y (.2-) d'un élément x de 1 appar-
tient aussi à 1 ; en effet, puisque la relation xa == bx permet de déterminer b
(ou a) lorsque a (ou b) est un élément quelconque de D, la relation ̂  (x) a'= b'^ (x)
permet de déterminer b' (ou a ' ) lorsque a' (ou b ' ) est un élément quelconque
de D; ceci montre qu'on a y (I) C I, d'où l'on déduit y (I) == ï par la considération
de l'automorphisme inverse y--1. Les lemmes 3 et 3' montrent que les rela-
tions xyçï et xeî ( ouyç l ) entraînent y ç. 1 (ou xçï), c'est-à-dire que lest
unitaire.

De plus, les lemmes 4 et 4/ montrent que les relations a?y€l, xz €Ï, tzçî
entraînent tyçï, c'est-à-dire que 1 est fort. D'autre part, quels que soient les
éléments x ç ï ^ y ç ï , on a xy ç. 1 puisque 1 est un sous-semi-groupe ; du lemme 2,
résulte alors l'existence de deux éléments u et v. vérifiant les égalités ux == xy
et xy ==yp; 1 étant unitaire, on a uçî et ^ € I; par suite, 1 est réversible. Enfin,
si l'on a ï . ' x ̂  0, il existe y tel que l'on ait xy cl, d'où l'on déduit, d'après le
lemme 2, l'existence de u vérifiant l'égalité ux=xy, cette égalité entraîne uxçî,
et par conséquent, î'.x-^.0; on montre de même que ï ' . x -^é. 0 implique ï.'x^0;
donc 1 est équirésiduel.

Remarque 1. — On aurait pu montrer que 1 est fort, sans utiliser les
lemmes 4 et 4', en appliquant le théorème 39 a de DGI.

( K ) C'est-à-dire tel que l'on ait y (I) = I.
( l 5) C'est-à-dire tel que, quels que soient .rel,y€l, il existe ael, b 6l vérifiant l'égalité ax=by

et il existe cel, dçï vérifiant l'égalité xc-=.yd. Cf. DGI, p. 34.
(1 B) C'est-à-dire qu'il vérifie la propriété a de la note ( 7 ) . Cf. DGI, p. 8.



— 167 —

Remarque 2. — I n'est pas nécessairement stable. (17) (donc pas nécessairement cen-
tral (17), d'après le théorème 34 de DGI), ni symétrique. Pour le montrer, i l suffît de
s'assurer que 1 ne vérifie pas nécessairement la condition pour qu'un complexe d'un demi-
groupe soit classe d'au moins une congruence définie dans le demi-groupe (18). En effet, si 1,
sous-semi-groupe réversible, unitaire était stable, il serait classe de la congruence ^£1==^
définie dans D (DGI, th. 31 et 33); si I, sous-semi-groupe fort, unitaire était symétrique,
il serait classe de la congruence (^,i==i^. définie dans D (DGI, th. 3 et 46). Considérons
alors l'exemple suivant :

Exemple i. — Soit le semi-groupe à trois générateurs l, m, n, avec les relations définis-
santes Im == ni, In = w/, mn === nm. Ses éléments peuvent être mis d'une manière unique
sous la forme l^m^n^ si l'on prend pour A, (JL, v, des entiers positifs ou nuls non tous nuls
[et si l'on convient qu^ffecter un générateur de l'exposant o équivaut à ne pas l'écrire (19)],
le. produit de l^mV-n^ et l^'mV-'n^ étant égal à ^x/ m^V- '/i^' si A' est pair et à
^-1-A' m'^V-' n^-^' si A" est impair (20). On voit que 1 est le sous-semi-groupe Cl, mn) engendré
par les éléments / et mn. Il ne vérifie pas la condition (a) car on a

mîn(pf\ 1 ^ 0 (m^Ss m{mn}nç, mîn et m^n^ç. I)
et l'on a

mîn $ 1 ( min e min et min = In2 ̂  1 ).

( n ) Un sous-de mi-groupe 1 d'un demi-groupe est dit stable si : a. il est réversible; b. en dési-
gnant par îCi l'équivalence x =y (Œi) <=>3 açï et beï vérifiant l'égalité ax == by, et par iS l'équi-
valence ; r==y(r®)<^>3a€l et beî vérifiant l'égalité xa = yb, on a a'issi'E. Il est dit central si
l'on a \d = dl pour tout û?eD. Cf. DGI, p. 4o.

(18) Cette condition est la suivante, 1 étant le complexe envisagé du demi-groupe D : (a). Pour
tout complexe C de l'une des formes la?, yl ou y\x {x et y étant des éléments quelconque de D),
on a

C^I^0=»CCI .

Cf. M. TEISSIER, C. R. Acad. Se., t. 232, IQÔI , p. 1987-1989, ou M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR
et R. CROISOT, toc. cit., a* partie, chap. III, § 4, p. i85.

( 1 9 ) Cette convention, utilisée aussi dans d'autres exemples, ne sera pas rappelée plus loin.
( î o ) La plupart des semi-groupes des exemples donnés sont obtenus à partir d'un semi-groupe

auxiliaire L entre les éléments duquel on impose des relations; souvent, L est le semi-groupe
libre, ensemble des mots formés à l'aide d'une famille {ff^a.çv. de générateurs auxquels on impose
des relations appelées relations définissantes. D'une façon rigoureuse, un tel semi-groupe S est le
semi-groupe quotient de L par une équivalence S qui est la plus fine de toutes les équivalences
régulières et simplifiables pour lesquelles les deux membres de chacune des relations imposées
sont équivalents. Dans le cas général, il est impossible de caractériser d'une manière constructive
l'équivalence S et, par suite, de déterminer S.

Dans chacun des cas particuliers considérés dans les exemples, je procède de la façon suivante.
Je définis dans L une relation d'équivalence 6, certainement plus fine que \S, pour laquelle je peux
déterminer si l'on a ou non 6 == S (le but à atteindre étant évidemment de choisir 6 de manière
qu'elle conïcide avec ^, j'astreins les deux membres de chaque relation imposée à appartenir à la
même classe de L modulo 6). Pour savoir si l'on a bien 6 = s, je choisis, dans chaque classe de L
modulo 6, un représentant (je désigne par x le représentant de la classe contenant xeL) et je
définis dans l'ensemble G == •; x } de ces représentants une opération, notée ici, par x.y == x y. Si
6 coïncide avec s, G est isomorphe au semi-groupe S cherché; les deux propriétés suivantes sont

alors vérifiées : a. Quels que soient x € L, y € L, on a se y == ~xy\ b. G est simplifiable (à gauche et
à droite). Ces deux pro privés sont caractéristiques; si elles sont vérin^es, d'après CT, l'équivalence ff
est régulière et G est isomorphe au demi-groupe quotient de L par 6, G étant déplus simplifiable,
6 est simplifiable, et puisque les deux membres de chacune des relations imposées sont équivalents
modulo 6, 6 est moins fine que 'S et coïncide donc avec 'S . Pratiquement, je détermine les repré-
sentants x en utilisant au maximum les relations imposées et le fait que 6 doit être régulière et
simplifiable pour coïncider avec S; je forme alors la table de multiplication de G et je vérifie a et b.
Pour chacun des exemples utilisés,-j'indique l'ensemble des représentants ï et le plus souvent, la
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Remarque 3. — I</, qui est évidemment un sous-demi-groupe conservé par tout automor-
phisme de D, n'est pas nécessairement unitaire comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 2. — Soit le semi-groupe à trois générateurs l, m, n avec les relations définis-
santes ml == l'2m, /i^= In, mn -==• nm. Ses éléments peuvent être mis d'une manière unique
sous la forme n^D^m^ si l'on prend pour X, (A, v des entiers positifs ou nuls non tous nuls,
la loi de composition étant donnée par /i^mP-^'^'mP-'ss /^v+v'/2/"Â4-2u)>'mtJL^'Jl•'. On voit
que \a est le sous-semi-groupe commutatif \ n^m^}'/^^. On a donc mneî^, m€ l< / , n^lc/
et \a n'est pas unitaire.

Définition 5. — Nous dirons qu'un élément 6çD est un élément conjugué
à droite d'un élément açD s'il existe xçï tel que l'on ait xa == bx [c'est-
à-dire a;r(a)== ^]; nous dirons qu'un complexe R C D est un complexe conjugué
à droite d'un complexe H CD s'il existe xçï tel que l'on ait xîï == Kx [c'est-
à-dire oca;(H)=R]; nous étendrons cette définition au cas où H et K. sont des
sous-ensembles quelconques, éventuellement vides (le seul sous-ensemble
conjugué à droite de 0 est 0 lui-même).

Définition 6. — Nous appelons relation de conjugaison (définie dans D)
la relation suivante, notée (.3 :

a<36<=> l'élément b est un élément conjugué à droite de l'élément a; nous
appelons relation de conjugaison (définie dans V ensemble E^ des complexes
de D ayant une puissance déterminée 7r) la relation suivante, notée €--, :

H(^K-<=> le complexe K est un complexe conjugué à droite du complexe H;
nous appelons relation de conjugaison (définie dans l ) ensemble E* des parties
de D) la relation suivante, notée <3* :

AC^B^^ le sous-ensemble B est un sous-ensemble conjugué à droite du sous-
ensemble A.

Définition 7. — Nous appelons relation d^équiconjugaison à droite d'un
élément açD (ou d'un complexe H CD) la relation suivante, notée pa (ou pu) .
définie dans le transformateur à droite de a (ou-de H) :

x^ay 4=»a.y(a) = av.(a) [ou xçny <=> a.^(H) = a>.(H)] .

La relation ^a (o11 pu) Gs^ évidemment une relation d'équivalence (21 ).

Définition 8. — Le normalisateur d'un complexe H CD, que nous notons N^,
est l'ensemble des éléments xçD qui sont permutables avec H, c'est-à-dire tels
que l'on ait l'égalité xïî == ïîx.

^centralisateur d'un complexe H CD, que nous notons CH, est l'ensemble
des éléments .yçD qui sont permutables avec chaque élément de H, c'est-à-dire
tels que l'on ail les égalités xh == hx pour tout h ç. H. C'est un sous-ensemble
de Tu et de nT.

loi de composition dans G (sauf si celle dernière s'exprime d 'une façon compliquée et est sans
intérêt pour le but à a t te indre) ; je ne donne pas le détail des vérifications.

( 2 1 ) La re la t ion d'équicopjugaison a gauche d'un clément a (ou d'un complexe 11} se note ^o
( o u i , ? ) .
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Si le complexe H contient un seul élément a, son normalisateur coïncide avec
son centralisateur et nous le notons simplement Na.

Remarquons que l'intérieur 1 de D n'est pas autre chose que No et que le centre Z
de D n'est pas autre chose que CD.

Définition 9. — Le normalisateur (réduit le centralisateur réduit) d'un
complexe H CD est l'intersection, au sens de la théorie des ensembles, de l'inté-
rieur 1 de D et du normaliseur NH (du centralisateur Cn) de H ; nous le
notons MH(BH).

Si le complexe H contient un seul élément a, son normalisateur réduit coïncide
avec son centraliseur réduit et nous le notons simplement Ma(23).

Le centraliseur (le centraliseur réduit) d'un complexe est l'intersection des
normalisateurs (des normalisateurs réduits) de ses différents éléments. Il en
résulte que la propriété 1 est valable si l'on remplace « transformateur à droite )>
par « centralisateur » ou « centraliseur réduit » (en convenant de poser Cje(==D).

PROPRIÉTÉ 2. — Le normalisateur NH ( / t) d'un complexe H d'un semi-
groupe D est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

Le sous-ensemble NH de D est un sous-semi-groupe de D car xîî === îîx
etyH = Hy entraînent xyîî = xîly = îîxy.

Ce sous semi-groupe est unitaire car : a. xîl == îlx et xyîl == Hxy entraînent
;ryH=;rHy, d'où yH==Hy, d'après la règle de simplification à gauche;
b. xîî = îlx et yxïi = îlyx entraînent y Ha? = îîyx, d'où y H === Hy, d'après la
règle de simplification à droite.

D'autre part, on a évidemment Nu 3 Z.

COROLLAIRE 1. = Le normalisateur^ a d'un élément a d'un semi-groupe D
est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

COROLLAIRE 2. — Le centralisateur C» ( / t ) d'un complexe H d'un semi-groupe D
est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

Ceci résulte immédiatement du fait que l'intersection d'une famille de sous-
semi-groupes unitaires est un sous-semi-groupe unitaire (si elle n'est pas vide).

LEMME o. — Tout sous-semi-groupe unitaire de 1 est réversible^ équirésiduel
dans D et équirésiduel dans I.

Soit S un sous-semi-groupe de I, unitaire [dans 1 (2;()]. Montrons que S est
réversible : soient a?€S, y€S; de .rel, résulte l'existence de uçD vérifiant
l'égalité ux=xy et, dey e I, résulte l'existence de v e D vérifiant l'égalité yv -= xy;
1 étant unitaire dans D, on a u e I, v e I; S étant un semi-groupe, on a xy € S, et,
puisque ce semi-groupe est unitaire dans I, on a ^cS, P € S ; par suite, S est
réversible.

(") Naturellement, les notions de normalisateur et de centraliseur sont des notions bilatérales et
il n*y a pas lieu d'attribuer un sens aux notations telles que nN ou nC.

(») A priori, la propriété « unitaire dans 1 » est plus faible que la propriété «unitaire dans D ».
En fait, ces deux propriétés sont équivalentes parce que 1 est unitaire dans D.
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S est équirésiduel dans D : en effet, supposons que, pour .reD, il'existe y€D
tel que l'on ait xy e S ; de xy € I, résulte, d'après le lemme 2, l'existence de u ç D
vérifiant l'égalité ux-=xy^ d'où l'on déduit uxçS; par conséquent, S'.x==0
entraîne S.'x=0', on montre de même que S. ' x == 0 entraîne S'.x==0', d'où la
propriété. De plus, si l'on a xçï, de *yy€Ï, résulte, puisque 1 est unitaire
dans D, y € Ï et M € Ï , ce qui prouve que S est équirésiduel dans I, compte-tenu
de la remarque symétrique.

THÉORÈME 2. — Dans un semi-groupe, le normalisateur réduit d'un élément
ou d'un complexe et le centraliseur réduit dun complexe {^) sont des sous-
semi-groupes unitaires contenant le centre. Ils sont forts, réversibles et équi-
résiduels; de plus, ils sont équirésiduels dans l^ intérieur du semi-groupe (2l).

Soit D un semi-groupe, 1 son intérieur et Z son centre. Montrons que le norma-
lisateur réduit d'un complexe H C D est un sous-semi-groupe unitaire contenant Z et
qu'il est fort : MH, intersection de 1 et du normalisateur Nji qui sont des sous-semi-
groupes unitaires contenant Z(th. 1 et propr. 1) est un sous-semi-groupe conte-
nant Z; si x y . x z . t z sont des éléments deMH== NH/^I, d'après les lcmmes4et4/,
on a ty € I; d'autre part, d'après le lemme 4?, on a alors a^.(H) = a^ (3.^0^. (H) == H,
d'où ty € Nu ; par suite, on a ty e MH et Mn est fort.

En particulier, le normalisateur réduit d'un élément a e D est un sous-semi-
groupe unitaire contenant Z et il est fort. Il en est de même du centraliseur réduit
d'un complexe H Ç D puisque toutes ces propriétés se conservent par intersection
des sous-ensembles.

Le reste du théorème 2 est conséquence immédiate du lemme 5.

Remarque 1. — Le normalisateur d'un élément a d'un semi-groupe D n'est
jamais vide car il contient Œ; pour la même raison, le normalisateur réduit de a
n'est pas vide si a appartient à l'intérieur.

Un cas où le normalisateur et le centralisateur réduits de chaque complexe de D
sont non vides est celui où le centre de D est non vide; il en est ainsi, en parti-
culier, si D possède un élément unité.

Remarque 2. — On aurait pu montrer que le normalisateur et le centralisateur
réduits d'un complexe sont forts en appliquant le théorème 39a de DGI.

Remarque 3. — Le normalisateur réduit d'un élément (à plus forte raison le normali-
sateur réduit ou le centralisateur réduit d'un complexe) n'est pas nécessairement stable ni
symétrique, même seulement dans I. L'exemple suivant montre en effet qu'il ne vérifie pas
toujours la condition (a) (c/. la remarque 2 qui suit le théorème 4 ) :

Exemple 3. — Soit le semi-groupe S à trois générateurs l, m, /i, avec les relations défi-
nissantes ml = l^m, m/2 = Im, ni'2 = In, nl=lîn, mn = nm; il possède un élément unité /3

( 2 A ) Le fait qu'ils sont forts dans le semi-groupe entraine évidemment qu'ils sont forts dans n'im-
porte quel sous-semi-groupe les contenant, en particulier dans l'intérieur.




