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VARIÉTÉS ANALYTIQUES RÉELLES
ET VARIÉTÉS ANALYTIQUES COMPLEXES;

PAR

HENRI CARTAN.

J'avais annoncé sans démonstration, en 1903 [«')], quelques résultats concer-
nant les sous-variétés analytiques réelles de l'espace numérique R'1'^ il
s'agissait de théorèmes sur la cohomologie à coefficients dans un faisceau
analytique cohérent, analogues à ceux qui concernent les variétés de Stein
dans le cas analytique-complexe. L'un des buts de cet article est de donner
des démonstrations de ces résultats (voir notamment les théorèmes 2 et 3
ci-dessous). Pour cela on a besoin de savoir que l'espace réel /?", considéré
comme plongé dans l'espace complexe C", possède un système fondamental
de voisinages ouverts dont chacun est un domaine d'holomorphie (prop. 1
ci-dessous) ; on utilise aussi une extension des théorèmes fondamentaux rela-
tifs à la cohomologie des variétés de Stein (voir le théorème 1 ci-dessous).

Le théorème 3 met en évidence l'intérêt de la notion de sous-ensemble
analytique « cohérent ». Ceci amène à étudier un peu systématiquement les
sous-ensembles analytiques (au sens analytique-réel); cette étude n'a guère
été entreprise jusqu'ici (voir cependant [2 ], p. 120-122); elle fait l'objet des
paragraphes 8 et 9. Dans les paragraphes 10 et 11, on cherche à caractériser,
parmi les sous-ensembles analytiques de /?", ceux qui sont définissables glo-
balement par un nombre fini d'équations analytiques.

Il serait intéressant d'avoir des critères permettant de reconnaître si une
variété analytique réelle V (réunion dénombrable de compacts) peut être
réalisée comme sous-variété analytique d'un espace numérique JR11. D'après
B. MALGRANGE [10], il suffit pour cela que ^admette un ds2 analytique.

Le présent travail devait être écrit pour le Volume jubilaire du Journal de
Mathématiques pures et appliquées en l'honneur de M. Arnaud DENJOY. Il
n'a pu malheureusement être prêt à temps. Que Monsieur DENJOY veuille
bien, malgré ce retard, l'accepter comme un hommage de ma respectueuse
admiration.
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1. Voisinages de R" dans C"\

PROPOSITION 1. — /^espace numérique réel R1^ plongé dans F espace numé-
rique complexe C^, possède un système fondamental de voisinages ouverts
dont chacun est un domaine d^/iolomorphie.

DÉMONSTRATION. — Soient z/,= j^-h iyk^^k^_n} les n variables com-
plexes de C", le sous-espace ^ étant défini par les équations ^==0. Soit
S0(n) le groupe orthogonal réel à n variables, et notons G le groupe-produit
S0(n) x SO(n)', faisons opérer G sur C"- en associant à chaque couple (5, /)
d'éléments de SO (n) la transformation (^, j) ->- (sx, ty) de 0 [on note x,
resp. j, un point (^)î resp. {yk}i de 7?71]. Le sous-espace fermé 7?" de 0
est stable par les opérations de G, et comme G est compact, /?71 possède un
système fondamental de voisinages ouverts stables par G. Il s'ensuit que 7?71

possède un système fondamental de voisinages (ouverts) dont chacun a la
forme

^W<f\^^kY\
k L k J

où f(t) est une fonction de ^^o, à valeurs réelles > o, et semi-continue
inférieurement. De plus on peut supposer que / est décroissante (au sens
large). Pour démontrer notre proposition, il suffira de montrer qu'étant
donné une telle fonction f(i) il existe une fonction g(t)^ à valeurs > o,
décroissante et indéfiniment dérivable^ qui satisfasse en outre aux deux
conditions suivantes :

( 1 ) g(t)^f(t) pour tout <=:o;

(2) l'ouvert ^.(.y/O2^^! ^.(^)2 | est un domaine d^holomorphie.
h L ^ J

On va montrer que la condition différentielle

(3) t t g " ( t ) << i (où g " désigne la dérivée seconde de la fonction g )

entraîne la condition (2) . D'après OKA [11], si un ouvert Uç. C"- est tel que
chaque point de la frontière de U possède un voisinage ouvert V tel que
Ur\ V soit un domaine d'holomorphie, alors U est un domaine d'holomor-
phie. D'autre part, appliquons la classique condition différentielle de LEVI-
KRZOSKA (c/. [l], p. 54) : pour qu'un point (^-4-(y^) de la frontière de
l'ensemble ouvert U défini par l'inégalité

^(j^^r^wi
k L k J

possède un voisinage ouvert V tel que Ur\ F soit un domaine d'holomorphie,
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il suffit que la forme quadratique hermitienne (à n variables complexes a/,)

(i-^(<))/Va,a,\-2^(^) V^a/
\ k ) k

induise une forme définie positive sur Phjperplan complexe

^(^W^+<^0^==o,
k

t désignant le nombre Y(^)2. Compte tenu de Piuvariance de U par le
k

groupe G, il suffît d'exprimer la condition précédente pour les points (x^y^)
tels que ^== o pour k ̂  2 ; alors t = (xi )2, et comme la dérivée première
g ' ( t ) est ^o par hypothèse, on voit que l'inégalité (3) entraîne bien la
condition de Levi-Krzoska.

En conséquence, pour établir la proposition 1, il suffît de prouver le

LEMME 1. — É tant donnée une fonction f(t)^ définie pour t'^o^ à valeurs
> o et décroissante^ il existe une fonction g(t) > o, décroissante^ indéfini-
ment dérivable^ et qui satisfasse aux conditions (i) et (3).

Prouvons ce lemme. Supposons qu'on ait trouvé une fonction h(t) définie
pour t^to (^o^o) , à valeurs ;> o, décroissante et indéfiniment dérivable,
telle que h(t)^f(t) pour t^to, et ' 2 t h " ( t ) <i pour t^to; alors la fonc-
tion g{t) =h(to-\- t) satisfera aux conditions du lemme. Tout revient donc
à trouver une telle fonction A ( < ) , pour un to convenable.

Au lieu de la fonction A, cherchons la fonction H(u} ==/i.(^-1), qui doit être
définie pour u >» o assez petit, croissante, indéfiniment dérivable et à valeurs
>> o, et doit en outre satisfaire aux deux inégalités

(4) ff(u)^F(u), 4^2^7(M)+2^3^(^)<I

pour u > o assez petit [on a posé ¥(u) ==f(u~1)]. On va même chercher une
fonction ff(u) définie pour toutes les valeurs delà variable réelle ^, qui soit
croissante, indéfiniment dérivable, à valeurs >> o pour u >» o, et qui satisfasse
à (4 ) pour u > o assez petit. Or la deuxième inégalité (4) est vérifiée d'elle-
même pour u > o assez petit du moment que H est indéfiniment dérivable
pour u ===o. Pour construire //, introduisons une fonction ^(u) indéfiniment
dérivable de la variable réelle u, à valeurs ^ o, nulle hors de l'intervalle
o^î/^i, de manière que le point u = o appartienne au support de X, et

que j ^(u) du =i ; il est classique qu'une telle fonction \ existe. Prenons

alors pour // le produit de convolution À ̂  F, c^est-à-dire

H(u)= Çl{x)F(u—x)d.x ] dx.
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Puisque À est indéfiniment dérivable, // l'est aussi ; puisque F est crois-
sante, H est croissante et H(u) ̂  F(u) pour tout ?/ ; puisque le point u == o
appartient au support de À, on a H{u) > o pour u^> o. Donc la fonctk
H(u) satisfait à toutes les conditions cherchées, et le lemme 1 est démontré.
En même temps est achevée la démonstration de la proposition 1.

2. Extension des théorèmes fondamentaux sur la cohomologie des
variétés de Stem. —.Soit X une variété analytique-complexe. Soit 0(X) le
faisceau des germes de fonctions holomorphes aux différents points de X\
c'est un faisceau danneaux : on notera 0^{X) l'anneau des germes de fonc-
tions holomorphes au point xç.X. Ce faisceau d'anneaux est cohérent (au
sens de SERRE [13], déf. 3, p. 210) : cela résulte d'un théorème de OKA
(cf. [12], [3] et l'exposé XV de [^]). On appelle faisceau analytique (sur X)
un faisceau de <9(^r)-modules {cf.. [13], p. 208). Nous renvoyons à [13]
pour la définition d'un faisceau cohérent de modules; il nous suffît de savoir
que, en vertu de la proposition 7 de [13] (p. 210), un faisceau analytique F
est cohérent si et seulement si chaque point xç.X possède un voisinage
ouvert U tel que le faisceau induit F ( U ) soit isomorphe (comme faisceau
analytique) au conoyau d'un homomorphisme analytique de faisceaux
{O{U))P-> ((^(U)}^ (p et q entiers convenables).

Rappelons le résultat fondamental (cf. [5], § 7, th. A et B) :

THÉORÈME FONDAMENTAL. — Soit X une variété de Stein ( 1 ) , et soit F un
faisceau analytique cohérent sur X. Alors :

(A) Pour tout point xç.X^ le module Fx [ module sur l'anneau ôx{X)}
est engendré par l'image de î application naturelle

^(^F)-^F^

[//°(^r, F) désigne, comme d'habitude,, le module des sections de F
au-dessus de Â"\ ;

(B) Pour tout entier <7^i, le groupe de cohomologie H^^X^ F) est
réduit à o.

En fait, ce théorème vaut,, plus généralement, pour tout faisceau analytique
cohérent sur un espace analytique ( 2 ) holomorphiquement complet (3).

Nous nous proposons ici d'étendre le théorème fondamental au cas où X
est remplacé par un sous-espace fermé convenable d'une variété analytique
complexe (ou même, plus généralement, d'un espace analytique). Soit X une
variété analytique complexe (ou, plus généralement, un espace analytique),

( 1 ) Pour la définition d'une variété de Sicin, voir par exemple [5], p. 49-
( 2 ) Au sujet de la notion générale d' «espace analytique », due à Behnke et Stein

ainsi qu^à H. Cartan, voir par exemple l'exposé récent [14] , § 1.
( 3 ) Au sujet de la notion d'espace « holomorphiqiiement complet », voir [81.
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et soit A un sous-espace fermé de JT. Soit 0(A) le faisceau induit sur A par
le faisceau C?(^r); c'est un faisceau d'anneaux; l'anneau ûsc(A)^ pour ^•€^4,
n'est autre que l'anneau <9.y(^T) des germes holomorphes de l'espace ambianl^T.
Il est immédiat que 0(A) est un faisceau cohérent d'anneaux; on a, sur A)
la notion de faisceau analytique, et la même caractérisatîon des faisceaux ana-
lytiques cohérents que ci-dessus. On se propose de démontrer (4) :

THÉORÈME 1. — Soit X une variété analytique-complexe^ réunion dénom-
brable de compacts. Si un sous-espace fermé A C X possède un système
fondamental de voisinages ouverts dont chacun est une variété de Stein,
les conclusions du « théorème fondamental » subsistent, i. e. :

(A) Pour tout point x ç. A et tout faisceau analytique cohérent F sur A,
Fx est engendré [comme module sur Ô^(A)} par V image de V application
naturelle ff°(A, F) -^ F^;

( B ) Pour tout entier q ̂  i, et tout faisceau analytique cohérent F sur A,
on affl{A, F)=o.

REMARQUE. — La démonstration qui suivra (§ k) montrera que dans l'énoncé
précédent, on pourrait remplacer « variété analytique-complexe » par
« espace analytique », et « une variété de Stein » par « holomorphiquement
complet » ; les assertions (A) et (B) restent vraies dans ce cas plus général.

3. Prolongement d'un faisceau cohérent donné sur un fermé. — Avant
de démontrer le théorème 1, nous avons besoin d'un théorème de prolonge-
ment des faisceaux cohérents :

PROPOSITION 2. — Soit A un sous-espace fermé d'un espace analytique X.
Supposons que X soit réunion dénombrable de compacts. Si un faisceau
analytique G, sur A, est 0(A)-co/iérent, alors G est induit par un faisceau
ô(Uycohérent F sur un voisinage ouvert convenable U de A.

Il s'agit, d'une manière plus précise, de trouver un voisinage U de A^ un
faisceau cohérent F sur ^7, et un isomorphisme (analytique) de G sur le
faisceau F (A) induit par F sur le sous-espace A.

Avant de prouver la proposition 2, nous établirons plusieurs lemmes :

LEMME 2. — Soient F et F' deux faisceaux analytiques cohérents sur un
sous-espace fermé A d1 un espace analytique JT, etsoient f et g deux homo-
morphismes analytiques F -> F' ; pour xçA, soient fx et gx les homomor-
phismes Fy:—^F'^ induits par f et g. Alors l'ensemble des xçA tels que
fx^gx est ouvert dans A.

( 4 ) La démonstration suivra en gros celle donnée dans [4], exposé XIX, pour le cas
où le sous-espace fermé A est compact.
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DÉMONSTRATION. — Soil .y un point de A tel que/r^^.r; on veut montrer
queyy=:^y pour tout point j^çA assez voisin de x. Or il existe un nombre
fini de sections iii de F au-dessus d'un voisinage U àe x dans A^ telles que,
pour tout y ç U^ les Ui engendrent F^ comme module sur l'anneau ô y ( A ) .
D'autre part, pour chaque /, il existe un voisinage ouvert Ui de x^ contenu
dans Uf et des sections (^ (resp. Wf) de F ' au-dessus de U^ telles que, pour
tout y G U^ Vi (resp. Wi} induise un élément de F\. égal à/r(^) [resp. égal
^y(Ui)]. Puisque f.v (Ui) =gx ( ^ / ) î les sections r; et Wi coïncident dans un
voisinage de x\ on a donc/j -(Ui) ==^.(//,,), quel que soit i^ pour tout yçA
assez voisin de x ; or ceci entraîne l'égalité des homomorphismes/y et ^5 ce
qui démontre le lemme.

LEMME 3. — Soient F et F ' deux faisceaux analytiques cohérents sur un
espace analytique ^T, réunion dénombrable de compacts. Soit A un sous-
espace fermé de ^T, et soit f: F (A) —^F'(A) un homomorpJiisme analy-
tique des faisceaux induits sur A par F et F ' . Alors il existe un voisinage
V de A et un homomorphisnie analytique g : F( V) —> Ff ( F), qui pro-
longe /.

DÉMONSTRATION. — Considérons d'abord le cas où A est réduit à un point
xç.X\ alors/ est simplement un homomorphisme Fx—^F'y pour les struc-
tures de modules sur Ox{X). Soient Ui des sections de F au-dessus d'un
voisinage de x^ en nombre fini , qui engendrent le C)y(.T)-module Fy en
chaque point y assez voisin de x\ et soient (;/ des sections de .F' au-dessus
d'un voisinage de x^ en nombre fini, qui engendrent F'y en chaque point y
assez voisin de x. Le faisceau F étant cohérent, le « faisceau des relations »
entre les sections u^ est engendré par un nombre fini de systèmes (a1^)
(k== i, 2, . . . ) holomorphes au voisinage de x. On a donc, pour chaque /f,

^.û4 Ui^= o au voisinage de x\ et, pour tout système de fonctions b1^ holo-
i

morphes en un point y assez voisin de x^ et satisfaisant à / b^Ui^-o au
;

voisinage de ;r, il existe des ?/ holomorphes e n r , telles que ̂ :=:^ }/ a^ pour
k

tout i. Cela dit, chaque/^)^/^ peut s'écrire comme combinaison linéaire

À^ Vj à coefficients \[ holomophes au voisinage de .r; et l'on a2
Sa\ /./ v j-=- o

au voisinage de x. Soit alors r un point assez voisin de x\ montrons qu'il

existe un (^-homomorphisme fy'.Fy—> Fy tel que /y (iii) ̂ ^ M V j - II suffit
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de vérifier que si des h1 holomorphes en y satisfont à V^M,==O, on a
i

^^X^^ /==o ; or cela résulte du fait que c'est vrai si hi=a^^ quel que
iJ

soit À'. Les homomorphismes fy étant maintenant définis, il est clair que la
collection de ces fy définit un homomorphisme analytique F(U)->F/(U)
pour un voisinage ouvert U assez petit de x. Et ceci démontre le lemme 3
dans le cas particulier où A est réduit à un point.

Passons au cas général. D'après ce qu'on vient de démontrer, pour chaque
point xç.A il existe un voisinage ouvert U de x et un homomorphisme ana-
lytique h'.F(U) - ^ F ' ( U ) ^ de manière que Phomomorphisme hx\Fx->F^
induit par h soit égal à l'homomorphisme fx induit par f\F(A)—^ F ' ( A ) .
En vertu du lemme 2, on peut choisir U assez petit pour que /iy==fy en tout
point y ç A r\ U. Si à chaque xç.A on associe un tel ouvert U, ces ouverts et
X—A constituent un recouvrement ouvert ôl de A'', puisque X est para-
compact, il existe deux recouvrements ouverts (Ui) et ( 17/), plus fins que
iR, dont chacun est localement fini', et tels que P^C Ui. Soit B la réunion de
ceux des V i qui rencontrent A ; B est un voisinage fermé de A dans A\
D'autre part, pour chaque i tel que Ui rencontre A y on a un homomorphisme
analytique g1". F( Ui) -> F ' ( U i ) qui induit un homomorphisme

F{Ar\Ui)-^F\Ar\Ui)

égal à celui induit par/:jF(/l )-> F ' ( A ) ; il s'ensuit que, pour x ç ^ A C\UiC\ U/,
les homomorphismes {g^x et {g^x induits par^ et^ sont égaux. Soit alors
xç.B\ l'ensemble I { x ) des / tels que xç. Vi est fini, et l'on a I ( y ) d { x )
pour yçB assez voisin de x. Le lemme 2 montre que l'ensemble des xç.B
tels que l'on ait (^')a.==: ( g ' ^ x pour tout couple (<", j) d'indices i et j appar-
tenant à I{x)^ est ouvert dans B\ -comme il contient ^4, c'est un voisinage V
de A. Si xç. F, soit gx la valeur commune des {gi)x pour les <e / (uC) ; il est
immédiat que la collection des gx^ pour xç. F, définit un homomorphisme
analytique g\F{ V) ->F'( F), et que g prolonge /. La démonstration du
lemme 3 est achevée.

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2. — Soit x e A ; il résulte de la définition
d'un faisceau cohérent qu'il existe un ouvert U (dans A") contenant x^ un
faisceau cohérent F sur Î7, et un isomorphisme analytique de G (Ac\ U) sur
le faisceau F(Ar\ i /) . Si à chaque xç.A on associe un tel Z7, ces ouverts U
et l'ouvert X — A constituent un recouvrement ouvert ^l de x. Puisque X
est paracompact, il existe deux recouvrements ouverts (Ui) et (F<), plus fins
que ^l, dont chacun est localement fini, et tels que ViCUf. Pour chaque i
tel que Ui rencontre ^4, on a un faisceau analytique cohérent F1 sur Ui et
un isomorphisme analytique f1 du faisceau G(AnUf) sur F^Ar^Ui). Pour
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chaque couple (<*,./) tel que AnUiUU/ ne soit pas vide, /^(y7)"1 est un
isomorphisme /^ de F / ( A n Ui n ^/) sur ^(^ n ̂  H ^/); et dans
AnUiHU/n Uk supposé non vide, on a /^o/^=/^.

D'après le lemme 3 appliqué à l'espace Uif\Uj et au sous-espace fermé
Ac\UiC\Uj^ il existe un ouvert Uij contenant Aç\UiC\Uj et contenu dans
Uif\Uf^ et un homomorphisme analytique g^\Ff( Ui/)->F1 ( U i / ) qui pro-
longe/^; si î'==y, on convient que Uu-==. Ui et que ̂  est l'identité. Il existe
un ouvert W contenant A tel que, pour tout couple ((, y), on ait

Wç\Vi(\V^U^

en effet, tout point xç,A possède un voisinage ouvert W{x) qui ne rencontre
qu'un nombre fini des Vi, pour chaque couple (f , j) lel que V1 et V j ren-
contrent W(.3?), Ui/ est un ouvert contenant x\ l'intersection de ces Ui/ (en
nombre fini) et de W(x) est un ouvert contenant x\ la réunion des ouverts
ainsi attachés aux points xç,A est l'ouvert W cherché.

Soit maintenant V l'ensemble des points yç. W tels que

Wo(^)y=(^)r

quels que soient i, y, k tels que yç. Vir\ V jÇ\ Vk' L'ensemble V contient A et
est ouvert. Soit enfin î/la réunion des V r\ Vi : c'est un ouvert contenant A.
On va définir un faisceau F sur ^7, par « recollement » : sur Ur\ V^ on prend le
faisceau F^Un Vi) ; dans Un F^n V / , qui estconlenu dans Ui/ (puisque Uc WQ,
on a un homomorphisme analytique F^(Ur\ ^n Vj) -^F^Un ^n F/),
induit par^; notons-le encore^. Dans î/r» ^H ^/n ^, on a^o^"^^,
puisque £/C T^î il en résulte notamment (pour À* ==i) que g1) est un isomor-
phisme. Soit F\e faisceau, sur U, obtenu en recollant les F1 (Un Vi) parles
isomorphismes transitifs^; il est cohérent, puisque les F1 (Un Vi) le sont.
Le faisceau F (A) induit par F sur A est obtenu par recollement des
F^An Vi) au moyen des isomorphismes /^, qui sont précisément induits
par les g1^ Or/^^/^o (f^)~\ f1 étant un isomorphisme

G(AnVi)-^Fi(AnVi).

11 en résulte que la collection de ces fi définit un isomorphisme / du faisceau
G sur le faisceau F (A) induit par F sur A. Et ceci achève la démonstration
de la proposition 2.

REMARQUE. "— Le faisceau G étant donné sur A comme dans la proposi-
tion 2, on a trouvé un triple (£7, jF, /) formé d'un ouvert U contenant A^
d'un faisceau cohérent F sur ^7, et d'un isomorphisme analytique / de G sur
le faisceau induit F (A). Une telle solution (U, F^f) est unique à un iso-
morphisme près ̂  dans le sens suivant : si (U^ F1^ f')est une autre solution,
il existe un voisinage ouvert U" de A^ contenu dans UnU\ et un isomor-
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phisme h du faisceau induit F ( U " ) sur le faisceau induit F ' ( O " ) , tel que

f'=^f.

en notant h^ Pisomorphisme F (A ) ->- F(A1) induit par /i.
Cette assertion est une conséquence facile des lemmcs 2 et 3.

^. Démonstration du théorème 1. — Nous avons encore besoin d'une
proposition préliminaire :

PROPOSITION 3. — Soit X un espace paracompact, F un faisceau de
groupes abéliens sur JT, et A une partie fermée de X, Pour chaque entier
y^o, le groupe abélien ffl(A, F) est limite directe des groupes abéliens
jH^ÇU^ F) relatifs aux ouverts U contenant A.

Pour q = o, c'est bien connu : toute section de F au-dessus de A fermé se
prolonge en une section de F au-dessus d'un voisinage ouvert U de A : et si
deux sections de .F au-dessus d'un ouvert U contenant A coïncident sur A,
elles coïncident dans tout un voisinage de A.

Pour passer de là au cas où q est quelconque, on utilise une « résolution
fine » de F, c'est-à-dire une suite exacte de faisceaux

o^F-^F^F1-^.. .--^F^...,

où les F^i^^o) sont des faisceaux fins. On sait (5) qu'on a un isomorphisme
canonique entre //'/(^T, F) et le ç 6 "® groupe d'homologie du complexe formé
de la suite de groupes abéliens

o^^(^,^)^^(j-,/-'•)^...'ft;^(^,^/)^...,
r(^T, F / ) désigne le groupe des sections Z^°(^T, F^). Autrement dit, on a
un isomorphisme canonique entre //^(^, F) et le quotient du noyau de

d^. -. r(jr, F^) ->r(J", F^)
par l'image de

<^-1 : r {A\ F^/-1 ) -^ r (JT, jp/).
Ce résultat vaut aussi pour A et pour les ouverts U contenant A. Comme le

complexe ^T(^4, F^i) est la limite directe des complexes ^T(^7, F^)
<7^0 <7^0

quand U parcourt l'ensemble des ouverts contenante, et comme l'homologie
des complexes commute avec la limite directe, il s'ensuit bien que ffi^A^ F)
est limite directe des HI^U^ F).

La proposition 3 étant établie, il est maintenant facile de démontrer le

( 5 ) Voir par exemple [7], p. 89, th. A.
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théorème 1 du paragraphe 2. En effet, grâce à la proposition 2 (§3) on peut
supposer que le faisceau F est induit sur A par un faisceau analytique
cohérent dans un voisinage U de A^ faisceau que nous appellerons encore F.
D'après l'hypothèse de l'énoncé, les voisinages ouverts V de y4, contenus
dans î/, et qui sont des variétés de Stein, forment un système fondamental de
voisinages de A ; donc chaque groupe ff^(A^ F) est limite directe des
H ' î ( V^ F)^ d'après la proposition 3. Or le. « théorème fondamental » dit que
n'î{ V^ F) == o pour q'^1 ; cela entraîne H ' î ( A ^ F) ==o pour <7^i, c'est-
à-dire l'assertion (B) du théorème. Pour démontrer l'assertion (A), choisis-
sons un V\ d'après le théorème fondamental, le (^y-module Fy: est engendré
par des sections de F au-dessus de V ; il l'est donc, a fortiori^ par des
sections au-dessus de A,

5. Faisceaux analytiques cohérents sur une variété analytique-réelle.
— Soit V une variété analytique-réelle. On notera ^.(V) le faisceau des
germes de fonctions analytiques-réelles aux différents points de V'; (Ky:{ V)
désignera donc l'anneau des germes de fonctions analytiques-réelles au point
xç.V,

PROPOSITION 4. — Le faisceau dl( V) est un faisceau cohérent d'anneaux.

La démonstration d'Oka pour le cas analytique-complexe s'applique sans
changement au cas analytique-réel. Plus généralement, il y a une démonstra-
tion uniformément valable pour tout corps value complet non discret (c/. [4-],
exposé XV). D'ailleurs, la proposition ^ pourrait facilement se déduire du
théorème d'Oka pour le cas analytique-complexe.

DÉFINITION. — Soit P une variété analytique-réelle, plongée comme sous-
ensemble fermé dans une variété analytique-complexe X. On dit que X est
une complexi fi cation de V si chaque point xç. V possède, dans A', un
système de coordonnées locales (complexes) ^jouissant des propriétés sui-
vantes : au voisinage de x^ V est l'ensemble des points dont les coordonnées Zi
sont réelles, et les parties réelles Re(^) forment un système de coordonnées
locales pour V au voisinage de x.

PROPOSITION à. — Soit V une variété analytique-réelle, plongée comme
sous-ensemble fermé dans une variété analytique-complexe X, de manière
que X soit une complexiji cation de V. Alors le faisceau ^(^)®A^
sur V^ s'identifie au faisceau (9( V) induit par O^X) sur V\ Si, de plus,
F est un faisceau (R( V)-cohérent sur V^ le faisceau F (^nC est un faisceau
(9( Vycohérent.

DÉMONSTRATION. — II suffit de la faire dans le cas où V' ==. R"^ et X •==. C'1,
R11 étant canoniquement plongé dans C". Si x est un point de 7?71, l'anneau
^.(T?71) 0^C n'est autre que Panneau des fonctions analytiques au pointa?
et à valeurs complexes; il s'identifie à l'anneau (^(C'1) des fonctions holo-
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morphes au point x. D'où l'identification des faisceaux (^{R^Ç^nC et
c^/^). ,

Soit maintenant F un faisceau analytique cohérent (au sens réel) sur V,
c'est-à-dire (R( F)-cohérent. En se restreignant à un ouvert convenable U de
V, F est isomorphe au conoyau d'un homomorphisme analytique

W^))^WW;

donc F(^)/iC est isomorphe au conoyau de ((^(U)y.0jiC->(ïK(U))'/<!^)fiC,
qui s'identifie au conoyau de (0(U))P->- (<9(£/))'7, lequel est analytique
cohérent au sens complexe, c'est-à-dire ^(^-cohérent. Ceci achève la
démonstration.

PROPOSITION 6. — Soit V une variété analytique réelle^ plongée comme
sous-ensemble fermé dans une variété analytique-complexe X^ de manière
que X soit une complexifi cation de V. Supposons que V possède dans X
un système fondamental de voisinages ouverts dont chacun soit une variété
de Stein. Alors :

(A) Pour fou/point xç^V et tout faisceau cK( V)-cohérent F sur V^ Fx
est engendré [comme module sur l'anneau (K^( V)\ puf des sections de F
au-dessus de V ;

(B) Pour tout entier y'^i, et tout faisceau (H{ Vycolœrent F sur V, on
affl^V, F)=zo.

DÉMONSTRATION (6). — D'après la proposition 5, le faisceau F(^)nC est
<9( 1^)-cohérent. On peut lui appliquer le théorème 1 (dans lequel A serait
remplacé par V). Donc Fx^pC est engendré, comme module sur <^x{V)®RC^
par des sections de F Ç)nC au-dessus de V \ cela entraîne aussitôt que Fa:est
engendré, comme module sur ̂ ( 1^), par des sections de F au-dessus de V.
D'autre part, le théorème 1 dit que W( ï7, F<^)nC) == o pour q^\\ comme
ffl ( V, F 0/î C) ̂  11^ ( V, F) ̂  C, il s'ensuit que H^ ( 7, F) == o.

On peut appliquer la proposition 6 à /^ plongé dans C7', grâce à la propo-
sition 1 (§ 1), et compte tenu du fait classique qu'un domaine d'holomorphie
est une variété de Stein. Ainsi :

THÉORÈME 2. — Soit F un faisceau analytique cohérent (au sens réel) sur
l'espace 7?'1. Alors :

(A) Pour tout point x e /?", F a: est engendré (comme module sur l'anneau
des fonctions analytiques au points) par des sections de F au-dessus de /?71;

( B ) Pour tout entier q ̂  i, on a H ' i ( R'1, F) =z o.

REMARQUE. —Etant donnée une variété analytique réelle V^ réunion dénom-

( 6 ) Cette démonstration est calquée sur celle donnée par Serre ([4], exposé XX) dans
le cas où V est compacte.
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brable de Compacts, on peut montrer sans diffîciillé que V peut être plongée
comme sous-espace fermé d'une variété analytique-complexe X telle que X
soit une complexification de V. On ignore s'il est possible de faire en sorte
que V possède, dans .T, un système fondamental de voisinages ouverts dont
chacun soit une variété de Stein, de manière à pouvoir appliquer à V les
conclusions (A) et (B) de la proposition 6. Dans le paragraphe suivant, on
va démontrer (A) et (B) pour toutes les sous-variétés analytiques dans
l'espace numérique 7?71.

6. Sous-ensembles analytiques d'une variété analytique-réelle. -— Soit
V une variété analytique-réelle. On dit qu'une partie A de V est un sous-
ensemble analytique de V si A est fermé dans V^ et si, au voisinage de
chaque point açA^ A peut être défini par l'annulation d'un système fini de
fonctions analytiques au voisinage de a. Plus particulièrement, A est une
sous-variété analytique de V si A est fermé dans V et si, au voisinage de
chaque point aç.A^ A peut être défini par l'annulation d'un certain nombre
de coordonnées parmi celles d'un système convenable de coordonnées locales
(de V) au point a; alors A porte évidemment une structure de variété
analytique-réelle.

Soit A un sous-ensemble analytique d'une variété analytique-réelle V\ on
attache à A un faisceau d'idéaux /sur V, comme suit : si œ^A^ on pose
7;r== ^Lc( V) ; si a!çA, I.v est l'idéal de ^Ra.( V) formé des germes de fonctions
analytiques qui s'annulent identiquement sur A (au voisinage de x). Les
idéaux /a. forment bien un faisceau 7, qu'on appellera le faisceau d'idéaux
attaché au sous-ensemble analytique A. Cette définition est calquée sur
celle du cas analytique-complexe; mais tandis que, dans le cas analytique-
complexe, le faisceau d'idéaux attaché à un sous-ensemble analytique
(complexe) est toujours cohérent ([3], th. 2), il n'en est plus de même dans
le cas analytique-réel {cf. § 9).

DÉFINITION. — Un sous-ensemble analytique A d'une variété analytique-
réelle V sera dit cohérent si le faisceau d'idéaux / attaché à A est un faisceau
cohérent. Il est évident que toute sous-variété analytique de V est un sous-
ensemble cohérent.

Soit A un sous-ensemble analytique cohérent de V^ et soit / le faisceau
attaché à A. Le faisceau-quotient (K{ V ) / I est un faisceau ^l( F)-cohérent,
nul en dehors de A ; il induit sur A un faisceau cohérent d'anneaux, qui
s'identifie à un faisceau de germes de fonctions sur A. Dans le cas particulier
où A est une sous-variété analytique de Y, ce faisceau d'anneaux n'est autre
que le faisceau (^(A) des germes de fonctions analytique (réelles); dans le
cas général où A est un sous-ensemble analytique cohérent, le faisceau induit
sur A par oi(V)/I se notera encore ô^{ V) et s'appellera le faisceau des
germes de fonctions analytiques sur A.

PROPOSITION 7. — Soit A un sous-ensemble analytique cohérent d'une
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variété analytique-réelle V, et soit F un faisceau (H(A)-cohérent sur A.
Si F1 désigne le faisceau (sur V) obtenu en prolongeant F par o en dehors
de A^ alors F'', considéré comme faisceau de <^( V)-modules^ est cohérent.

La démonstration donnée par SERRE [13] pour le cas algébrique (loc. cit.^
p. 282, prop. 3) est valable ici, puisqu'elle n'utilise que deux résultats de la
théorie abstraite des faisceaux cohérents.

Par ailleurs, il est classique que H^^A^ F) ̂  H<î{ W', F ' ) avec les nota-
tions précédentes (y^o). Compte tenu du théorème 2, on obtient :

THÉORÈME 3. — Soit A un sous-ensemble analytique cohérent de l^ espace
numérique 7?'1 (ce qui est le cas si A est une sous-variété analytique de T?").
Soit F un faisceau analytique cohérent sur A. Alors :

(A) Pour tout point xç. A ̂  Fy: est engendré [comme module sur l'anneau
â^x(A) des germes de fonctions analytiques au point a?] par des sections de
F au-dessus de A;

(B) Pour tout entier q^t, on affl(A, jF)==o.

7. Quelques conséquences du théorème 3. — On peut déduire du théo-
rème 3 des conséquences analogues à celles que l'on lire du « théorème fon-
damental » (§2) : les démonstrations sont les mêmes; nous ne les donnerons
donc pas ici, et nous renvoyons le lecteur à [^], [5] et [loj.

(1) Soit A un sous-ensemble analytique cohérent de 7?71. Alors A peut être
défini par des équations globales : d'une façon précise, A est l'ensemble des
zéros communs aux fonctions analytiques dans tout /?'1 et qui s'annulent
sur A, En fait, A peut être défini globalement par un nombre fini d'équa-
tions {voir § 10, corollaire de la proposition 15).

(2) Soit A comme dans ( i ) ; alors toute fonction analytique sur A [c'est-
à-dire toute section du faisceau ôi(A)] est induite sur A par une fonction
analytique de l'espace 7?".

(3) Soit A comme dans ( i) ; si des fonctions analytiques fi sur Ay en
nombre fini, n'ont pas de zéro commun, il existe des fonctions Ci analytiques
sur ^4, telles que ^c/ / f==i .

i

(4) Si V est une sous-variété analytique de /?71, toute forme différentielle
analytique sur V est induite par une forme différentielle analytique de 7?"y
de plus, l'anneau de cohomologie de l'anneau des formes différentielles ana-
lytiques sur V est canoniquement isomorphe à l'anneau de cohomologie
réelle de l'espace V (cf. théorème de de Rharn).

(5) Si une variété analytique réelle peut se plonger dans ̂ , il existe tou-
jours sur F", une fonction analytique (réelle) admettant, en chaque point
d^un sous-ensemble discret de F, un développement limité arbitrairement
donné.



90 H. CARTAN.

(6) Soit V une variété analytique réelle pouvant se plonger dans /^*;
tout « diviseur réel » sur V définit un élément du groupe de cohomologie
Zf1 ( l7, 2^); pour que ce soit le diviseur d'une fonction méromorphe réelle,
il faut et il suffit que l'élément correspondant de //l ( F, Z.î) soit nul ; il
existe toujours un diviseur réel dont la classe de cohomologie soit un élément
donné de// ' ( V, Z,).

(7 ) Si V est une variété analytique réelle pouvant se plonger dans Jï11^ la
classification des espaces fibres principaux analytiques (réels) dont le groupe
est un groupe de Lie abélien G coïncide avec la classification des espaces
fibres principaux topo logiques de groupe G. Le cas d'un groupe de Lie non
abélien mériterait d'être étudié (pour le cas analytique complexe, voir [9]
et [6]).

8. Structure des sous-ensembles analytiques réels. — II s'agit ici de
notions plus ou moins connues; mais guère explicitées dans la littérature.

PROPOSITION 8 (7) . — Soit A a un germe d'ensemble analytique (réel) en
un point aç^R11; R'1 étant plongé dans C'\ il existe dans C'\ au point a, un
germe ^ensemble analytique-complexe 'An et un seul^ possédant les deux
propriétés suivantes :

(a) Aa^Aa\
(b) Tout germe de fonction holomorphe (au point a) qui s'annule sur Aa

s'annule sur A a'

On a alors "iaC^lï11^-Aai et tout germe d'ensemble analytique-complexe
qui contient Aa contient A.a' Si la est l'idéal de (^a(Iïn) formé des germes
de fonctions analytiques s'annulant sur A ai et la V idéal de

OaWw^ad^)®^

formé des germes de fonctions holomorphes s'annulant sur Aa, on a

In-^Ta^C.

DÉMONSTRATION. — Soit (/y) un système fini de fonctions analytiques réelles,
au voisinage de aç/?71, qui engendre l'idéal la' Les équations fi(x) ==o défi-
nissent dans G'1, au voisinage de a, un sous-ensemble analytique-complexe;
soit Àa le germe induit par ce sous-ensemble au point a. Il est clair que
^possède les propriétés (a) et (b) de l'énoncé. Si B/, est un germe d'ensemble
analytique-complexe contenant Aai tout germe de fonction holomorphe qui
s'annule sur Ba s'annule sur Aai donc s'annule sur Âai et par suite Ba^>Aa ;
<le là résulte l'unicité du germe analytique complexe Aa satisfaisant à (a) et

( < l ) Cf. [2], p. I20-I22.
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(b). La définition explicite de Aa montre que J^nT^m An. De plus, tout
germe de fonction holomorphe qui s'annule sur Âa s'annule sur Aai donc est
combinaison linéaire (à coefficients holomorphes en a) des f^ et par suite
appartient à l'idéal 7^:=/a0 C\ ceci prouve que Ta est l'idéal des germes de
fonctions holomorphes s'annulant sur Aa'

DÉFINITION. — Le germe Aa défini dans la proposition 8 s'appelle le
complexifié du germe A a.

PROPOSITION 9. — Si le germe A a est réunion d\ine famille finie de germes
d} ensembles analytiques réels A^ le complexifié À a est réunion des
complexifiés A\. Si^ de plus^ les A^ sont les composantes irréductibles (8)
de A a) les complexifiés A^ sont les composantes irréductibles du complexi-
fié 1^

DÉMONSTRATION. — La réunion des Â^ contient A ai et tout germe de fonc-
tion holomorphe qui s'annule sur Aa s'annule sur la réunion des A^\ il
résulte alors de la caractérisation axiomatique du complexifîé Aa que ce
complexifié est égal à la réunion des A^ De plus, si Aa est irréductible,
Aa est irréductible : car si l'on avait Aa'==- B'aU C'a^ B'a et C'a étant des germes
complexes distincts de Àai on aurait

Aa == Ba U Ça, avec Ba = B'a H /i?'1, Ça •= C'a H /?'1,

donc on aurait par exemple Ba=-~-Aai d'où B'a^Aa, donc B'a'^Aa et, par
suite, B'a^^.a-t contrairement à l'hypothèse. Supposons maintenant que Aa
admette une décomposition en composantes irréductibles A^ d'après ce
qu'on vient de voir, les complexifiés A^ sont irréductibles, et Âa est réunion
des Â^ ; pour montrer que les Â^ sont les composantes irréductibles de Aa^
il suffît de vérifier que A^^A^a pour i~^-j\ or si l'on avait .Â^C^» on aurait
A^ CA^^contrairement aux hypothèses.

COROLLAIRE. — Pour que le germe A a soit irréductible^ il faut et il su/fit
que son complexifié A a soit irréductible.

DÉFINITION. — On dira qu'un germe d'ensemble analytique-complexe /?a,

( 8 ) Un germe A^ est réductible s'il existe deux germes B^ et C, tels queA^B^uC^
B^ A^ C^ A^', A^ est irréductible dans le cas contraire. Comme Panneau ^ des
germes de fonctions analytiques au point a est noethérien, on voit facilement que tout
germe d'ensemble analytique-réel A^ est réunion d'une famille finie de germes irréduc-
tibles A\^ et que ceux-ci sont déterminés de façon unique si l'on suppose que A^ffA^
pour i -^ j (auquel cas les A^ s'appellent les « composantes irréductibles » de A^).
On a les mêmes notions et la même terminologie pour les germes d'ensembles
analytiques-complexes.
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en un point réel açC^, est an complexifié^ s'il existe dans R'1 un germe
d'ensemble analytique-réel Aa tel que Ba soit le complexifié de Aa.

Cette définition appelle diverses remarques. Si Ba est un complexifié, c'est
le complexifié de BaC^R11^ donc la donnée de Ba détermine Aa' Pour que Ba
soit un complexifié, il faut et il suffit que tout germe de fonction holomorphe
qui s'annule sur BaC^R"^ s'annule sur Ba'

De la proposition 9 résultent les faits suivants :

Toute réunion finie de germes complexifiés est un complexifié; pour
qu'un germe Ba soit un complexifié;, il faut et il suffit que ses composantes
irréductibles soient des complexifiés.

Notions sur la dimension. — Soit Ba un germe d'ensemble analytique-
complexe en un point aç. C"; on sait que si Ba est irréductible^ on définit la
dimension (complexe) de Ba\ si de plus B est un sous-ensemble analytique-
complexe, dans un voisinage de a, qui induise le germe Bai chacune des
composantes irréductibles du germe Bx induit par B en un point x voisin
de a a même dimension p que le germe Ba- Si un tel point x est non singu-
lier pour 2?, alors B est, au voisinage de *z?, une sous-variété analytique-
complexe de dimension (complexe) p. Rappelons, d'autre part, que l'ensemble
S des points singuliers de B est un sous-ensemble analytique-complexe dont
toutes les composantes irréductibles, en un point quelconque .rçS, sont de
dimension </?.

Ceci étant rappelé, soit maintenant Aa un sous-ensemble analytique-réel
dans un voisinage d'un point aç/?71, et supposons que le germe Aa induit
par A soit irréductible. Par définition, la dimension (réelle) de A au
point a (ou la dimension du germe Aa) est égale à la dimension (complexe)
du germe complexifié Aa, qui est irréductible. Il existe évidemment, dans
un voisinage convenable de a dans C'1, un sous-ensemble analytique-complexe
B tel que le germe Ba induit par B soit le complexifié de Aa\ alors BC^R^
et A coïncident au voisinage de a. Soit S l'ensemble des points singuliers
de B\ le germe Sa induit par*? ne contient pas Aai sinon il contiendrait Aai
ce qui est impossible puisque les composantes irréductibles de Sa sont de
dimension strictement plus petite que la dimension de Ba^-Aa' Ainsi A
possède des points, arbitrairement voisins de a, qui sont non singuliers
pour B\ au voisinage d'un tel point, A est une sous-variété analytique-réelle
dont la dimension est égale à la dimension p du germe A a' En effet, cela
résulte de la proposition suivante {cf. [2], p. 120-122) : soient des fi analy-
tiques réelles au voisinage d^un point ^e/^, telles que les équations
fi(z)=o définissent^ dans un voisinage complexe de b^ une sous-variété
analytique-complexe V de dimension (complexe) p; alors VnR"^ est, au
voisinage de b^ une sous-variété analytique-réelle de dimension p. Pour le
voir, on observe que V est stable pour l'âutomorphisme (^i,...,^)->(5i,...,^);
on peut ranger les coordonnées (supposées nulles en b) dans un ordre tel que
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V soit définie par des équations

Zk^gk{z^ . . . , Zp)^ p-r-î^k^n,

où gk est holomorphe au voisinage de ^origine. Soit

^(^i,..., Zp)=gk(z^ ..., ^)î

on a -s^=:^(«St, . . . , 5^) sur 1̂ , donc^—^= ° sur ̂  e^ comme -Si, ..., Zp
sont des coordonnées locales sur V^ les fonctions ̂  et 'gk sont identiques;
ainsi gk est à coefficients réels, et V(^R11 est défini par les n-p équations
réelles Xk^=gk{sî^ • • • » ^)-

Avant de résumer les résultats obtenus, observons que si un sous-ensemble
analytique-réel induit un germe Aa irréductible de dimension /?, alors, en
tout point x çA assez voisin de a, toutes les composantes irréductibles du
germe induit Ay: sont de dimension ^.p ; car si un sous-ensemble analytique-
complexe B est tel que le germe Ba soit le complexifîé de Aa, le germe Bx
contient le complexifîé de Ax et, par suite, les dimensions des composantes
irréductibles de Ay: sont au plus égales à p.

Finalement, nous avons démontré ceci :

PROPOSITION 10. — Soit A un sous-ensemble analytique-réel dans un voi-
sinage de aç/?^ supposons que le germe A a soit irréductible et de dimen-
sion p. Alors ̂  en chaque point de A assez voisin de a, les composantes
irréductibles de A sont de dimension ^p- De plus^ il existe un sous-
ensemble analytique-réel A'Ç.A jouissant des propriétés suivantes : i° les
composantes irréductibles de A au point a sont de dimension <.?!
2° A — A' possède des points arbitrairement voisins de a, et en chacun de
ces points A est une sous-variété analytique-réelle de dimension p.

(Il suffit de prendre pour A' l'intersection Ar\S^ S désignant comme
ci-dessus l'ensemble des points singuliers de B.)

REMARQUE. — Sous les hypothèses précédentes, il peut exister des points
de A arbitrairement voisins de fl, en lesquels la dimension de A est stricte-
ment inférieure à p . Par exemple, dans l'espace 7Î3 (coordonnées *r, y^ <s),
le cône d'équation

^(^-j-y2) •== x'^

est irréductible à l'origine (o, o, o) ; il est de dimension 2 en ce point; mais,
au voisinage de chaque point (o, o, z ) tel que z -^- o, il se réduit à la droite
d'équations ;2?==o, y==o. Bien entendu, ces points sont singuliers pour le
complexifîé du cône à l'origine, complexifié qui n'est autre que le cône
(complexe) défini par la même équation. Ce dernier fait résulte de la

PROPOSITION 11. — Soit Ba un germe irréductible d'ensemble analytique-
complexe en un point réel açC", et soit p la dimension (complexe) de
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Ba. Pour que Ba soit un complexité:, il faut et il suffit que BaCtR"^ soit un
germe (analytique réel) irréductible de dimension p. Il suffit que Ba
contienne un germe analytique-réel^ irréductible et de dimension p.

DÉMONSTRATION — Supposons que Ba soit le complexifié d'un germe Aa\
alors A a est irréductible (corollaire de la proposition 9), et la dimension
réelle de Aa est égale à la dimension complexe p de Ba (par définition de la
dimension d'un germe analytique-réel). Réciproquement, supposons que Ba
contienne un germe analytique-réel Aa^ irréductible et de dimension/?; soit
B un sous-ensemble analytique complexe, dans un voisinage complexe de a,
qui induise le germe Bai et soit A un sous-ensemble analytique-réel, dans un
voisinage réel de a, qui induise le germe Aa' Puisque AaÇ.Bai on peut sup-
poser AcB. Si/est un germe de fonction holomorphe qui s'annule sur Aai
f s'annule en des points non singuliers de B arbitrairement voisins de a,
à savoir les points de A où A est une sous-variété de dimension/?. Comme
Ba est irréductible, /s'annule identiquement sur B au voisinage de a. Ainsi
tout germe de fonction holomorphe qui s'annule sur An s'annule sur Bai et,
par suite, Ba est le complexifié de Aa.

9. — Propriétés des sous-ensembles analytiques cohérents. — Soit A
un sous-ensemble analytique d'une variété analytique-réelle T7, et soit / le
faisceau d'idéaux attaché à A. Pour que/ soit cohérent, il faut et il suffit que
/ soit cohérent en chaque point aç.A\ ceci signifie qu'il existe un système
fini de fonctions analytiques réelles au voisinage de a, qui engendrent l'idéal
/.y en chaque point x assez voisin de a. Or la propriété, pour le faisceau /
attaché à ^4, d'être cohérent au point aç^t, est une propriété qui ne dépend
que du germe d'ensemble A a induit par A au point a. On a donc la notion
de germe (d'ensemble analytique réel) cohérente pour que A soit cohérent,
il faut et il suffît que les germes Aa induits par A aux points a çA soient
cohérents. Tout revient donc à caractériser les germes cohérents; on peut se
borner à étudier la cohérence des germes dans l'espace numérique R"^.

PROPOSITION 12. — Soit A a un germe d^ ensemble analytique-réel en un
point aç^. Soit £ un sous-ensemble analytique-complexe^ dans un voisi-
nage complexe de a, tel que le germe induit Ba soit le complexifié de A a.
Pour que A a soit cohérente il faut et il suffit que^ pour tout point x réel
assez voisin de a, le germe By: induit par B soit un complexifié.

DÉMONSTRATION. — La condition est nécessaire; soit en effet A un sous-
ensemble analytique-réel induisant Aai et soit(/-) un système fini de fonctions
analytiques réelles au voisinage de a, qui engendre, en chaque point réel x
assez voisin de a, l'idéal /y du faisceau / attaché à A. Les équations fi=o
définissent, dans un voisinage complexe de a, l'ensemble B. En chaque point
x réel assez voisin de a, Bx est donc le complexifié de Ax'

La condition est suffisante ; car soit, en chaque point x d'un voisinage
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complexe de a, J.-c l'idéal du faisceau attaché au sous-ensemble analytique-
complexe B. Les J^ forment un faisceau collèrent. Si x est un point réel, By
est, en vertu de l'hypothèse, le complexifié de B^r\ R11, c'est-à-dire de A,-ç\ donc
J^==/y(^)C, en notant /r l'idéal attaché à A au point x. Soit (fi) un système
fini de fonctions holomorphes dans un voisinage complexe de a^ qui engendre
l'idéal Jx en tout points d'un voisinage complexe de a\ alors les parties
réelle et imaginaire des fi sont des fonctions analytiques réelles qui, en tout
point réel x voisin de a. engendrent l'idéal 1^. Ceci prouve que le faisceau 1
est cohérent au point a, c'est-à-dire que le germe A x est cohérent.

PROPOSITION 13. — La réunion d^ une famille finie de germes cohérents est
un germe cohérent. Pour qu^un germe d'ensemble analytique-réel soit cohé-
rente il faut et il suffit que ses composantes irréductibles soient des germes
cohérents.

DÉMONSTRATION. — Soient A1 des sous-ensembles analytiques-réels en
nombre fini, dans un voisinage de a, tels que les germes (A1)^. soient cohé-
rents. Soient/^'des sous-ensembles analytiques-complexes, dans un voisinage
complexe de «, tels que (B1)^ soit le complexifié de (^).r, pour tout point
réel x voisin de a. Soit B la réunion des B1, si x est un point réel voisin de
a, le germe Bxi réunion des (2^)a:, est le complexifié de la réunion des (^4Q.r
(prop. 9), c'est-à-dire de A.v. Ceci établit la première assertion de l'énoncé.

Il reste à montrer que si An est cohérent, ses composantes irréductibles
A\^ sont des germes cohérents. Or soient B1^ les complexifiés des A1^ ce sont
les composantes irréductibles du germe Ba complexifié de An (prop. 9).
Chaque intersection B^r\B^(i^j) se compose de composantes irréductibles
de dimension strictement plus petite que la plus petite des dimensions de
B\ et de B^\ donc, en chaque point x voisin de a, chaque composante irré-
ductible de B^C^B^ est de dimension strictement inférieure à la plus petite
des dimensions de B^ et de B^\ il en résulte que l'ensemble des composantes
irréductibles de Bx est la réunion (quand i varie) des ensembles de compo-
santes irréductibles des BJy. Puisque Bx est un complexifié, il en est de même
des B\y d'après la proposition 9; donc chaque germe A1^ est cohérent, en
vertu de la proposition 12.

PROPOSITION U. — Soit A un sous-ensemble analytique-réel dans un voisi-
nage de aç, R") tel que le germe induit An soit irréductible et de dimension
p. Si An est cohérente alors^ en tout point xç.A assez voisin de o, toutes
les composantes irréductibles de A .y sont de dimension p.

En efl'et, avec les notations de la proposition 12, les complexifiés des
composantes irréductibles de A .v sont des composantes irréductibles de 2?a.,
qui sont de dimension/?.

REMARQUE. — La proposition 1/4- montre que le cône ^(^-t-j''2) •==• x^ n^est
pas cohérent à l'origine (o, o, o), puisqu'il est de dimension i aux points
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(o, o, z ) tels que z^-o. D'autre part, la condition nécessaire énoncée à la
proposition 14 pour que Aa soit cohérent n'est pas suffisante^ considérons
par exemple le cône

z(x + y ) (x2-}-^2) -==.x^\

en chaque point (.r, j, z) voisin de (o, o, o) et distinct de (o, o, o) c'est une
sous-variété de dimension 2 ; cependant il n'est pas cohérent à l'origine, car
son complexifié est le cône complexe ayant même équation, et ce cône induit
en chaque point (o, o, z ) tel que z ~^- o un germe complexe qui n'est pas un
complexifié.

10. Sous-ensembles analytiques de B^ définissables par des équations
analytiques. — On a vu (§ 7) que tout sous-ensemble analytique cohérent A
de 7?" est l'ensemble des zéros communs à une famille de fonctions analytiques
dans tout 7?71. On va montrer que A peut être défini par un nombre fini
d'équa lions y^(^)==o, les^ étant analytiques dans 7?71. De plus, la classe des
sous-ensembles analytiques de 7?'1 qui peuvent être définis par un nombre
fini d'équations analytiques est plus vaste que celle des sous-ensembles
analytiques cohérents, comme le montre l'exemple du cône z (.r2 -+- y2)^ x^
dans R^

PROPOSITION 15. — Soit A un sous-ensemble analytique de /în. II y a équi-
valence entre les trois conditions suivantes :

(a) // existe sur R'1 un faisceau cohérent d'idéaux 1 tel que A soit le lieu
des zéros de 1 [i. e. A est l'ensemble des points x tels que ly.^- ̂ x(^1)] î

(b) II existe un voisinage ouvert U de 7?'1 dans C71, et un sous-ensemble
analytique-complexe B de Z7, tel que Br\ /?^==: A ;

(c) // existe un nombre fini de fonctions analytiques réelles fi dans 7 ,̂
tel que A soit l^ ensemble des solutions du système adéquations fi(x) •===. o.

DÉMONSTRATION. — On va montrer que

(a)=»(&)=>(c)=>(a).

(<%)==> (b) : Soit / un faisceau cohérent d'idéaux, comme en (a). Alors
1®RC est un faisceau cohérent d'idéaux sur 7?71, au sens analytique
complexe. Ce faisceau est induit par un faisceau cohérent d'idéaux J sur un
voisinage ouvert U de /?71. Soit B le lieu des zéros de J\ B est un sous-
ensemble analytique-complexe de î7, et BC^^^A.

( ^ ) => ( c ) : D'après la proposition 1, on peut supposer que U est un
domaine d'holomorphie. B est alors un sous-ensemble analytique-complexe
d'une variété de Stein U, donc ( 9 ) B est l'ensemble des solutions d'un

( 9 ) On le prouve au moyen d'un raisonnement dû à Grauert, et que voici : choisissons
un point dans chaque composante connexe de U—B; d'après la théorie des variétés de
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système fini d'équations ^/==o, les gj étant holomophes dans U. Les gj
induisent sur 7?71 des fonctions analytiques à valeurs complexes ; en égalant à
zéro leurs parties réelles et imaginaires, on trouve un système fini d'équations
fiZ=:o qui définit A.

(c)==>(a) : Si A est défini par un système fini d'équations analytiques
/f=o, les fi engendrent, en chaque pointée 7?", un idéal /a.; les idéaux/a.
forment un faisceau cohérent 7, et A est le lieu des zéros de 7.

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 15. — Tout sous-ensemble analytique cohé-
rent A de 7?71 est V ensemble des solutions d'un système fini d'équations
analytiques // ( x ) = o.

[En effet, la condition (a) est satisfaite.]

11. Exemple d'un sous-ensemble analytique de /?3 qui n'est pas défi-
nissable globalement par des équations analytiques. — Soit a(z) la fonction
d'une variable réelle z, nulle pour z^—i et pour ^^4-1, et égale à

exp(-^——) pour — ï < ^ z < ^ - } - i . Soit -S l'ensemble des points de /î3

(coordonnées/^, y, s) défini par l'équation

zÇ^-^-y2) ==^3 a(z).

Comme a(z) est une fonction continue, S est fermé. De plus S est un sous-
ensemble analytique de 7î3 : il suffît de le vérifier aux points de S où z == ±: i.
En ces points, on a ;z*==o, y ==o. Considérons par exemple le point (o, o, i);
au voisinage de ce point, *S'peut être défini par le système d'équations ^?==o,
y-==o. Ainsi S est bien un sous-ensemble analytique. On va prouver :

PROPOSITION 16. — -5' étant défini comme ci-dessus^ si une fonction
Y (a?, Y) <z), analytique réelle dans R'^ s7 annule en tout point de S, elle est
identiquement nulle.

DÉMONSTRATION. — 7Î3 possède un voisinage ouvert U dans C3, tel que/se
prolonge en une fonction holoniorphe dans U\ on la notera encore /. Consi-

Stein, il existe une fonction g^ holomorphe dans </, nulle sur B et égale à i en ces
points. Soit B^ le sous-ensemble analytique, ensemble des zéros de g^\ B^ contient/?;
sur chacune des composantes irréductibles (au sens global dans U) de B^ qui ne sont
pas contenues dans /?, choisissons un point ^appartenant pas à £; soit g^ une fonction
holomorphe dans î7, égale à i en chacun de ces points, et nulle sur B. Soit B^ le sous-
ensemble analytique, ensemble des zéros communs à g^ et g^\ B^ contient B ; celles des
composantes irréductibles (globales) de B^ qui ne sont pas contenues dans B sont de
dimension n—2, et l'on peut choisir dans chacune d'elles un point n'appartenant pas
à B. En poursuivant ainsi, on obtient n fonctions g^ ..., g^ holomorphes. dans U^ et
l'ensemble de leurs zéros communs contient, outre j&, un ensemble de points isolés. Si
g^ est holomorphe dans U^ nulle sur B et égale à i en ces points isolés, B est l'en-
semble des zéros communs à g^ ..., ,̂+1.
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dérons, dans C3, l'ensemble S ' des solutions complexes de l'équation

z(^-^-)^^exp(-——-) (z^i).\ ^ - — i/

S ' est un sous-ensemble analytique (complexe) dans l'ouvert de C'\ complé-
mentaire de la réunion des deux plans z =zï et -s =— i ; à l'origine, S ' est le
complexifié de .S. On peut supposer cassez petit pour que les points régu-
lières de S ' contenus dans ^/soient exactement ceux pour lesquels x est ~^- o.
Considérons l'ensemble des points réguliers de S' contenus dans U\ soit M
celle des composantes connexes de cet ensemble qui contient les points régu-
liers voisins de (o, o, o). Comme/est holomorphe et s'annule en ces derniers
points, / est nulle en tout point de l'adhérence de M. On va montrer que
ceci implique que / s'annule en fout point de S ' assez voisin du point (o, o, i).

D'abord, tout point (o, o, ^o), où ZQ est ré'el et — i < ̂ o<+ i ? possède un
voisinage tel que les points réguliers de S ' contenus dans ce voisinage appar-
tiennent à M. Il suffît donc de prouver ceci : quel que soit £ ^> o, si deux
points (^oî YO? ^o) € S ' et (^i, y y z^ ) ç. S ' sont tels que

o< |^ - |<£ , |jJ<2' | . ^ — i | < £ (pour /=o, i),

ils peuvent être joints par un arc formé de points de ' S ' situés dans la région

0 < [ ^ | < £ , | j |<£\/^ ] - S — l | < £ .

Voici comment on trouve un tel arc. Appelons ^ ( z ) la fonction

-^\^—.r
Joignons ZQ à .Si par un arc T situé dans la couronne o << | z — i [ < £, et soit
M la borne supérieure de | ^ ( ^ ) [ sur Y. Soit Y] > o tel que 'Mr\^ 4- y^^i.
Joignons le point (^o? J'o? ^o) à un point de la forme (10^05 Jo? ^o) par des
poinis de la forme (.r, j, Zo)^ où x=.tXQ (t réel variant de i à ï î ) ,
y -=L\j\^z^)x^— x9-. Comme | '\{zo)x\ \ < 2£2, on a constamment \y l2^ ^£2.
On peut joindre de même le point (*z'i, j'i, ^ i ) à un point (yî^i, y^, ^i). Il
reste alors à joindre les points (ïî^o, jo? ^o) et (ïî^i, j^, ^i) par des points
de la forme {f}x^ y, s), ^ décrivant r, x variant de XQ à x^ dans le domaine
o < \x \ < £, etj étant égal à v/À^)^3^1— ̂ x'1.

Ainsi il est démontré que f(x\ j', z ) s'annule en tout point de S ' assez
voisin du point (o, o, i). Fixons alors les nombres XQ-^-Q et jo^o assez
voisins de o; d'après le théorème de Picard appliqué au point singulier z=.i
de la fonction À (^), il existe une infinité de points (^o? } ' o ^ s) de S ' pour
lesquels z est arbitrairement voisin de i ; comme / est holomorphe et s'annule
en ces points, f(^oi Joi z ) est nulle quel que soit z réel. Ce résultat vaut
quels que soient XQ etj'o comme ci-dessus, donc/(^,j', z) est identiquement
nulle. Ceci achève la démonstration.
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Autre exemple* — La fonction a(z) ayant la même signification que
ci-dessus, considérons le sous-ensemble ZcR3 défini par l'équation

^( i - 2^) (̂ - 4-j2) = (^+J4) a(z).

C'est un sous-ensemble analytique de R3, et il est compact (contrairement à
ce qui avait lieu pour S). En raisonnant comme pour la proposition 16, on
démontre que toute fonction f(x^ y, z) analytique réelle dans R3 qui
s'annule sur ^L, est identiquement nulle.
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