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QUELQUES THÉORÈMES DE NON-PLONGEMENT
POUR LES VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES ;

MICHAEL F. ATIYAH ET FRIEDRICH HIRZEBRUCH

Herrn Wolfgang KRULL zum 60. Geburtstag gewidmet.

Nous avons montré dans [1] que le théorème de Riemann-Roch [^] a des
analogues différentiables. Un exposé de ces résultats a été fait par l'un des
auteurs au Séminaire Bourbaki [9]. Les théorèmes de Riemann-Roch diffé-
rentiables fournissent comme cas particulier certaines conditions de divisi-
bilité pour les classes caractéristiques d'une variété différentiable que l'on
peut considérer comme des analogues différentiables du théorème de
Riemann-Roch de [8].

La plupart de ces conditions de divisibilité ont été prouvées précédem-
ment dans [2], [3] et [11]. Dans ce qui suit nous démontrons à l'aide des
méthodes de [1] que les classes caractéristiques d'une variété différentiable
compacte orientée de dimension d satisfont aux conditions de divisibilité
supplémentaires si la variété peut être différentiablement plongée dans un
espace euclidien (ou ce qui est équivalent, une sphère) de dimension id—q
[Théorèmes (2.6), (2.7) , (3.2), (3.8)]. Ces conditions de divisibilité « non
stables » nous permettent de prouver des théorèmes de non-plongement qui
semblent beaucoup plus forts que ceux qui étaient connus avant (3.6).
L'outil essentiel est encore le théorème de BOTT ([2], paragraphe 25.8, para-
graphe 26.io et[5])qui dit que la /i1""1® classe de Chern d'un fibre vectoriel
complexe sur la sphère S^n est divisible par (n — i ) !

Nous rappelons qu'une variété à n dimensions peut être plongée dans 8.2^
d'après WHITNEY [13].

Les résultats de ce mémoire ont été présentés par le second des auteurs au
Colloque de Topologie [i-6juin IQ^Q, Lille.] Les auteurs remercient cha-
leureusement R. BOTT et J. MILNOR pour leurs précieuses suggestions durant
le Colloque, grâce auxquelles des améliorations ont été possibles, améliora-
tions qui ont été incorporées dans le texte.
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1. Fibres vectoriels et représentations.

l . i . — Dans [1] noas avons introduit pour un CW-coiapïexe connexe,
dénombrable JT, de dimension finie, l 'anneau K(^) : soit F{X) le groupe
abélien libre engendré par l'ensemble de toutes les classes d'isomorphismes
de fibres vectoriels complexes sur X. A un triple t •==- (Ç, ^ /, ^ ' ) de classes
d'isomorphismes de fibres vectoriels avec Ç == ÏJ -+- ̂ , nous attachons l'élément
[ ^ ] = = ^ — ^ — y de F(^T). Le groupe K(X) est défini comme quotient
de F(X) parle sous-groupe engendré par tous les éléments de la forme [/].
La loi de groupe dans K{X) est donc indui te par la somme de Whitney de
fibres vectoriels. Le produit tensoriel définit une structure d'anneau com-
mutatif dans K{X) ; l 'unité est fournie par le fibre trivial de dimension i. Le
caractère de Chern ([2], §9.i) est un homomorphisme d'anneau :

^:K(X)->ir(X, Q)
dont l'image sera notée ch (^T). L'augmentation K ( X) —> Z est obtenue en
assignant à chaque fibre vectoriel la dimension de sa fibre. Le groupe relatif
Â"(Jr, JK), pour un sous-complexe non vide Y de ^T, est le sous-groupe de
K{XfY) d'augmentation zéro, où XfY est l'espace obtenu à partir de X en
identifiant Y à un point. Le produit tensoriel fait de A"(^r, Y) un K{X)-
module. Le caractère de Chern :

ch:K(^ Y)->H\X, F; Ç),

est compatible avec la structure de Ar(JT)-module de K{A\Y) et la struc-
ture de II\X\ Ç)-module de Iï\X, Y\ Ç).

D'une manière analogue, en utilisant des fibres vectoriels réels ou quater-
nioniens, on définit des groupes KO(A') ou KSP(^¥) respectivement.
KO(X) est ainsi un anneau [mais pas KSP(^)]. Les inclusions

i : 0(m)->U(m)

et
j \ Sp (m) —> U (ï m)

induisent des homomorphismes

i^KO{X)->K{X)
et

j,:KSP(^)->K(^T)

où ^ est un homomorphisme d'anneau. Les images ch o ̂  et ch oj^ seront
notées ch 0{A) et ch SP(A') respectivement. Une théorie relative pour les
paires (^T, Y) est définie comme précédemment.
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Soit K le corps des qualernions. On peut définir des produits tensoriels [6]
comme suit :

( i ) Si V est un /?-module et W un /^-module à droite, alors V Ç^pW est
un 7^-module à droite.

(2) Si V^ W sont deux 7^-modules à droite, alors V 0/^ W est un
7?-module.

Le produit tensoriel (2 ) est défini en transformant W en un ÀT-module à
gauche au moyen de Fanti-isomorphisme de K qui laisse les quaternions i
et i fixes et change le quaternion j en —j (voir [6]). Ces produits tensoriels
définissent des accouplements :

KO{X) ̂ zKSP(X) ->KSP{X)
KSP ( X) (g)z KSP ( X) -> KO ( X)

qui, par ^ et j^ se transforment en le produit défini dans K(X) (voir [6]).
Des remarques similaires valent pour le cas relatif.

1.2. — Soit G un groupe de Lie compact connexe et soient (pi, pa, ...) les
(classes d'équivalence des) représentations complexes irréductibles de G. Soit
B(G) le groupe abélien libre engendré par les p;. Le produit tensoriel de
représentations fait de JR(G) un anneau, que nous appellerons l'anneau de
représentation de G. Les représentations complexes de G peuvent être iden-
tifiées aux éléments positifs de 7?(G), c'est-à-dire aux combinaisons finies 2^-pf
où les rii sont des entiers positifs ou nuls, non tous nuls.

Soit BO l'espace classifiant de G et soit ^ le G-fibré universel au-dessus
de BG. A chaque représentation complexe p de G on peut associer le fibre
vectoriel complexe induit p ( Ç ) . Le caractère de Chern de p ( Ç ) est un élément
de H**(BG^ Ç)- En étendant, on obtient un homomorphisme d'anneau :

ch:B(G)-^H"(BG, Ç)

dont l'image sera notée ch7?(G). Puisque deux représentations sont équiva-
lentes si et seulement si leurs caractères sont égaux, il en résulte que ch est
un monomorphisme (pour les notations utilisées dans ce numéro voir [2],
en particulier les paragraphes 6.1, 9. i, 10.2).

Si l'on considère une approximation de dimension finie BG de Bç-, on
obtient un diagramme commutatif d'homomorphismes d'anneaux :

B(G) -> K^Bo)
ch ,̂ ch ^

Î^(BG, Ç)->ÏI\BG, Ç).

Soit r, un tore maximal de G. Soient .2?i, ..., Xn des coordonnées (modi)
de 77. Les Xi sont des éléments de ff1 ( 77. Z ) et forment une base de ce
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groupe Par la transgression négative dans le T-.fibré universel au-dessus
de BT, les x, peuvent être considérés comme éléments de

H^BT, Z)cff2(B^ Ç) (voir [2J, paragraphe 10. i ) .

L'anneau de cohomologie H-(B^Q) est l 'anneau de séries formelles
Ç > { ^ i , . . . . Xn\. Les représentations irréductibles de T sont toutes de
dimension i. Chacune est donnée par un poids qui est une combinaison
hneaire des œ, à coefficients entiers. Tous les poids de ce type apparaissent.
Ceci correspond aux identifications standard

îîom(T,U(i))=^(T, Z)=H^B^ Z).

Ainsi ch R(T) est composé exactement des combinaisons linéaires finies à
coefficients entiers des éléments^ avec w çff^B^ Z). Le fibre (By Bç G/T)
nous permet de considérer I^\B^ Ç) comme un sous-anneau deff^(Br 0}
II est clair que : "

chR(G)cchR(T).

Si W est le groupe de Weyl de G, la théorie des représentations donne le
résultat suivant :

PROPOSITION. - chR(G) est le sous-anneau des éléments de chR( T) qui
sont invariants par W; autrement dit :

cbR(G)==chjR(T)nH^(£^ Ç).

1.3. - Si l'on considère les représentations réelles ou quaternioniennes
de G, on obtient alors les groupes RO(G) et RSP(G) dont le premier seu-
lement est un anneau. Les inclusions

i:0(m)-^U(m)
et

j : Sp(m) -> U('îm}

induisent des homomorphismes

i,:RO{G)-.R{G)
etet

j,:RSP(G)->R(G).

^ est un monomorphisme car la composition de i et de U(m)->0(2m}
induit sur RO(G) la multiplication par 2. De même y, est un monomor-
phisme^. car la composition dey et de U(ï m) -> Sp ( 2 m ) induit sur RSP(G)
la multiplication par 2.

Ceci nous permet de considérer RO(G) comme un sous-anneau et RSP(G}
comme un sous-groupe de R(G). De même qu'en (l.i), on voit que le
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produit de deux éléments de JRSP(G) est dans BÇ(G), et que le produit
d'un élément de JRO(G) et d'un élément de JRSP(G) est dans IÎSP(G).

1.4. -- Soit z un élément de ir^X^ Ç) dont les composantes de dimen-
sions impaires sont nulles. Pour tç Ç, soit z^ç.IP(X, Ç), l'élément obtenu
à parlir de z en multipliant sa composante de dimension ir par t'\ Si z =zea

avec aç.IF-^X, Z), alors, zW=eia, ce qui montre que z^çch(^) si t est
un entier. On a plus généralement :

LEMME. — Si z ç. ch (X) et si t est un entier^ alors z^ ç. ch { X ) ,

PREUVE. — Soient T le tore maximal usuel du groupe unitaire U(n),
et x^ . . . , Xn la base usuelle de fF\T, Z^H^BT, Z). Si t ç . Z , alors
d'après la proposition de 1.2,

n

^e^çch(B(U(n)))

ce qui prouve le lemme dans le cas universel.

2. Polynômes de Hilbert sur les variétés différentiables.

2.i. — Soit ^T une variété difTérentiable compacte connexe orientée.
Soient/?; ses classes de Pontrjagin ( p i Ç / I ' 1 1 ^ , Z)). Alors, comme dans [2],
paragraphe 23. T , nous posons

A(^)=^Â;(^, . . . p f )^y^l, . .

7=1

où { A y } est la suite multiplicative de polynômes ([8]) paragraphe l) dont

(^)/sinh(^)

est la série entière caractéristique. Pour tout dç. H2 (^T, Ç) et tout .s e ïF{A\ Ç),
nous définissons A{œ^ dy z ) comme le nombre rationnel obtenu en évaluant
la composante de dimension maximum de z.edA{Ar) sur le cycle fondamen-
tal de X . La définition du nombre A{œ^ d^ z) était motivée par le théorème
de Riernann-Roch de [8] :

2.2. — Soient X une variété algébrique projectile, Ci sa première
classe de Chern^ et Ç un fibre vectoriel complexe holomorphe sur X ^ alors
A{X^ <?i/2, ch(£)) est égal au nombre d'Euler de X dans la cohomologie

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 4. 26
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à coefficients dans le faisceau des sections holomorphes de £ ; en particulier
A (JT, Ci/2, ch(E)) est un entier.

2.3. — Soit X de nouveau différentiable comme dans 2. i. lia été prouvé
dans [3] et, par des méthodes complètement différentes dans [l], que
Â(X^ <^/2, z ) est un entier si z^ch(X) et si d est une classe entière dont
la restriction mod 2 est la classe de Stiefel-Whitney w^{X) çT/^JT, Z^.

2.4. — Soient X différentiable, d^H^X, Ç) et ^çch(^T). Il résulte
immédiatement de la définition que A (JT, o?/2, z^) est un polynôme en t à
coefficients rationnels de degré inférieur ou égal à (dim^T)/2. Naturellement
le polynôme est identiquement nul si dim X est impaire. Supposons
dim X =. 27î. Le coefficient de t"- dans le polynôme est égal à la valeur de la
composante 2/î-dimensionnelle Zn de z sur le cycle fondamental de X.

Pour tout ^€ch(JT), le nombre .^[^T] est de la forme s ( z ) / n !, où s ( z )
est un entier. Si, par exemple, z=^ea avec açH^-ÇX^ Z), alors s(z)=an[^].

2.5. — Si ̂  est algébrique et si un plongement projectif de X est donné
pour lequel a^H^ÇX^ Z) est la classe de cohomologie de la section hyper-
plané, alors avec z == ^a, c\ étant la première classe de Chern de X^ le poly-
nôme y4(JT, Ci/2, z^) en t est le polynôme caractéristique de Hilbert pour
la variété algébrique X dans le plongement projectif donné.

Ceci résulte de (2 .2) . Ainsi, en un certain sens, nous pouvons considérer
des polynômes de Hilbert pour une variété différentiable arbitraire ^T(2.4) ''
nous parlerons du polynôme de Hilbert

H(t)=Â(X, d/2, z^)

de ^T associé aux éléments d et z de H^X, Ç) et ch(^T) respectivement.
Selon (1.4) et (2.4), H ( t ) a des valeurs entières pour tout t entier si
dç.JP-^X, Z) etd==w._(^) mod 2.

2.6. — Nous pouvons maintenant formuler notre résultat principal qui
impliquera les théorèmes de non-plongement du paragraphe 3.

THÉORÈME. — Soit X différentiable {comme dans 2. i). Soient d et z des
éléments de H^X, Z) et ch(^) respectivement. Soit H(t) le polynôme de
Hilbert associé ad et à z. Supposons dim X •==. 2 n et que X puisse être diffé-
rentiablement plongée dans la sphère S.în+^(k'> o). Alors : 2^+Â-1 H(\lï)
est un entier.

2.7. — Le théorème précédent peut être amélioré dans un certains cas
par un facteur 2.
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THÉORÈME. — Soient X\ z, d^ H{t) comme dans (2.6), mais posons d=zo.
Supposons que dim X -==.[\m, que X puisse être plongée différentiablement
dans S^m+ïk^ (k > o) et que :

ou bien (a) zç.c\\0(X) et 2m +Â- == 2 mod4
ou (b) zçch SP(X) et im -4- k == o mod4.

^/or.? a27^-2. ^(1/2) ̂  M/Î e^^/1.

Nous prouverons les deux théorèmes au paragraphe ^. Au paragraphe 3,
nous donnons des applications.

3. Applications.

3 . 1 . — Pour l'entier positif n^ soit a(n) le nombre de i dans le dévelop-
pement dyadique de n\ autrement dit, n peut être écrit comme somme de
a(n) puissances distinctes de 2. D'après la théorie des nombres élémentaire :

(1) n\ ̂ ^-^^^(n)

où o(n) est le plus grand facteur impair de n !.
Dans ce qui suit, nous ne considérons que des variétés différentiables

compactes, connexes, orientées de dimension paire. Plongement signifie
« plongement différentiable ».

3.2. THÉORÈME. — Soit X différentiable de dimension in >> 2 et suppo-
sons que sa classe entière de Stiefel- Whitney Ws soit nulle. S^il existe
zçch(y^) tel que s(z) soit impair (2.4) 5 alors X ne peut être plongée
dans la sphère de dimension [ \ n — 2 a ( ^ ) . En particulier^ s'il existe
d^PP-^X^ Z) tel que dn[X^ soit impair^ alors X ne peut être plongée
dans la sphère de dimension (\n — 2a(/î).

PREUVE. — Puisque Ws=o^ nous pouvons choisir Ci€ZP(^T, Z ) dont la
restriction mod 2 est ^3 (X). Considérons le polynôme de Hilbert H(t)
associé à Ci et z (voir 2.5). Il prend des valeurs entières pour tout t entier
et peut ainsi être écrit sous la forme :

(2) H(t)=an( )-}-<^-i( l } +.. . a, ( ) + < 2 o
\nj \^-i/ W

où les Oj sont entiers (an=s(z)). Supposons que X puisse être plongé dans
S^n+ïkï ^>o. Alors, par (2.6), le nombre 2"4'̂ 1. ^(1/2) est entier.
( 2 ) implique :

(3) <2n^-lff(l/-î) =z 2/[-l(^^ 4- ng.)ln \

où g\ est impair et g^ pair.
Puisque le nombre donné en (3) doit être entier et que an==s(z) est
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impair par hypothèse, on obtient par (i) que k—i^n— a(/i), ce qu'il
fallait démontrer.

THÉORÈME. — Soit X différentiable de dimension 2^>4 ^ec W\=Q.
Supposons gué n soit divisible par 2^ où r est un entier non négatif. S^il
existe ^ech(^) tel que sÇz)/^ soit un entier impair^ alors X n^est pas
plongeable dans la sphère de dimension (\n — '2a(n) — 2r.

Ceci est une généralisation de (3 .2)) . Preuve par (2.6) et (3).

3.4. THÉORÈME. — Soit X différentiable de dimension [\m avec w-^ == o.
Supposons que m soit divisible par 2^ où r est un entier non négatif. S'il
existe ^çch(^T) tel que s(z)/'2r+l soit un entier impair^ et

ou bien (a) zçchO(Â') et a (m) -h /• ̂  2 mod4

ou (b) zçchSP(A^) et a (m) 4- r === o mod4;

alors X ne peut être plongée dans la sphère de dimension 8m — 2 a (m) — 2 r.

PREUVE. — Choisissons le polynôme de Hilbert H ( < ) associé à o et à z. Il
prend des valeurs entières pour tout t entier (voir 2.5), et est ainsi de la
forme (2) . Supposons ^T plongé dans Ssm-2y.[m}-2r' Alors (2.7) implique que

^-a(/«)-r-2^i^2) ^t entier.

Mais nous avons [comparer (3)].

2^.^(1/2) = (s(z).g, -+- 2m^)/(2m) !

où g^ est impair et g^ pair.
Ceci montre que 22m-a^-l/(2/7^) ! multiplié par un nombre impair est

entier ce qui contredit (i).

3.5. — II est intéressant d^observer que (3.2), (3.3) et (3.4) sont des
théorèmes sur le type d'homotopie de X. Par exemple, nous obtenons
par (3.2) :

THÉORÈME. — Soit ^T une variété différentiable qui a le type d^homotopie
de l'espace projeclifcomplexe Pn(C)^ n > i. Alors X ne peut être plongée
dans la sphère de dimension (\n — 2a( /2) .

Dans ce théorème, Pn(C) pourrait être remplacé par toute variété algébrique
de dimension complexe ^admet tant un plongementprojectif de degré impair.

THÉORÈME. — Soit JV une variété différentiable qui a le type d^homotopie
de l'espace projectif quaternionien P,n(K), m > T . Alors X ne peut être
plongée dans la sphère de dimension 8m — 2a(/2î) — 2. Sld(m) = o mod4,
alors X ne peut être plongée dans la sphère de dimension S?n — 2a(w).
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PREUVE. — II existe un Sp(i)-fîbré canonique au-dessus de Pm {K) (voir[2],
paragraphe 15.5). Ceci donne un élément z dans chSP(Pm(K)) qui, dans
la notation de [2] est égal à e^-\- e—^. Ainsi s(z) == 2, et le théorème résulte
de (3.3) et (3.4).

3.6. — REMARQUES.

i° MASSEY a prouvé q\iePzm(C) ne peut être plongé dans Sçm+i pour m > i,
que P^(C) ne peut être plongé dans ^215 et que Pm(K) ne peut être plongé
dans S(,,n-i-i pour m > 2. Ces résultats sont contenus dans le nôtre sauf dans
le cas de P?,(K).

2° II est aisé de prouver par les méthodes standard des classes de Stiefel-
Whitney que si m est une puissance de 2, Pïm(C) ne peut être plongé
dans Ssm-2 et que Pm{K)^ ( m > i ) ne peut l'être dans Ssm-^' Nos
théorèmes (3.5) l'impliquent.

3" Dans (3.2) et (3.3), la condition Ws==: o pourrait peut-être être
supprimée. Nous n'avons pu le faire jusqu'à présent que dans des cas
particuliers.

3.7. — Pour une variété différentiable de dimension [\m^ l'entier s ( ^ )
est défini. Il joue un rôle important dans la théorie du cobordisme de TIIOM.
Voir par exemple [8], paragraphe 6.3, ou [11]. Le nombre s ( A " ) est une
combinaison linéaire de nombres de Pontrjagin à coefficients entiers.
25(JT) est égal à s (s) où z est le caractère de Chern de l'extension complexe
du fibre tangent réel de A'. Les théorèmes (3.3), (3.4) entraînent :

COROLLAIRE. — Soit X différentiable de dimension (\m avec W^-==.Q
et s(y^) impair. Alors yT ne peut être plongée dans la sphère de dimen-
sion 8m — 2 a (m) — 2. -Sï, de plus^ w^=. o et a (m) ̂  2 mod4, alors X ne
peut être plongée dans la sphère de dimension 8m — 2 a (m).

3.8. — Soit X différentiable de dimension ^m. Son A-genre A(^) est
./\

égal à 2^m^4(.^^, o, i). Il a été prouvé dans [2], paragraphe 25, que Â(^T)
est toujours un entier. Ceci est aussi une conséquence de (2.6) puisque, selon
WIHTNEY [13], X peut être plongée dans Ssm' De plus (2.6) et (2.7)
entraînent :

THÉORÈME. — Soit X différentiable de dimension (\m. Si JT peut être
plongée dans Ssm-2q. alors A (A') est divisible par 2<5r+l. Siy de plus^
q = 2 mod4? alors A (^) est divisible par 2<'r+2.

Le A-genre de l'espace projectif complexe P^mÇC) est (—i) 7 7 2 ( ) et

ainsi (3. i) est égal à 2a(m) multiplié par un nombre impair. Dans l'algèbre de
THOM (sur les rationnels), toute variété différentiable X de dimension (\m
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est un polynôme en les P^j(C) ( y== i , 2, 3, . . . ) à coefficients rationnels
n'ayant aucun facteur 2 aux dénominateurs. Ceci entraîne aisément que A (A")
est toujours divisible par 2°'^ et que

/\
Am(pi, . . .,pn^)=^"tA,n(pl, ...,?^)

est comme polynôme (voir [8], paragraphe 1) précisément divisible par a3'7^.
Ceci explique le rôle de a (m) dans nos théorèmes de non-plongement.

3.9. — Le théorème (3.8) ne dépend que de la classe de cobordisme de A
puisque A(AT) est une combinaison linéaire de nombres de Pontrjagin.

COROLLAIRE. — Soit À différentiable de dimension 4 m et supposons quelle
soit cobordante sur les rationnels à l'espace projectif complexe Pîm{C).
Alors JT ne peut être plongée dans la sphère de dimension 8m — 2 a (m).
Si, de plus^ a (m) == 3 mod4, alors X ne peut être plongée dans la sphère
de dimension 8m — 2 a ( /n ) + 2.

h'. Preuve des théorèmes du paragraphe 2.

h-.i. — Soit T le tore maximal usuel du groupe orthogonal SO^ïk)
et Xy^ . . . , x^ la base usuelle de T/^T7, Z ) (voir [2], paragraphe 9.3).
Choisissons l'ordre correspondant sur ff1 (T, Z), (voir [2], paragraphe 2.4).

Soit ^ l'extension complexe de la représentation naturelle de SO^ik) sur
la i^6 puissance extérieure de T?'2^. Alors pour i^k nous avons une décom-
position de À^ en deux représentations irréductibles /^ et À^ de poids
maximaux x^ 4- ̂  + • • • + ̂ i et x^ + x^_ +. . . + sck—\ — ^k respectivement.

Nous considérons l'élément ^- de R(SO(9.k)) {voir 1.2) donné par

^^^(-i^^+c-i)^^.
;'==0

Le caractère de ^.+, au sens de (1.2) est donné par

k k

(i) ch^= ̂  (- i)^[j(^- e-i) + ̂  I7(^'1-r) (e-r(- I)-
2

On peut vérifier cette formule comme suit. Soit T ' le tore maximal usuel
de Î/(2Â') etj^i, . . ., y^k la base usuelle de /^(T^, Z ) . L'injection

SO^^-^U^k),

suivie d'un automorphisme intérieur convenable de U{ 2 A-), devient p :
SO('îk) —^ U^ïk) avec (voir [2], paragraphe 9.4) '-

(2) P^Cr', P'(7-2/-l)=-P*(j-2/)=^(l^/^Â-).
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p suivie de la /'^^représentation par puissance extérieure A1 de UÇïk) est^/.
Il est bien connu, et cela a été utilisé par GROTHENDIECK [^], que :

•lk ïk

ch^(-i)^V=F[(^-i),
;==o ;=i

Or, il résulte de (2) que :

•2 k />•

(3) ch^(-i)^J=^(^-i)(e-^-i).
i==:0 i—-\

Ainsi, si A4', A"" sont les représentations spinorielles de Spin ( 2 Â ) , nous
avons ([7]) :

( A4- (g) ̂ = À° 4- ^2 4-.. . 4- ^L si k est pair,
) A^^A^-^^J+^-t-. . .4-^ si À: est impair.

La même formule est valable avec — au lieu de 4-. A partir de là, en
utilisant la formule pour chA4' et chA", [2], § 26.5, nous trouvons

ch ( Ai — ̂ ) = ch ( A^ (g) A^ — A- (g) A-)
= ch(A4-— A-) cHA-^ A-)

/.-

^TT^6^12— e-ri/'2) (^l/'2+ ̂ -rt/'2),;==i
d'où :

7.

(5) (-I)^ch(^-^)=(-I)^-l^[(^--e- rO.
/=!

Puisque À^^: ̂ 2k~i (par dualité) et puisque }/== À^ 4- ̂  nous déduisons (i)
en ajoutant (3) et (5).

REMARQUE. — Puisque le membre de droite de (i) est invariant par le
groupe de Weyl de SOÇ^k) et puisqu'il appartient à ch7?(r), c'est-à-dire
est une combinaison linéaire d'exponentielles à coefficients entiers^ il résulte
de (1 .2) qu'il appartient à c h I Î ( S O ( ' î k ) ) . Il est cependant intéressant
d'avoir la formule explicite ( i ) .

Si nous remplaçons xj, par zéro dans ( i) , nous obtenons zéro, ce qui
montre que l'image de ch^ dans chB(SO(2k — i)) est zéro. D'après (1-.2),
ceci prouve que [i+ appartient au noyau de l'homomorphisme naturel :

BÇSO^k^-^BÇSO^k-ï)).

4.2. — Les représentations À^ et À^ sont, pour /cpair, les complexifications
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de représentations réelles. Or, SO(^k)^ opérant sur la k^™6 puissance exté-
rieure de 7?'2^, laisse invariants deux sous-espaces Ê\, E^ complémentaires.
E\(E^} est l'espace des « formes » qui restent inchangées (resp. qui changent
de signe), par l'opérateur de dualité. D'où, pour k pair, p^ç. RO(SO('îk)) ;
et il résulte de (1.3) que ̂  appartient au noyau de

IÎO(SO(2k))-^BO(SO(2k—i)).

h-. 3. — Soit Br l'espace classifiant de S0(r)^ ou mieux un squelette de
cet espace de dimension finie convenable. Br—\ est un fibre sur 2?,., de
fibre Sr-i. Soit Ar le « mapping cylinder » de la projection : Br-\->B,^
Br—\ est alors un sous-espace de Ar' Puisque IJL+ donne zéro lorsqu'il est restreint
à S 0 ( ' î k — i), il donne naissance à un élément Vk de ch(A^ 2?2^_i), unique-
ment déterminé par la propriété suivante : son image dans ch (A^k) ̂  ch(B.^)
est ch^.

L'élément Vk appartient à ch 0{A^ B^-\ ) si k est pair, ainsi qu'il résulte
de (4 .2 ) .

4.4. PnoposmOiN. — Soit X différentiable {comme dans 2. i), de dimen-
sion 2?i et supposons-la différentiablement plongée dans S^n+^k' Ecrivons
les classes de Pontrjagin du fibre normal comme fonctions symétriques
élémentaires de x\^ x\^ . .., x\. Pour zçchÇA ), considérons le nombre
/?(JT, z) obtenu en évaluant la composante à ïn-dimensions

! k k

B(X, z) == (^/2) (- i)^-. FI ((^- ̂ -ïr)/^) +11 ((^'- i) (e-^-i)/^)
;•==! /=!

sur le cycle fondamental de X. Alors, B{X^ z) est un entier. Si de plus^
k === o mod2, et

ou bien (a) zçchO(^) et n 4- À ̂  2 mod4,
ou (b) zçd\SP(^) et n-h^^omod4,

alors B{X, z) est un entier pair.

PREUVE. — Soit A un voisinage tubulaire fermé de X dans S^n^k dont la
frontière E est un fibre sphérique sur ^associé au fibre normal principal.
Ce dernier peut être induit du fibre universel. L'élément Vk de 4.3 est envoyé
sur un élément w^€ch(^4 , E) et z . w / c appartient à ch(^4, E) [voir l . i .
Nous avons identifié ch(^T) et c\\(A)].

z . w / c détermine alors un élément u de ch^S^n+îk)- ïl résulte de ( i ) que u
est l'image de 2?(JT, z) par l'homomorphisme de Gysin :

H\X, q)->H\S,n^ Ç).

Notons que x^x^, . . . x^ est la classe d'Euler. Alors B(Àr^ z ) est égal
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à la valeur u' de la composante maximum de u sur le cycle fondamental
de S^n+îki et cette valeur est entière d'après le théorème de Bott (comparer
avec l'Introduction).

Si / c = E o m o d 2 , alors Wf:ç.c\\0(A^ E) puisque VkGchO(A^î -^2k-i )»
(voir h ' . 3 ) . Dans le cas (a), uçchO(Sîn+2k)i tandis que dans le cas (b),
uçchSP(Sîn^k) (voir l.i).' Dans chaque cas, u' est maintenant un
entier pair, d'après les théorèmes de Bott [6], (comparer aussi [2],
paragraphe 26.10).

'1-.5. — Le second terme dans l'expression de -B(^ir, z)i soit :
k

(z/^).[^(evi-l)(e-ïi-l)/^
/==!

k

est divisible par | 1 x^ ce qui est la classe d'Euler.
i-=-\

Or, pour un plongement dans une sphère, il est bien connu que la classe
d'Euler est nulle (w;r[12], corollaire III, [5], nous supposons ici que k > o).
Donc, seul le premier terme fournit une contribution à B(A^ ^), et dans
les notations de (1.4)i (2 . i ) et (^ .4) i cela donne :

(6) • B(X, z)=(—î)k.-2fl^-Î.A(^, o, zW).

k k

PREUVK. — ( z / ' 2 ) . T ~ J (e^—e—^)/^ et ^+ Â- --1. z^ Tl sm xi 1 2 ont des
i=ï i=i

composantes 2/î-dimensionnelles égales (la dimension formelle de x^ est 2).
Puisque la seconde expression est 2/^wl-l .^(1/21.^ (JT), la formule (6) est
démontrée.

^.6. — Les théorèmes (2.6), (2 .7) sont des conséquences faciles de (^ .4)
et (6). Terminons en remarquant que la démonstration donnée dans ce
paragraphe est très semblable aux démonstrations de [1^ et [9], où la
différence A^— A~ jouait le rôle pris ici par ^.
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