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SUR LES COMPLEXES GENERALISES
ET LA SUITE SPECTRALE D'UN FIBRE;

PAR

SHIH Weisuu.

Etant donnée une suite de morphismes :
SfieHom (FE, E) (i>o),

I est un objet dans une catégorie abélienne G, on utilise les notations
suivantes :

Zip= [ (B)NnZ; Bi= (fir(Z:)nZ;) + B,
Z_,=FE, B_,=o0 (i>—1)

pour désigner les sous-objets de £ ainsi définis par récurrence.

DerinitioN. — Un complexe généralisé a valeur dans C est formé par un
objet E et par une suite f;€ Hom (E, E) tel que :
Jir(Z)E 2,y fen(B)S B, [ (Z)EB: (ix1).
I1 est évident que les complexes généralisés a valeur dans € forment une
catégorie additive G ; un morphisme de g
h: G=(E, f))>G=(E,f)
est un morphisme /2 € Hom (£, E) tel que
hfy=fi 1 (ix>—1).

De plus la catégorie des complexes K a valeur dans C peut étre considérée
comme une sous-catégorie de §
HCg.
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En effet, on a un foncteur covariant de X dans ¢ qui fait correspondre &
chaque (£, d) le complexe généralisé (Z, f;), ou fi=d ({> o).
Nous définissons les foncteurs homologiques associés a (£, f;)€G

]II(E) = Zi/Bi

en remarquant que B; CZ; d’aprés la définition de ¢, au cas ou Y€ XK, on
retrouve ’homologie de %, car H (F) = H;(E) ({ £ o).
La définition implique que f;,, induit une différentielle :

firr€Hom (H,(E), H,(F))

telle que I'homologie //(H;(F)) du complexe (l]i(E), j_}+,) est canonique-
ment isomorphe a H; ,(FE), c’est-d-dire, on a une suite de foncteurs #; :
g —- K tels que H;y—= Ho H,.

Donc I'homologie d'un complexe généralisé est munie d’une structure de
suite spectrale fonctorielle bien déterminée qu’on appelle la suite spectrale
associée a [

DerixitioN. — Une suite spectrale E est dite triviale au sens généralisé,
si elle est isomorphe d la suite spe. trale associée a un complexe généralisé.

Cette définition est en accord avec la terminologie classique; %7y est dite tri-
viale si dy=o0 poury > 2, alors, il suffit de prendre /' =F et f;=—=d, (i>> o).

TukorkME. — La suite spectrale d’un fibré est triviale au sens généralisé,
c’est-a-dire : a chaque fibré de base B et de fibre I, il existe une structure
de complexe généralisé sur

C(F)® C(B)

telle que Uhomologie de ce complexe est isomorphe a la suite spectrale du
Jibré, et en plus :
Sy=dy.

D’aprés la théorie de Moore [1] on peut se restreindre, dans la démons-
tration, au cas ou le fibré est un fibré associé a un fibré principal [2]. On
construit alors pour chaque entier { un capproduit généralisé sur les chaines.
Les morphismes f; sont alors définis comme

filz)=enx ou ee€Ci(B, C,,(2(B)))

est la {*m cochaine fondamentale de B, et @ (B) I'espace de lacets de Kan [ 4].
Comme cas particulier on obtient le théoréme de Hurewicz-FapeLL [3] en
affaiblissant les hypothéses homotopiques en des hypothéses homologiques
analogues.
Ce théoréme permettra de déterminer la suite spectrale d'un fibré. En
utilisant ensuite la classification des extensions successives [53] on trouve
les groupes d’homologies du fibré.
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