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SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LORENTZ GENERALISES ;

PAR

Ren TAKAHASHI (*).

A mon pére.
INTRODUCTION.

La théorie des fonctions sphériques, telle qu'on I'entend aujourd’hui,
est d’'une importance capitale dans la théorie des représentations continues
de certains groupes topologiques localement compacts. Si G est un tel
groupe, ayant un sous-groupe compact K, les fonctions sphériques,
lorsqu’elles existent, apparaissent comme « caractéres » de certaines
sous-algébres L° (y) de l'algébre de groupe L' (G), attachées a chaque
caractére irréductible » de K (elles sont dites alors de classe ). Dans
le cas particulier ou I'algebre A = L° () est commutative, les fonctions
sphériques de classe y sont donc essentiellement des homomorphismes
de A dans G, et elles satisfont & une équation fonctionnelle :

) f (k' gkg'ydk =¢(9)¢(9"), pour g, g €@G.
K

De plus, on sait qu’elles caractérisent certaines classes de représen-
tations continues (dites de classe y) de G, par des opérateurs continus
dans un espace de Hilbert, qui sont presque toutes topologiquement
irréductibles. L’algébre A étant une algébre préhilbertienne commu-
tative, on a, d’aprés R. GopEMENT, un analogue de la formule de Plancherel
pour la transformation

Asf>i(f) = f 1(9) 2 (9) dg»

(*) Theése Sc. math., Paris, 1962.
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définie par les fonctions sphériques ¢ (g) de classe y et de type positif;
de facon plus précise, il existe un espace localement compact Z formé
par des fonctions sphériques ¢ (g) de classe y et de type positif, et une
mesure positive m sur Z, de telle sorte que

(i) les fonctions f(2) = ¢ (f) soient de carré intégrable sur Z, et
(ii) on ait la formule

fclf(g)l'ldy =lef<:)

La théorie esquissée ci-dessus s’applique notamment aux cas des
groupes de Lie semi-simples, pour le caractére trivial d’un sous-groupe
compact maximal K, c’est-a-dire dans le cas de classe 1. GEL'FAND et
NamMark ont traité le cas des groupes classiques complexes, et HARISH-
CuAaNDRA a obtenu ensuite des résultats complets a ce sujet pour les
groupes semi-simples complexes classiques ou non dans [14], [15]. Le cas
des groupes de Lie réels semi-simples reste partiellement ouvert, malgré
les travaux impressionnants de cet auteur dans deux autres
articles [17], [18]. Le but principal de la premiere partie du présent
article (chap. I) est de résoudre complétement ces questions, pour la
classe 1, dans le cas d’une certaine classe de groupes de Lie réels simples,
a savoir les groupes orthogonaux G. (n) des formes quadratiques indé-
finies —x + a7 +...4+ x; (n>> 2), que nous appelons groupes de
Lorentz généralisés (les cas out n = 2,3 sont traités par BARGMANN [1],
GopEMENT [12], et GEL’FAND-NAIMARK [9]). En effet, si K est le sous-
groupe compact maximal des rotations autour de I'axe x,, et si y est
un caractére irréductible de K, la sous-algébre L° (y) de L' (G) formée
par les fonctions f(g) telles que

fkgk=) =f(9)  pour g€ G, keK et ykfky=f

*dm ().

est commutative (chap. I, §2), ce qui permet de définir les fonctions
sphériques comme caractéres de ces algebres commutatives, suivant
le schéma général évoqué ci-dessus; pour y général, on s’est borné a
définir une certaine classe de fonctions sphériques, qui pourrait pro-
bablement contenir toutes ces fonctions. Dans le paragraphe 3, on
étudie en détail le cas de classe 1; on construit effectivement les repré-
sentations associées a ces fonctions (la série principale de classe 1,
théoréme 3.1); elles sont paramétrées par un nombre complexe s, et
Ion montre que ces représentations sont irréductibles, sauf si s = o,
—1, —2,.... Le calcul explicite des fonctions sphériques se fait &
l'aide des formules d’intégration établies au paragraphe 1, et I'on trouve,
a des facteurs élémentaires prés, des fonctions de Legendre de premiére
espéce (théoreme 3.2). On obtient ainsi des équations fonctionnelles
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pour ces fonctions classiques, en écrivant (I) explicitement. On montre
ensuite, au paragraphe 4, que les fonctions sphériques de classe 1 para-

métrées par s = %(n — 1) 4 iv, v > o, qui sont de type positif, consti-

tuent I’espace Z, et 'on détermine la mesure m sur Z, par une méthode
due a GopeEMENT dans le cas du groupe hyperbolique (n = 2). On trouve
donc la formule d’inversion et ’analogue de la formule de Plancherel,
pour les transformations intégrales définies a 1’aide de certaines fonctions
de Legendre. On montre, en passant, de facon élémentaire, que toute
fonction sphérique de classe 1 est donnée par la formule intégrale intro-
duite au paragraphe 2 (résultat dit & HaArRiSH-CHANDRA pour les groupes
semi-simples en général). Dans le paragraphe 5, on étudie s’il n’'y a
pas d’autres fonctions sphériques de classe 1 et de fype positif que celles
qui sont associées a la série principale; pour cela, on construit, au no 1,
une autre série de représentation unitaires irréductibles de classe 1

(la série complémentaire), ayant ¢;(g), %(n —1) <o<n—1i, comme

fonctions sphériques associées, et I’on montre que ces deux séries
énumerent toutes les représentations unitaires irréductibles de classe 1
(corollaire du théoréme 5.2). Ces résultats permettraient d’étendre
au cas des groupes considérés les résultats d’EHRENPREIS-MAUTNER
sur les fonctions biinvariantes [7]. Au paragraphe 6, on considére les
représentations correspondant aux paramétres s =o, — 1, — 2, ....
Elles sont réductibles, et possédent une sous-représentation irréductible
de dimension finie; les représentations quotient sont « infinitésimalement
unitaires » et irréductibles. Dans le cas n = 4, cela permet de répondre
a une question posée par J. DixmiEr concernant I'intégrabilité d’une
certaine série de représentations (7, , dans [6]).

Dans la seconde partie (chap II), on étudie en détail le cas du groupe
de De Sitter G = G- (4), ou plutdt de son groupe de revétement uni-
versel G = G. (4). Dans ce dernier groupe, l'existence d’un sous-groupe
compact maximal K de la forme K, X K,, avec K,, K, tous les deux
isomorphes au groupe SU (2), permet de définir deux sous-algebres A,
A, commutatives de L' (G), sensiblement plus « grandes » que la sous-
algébre L° (1) des fonctions biinvariantes; en étudiant les caractéres
de ces algébres préhilbertiennes commutatives et en cherchant I’analogue
de la formule de Plancherel dans chacune d’elles, on récupére presque
toutes les représentations unitaires irréductibles de G (chap. II, § 4
et § H; voir aussi la remarque 2.2).Remarquons, en passant, qu’on
obtient une équation fonctionnelle d’un type nouveau pour les fonctions
hypergéométriques .F, (s + n, s—n -+ 1; 2; ) s, complexe, n demi-
entier (i. e. 2 n entier) [voir II, 4 (28)]. Il est & noter que la formule de
Plancherel pour les sous-algébres A,, A, fait déja intervenir toutes les
représentations des deux séries principales, contrairement a ce qui se

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 19
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passe dans le cas de L°(1). La mesure de Plancherel pour L:(G. (4))
devrait donc étre égale a la mesure obtenue pour 4,, A,. Au paragraphe 2,
on construit les représentations de la premiere série principale (dépendant
d’un paramétre continu et d’'un parameétre discret) et détermine l'irré-
ductibilité ou non de ces représentations, méme dans le cas ou le critére
de Bruhat ne s’applique pas (théoréme 2.1). Dans le paragraphe 3,
on donne une construction globale de la série discréte principale, dont
Iexistence a été montrée récemment par J. Dixmier [6]. Pour tout cela,

on montre d’abord au paragraphe 1, que le groupe G est isomorphe a
. . a b .
un groupe formé par des matrices c d)aveca b, ¢, d des quaternions

satisfaisant a certaines conditions, et 'on se sert de l'opération de G
sur le groupe des quaternions de norme 1, resp. sur la boule unité quater-
nionienne. Les représentations de la série discréte sont réalisées alors
dans des espaces de solutions de certains systémes d’équations aux
dérivées partielles de type elliptique. Il serait possible, d’aprés la forme
de ces équations, que ces fonctions soient liées étroitement aux fonctions
analytiques quaternioniennes au sens de R. FuUETER.

Les principaux résultats du chapitre I ont fait I'objet de deux notes
présentées au Congrés international d’Edimbourg et aux Comptes rendus
de I’Académie des Sciences ([20]). Signalons aussi qu'une note de
VILENKIN [22], dont nous avons pris connaissance aprés la premiére
rédaction de ce travail, contient entre autres, des résultats analogues
sur les fonctions sphériques de type positif et la formule de Plancherel.

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance & M. R. GODEMENT,
qui a bien voulu diriger mes recherches, et n’a jamais cessé de me donner
de précieux conseils. Le présent travail tire son origine d’une question
qu’il ma signalée, concernant la série discréte dans le groupe de De Sitter.
Je remercie également M. J. DixMIER, qui a bien voulu s’intéresser
4 mon travail et me permettre de lire son article sur ce groupe, avant
méme sa publication; plus d’'un point du second chapitre s’inspirent de
son article. Je lui dois aussi de nombreuses améliorations de rédaction.
Je suis heureux de remercier M. H. CARTAN d’avoir bien voulu accepter
de faire partie du jury et de me proposer un second sujet, et
M. C. CHEVALLEY, qui a bien voulu me faire I'honneur de présider le
jury de cette thése. Que M. S. Ivanaca, dont les encouragements constants
m’ont été si précieux, veuille bien trouver ici ’expression de toute ma
gratitude.

NotaTtions. — On désigne par R (resp. G,K) le corps des nombres
réels (resp. nombres complexes, quaternions). En ce qui concerne la théorie
des représentations des groupes, on suit en général les notations et les
conventions de [11]; en particulier, si G est un groupe localement compact
unimodulaire, on désigne par L (G) ou par L simplement I'espace vectoriel
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des fonctions continues a4 support compact dans G; pour f dans L, on

pose f(g) = f(g™), f (9) = f(g7"); si U, est une représentation continue
de G dans un espace de Banach, on désigne par U, pour f dans L, I’opé-

rateur f f(9) Usdg; si G est un groupe de Lie, g son algébre de Lie,
G

on interpréte tout élément X de l'algébre enveloppante universelle U
de g a la fois comme une distribution sur G (de support | e {) et comme
un opérateur diftérentiel invariant & droite sur G par Xf = X % f. Pour
les diverses fonctions spéciales on s’adapte aux notations de [19].
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(1) ‘9.J.9=1J,
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avec
—1I
. o
(2) J= . ;
o I
si 'on écrit
Goo Gor .. Gon
(3) g= G g .. Gin
gno gm LBCIRS g/uL

on a en particulier

— 0o+ giot.. .+ ghy=—1

ou

goo=14+¢+...+ g >0,
donc
(4) [ oo | > 1.
D’autre part (1) entraine que (det (¢))* = 1, d’ou
) det (g) ==1.

Soit G, (n) I'ensemble des g€ G (n) tels que gy > 1 et det (¢9) = 1;
il est facile de voir que G..(n) est un sous-groupe de G (n), et I'on sait
(voir par exemple, B&RNER [2], chap. IX) que c’est la composante
connexe de I'élément neutre e de G (n).

L’algébre de Lie g, = g, (n) de G (n) est formée par les matrices X
d’ordre n + 1 telles que

‘XJ + JX = o;
une base de g, est donc donnée par les matrices

® Y, (p=1,2,...,n); X (P,g=1,2,...,netp<yg),
ou
Y/) EO/} + E])Os X//q = qu"_' E,”,,
E,; désignant la matrice d’ordre n + 1 dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d’indice (p, q) (p, ¢ parcourant de o & n).

Par rapport a cette base, la forme de Killing 3 s’écrit comme suit :

) B(X, X)—(zn—2)< — c,,,,>,

1<Zp<n 1Zplqg<Ln
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si

N

_
X = 2‘ Y, + Z g X3

l<p<n 1=Zp<g<=n

1
par suite, (—1)*Y,, p=1,...,n et X,,, p, q=1,...,n, p <gq,
forment une base d’une forme réelle compacte g; de la complexifiée g
de gy, et 'automorphisme involutif 0 correspondant est donné par
(Y, )=—Y,, 0(X,y) =X,,, et 'on a

go = fn + pu,
ol
= Y RX,, p= ¥ RY, ()
1Zplqg<n | Zp<n

Pour calculer la décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa, on peut
donc partir de la sous-algébre abélienne maximale RY,, et prendre
comme ), la sous-algébre RY, + RX,; +...+RX, 5 2, (on pose
n=2l, ou 2!—1, suivant la parité de n). La complexifiée f) de I,
est alors une sous-algébre de Cartan de g. Posons

1 ik
H =Y, H-z=(—l)2 Xagy oney Hl”—"(—‘l)z le~->,zl—1,

et soient %,i=1,2,...,l, les formes linéaires sur b telles que
h(H;) =0, (i,j =1, ...,0); 'ensemble P des racines positives (suivant
Pordre lexicographique par rapport a la base (H,, H,, ..., H; est
formé par
b (i=1,...,1); h=dk, (j=1,...,Li<]),
(dans le cas ot n =2, =1, 2,...),
h= 2y Gj=1...,0L1i<)j),
(dans le cas ol n =2l—1,1l=2,3,...),

et 'ensemble P+ des racines positives o telles que 0x 5= « (out O« est
la racine définie par (0«) (H) = « (0 ({I)) pour Hel) par

Ay ML (j=2,3,...,1) (cas:n=2L1l=1,2,...),
MEX (j=2,3,...,) (cas:n=2l—1,l=2,3,...),
puisque 'on a

0(1,):——).1, 0()\/)"-—‘-7\, pour j=‘2, 3,...,1.

(*) On suit les notations de HarisH-CHANDRA [13], p. 187-188, en ce qui concerne
les algébres de Lie semi-simples en général.
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Pour les racines o€ P+, on peut prendre comme élément radiciel X,
les matrices suivantes :

X=Xy Ko, = - (07 Xojt Xopa)  pour 2=Zj 21,

Xy = ; <(_‘)' Xz/—a——Xe/‘—1)

(cas:n=2Ll=1,2,...),

et

X = é ((—I);-Xg/‘,_-g + X‘_,,',,,1>,

Xoo,= L) X —X)  powr 2zjoy,
(cas:n=2l—1,l=02,3,...),
ou 'on a posé
®) X,=Y,+X,, (p=213,...,n).

Par suite, ces derniéres matrices (8) forment une base de la sous-algébre
nilpotente n, (qui est méme abélienne ici, comme on le voit aisément).
La décomposition cherchée est donc de la forme suivante :

go= f,+ bpo + 1,

avec

t,.= Y RX,, b,=RY. n=3 RX,

12p<g£n repzn

et, par conséquent, le groupe G.. (n) admet la décomposition

(9 G.(n)=KA.N,

ou K est le sous-groupe correspondant a f,, & savoir le sous-groupe des

rotations autour de l'axe x,, A. le sous-groupe & un parameétre des
matrices a,, te R, de la forme

cht sht o
(10) az=exptY,==<sht cht ,
I/1—~l,

o

(I.—. désigne la matrice unité d’ordre n — 1), et finalement N le sous-
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groupe abélien formé par les matrices € =« (%2, ..., Tu)s G2 .. .r (n€R,
de la forme
(II) x(:_-g, ooy :,,)=exp(£‘gX=g+...+:”X,,)
A A .
I + _9: b —2‘ l2 Cn
A _ A -
- ' = = 1
:." — I (0]
E:u —in o 1
ou
(12) A=24.. fE
On a
(13) x(:.‘-” R ] :’l)x(:,.” S ] :In) = x(£2+ :,19 LR ] :,n‘*" E’n)’

POUT oy ooy Zus hy .- sn€RL
Tout élément g de G.. (n) s’écrit donc d’une seule facon sous la forme

(14) g = ka,x, keK, a€A., TEN,
et Tapplication (k, a;, x)->kax de K X A. X N sur G. (n) est un
homéomorphisme.

Remarquons aussi qu’on a

cEr
(cas:n=-2L1l=1,2,...),

S 2p =¥ a=(l—0)h+ (=3t ...+ 1}

sp =Y a=0l—2)h+ Cl—fk+. ..+l
aer
(cas:n=2l—1,l=2,3,...),

et par suite
(16) (2p)(Y)=(n—n)t pour feR.

Dans ce chapitre, on désignera souvent par G le groupe G..(n), sauf
mention expresse du contraire bien entendu.

2. Quelques formules d’intégration. — Pour une mesure de Haar
dg convenablement normalisée de G = G..(n), on a la formule

(17) [r@da= [ fR [ fkagy enr dkats,
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o dk est la mesure de Haar de K, de masse totale 1, et df,
dx =d:,d; ... d:, sont des mesures euclidiennes dans R, resp. R/!
(voir HarisH-CHANDRA [13]). On prendra la mesure de Haar de G toujours
dans cette normalisation.

Soit maintenant M le centralisateur de A . dans K; il est immédiat
de voir que M est formé par les rotations dans le sous-espace (2., x, . . ., )
laissant fixes z,, x,, c’est-a-dire par les matrices m de la forme suivante :

A

m

1 o °
(18) m=<o 1 >, avec meSO(n—ri);

on sait que M est en méme temps le normalisateur de N dans K; en effet,
on a

!

(19) My Sy oy S)om =2y Dy ey E),

avec

Py -

N
A

I
>

cn cn

Posons d’autre part

(20) u,=u,(%,) =exp0,X,, pour 2=p<n,
avec 0,€R.
LeMME 1.1. — Tout élément k de K se met sous la forme
(21) k=mu,u,_, ... u;u,, meM,
avec
—n<b,Zm, —été();x, cees O,Léérr;

st (kii, ki) #Z (o, 0), la représentation est unique, et l'on a
i<, 0,<n
2 2

On a de plus la formule suivante :

(22)£¢(k)dk:r<;;>fﬂlj:f

2T

1
in =
2 2’

101 =

¢ (mu,. .. u;)cos9;cos*0, .. .
1

oo
T 57

> cos"20,dmdd,do, ... db,,

[SIE

dm désignant la mesure de Haar normalisée de M.
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DEMONSTRATION. — Posons, pour simplifier les notations,
¢, = cosl),, s, = sinf, pour p =2, 3,

Etant donné un ke K, on peut déterminer 0., 0,, ..., 0, tels qu’on ait

kll = CpCp—-1 ... CiC3Ca,

klﬂ = CnCp—y «+. C,C382,
(23) ) kis=cnCroi ... C.Ss,

................... s

kl,n.-—l = CnSn—1,

kln= Sns

et
I I

(24) _'7T<02é7f, —;Wéo;;, ...,O,lé;ﬂ';

de plus, les 0,, 0, ..., 0, seront déterminés uniquement, si (k,i, k::) 7 (0,0)

<ce qui équivaut a |0,| < % m, pour 3 =~ p < n)- En effet, on commence

I I
par déterminer uniquement un 0, tel que s, = k,, et — 57 = 0, .é; i
I
ensuite on choisit un 0,_, tel que ¢.s,—1 = ki, et — QTE =0, = NGE
- . . 1
et ainsi de suite; si pourun p < n,ona 0, = t; 7y les 0,1, 0,2, o0y 02
peuvent étre quelconques, mais autrement les 0, p=2, 3, ..., n,
sont ainsi déterminés de fagon unique. Il est clair qu’alors on a
k.(u, ... u))* =k.(u, ... u) soit dans M, d’ou la premiere partie

de 1’énoncé.
Pour démontrer la formule d’intégration, remarquons d’abord qu’il
y a une fonction continue w (m; 0., ..., 0,) telle qu’on ait

(25) f o (k) dk

_ff f cp(mu,L Cw)o(m;0s ., 0,)dmd0, . .. d9,;
-7 1

wla
l\.lh-

comme on a d (mok) = dk, d (ku,) = dk (la biinvariance de la mesure dk),
on voit que la fonction » ne dépend pas de m, ni de 0,; pour m'e M,
(1, ... us)m" s’écrit sous la forme (21), soit

1/

’ ’ ’ ” .
u, ... U, avec u,=u,(%), m'eM,

(26) (u,...wx)m'=m

on a donc

!

(mu, ...w;)ym'=(mm")u, ... u,;
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et, comme on a d (km') = dk, d (nm") = dm (car m" ne dépend pas de m),
il vient

0)(0,3, ey 9’,,) d()l_. co e do;t = O)(O:;, e ooy On) d@g o dolu

ou encore
' ' _ oy, ..., 0],
(27) 6)(03, S 0“)/0)(0:; R 0,,) = d—(m H

or, la relation (26) donne

(>8) §y€; . € =M2S:sCy ... €y + My28:3C, ... €y oo = Mpa Siy

§) = M2uS2Cy o oo €y M3y S5C oo €y oo+ MunSa
(ot Pon a posé ¢, =cos0), s, =sin0),; m,, désigne le coefficient
de la matrice m’), de la résulte qu’on a

a0, ...,0)

cos b, cos*®, ... cos* 20,
0(02, ooy 0/1)

" cos0, cos*f, ... cos20,’

si I'on choisit m’ tel que

My = COS%; ... COS%y, My = SIN%; COS%; ... COS%y, . . ., My == SiN %,

I ’
alors, en posant (0., 0., ..., 0,) = <5 T, 0y o' .y o>, on trouve 0, =x,,
pour 2 = p —n, et 'on a

0(#3, %4y oo oo %2) = (0, 0, ..., 0) COSY; . .. COS"2 %3

la constante C = w (o, ..., 0) est déterminée par la condition
Jl.J
nY -z

1
ce qui donne C=I‘<;n>lzw'-’ﬁsifdm = 1. C. Q. F. D.
M

‘— 1—
-7 ST
2 2
=

f cosl;...cos"20,dmdl,df,...do,=r1,
~1ﬂ

LeEMME 1.2. — Soit n>. 3. Tout élément k de K peut s’écrire sous la
forme

(29) k=muym’, avec m,m'eM, wy = u:(0), o0 -m;
si k = myup,m, avec m,, m\€M, o0, ==, on a alors 0 = 0,, el si
de plus on a o < 0 < 7 (aufrement dit k,, = = 1), il existe un v dans V,

le centralisateur des u dans K (le sous-groupe des rotations laissant fixes
xo: xl, xg) tel qlle

(30) m=my, m=v"'m;



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 303
on a de plus la formule d’intégration suivante :
r < % 1L> x
(31) f ¢(k)dk = ———— f f f o(muym')sin*—>0dm dm’ do.
K TE?I‘<'_J_:_{> MRS
2

DEMONSTRATION. — Etant donné un k€K, on peut déterminer de
fagon unique un 0 tel que k;, = cos0, o0 = m; alors, on a

1

(at o+ k) = (k3 +. ..+ K2, = sind,

parce que sin ) > 0. Si 0 = o, k est déja dans M, et si 0 =, on a
k = uxm avec un meM; dans le cas ot o <0 <7, on a sin 03 o,
donc on peut trouver m, m’ dans M tel que

My, =—k,[sinf et m),,, = ki ,[sin 6 pour 2-<p=<n;

on vérifie alors, & 'aide des relations d’orthogonalité, que

cosfh sinh o ... o
—sinf) cosh o ... o
‘mk’m’ = le) 0 N
o o

d’out ‘mk‘m’ = uym” avec un m" dans M, ou k = m"uy (n"m’), ce qui
démontre la premiére assertion et I'unicité de 0. Si
muym’ = m,uym,
et sio< 0 <m,
(m~'m,) uy= up(m'm7")
entraine que
(m'm), = (m'm")n=1,
d’olt
m'm=m'm,=v
est de la forme indiquée.

Pour démontrer la formule d’intégration (31), on remarque tout
d’abord, que tout élément k de K s’écrit sous la forme

(32) k=muv,...vs,

avec meM, o=0Lm, v, =0v;(2;) =exp #; Xo; pour 3 =q=n,
I . .

et —r <L, —éfcéxﬂ, R x,léan, et ceci d’ailleurs de

facon unique pour presque tout k dans K. En effet, on peut écrire m' e M
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dans la décomposition (29) sous la forme m' = v, ... v,, avec v dans V
(lemme 1.1, appliqué au groupe M); on a alors

k = muy (v, . ..v,) = mouyv,. ..o,

d’out (32) en écrivant m au lieu de mv. Pour démontrer I’énoncé concernant
Punicité, supposons qu’on ait

(33) k = muyv,...v;=m'uyv,...v,,

avec m'eM, v, = v, («,), », satisfaisant aux mémes inégalités que
les «,. En comparant les éléments de la seconde ligne des deux matrices
dans la derniére égalité de (33), on obtient

cosl) = cos?’
sin0 cosx; ... cosx, = sinf’ cos«; ... cosx,
sin 0 sinx;cos %, . . . cosx, = sin 0’ sinx, cos«, . .. cosx),

sinf) sinz, = sin 0’ sin«,;

. I .
sio<l<m, |%] < ;™ ona successivement

./
ny *-*

0= 0', A= oy Ay = x's,
et donc m = m’/, ce qui démontre l'unicité de la décomposition (32)
pour presque tout ke K.

Considérons maintenant lapplication K3k —x = (%1, ..., T,) €R”
ou l'on pose x, = ki, pour 1 == p = n; elle définit par passage au quotient
I'identification de M\ K a la sphére unité S"—!, et (21) et (32) définissent
deux systémes de coordonnées locales valables presque partout sur S,

A savoir

x <> (0, 0 ..., 0), resp. (0, %, « ..y %),
avec
—n <0, <m, ——27r<0;,,...,0,1<£,
resp.
o<ihi<m, —m<u<m, -—-;Tf<x,,,...,x,l<é7r.

La formule (22) montre que la mesure

— = Zcosf;...cos"20,df,...df,

1






