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SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS ;

REIJI TAKAHASHI (*).

A mon père.

INTRODUCTION.

La théorie des fonctions sphériques, telle qu'on l'entend aujourd'hui,
est d'une importance capitale dans la théorie des représentations continues
de certains groupes topologiques localement compacts. Si G est un tel
groupe, ayant un sous-groupe compact K, les fonctions sphériques,
lorsqu'elles existent, apparaissent comme « caractères » de certaines
sous-algèbres L° (%) de l'algèbre de groupe L1 (G), attachées à chaque
caractère irréductible % de K (elles sont dites alors de classe %). Dans
le cas particulier où l'algèbre A = L° (•/) est commutatiue, les fonctions
sphériques de classe ^ sont donc essentiellement des homomorphismes
de A dans G, et elles satisfont à une équation fonctionnelle :

(I) f^k-1 g k g ' ) dk = ̂ (g) Ç(^), pour g, g ' e G.
^K

De plus, on sait qu'elles caractérisent certaines classes de représen-
tations continues (dites de classe -/) de G, par des opérateurs continus
dans un espace de Hilbert, qui sont presque toutes topologiquement
irréductibles. L'algèbre A étant une algèbre préhilbertienne commu-
tative, on a, d'après R. GODEMENT, un analogue de la formule de Plancherel
pour la transformation

A^f->W)= ff(g)^g)dg,
^ G

(*) Thèse Se. math., Paris, 1962.
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définie par les fonctions sphériques Ç (g) de classe ^ et de type positif;
de façon plus précise, il existe un espace localement compact Z formé
par des fonctions sphériques Ç (g) de classe / et de type positif, et une
mesure positive m sur Z, de telle sorte que

(i) les fonctions f(^) == Ç (/) soient de carré intégrable sur Z, et
(ii) on ait la formule

f l^P^^flAO2^^).
^ G ^ Z

La théorie esquissée ci-dessus s'applique notamment aux cas des
groupes de Lie semi-simples, pour le caractère trivial d'un sous-groupe
compact maximal K, c'est-à-dire dans le cas de classe i. GEL'FAND et
NAIMARK ont traité le cas des groupes classiques complexes, et HARISH-
CHANDRA a obtenu ensuite des résultats complets à ce sujet pour les
groupes semi-simples complexes classiques ou non dans [14], [15]. Le cas
des groupes de Lie réels semi-simples reste partiellement ouvert, malgré
les travaux impressionnants de cet auteur dans deux autres
articles [17], [18]. Le but principal de la première partie du présent
article (chap. I) est de résoudre complètement ces questions, pour la
classe i, dans le cas d'une certaine classe de groupes de Lie réels simples,
à savoir les groupes orthogonaux G+ (n) des formes quadratiques indé-
finies — x^ + x'\ + • . • + ̂  (^ -^ 2), que nous appelons groupes de
Lorentz généralisés (les cas où n == 2,3 sont traités par BARGMANN [l],
GODEMENT [12], et GEL'FAND-NAIMARK [9]). En efîet, si K est le sous-
groupe compact maximal des rotations autour de l'axe Xo, et si % est
un caractère irréductible de K, la sous-algèbre L° (y) de L1 (G) formée
par les fonctions f(g) telles que

f(kgk-1) == f(g) pour g e G, k e K et /*/•*%=/,

est commutatiue (chap. I, § 2), ce qui permet de définir les fonctions
sphériques comme caractères de ces algèbres commutatives, suivant
le schéma général évoqué ci-dessus; pour % général, on s'est borné à
définir une certaine classe de fonctions sphériques, qui pourrait pro-
bablement contenir toutes ces fonctions. Dans le paragraphe 3, on
étudie en détail le cas de classe i ; on construit effectivement les repré-
sentations associées à ces fonctions (la série principale de classe i,
théorème 3.1); elles sont paramétrées par un nombre complexe s, et
l'on montre que ces représentations sont irréductibles, sauf si s = o,
— i , — 2 , .... Le calcul explicite des fonctions sphériques se fait à
l'aide des formules d'intégration établies au paragraphe 1, et l'on trouve,
à des facteurs élémentaires près, des fonctions de Legendre de première
espèce (théorème 3.2). On obtient ainsi des équations fonctionnelles
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pour ces fonctions classiques, en écrivant (I) explicitement. On montre
ensuite, au paragraphe 4, que les fonctions sphériques de classe i para-
métrées par s == - (n — i) + i^, ^ ̂  o, qui sont de type positif, consti-
tuent l'espace Z, et l'on détermine la mesure m sur Z, par une méthode
due à GODEMENT dans le cas du groupe hyperbolique (n = 2). On trouve
donc la formule d'inversion et l'analogue de la formule de Plancherel,
pour les transformations intégrales définies à l'aide de certaines fonctions
de Legendre. On montre, en passant, de façon élémentaire, que toute
fonction sphérique de classe i est donnée par la formule intégrale intro-
duite au paragraphe 2 (résultat dû à HARISH-CHANDRA pour les groupes
semi-simples en général). Dans le paragraphe 5, on étudie s'il n'y a
pas d'autres fonctions sphériques de classe i et de type positif que celles
qui sont associées à la série principale; pour cela, on construit, au n° 1,
une autre série de représentation unitaires irréductibles de classe i
(la série complémentaire), ayant ta (g), ^ ( n — i ) < o-< n — i , comme
fonctions sphériques associées, et l'on montre que ces deux séries
énumèrent toutes les représentations unitaires irréductibles de classe i
(corollaire du théorème 5.2). Ces résultats permettraient d'étendre
au cas des groupes considérés les résultats d'EHRENpREis-MAUTNER
sur les fonctions biinvariantes [7]. Au paragraphe 6, on considère les
représentations correspondant aux paramètres 5 = 0 , — i , — 2 , . . . .
Elles sont réductibles, et possèdent une sous-représentation irréductible
de dimension finie; les représentations quotient sont « infmitésimalement
unitaires » et irréductibles. Dans le cas n == 4» ce^ permet de répondre
à une question posée par J. DIXMIER concernant l'intégrabilité d'une
certaine série de représentations (îr^o dans [6]).

Dans la seconde partie (chap II), on étudie en détail le cas du groupe
de De Sitter G = G+ (4), ou plutôt de son groupe de revêtement uni-
versel G = 5+ (4). Dans ce dernier groupe, l'existence d'un sous-groupe
compact maximal K de la forme K, x K.., avec Kj, K, tous les deux
isomorphes au groupe SU (2), permet de définir deux sous-algèbres Aj ,
As commutatives de L1 (G), sensiblement plus « grandes » que la sous-
algèbre L° (i) des fonctions biinvariantes; en étudiant les caractères
de ces algèbres préhilbertiennes commutatives et en cherchant l'analogue
de la formule de Plancherel dans chacune d'elles, on récupère presque
toutes les représentations unitaires irréductibles de G (chap. II, § 4
et § 5; voir aussi la remarque 2.2).Remarquons, en passant, qu'on
obtient une équation fonctionnelle d'un type nouveau pour les fonctions
hypergéométriques .^Fi (s + n, s—n + i; 2; x) s, complexe, n demi-
entier (i. e. 2 n entier) [voir II, 4 (28)]. Il est à noter que la formule de
Plancherel pour les sous-algèbres Aj , A.2 fait déjà intervenir toutes les
représentations des deux séries principales, contrairement à ce qui se
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passe dans le cas de L° (i). La mesure de Plancherel pour L2(5+(4))
devrait donc être égale à la mesure obtenue pour Aj , A 2. Au paragraphe 2,
on construit les représentations de la première série principale (dépendant
d'un paramètre continu et d'un paramètre discret) et détermine l'irré-
ductibilité ou non de ces représentations, même dans le cas où le critère
de Bruhat ne s'applique pas (théorème 2.i). Dans le paragraphe 3,
on donne une construction globale de la série discrète principale, dont
l'existence a été montrée récemment par J. DIXMIER [6]. Pour tout cela,
on montre d'abord au paragraphe 1, que le groupe G est isomorphe à

un groupe formé par des matrices ( a , ) avec a, b, c, d des quaternions
\ ^ a/

satisfaisant à certaines conditions, et l'on se sert de l'opération de 5
sur le groupe des quaternions de norme i, resp. sur la boule unité quater-
nionienne. Les représentations de la série discrète sont réalisées alors
dans des espaces de solutions de certains systèmes d'équations aux
dérivées partielles de type elliptique. Il serait possible, d'après la forme
de ces équations, que ces fonctions soient liées étroitement aux fonctions
analytiques quaternioniennes au sens de R. FUETER.

Les principaux résultats du chapitre 1 ont fait l'objet de deux notes
présentées au Congrès international d'Edimbourg et aux Comptes rendus
de l'Académie des Sciences ([20]). Signalons aussi qu'une note de
VILENKIN [22], dont nous avons pris connaissance après la première
rédaction de ce travail, contient entre autres, des résultats analogues
sur les fonctions sphériques de type positif et la formule de Plancherel.

Je tiens à exprimer toute ma reconnaissance à M. R. GODEMENT,
qui a bien voulu diriger mes recherches, et n'a jamais cessé de me donner
de précieux conseils. Le présent travail tire son origine d'une question
qu'il ma signalée, concernant la série discrète dans le groupe de De Sitter.
Je remercie également M. J. DIXMIER, qui a bien voulu s'intéresser
à mon travail et me permettre de lire son article sur ce groupe, avant
même sa publication; plus d'un point du second chapitre s'inspirent de
son article. Je lui dois aussi de nombreuses améliorations de rédaction.
Je suis heureux de remercier M. H. CARTAN d'avoir bien voulu accepter
de faire partie du jury et de me proposer un second sujet, et
M. C. CHEVALLEY, qui a bien voulu me faire l'honneur de présider le
jury de cette thèse. Que M. S. IYANAGA, dont les encouragements constants
m'ont été si précieux, veuille bien trouver ici l'expression de toute ma
gratitude.

NOTATIONS. — On désigne par R (resp. C,K) le corps des nombres
réels (resp. nombres complexes, quaternions). En ce qui concerne la théorie
des représentations des groupes, on suit en général les notations et les
conventions de [11]; en particulier, si G est un groupe localement compact
unimodulaire, on désigne par L (G) ou par L simplement l'espace vectoriel
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des fonctions continues à support compact dans G; pour f dans L, on
pose /^) = f(g-1), f(g) == /l(^-l); si Uy est une représentation continue
de G dans un espace de Banach, on désigne par [//, pour f dans L, l'opé-

rateur ^ f(g)U^dg; si G est un groupe de Lie, g son algèbre de Lie,
^ Cr

on interprète tout élément X de l'algèbre enveloppante universelle U
de 9 à la fois comme une distribution sur G (de support { e i) et comme
un opérateur différentiel invariant à droite sur G par Xf== X-kf. Pour
les diverses fonctions spéciales on s'adapte aux notations de [19].
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CHAPITRE I.
LES FONCTIONS SPHÉRIQUES

DANS LES GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS.

§ 1. PRÉLIMINAIRES.

1. Définition du groupe G^ (n). — Soit n un entier ^2, et soit
G (n) le groupe orthogonal associé à la forme quadratique indéfinie

— ^o "r ^î ~r • • • î " ^n.9

à savoir le groupe formé par les matrices ^eGL (n+i, R) telles que

(î) ^ . J . g ^ J ,
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avec

(2)

si l'on écrit

(3)

on a en particulier

ou

donc
(4)

R. TAKAHASHI.

J=

9=

^00

^0

^0

^01

^1

^1

^

^
9nn

— g ' ï o + gïo +. • •+ ^o ^—i

^o ^ i + ^ î o +.. .+^0^1,

1^00 |^I.

D'autre part (i) entraîne que (det (g))2 == i, d'où

(5) det(^)==±i.

Soit G+ (n) l'ensemble des ^eG(n) tels que goo ̂  i et det (</) == i;
il est facile de voir que G+(n) est un sous-groupe de G (n), et l'on sait
(voir par exemple, BŒRNER [2], chap. IX) que c'est la composante
connexe de l'élément neutre e de G(n).

L'algèbre de Lie Qo = Qo (n) de G+ (n) est formée par les matrices X
d'ordre n + i telles que

'XJ + JX = o;

une base de go est donc donnée par les matrices

(6) Yp (p==i , 2, . . . , n); Xpci (p, q=î, 2, . . . , n et p <q),

où
Y p == EO? -{- Epo, ^pq == Epq—— •Ê'y ,̂

Epq désignant la matrice d'ordre n + i dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d'indice (p, q) (p, q parcourant de o à n).

Par rapport à cette base, la forme de Killing (3 s'écrit comme suit :

(7) P(X ,X )= (27 î——2) (y C — — V c'PV ,
l^p^n ^^p<.q^n
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SI

x= ^ c,v,+ ^ c,A;
\^p-=n 1^^<y^^

_1^
par suite, (— i)2 Y/,, p = i, . . . , n et X^, p, ç = i, . . . , n, p < q,
forment une base d'une forme réelle compacte c^ de la complexifiée 9
de Qo, et l'automorphisme involutif 0 correspondant est donné par
0 (Y,,) = — Y,, 0 (X^) = X^, et l'on a

Ôo == Ïo + PO,
ou

ïo= ^ RX^, po- ^ RY/. (•).
.i ^P<^({ ^=.11 j ̂  /^ •̂  ̂

Pour calculer la décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa, on peut
donc partir de la sous-algèbre abélienne maximale RY|, et prendre
comme I)o la sous-algèbre R Y j + RXs:;+... + RX2/-2,2/-i (on pose
n == 2 Z, ou 2 Z — i, suivant la parité de n). La complexifiée Ï) de Ï)o
est alors une sous-algèbre de Cartan de 9. Posons

H,== Y,, J^ -(— 1)^X23, . . . , Hi=(—iYX^^,

et soient ^, i == i, 2, . . . , l, les formes linéaires sur Ï) telles que
^ (-Hy) = ^;/ (i,j = i, . . . , / ) ; l'ensemble P des racines positives (suivant
l'ordre lexicographique par rapport à la base (Jîj, H^, ..., H / ) est
formé par

}< (i == i , . . . , Z); ^±:^ ( i , j= i , . . . ,Z ,Kj ) ,
(dans le cas où n == 2/, Z = i, 2, ...),

^ ± 7«y (i, j == i, . . . , Z, i <j),
(dans le cas où n == 2 / — i , Z = 2, 3, ...),

et l'ensemble P+ des racines positives a telles que Oa y^ a (où Oa est
la racine définie par (9 a) (H) = a (9 (Jî)) pour Hç.Ï)) par

^l, À i ± À y (j= 2, 3, . . . , / ) (Cas : 7 Î = 2 Z , / = ! , 2, ...),

Ài±:Ày (j == 2, 3, . . . , /) (cas : n = a Z — i , Z = 2 , 3, ...),

puisque l'on a

O ( A O = — ^ , 9(^)=^ pour j = 2 , 3 , . . . , / .

(1) On suit les notations de HARISH-CHANDRA [13], p. 187-188, en ce qui concerne
les algèbres de Lie semi-simples en général.
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Pour les racines açP^, on peut prendre comme élément radiciel Xa
les matrices suivantes :

x^ = x//» X/.i+A/ = ^ ((—i)"2 X^/-^ + X,y_i) pour 2 ̂ j ̂  /,

x^-^== I((-I)lx^—^/-l).4

(cas : n = 2/, Z = i, 2, . . .),
et

x^ = ^ ((-î X,^, + X,,._,),

x)-/y:== ^((—lyX.y-.—X,^) pour 2^j^/,

(cas : n = 2 Z — i , Z = = 2, 3, . . .) ,

où l'on a posé

(8) X,=Y,+X., (p=2,3, ...,n).

Par suite, ces dernières matrices (8) forment une base de la sous-algèbre
niipotente Ho (qui est même abélienne ici, comme on le voit aisément).
La décomposition cherchée est donc de la forme suivante :

9o == Ïo + t)p, + Ho,
avec

Ïo= ^ RX,,, t ) ^=RYt no= S Rx^
Ï^P<q^'l '•î^p^H

et, par conséquent, le groupe G-, (n) admet la décomposition

(9) G,(n)=KA,N,

où K est le sous-groupe correspondant à ïo, à savoir le sous-groupe des
rotations autour de l'axe Xo, A+ le sous-groupe à un paramètre des
matrices di, içR, de la forme

/ch/ sht \
(ïo) ^ = = e x p / Y j = = = ( shf cïit 0 ),

V o 1,^1

(L-i désigne la matrice unité d'ordre n — i), et finalement N le sous-
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groupe abélien formé par les matrices x == x (:2, . . . » ^i), ^2» . . . » 'en € R,
de la forme

(ii) a"(:2, ..., ^)=exp(;:aX.2

/ '+t
==

A—
2

^2

+. . .+

A
2

Ai — —
2

— £s

ÏA)

Ï2 . .

^.•» . . .

1

Cn

C,n

0

ou
(12) A==^+.. .+^.
On a
(13) x^,, ...,^)^(,,, ...,^)=rï'(^+S^ ...,-+^),

pour ^, . . . , ^, ^, . . . , ^€R.
Tout élément ^ de G+ (n) s'écrit donc d'une seule façon sous la forme

(14) g == kciix, kçK, a^eA+, xçN,

et l'application (À-, û/, .r) -^ Â-a^ de J< x A+ x N sur G+ (n) est un
homéomorphisme.

Remarquons aussi qu'on a

(i5)

2p =^ 0 = (2/——l)}4 + (2 /——3)^+. . . + ̂

ae^
(cas : n = 2/, Z = i, 2, ...),

=^a==(2Z-2)^+(^—4)^-+...+^2 p == 7 a ^
ae/^

(cas : n == 2 / — i , Z = 2, 3, ...),

et par suite
(16) ( 2 p ) ( / Y i ) = ( n — i ) ^ pour ^€R.

Dans ce chapitre, on désignera souvent par G le groupe G+ (/i), sauf
mention expresse du contraire bien entendu.

2. Quelques formules d'intégration. — Pour une mesure de Haar
dg convenablement normalisée de G == G+ (n), on a la formule

(i7) ff(9)dg= f f f^ka^e^dkdtdx,
J G ^ K ^R J N
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où dk est la mesure de Haar de K, de masse totale i, et dt,
dx == diî d^ . . . din sont des mesures euclidiennes dans R, resp. R^-1

(voir HARISH-CHANDRA [13]). On prendra la mesure de Haar de G toujours
dans cette normalisation.

Soit maintenant M le centralisateur de A+ dans K; il est immédiat
de voir que M est formé par les rotations dans le sous-espace (x,, x,,, . . . , x,)
laissant fixes Xo, x^ c'est-à-dire par les matrices m de la forme suivante :LQ, d/j,

/ i o
(18) m=( o i ), avec mçSO(n—i);

\ m/

on sait que M est en même temps le normalisateur de N dans K; en effet,
on a
(19) m,.x(^ ̂  ..., ̂ .m-^x^ ,„ . .., ̂
avec

('^(ï\
Posons d'autre part

(20) u^= Up(^^ = exp 6^X1^ pour a^p^/?,

avec 0/,çR.

LEMME 1.1. — Tout élément k de K se met sous la forme

(21) k = miiniin-i ... u.^u^ mçM,
avec

—7r<e,^7r, —^TT^O:,, ..., O/^'Tr;

si (A-ii, Â-is) ̂  (o, o), la représentation est unique, et Von a

— — ' T T ^ , . . ^ O ^ ' T T .
2 2

On a de plus la formule suivante :

r ^(^) r r- ^ r^(^) ^(k)dk= \ i < ... < cp(/nu,...^)cos93cos294...
^A o7r'2 J M^-r. *7 i J iK 2^' ^^-^^^

x cos71-2 6^ dm d9, ^63 ... rf9/,,

dm désignant la mesure de Haar normalisée de M.
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DÉMONSTRATION. — Posons, pour simplifier les notations,

c;,==cos0^, 5/,=sin6/, pour p == 2, 3, . . . ,n.

Étant donné un kçK, on peut déterminer 62, O:;, . . . , 6,, tels qu'on ait

1 ^11= CnCn-i . . . C4C:^C2,

A'1.2 == CfiCn—l . . . C4C.3S2,

/ o\ , •"'in = C^C/^—i . . . €45:3,

"'i,/;.—1 :== CnSn—j,

K\_n == Sjif

et

(24) ——7T<6^7T, ——^TT^O, , . . . ^ ,^ 1 ^ ;
2 2

de plus, les O^, Os, . . . , 6,, seront déterminés uniquement, si (Â'u, k^) -^ (0,0)

( ce qui équivaut à | 9^ < ̂  TT, pour 3 ̂  p ̂  n ) • En effet, on commence
\ 2 /
par déterminer uniquement un 6^ tel que s/, = /Ci/,, et — ^ TT ̂  0/,_j ̂ I TT ;

2 2

ensuite on choisit un 6,,_i tel que CnSn-i == ki n-i et — - TT ̂  0/,_i ̂  - TT,
' 2 2

et ainsi de suite; si pour un p ̂  n, on a 6^ == ± - TT, les 0/,_j, 0/,_2, . . . , 0.2
2

peuvent être quelconques, mais autrement les Qp, p == 2, 3, . . . , n ,
sont ainsi déterminés de façon unique. Il est clair qu'alors on a
k. (Un . . . Ui)^ = k. ̂ Un . . . Ui) soit dans M, d'où la première partie
de l'énoncé.

Pour démontrer la formule d'intégration, remarquons d'abord qu'il
y a une fonction continue cx)(m; 62, . . . , O/,) telle qu'on ait

(25) f^(k)dk
J K

= f f f ... f" cp(mu....U2)^(/n;62,...,6.)rfmd62...d9.;
J M ^ — 7ï ^ 1 ^ 1

comme on a d (mok) = dk, d (kii^) = dk (la biinvariance de la mesure dk),
on voit que la fonction co ne dépend pas de m, ni de 62; pour m'çM,
(lin . . . iz^)/?/ s'écrit sous la forme (21), soit

(26) (iin.. .u^m' ==171" 11'^ . . . u^, avec u'p== Up{Wp\ m" ç.M\

on a donc
(mun .. .Uï)m' = (mm") u1,, . . . u'^ ;
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->^\et, comme on a d (km1) == dk,d(mm") == dm (car m" ne dépend pas de m),
il vient

^3, ... , 6,)d0, ... d0, = c^(0,, . . . , 0,)d6, . . . d0,,
ou encore
(27) co(.(»„.,„«;,)/„«.,...,. ,,)=^_^;
or, la relation (26) donne

c.^ ... c^ ==c^ ... c/<,

(28) s, c, . . . c/, = m,..s,c, ... Cn+ m,..s,c, . . . c,, +... + m^. s/,,

< = rn.inS.iC, ... Cn + m,nS,c, ...c/,+...+ n?/^s/,

(où l'on a posé c/, = cos 0^, ^ = sin 6;,; m^ désigne le coefficient
de la matrice m'), de là résulte qu'on a

^2, ..., e^) ^ cos e^, cos2 e ^ . . . cos^-^
^(6,, ..., 0,,) cosO, cos2 64 ... cos^O/,;

si l'on choisit m' tel que

m.^. = cosx:; . . . cos -/.n, m.^ == sin-/.3 cos 7.4 . . . cosx,,, . . . , m^= sinx/,,

alors, en posant (6,, 0,, . . . , 6,) = (^TT, o, . . . , o), on trouve 0^ = x/,,
pour 2 ̂  p ̂  77, et l'on a

c*J(x;j, 7.4, .... -̂ ) === <,)(o, o, ..., o) cos%3 ... cos^-2 y-n;

la constante C == co (o, . . . , o) est déterminée par la condition
1 . - 1 _

c / / / • • • I cos 63 ... cos^-2 6,, dm dô, ^0.3 ... d9»= i,
^'/iy J —T. ^ \ ^ 1

ce qui donne C == r f 1 ^ ) / ^ ^ 2 ' ' si Çdm = i
V 2 / / JM

C. Q. F. D.

LEMME 1.2. — Soit n ̂  3. Touf élément k de K peut s'écrire sous la
forme
(29) k^muQm^ avec m.m'ç.M, UQ==U..(Q), O^Ô^TT;

si 7c = m^u^m, avec m,, m,ç.M, O ^ O I ^ T T , on a a/ors 0 == Q,, et si
de plus on a o < 0 < T: (autrement dit Â-n 7^ ± i), i7 ms/e un p dans Y,
fc centralisateur des uo dans J? ̂  sous-groupe des rotations laissant fixes
^o» Xi, x.î) tel que
(30) mi == mv, m'i == v~1 m';
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on a de plus la formule d'intégration suivante :

r^n
î î ) 1 ^(k)dk= - — / , 1 1 1 ^ (mm m'^ sin7'-2 (

'K ^r/^—^V^^^
V 2 /

r 1 \^^) r r r^
<3i) ( cp(Â:)d/c=-r————— < / ( ^(muorn^sin^edm dm'dO.J K ^î r l_I \ ^j/ ^ M ̂ o

DÉMONSTRATION. — Étant donné un kçK, on peut déterminer de
façon unique un 6 tel que A-j i = cos 9, o^ 0 ̂  TT; alors, on a

(kï, +...+ k^y == (kï, + . . . + k^ = sinO,

parce que sin 0 ̂  o. Si 0 == o, k est déjà dans M, et si 0 == TT, on a
k == u^m avec un mçM; dans le cas où o < 0 < TT, on a sin 6 7^ o,
donc on peut trouver m, m' dans M tel que

^2=—À^i/sinO et m^=Â'j^/sm6 pour a^p^n;

on vérifie alors, à l'aide des relations d'orthogonalité, que

/ cos 6 sin 9 o . . . o\
— sin 0 cos 9 o . . . o

^ k ' m ' ^ l o o . . . . .

d'où ^m^m' == u^m" avec un m" dans M, ou k == m"' UQ (m" m'), ce qui
démontre la première assertion et l'unicité de 9. Si

et si o < 9 < TT,

entraîne que

d'où

mu^m == m^u^m^

(m^mi) UQ=== u^{m'm^)

(m-^m^îî = (m'm'^)îî == î,

m^mi = m'm\ == u

est de la forme indiquée.
Pour démontrer la formule d'intégration (3i), on remarque tout

d'abord, que tout élément À: de K s'écrit sous la forme

(82) À- = mu^Un . . . y:1,,

avec m € M, o ̂  9 ̂  TT, Vq = Vq (xy) = exp Xy X^ pour 3 ̂  ^ ̂  n,

et — n < x;3 ̂  TT, — - TT ̂  x/,, . . . , x^ ̂  - TT, et ceci d'ailleurs de
2 2

façon unique pour presque tout k dans K. En effet, on peut écrire m' € M
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dans la décomposition (29) sous la forme m' = Wn ... u,,, avec v dans V
(lemme 1.1, appliqué au groupe M); on a alors

k = mu^(pUn... y;;) == mvu^Vn... u:',,

d'où (82) en écrivant m au lieu de mu. Pour démontrer l'énoncé concernant
l'unicité, supposons qu'on ait

(33) k == miiQUn... y:3 == m'u^v,,... u'^

avec m' e M, ^ = yy (s^), ^ satisfaisant aux mêmes inégalités que
les xy. En comparant les éléments de la seconde ligne des deux matrices
dans la dernière égalité de (33), on obtient

cosO = cos6'
sin6 cosx:3 . . . cosx/, = sin6' cosx,, . . . cosx'/,,

sin6 sinx.3cosx4.. . cosx^ = sinô' sinxg cosx'^ ... cosx^,
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

sin6 sinz,, = sinO' sin%^;

si o < 6 < 7:, | y^ | < - 7:, on a successivement

6 = 6', X/, == -4, . . ., %3 = y.'^,

et donc m = m', ce qui démontre l'unicité de la décomposition (32)
pour presque tout kçK.

Considérons maintenant l'application K^k -> x == (xi, . . . , ^eR72

où l'on pose ̂  == k^p pour i ̂  p ̂  n; elle définit par passage au quotient
l'identification de M\K à la sphère unité ^-S et (21) et (32) définissent
deux systèmes de coordonnées locales valables presque partout sur «S"-1,
à savoir

x <> (6,, 0:,, .... 6,), resp. (9, ^, .... ^),
avec

—7r<(L<7r, --IT^Ô^, . . . , 9 / ,< 1 ,
2 2

resp.

0 < 0 < 7T, —— 7T < X,, < 7T, —— I- 7: < X/,, . . . , % „ < ^ 7T.
2 2

La formule (22) montre que la mesure

r ^
L2— cosôo,... cos71-2 6^ dô^ . . . d^n

27T2




