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Sur le développement d’une fonction intermédiaire;
par M. Havpuex.

(Séance du 28 mars 1879.)

On sait que la fonction Al, de M. Weierstrass se développe,
suivant les puissances croissantes de 'argument, en une série dont
les coefficients sont des polyndmes entiers par rapport au carré du
module. Ces polyndmes se calculent successivement au moyen d’une
formule récurrente qui en contient trois consécutifs. Je me pro-
pose de montrer que des polyndmes analogues, se calculant de la
méme maniére, et qui sont les coefficients d’'une fonction trés-peu
différente, sont susceptibles de recevoir une forme notablement
plus simple.

La fonction que je considére ici est la suivante :

1 2y 2t
(1) B(z, &) = Al (z, k)&
Envisageons d’abord la fonction
F(z, k)= ;I B(z, k).

Des deux formules connues

‘--.
A,l,(z, A):;—All <"Z, %>:—llf 2” All(iz, ‘I)

0
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on conclut, pour la fonction F, ces nouvelles formules
(2) F(z,k)::F(kz, }):F(;z, ¥).

La fonction F, qui est paire, se développera ainsi :
F(z k) =1+ fiz?+ foz' ...+ 22"+ .,

et les coefficients f, fonctions entiéres de k2, jouiront, en vertu
de (2), de la propriété

(3) fll)=wnf 1) = (= 0l — w2,

Envisageons maintenant les deux polyndmes p et ¢ suivants :
(§) plR) =k —Fra1, g(B)=(F41)(R—a)(ak—0),
qui donnent lieu aux égalités

1

[pte)=rp(5)= pl—),

(5)
q (k) = kg (-k'-g) =—q(1— k).

De ces deux égalités on tire d’abord aisément cette conclusion
connue, que toute fonction rationnelle de A2 qui reste inaltérée
quand on y remplace k* par son inverse ou son complément &
'unité est simplement une fonction rationnelle du quotient p3 : 42.
Soient maintenant ¢, 3 deux nombres entiers satisfaisant a la con-
dition 2a + 33 + n= o0, et envisageons la quantité ¢, = p*¢*f;.
Comme 3 est de méme parité que r, il résulte des équations (3)
et (5) que ¢, reste inaltérée par les deux substitutions ci-dessus.
Donc ¢, est une fonction rationnelle de p?:¢2. Donc f,, qui est
une fonction entiére de k2, est une fonction entiére des deux
quantités p, g; on peut méme ajouter que f, est un polynéme
entier des deux quanrtités p, g, homogeéne et du degré n quand
on envisage p comme du second degré et q comme du troisiéme.

Cette conclusion s’applique aux coefficients du développement
de la fonction B, qui sont les mémes, et 'on peut dire que la

. , 1 .
Sonction B(z, k) est homogénc et de degré — —» quand on envi-
2
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. , 1 ,
sage z comme de degré — 2 p comme du second degré et ¢

comme du troisiéeme.
Je représenterai le développement de B par

z2n+l

4.+ b, —

(6) B(z,k):z—l—b,m 1.2...(2n+l)+

D’aprés ce qui vient d’étre dit, b, contient seulement les termes
P*¢® correspondant aux solutions entiéres et positives de

2a+3ﬁ::n.

En conséquence, b, est nul; c’est pourquoi je n’ai pas écrit de
terme en z3 dans (6). Ainsi l'on voit immédiatement que b,, b,,
by, by seront, a des facteurs numériques prés, p, ¢, p?, pg. D'une
maniére générale :

Si n r’est pas divisible par 3, b, contient le facteur p;
Si n est impair, b, contient le facteur q.

Par conséquent, dans le cas ol le module satisfait &

k— k*4+1=0o0,
on a X
B(z)=z+4as"+ bz'¥+. .. 1588+ 4,

dans le cas ot le module est \/—1, 0on a
B(3) = o4+ /54 Va0 sl B

Je vais maintenant établir une formule récurrente pour le calcul
des polyndmes b,,.

A cet effet, je prends I'équation linéaire aux dérivées partielles
et du second ordre a laquelle satisfait la fonction Al,, savoir

AL, 0Al,

dAl,
Jz* W H

.72
~+ 2kk oF

+ (A4 Az} Al =o.

En y introduisant la fonction B, je la change en '’équation sui-
vante :
P8 2R —1 0B
oz? 3 0z

(7) a 1—2k  P—4
-+ 2 - -+ 2z
3 9

+4k=(l—k*)g—,ﬁ

)B=o.



- 93 —

C’est cette derniére qu'’il faut transformer en y remplacant A* par
P> q- Tout d’abord les équations (4) donnent

(8) zm_l=7§_3
(9) o =g 35+ 320 —3) oo
(10) 7= (p—3)*(4p —3).

Dans (7), je remplace % par I'expression que fournit la for-

mule (9), k? par son expression (8), et j’obtiens

B 2 ¢ 0B 0B
kT +35,—3 _3[‘& ‘3—6(1’—')'@]
( —l?( —'\(2[)—3)08+EB 0.

En vertu de I'homogénéité de la fonction B, j’ai

JB 0B 1 dB

I
3qal-+2p—5; 5 —;B.

. . . . . JB .
Cette relation permet de faire disparaitre 92 de (11) et d’écrire,

en tenant compte de (10),

20'B , OB 4 0B  pz
(12) vVl Sp& 3 dp+

== 0.
Telle est la transformée cherchée. Elle donne immédiatement une

formule récurrente pour les coefficients du développement de B,
formule dont les coefficients se simplifient un peu si 'on pose

x:%—p:%('—-l’ 1),
y=12¢= 3(k*+:)(4-'-2)(2z»=—1).

La formule définitive est la suivante :

(13) ”_4( db,}_ s db,,_,) (n_,)gzn—.)zbn_"

oz

Au moyen de cette formule, on calcule avec la plus grande faci-
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1ité les coelficients successifs, dont voici les premiers :

by—1, by=o, by=—=x, by=—4y, b=—qu?, by==— 24y,
by —=—3.2%)2+3.232%, b;=12%.3%19x'y, by—=3x(2".23y*+1072%).

Addition. — J'avais déja livré & I'impression la Note qu'on
vient de lire quand mon attention s’est trouvée attirée sur deux
Mémoires qui m’étaient inconnus, bien qu'ils ne soient pas tout
récents. Le premier, intitulé Wirkliche Ausfiihrung der ganz-
zahligen Multiplication der elliptischen Functionen, est di a
M. Kiepert et se trouve au Tome 76 (année 1873 ) du Journal de
M. Borchardt; le second, intitulé Ganzzahlige Multiplication
der elliptischen Functionen in Verbindung mit dem Schlies-
sungsproblem, est dd 3 M. Max Simon et se trouve au Tome 81
(année 1876) du méme Recueil. Ces deux savants auteurs donnent
pour point de départ a leurs recherches personnelles des résultats
dus 3 M. Weierstrass, communiqués dans ses Cours a ses éléves
par cet illustre géométre, mais connus du public seulement grace
aux deux Mémoires que je viens de citer. Les résultats dont il
s’agit se rapportent & une théorie des fonctions elliptiques dans
laquelle, au lieu du sinus d’amplitude, on introduit systématique-
ment la fonction p (z), définie par

P(z) du
) =) e

Voici quel est le point de départ de cette théorie. Soit

w=—2a2mwo -+ 2na’

une quantité dans laquelle, w et w' étant fixes, m et n recoivent
successivement tous les systémes de valeurs entiéres, positives ou
négatives, sauf le systéme m = n = o. On considére la fonction

z 113

(15) a’(z):zH(l_i)e;*';'uT!,

qui est intermédiaire. Effectivement, si I'on désigne par {(z) la
dérivée logarithmique de ¢(z), la fonction ¢’(z) admet les pé-
riodes w et w'. Cela résulte immédiatement de la formule (15).
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Par une analyse assez courte, on prouve ensuite que, si 'on pose
ga=2[to) + ')+ o+a')],
g =—4% (0)¥ (o) ¥ (0 + o),

la fonction p(z) définie par (14) coincide avec celle-ci :

, 0 loge(z
(16) ple)=— /() =— T LoB(2),

Ceci posé, M. Max Simon rapporte comme due 3 M. Weierstrass
et démontre, avec le point de départ que je viens d'indiquer, I'é-
quation suivante i laquelle satisfait la fonction ¢(z):

ik i 0o

2 1
(‘7) 0-: § :d S: _+Hbiz,°':°'

dont la ressemblance avec mon équation (12) est frappante. Ces
deux équations coincident méme si I'on fait
3 2

(18) p=za,q=£m
et qu'on remplace B par o. Les deux fonctions B(z) et o(z), déve-
loppées suivant les puissances croissantes de z, commencent toutes
deux par le méme terme z. Donc, eu égard a la formule récur-
rente (13), sous le béndfice des équations (18), les fonctions B(z)
et a(z) coincident.

Cette coincidence peut étre démontrée autrement. Posons

-1
2

.2
(19) u:Snz:—-(u+l_§‘)

et introduisons la variable u sous le signe d’intégration dans I'éga-

lité
z__f" dv .
- o \/(l—"’)(l—'k"")

Le calcul fait, on retrouve dans le polynéme soumis au radical les
’ P y
quantités p et ¢ définies par les équations ( 4); voici le résultat :

2 f du
Vie—tri—me

Vil

~3
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C’est précisément I'équation (14) si 'on remplace p et ¢ par les
expressions (18). J'ai donc ainsi prouvé I'égalité suivante, trans-

formée de (19):
1 1+ A%
Pl =g~ 3

qui, suivant la définition de la fonction Al,, de la fonction B et la
définition de ¢ fournie par (16), devient

0*loge(z)  0?logB(z)
02 02

Cette derniére prouve maintenant I'identité des deux fonctions ¢
et B, sans I'intervention de I'équation (17). En conséquence, mon
analyse fournit une démonstration de cette équation (17), trés-
différente de celle qu’a rapportée M. Max Simon.



