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UNIFORMISATION ET DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
DE LA SOLUTION
DU PROBLEME DE CAUCHY LINEAIRE,
A DONNEES HOLOMORPHES ;
ANALOGIE AVEC LA THEORIE DES ONDES
ASYMPTOTIQUES ET APPROCHEES

(Probléme de Cauchy, I bis et VI)

PAR

Lars GARDING, Takesut KOTAKE
et Jeax LERAY.

« Regardez les singularités : il n’y a
que ¢a qui compte. »

Gaston JJuLIA.

Sommaire.

Résultats. — Cet article décrit les singularités de la solution u du
probléme de Cauchy linéaire, & données holomorphes :

u est holomorphe en les points non caractéristiques de la sous-multi-
plicité S qui porte les données de Cauchy;

en les points caractéristiques de S, u peut étre uniformisé (') par une
application holomorphe, que définit un systéme différentiel ordinaire;
en général, u est algébroide;

le support de la singularité de u appartient a la caractéristique (*) K
tangente a S;

par quadratures le long des bicaractéristiques engendrant K, on peut
construire un développement asymptotique de u : son reste d’ordre m

(') rendu holomorphe par composition avec cette application.
(*) K est la réunion des bicaractéristiques issues des covecteurs caractéristiques de S.
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s’annule m fois sur S et est uniformisable (*) jusqu’a 'ordre m; ce déve-
loppement donne donc les dérivées de tous ordres de u, a des fonctions
bornées pres;

le calcul de ces bicaractéristiques et du premier terme de ce déve-
loppement est celui de frajectoires de particules et d’une densité d’énergie-
impulsion conservative;

ce calcul fait correspondre au systéme différentiel linéaire que vérifie u
(équations d’ondes) une équation non linéaire du premier ordre
I'équation de Jacobi (*) (elle régit des particules associées a ces ondes);

ce calcul est analogue & celui des ondes approchées qu’emploie I'optique
géométrique; il fait correspondre, en employant la méme équation de
Jacobi, & d’autres ondes, régies par le méme systéme, d’autres particules :
celles que leur associe la Mécanique quantique.

Meéthodes. — P. RosenBroom [13] et L. HorRMANDER [6] ont prouvé
le théoréme de Cauchy-Kowalewski (*), dans le cas linéaire, par la méthode
des approximations successives; cette méthode permet de donner a ce
théoréme une extension (chap. 1, n° 10) telle que la preuve (chap. 1,
nos 11 et 12) du théoréme d’uniformisation (th. 1, n° 4) se réduise a
ceci : par un changement de variables, on compense 1'annulation du
polyndme caractéristique en les points caractéristiques de S [n° 11 : réso-
lution de (11.8)]. Le calcul du développement asymptotique de la solution
résulte, lui aussi, de ce changement de variables (th. 1, n® 4; chap. 2);
il emploie, en outre, un nouvel invariant, la matrice bicaractéristique (n° 3)
qu'emploie aussi la théorie des ondes approchées (th. 5, n° 8; chap. 6).

Ce changement de variables, qui constitue une premiere uniformi-
sation, s’obtient en résolvant un probléme de Cauchy, non linéaire,
du premier ordre, défini au moyen du polyndme caractéristique. D’autres
uniformisations plus simples (th. 2, n° 5; chap. 3; th. 3, n° 6; chap. 4)
s’en déduisent en explicitant la solution de ce probléme du premier
ordre : elles s’obtiennent en résolvant un systéeme différentiel, du type
d’Hamilton, qui est défini au moyen de ce méme polyndme caracté-
ristique.

L’interprétation mécanique du premier terme du développement
asymptotique au moyen d’une densité d’énergie-impulsion conservative
de particules consiste 4 caractériser ce premier terme par un invariant
différentiel des trajectoires de ces particules (th. 5, n° 7; chap. 5); I'ana-

(*) Ce reste est la différence entre u et la somme des m premiers termes du déve-
loppement ; il peut étre uniformisé en méme temps que toutes ses dérivées d’ordres == m;
c’est ce que signifie : uniformisable jusqu’a I'ordre m.

(") Elle n’est pas entiérement déterminée par la donnée de ce systéme.

(°) Rappelons que ce théoréme a été généralisé par RiQUIER, JANET et LEDNEV [10].
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logie de cette interprétation avec I’association de particules a certaines
ondes approchées résulte d’une caractérisation analogue de ces ondes
approchées (th. 6, n° 9; chap. 7).

Applications que ne développe pas le présent article. — Les
résultats qui précédent permettent d’analyser les singularités de la solution
d’un probleme de Cauchy a données analytiques non holomorphes; il faut
d’abord définir et étudier (c¢f. I'article : apercu de [V]) les transfor-
mations fonctionnelles qui transforment en solutions de tels problémes
la solution d’un probléme & données holomorphes (solution unitaire).
C’est ainsi que l'article « Probléme de Cauchy [IV] » a décrit les singu-
larités de la solution élémentaire d’un opérateur diftérentiel hyper-
bolique; [IV] se contente d’employer le premier terme du dévelop-
pement asymptotique qu’expose le présent article; I’emploi d’un plus
grand nombre de termes donnerait une paramétriz de I’opérateur hyper-
bolique.

Ce développement asymptotique, qu’expose le présent article, garde
un sens quand on ne suppose plus les données holomorphes; il pourrait
donc servir a calculer les dérivées de tous ordres d’un probléme de Cauchy
hyperbolique, bien posé, a des termes prés qui resteraient bornés quand
ce probléme tendrait vers un probléme mal posé.

Enfin la théorie des ondes approchées, que le présent article développe
et ol il introduit la matrice bicaractéristique, est certainement d’un
emploi commode en Optique géométrique.

Historique. — L’article « Probléeme de Cauchy [I] » avait donné,
pour une seule équation, une preuve tortueuse du théoréme d’uni-
formisation; en déduire le développement asymptotique de u était
impossible; seul, son premier terme avait été obtenu : résumé de [VI].

Introduction.

1. Enoncé du probléme de Cauchy.

Donnons-nous une multiplicité (°) analytique complexe X, de dimen-
sion complexe L; x désigne un point de X; (z', ..., x%) sont les coor-
données locales de x; la dérivée de u par rapport a = est notée

Jdu J*u

Unt = 575 de méme U1, = SH T

(%) Variété sans singularité.
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Donnons-nous aussi un espace vectoriel complexe Z : nous étudions
un probléme dépendant du parameétre e Z.
Donnons-nous sur X un systéme d’équations aux dérivées partielles :

g \

v J ; .
.1 ap<x,%)u¥*(;,x)=v'(£,x) wv=r1,02, ..., M),

oi1 : les ay sont des opérateurs différentiels linéaires a coefficients holo-
morphes, constituant une matrice carrée; les v” sont des fonctions holo-
morphes données, constituant les composantes d’un vecteur v; les u*
sont les fonctions inconnues; ce sont les composantes d’un vecteur u.

Nous convenons qu’il y a sommation par rapport a tout indice répété
deux fois dans un mondéme :

M
v — v
auuP—E ayud.
w=t

Choisissons des entiers m" et n’ tels que

ordre(ay) < n’— m# [ordre (o) =—qc],

(1.2) sup lE ordre(az(v))] =Z n"—z m¥,
5 v P‘

o désignant une permutation arbitraire de (1, ..., M).
D’aprés VoLeviC [14], un tel choix est toujours possible, sauf si tous

les a; sont nuls, ce que nous excluons; en général, il est possible de

plusieurs facons. Nous dirons que m®* est ’ordre de u* et que n’ est ’ordre
de v”.

Les données de Cauchy sont :

— une sous-multiplicité analytique S(:) de X, de codimension 1,
dont I’équation locale

SE : sGa)=0  (s270)

dépend linéairement de Z;
— des fonctions holomorphes w(, z) :

— enfin un entier

(1.3) n> supn”.
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Le probléme de Cauchy consiste a trouver une solution de (1.1) véri-
fiant les conditions de Cauchy (7).

(1.4) ut (E, 2) —w*, )
s’annule n—m fois sur S().

Vu (1.1), ce probléme n’est évidemment possible que si
1.5) v@Eo)—ay <x, %) w* (%, x) s’annule n—n" fois sur S(),

Cé que nous supposerons.

2. Les notions qu’emploie l'uniformisation.

Nous notons (x, p) un covecteur d’origine x, de composantes
p=(ps, ..., pr); par exemple, le gradient au point x d’'une fonc-
tion f(x) est le covecteur

fx= (fxy, oo ey fo).
Le produit scalaire en x d’'un vecteur dr et d’'un covecteur p est noté
p.dx = pidxt 4. ..+ prdzn.
dx

Pordre est =~ n'— m#, la somme des termes de degré n’— m" du poly-
nome (%) a;(z, p) de p; nous le notons

Nous nommons polynéme caractéristique de I'opérateur ay; <a:, i) dont

9., p)-

Ce polyndme dépend du choix des entiers n’ et m#; mais il ne dépend
pas du choix des coordonnées; en effet g;(x, f.) est le coeflicient du terme
de degré n’—m* du polyndéme en w,

J
—w [ () gV — w [ ()
e/ May <x, dx) e

Nous nommons polynéme caractéristique de la matrice <a[ﬁ<x, (%: >> le

déterminant
dét(gy(z, p));

(") CAucHY-KOWALEWSKI supposent tous les seconds membres v* du méme
ordre n* = n; ils font, de ce fait, des hypothéses que détruisent les opérations suivantes:

— adjoindre aux inconnues certaines de leurs dérivées et remplacer a volonté
dans le systéme ces dérivées par ces nouvelles inconnues;

— passer au systéme adjoint (au sens de Riemann).

(®) Autrement dit : la partie principale de ce polyndme.
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vu (1.2), c’est un polyndme en p, homogéne de degré
va __Z m- = sup [2 ordre(a;',m)];
v 1% v

il est indépendant du choix des coordonnées : en effet chacun des 9,(x, p)
est indépendant de ce choix; il est indépendant du choix des n* et m¥* :
en effet, vu (1.2), il est la partie principale de dét (g (z, p)), considéré

comme un polyndme en p de degré Zn"—E mt.

v

Nous nommons fonction caractéristique de}L cette matrice (qy) toute
fonction g(z, p), homogéne en p, multiple (*) de dét(g;(x, p)) au voisi-
nage de I'ensemble des covecteurs (z, s.) de S(£) : le théoréme 2 aura
besoin de choisir cette fonction caractéristique homogéne de degré 1,
donc différente du polyndme caractéristique (sauf si le systéme se réduit
4 une équation d’ordre 1).

Quand ¢(z, p) est tel que g/dét(g)) o, les définitions suivantes
sont indépendantes du choix de ¢ : on nomme

— points [covecteurs] caractéristiques de S() ceux de ses points x
[de ses covecteurs (z, s.)] vérifiant g(z, s.) = o;

— bandes (*°) bicaractéristiques de X les bandes vérifiant le systéme ('),
nommé systéme bicaractéristique :

dx dp

@) »@p " 0@p)

— courbe bicaractéristique la courbe que parcourt x quand (z, p)
parcourt une bande bicaractéristique;

—— caractéristique K () tangente a S(¢) la réunion des courbes bicaracté-
ristiques issues des covecteurs caractéristiques de S(£);

— conoide caractéristique K(y) de sommet y la réunion des courbes
bicaractéristiques issues d’un point donné yeY.

g, p) = o;

Le systeme (2.1) est un systéme d’Hamiltlon d’'un type particulier,
pour lequel la forme différentielle p.dx est invariante (‘*). On a donc,

(%) telle que g/dét(ggi) soit holomorphe au voisinage de ...

() Une bande est, dans ’espace des covecteurs (x, p) de X, une courbe, le long de
laquelle p.dx = o.

(1) (2.1) signifie que (da:', ey dac", dp,s .ees dpL) sont proportionnels a (g/,l, e —grL> .

('?) Autrement dit : quand (x, p) et (x 4 dx, p 4 dp) décrivent deux bandes
bicaractéristiques infiniment voisines, alors p.dx est constant : p.dr s’exprime au
moyen des intégrales premiéres de (2.1).

On le prouve en vérifiant que, sur la multiplicité g(z, p) = o, (4., g,) # 0, le sys-
téme (2.1) est le systéme caractéristique de la forme p.dx, au sens d’E. CARTAN [3],
chap. 8.

Il est essentiel que I’équation g(x, p) = o soit homogéne en p.
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sur la réunion des bandes bicaractéristiques issues des covecteurs carac-
téristiques de S(2) ou de y :
p.dxr =o;

aussi nomme-t-on covecteurs de K(:) ou de K(y) les covecteurs appar-
tenant & cette réunion; K(3) et K(y) vérifient donc I'équation caracté-
ristique

g(x, p) =o;
¢’est-a-dire '

g(@, k) =o,

en les points ott K est une hypersurface d’équation k(x) = o.
Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes :

yeK();
K(y) et S(2) sont tangents, c’est-d-dire ont un covecteur commun.

NotE. — Si g(x, p) est identiquement nul, la conclusion de nos raison-
nements est vide (**). ‘

Note. — Nos conclusions sont d’un intérét minime aux points y
de S(2) tels que (z, s,) annule deux (') fois g(x, p); mais alors on peut
parfois procéder comme suit.

Nore 2.1. — Si la matrice (g;) est une somme directe de sous-
matrices v, il faut, pour obtenir des conclusions intéressantes, choisir g(z, p)
multiple non pas de dét(g;), mais de chacun des dét(y); nos conclu-
sions restent vraies, compte tenu de la note 3.1; la modification & apporter
a la preuve du théoréme d’uniformisation est banale et évidente; les
notes 3.1, 16.1, 19.1, 22.1, 23.1 disent comment est modifié le calcul
du développement asymptotique.

Points exceptionnels. — Un point caractéristique = de S(2) est dit
exceptionnel quand il posséde au moins l'une des deux propriétés
suivantes :

1° S() et le conoide caractéristique K(xr) sont tangents, au voisi-
nage ('*) de x, en une infinité de points [le lemme 15.2 prouve que S(Z)
et K(z) se touchent alors le long d’une courbe analytique passant par x;

(%) par exemple, dans le théoréme 1 : E[f, x] = s(x); u*o% désigne u*(s(x), x),
qui est donnée.
(**) c’est-a-dire annule g, g, et g,. En un tel point y, on a, avec les notations duno 4 :
zt, )=y, pEy=s, ELyl=s@), woi=u(s®),y),
qui est donnée.

(**) On emploie seulement la partie de K (x) voisine de x : elle est engendrée par
les arcs bicaractéristiques, issus de x et suffisamment petits.
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si le vecteur bicaractéristique ¢, (x, s.) n’est pas nul, alors cette courbe
est réguliére en x et est tangente en x a ce vecteur].

20 La courbe bicaractéristique issue du covecteur (z, s.) de S(5)
consiste en le seul point x.

Ezxemple. — Tous les points d’'une bande bicaractéristique appartenant
a S(¢) sont exceptionnels.

Exemple. — Un point z, ou ¢g(z, p) = o implique ¢,= o, est excep-
tionnel.

3. Les notions qu’emploie le développement asymptotique.

Supposons donné un élément de volume de X, c’est-a-dire une forme
différentielle holomorphe de degré maximum,

p(@x)dx A\... A\ dx”, ou p(x)#Zo;

la matrice adjointe (a*“;) de (a“;) est définie, suivant Riemann, par la
condition

e [v(aju) —(—1)"~"u(a*}pv)]dz' \... \ dz"

est la différentielle d’une forme dont les coefficients sont bilinéaires par
rapport aux dérivées de u et de v. Explicitement : si

P L ,
a&(’”’o}) =Y a@ym ot a=(u, ..., w)
o

alors

G0 a5 )o@ = o5 D) L@ G @@L

Le polynéme sous-caractéristique de a? est, par définition, la somme
des termes de degré n’—m"—i1 en p de

1/2[a; (x, p) —a* (@, p)],

qui est un polynéme en p ayant au plus ce degré; c’est donc le poly-
nome caractéristique de

(o) —er(a )

il ne dépend donc pas du choix des coordonnées. Explicitement, si

a;(x, p) = gy (x, p) + g (@ p) +...,
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9o Juis + -+ étant de degrés décroissants n’— m¥*, n'—m*—1, ..., alors
(pgy)
* U — v 1 W v
a*y(z, p) [gp(x, p + > 92 0p gy, p) +]

et le polynéme sous-caracitéristique de a; est donc

1 (g
20 dx*dpy

3.2) Ju@, p)=9i—

a; et a*4 ont le méme polyndme caractéristique et des polyndmes sous-
caractéristiques opposés :

gv=95  JN=—lp

Autrement dit : la matrice caractéristique (g*;) de l'adjointe (a*;) de
la matrice (@) s’obtient en transposant sa matrice caractéristique (g;);
la matrice sous-caractéristique (j*), en transposant et multipliant par —1
sa matrice sous-caractéristique (jy).

Une matrice (ay) self-adjointe a donc une matrice caractéristique symeé-
trique et une matrice sous-caractéristique antisymétrique.

Le vecteur h(x, p) et le covecteur b(x, p). — Les covecteurs (x, p) de X
vérifiant

3.3) g@, p)=o0, (g gp) 7O

constituent une multiplicité analytique, ou dét(g;) = o. Notons (GY)
le produit par g de la matrice inverse de (g;); autrement dit, G} est le
mineur de (gy) :
G%(xz, p) est holomorphe au voisinage de I’ensemble des covecteurs (z, s..)
de S(3);
dg= Gidyg; (mod g¢);

donc, sur la multiplicité (3.3), (GY%)Zo.

Au voisinage de chaque point de la multiplicité (3.3) on peut donc
définir un vecteur h(x, p) de composantes h', ..., A et un covec-
teur h(x, p) de composantes b, ..., hn tels que .

(B.4) hrgi=o,  gihy=o0,  GYy=h*bhy, dg=h*bh.dg; (modg).

Les restrictions de h et h a cette multiplicité sont évidemment définies
4 la multiplication prés de h par fet de h par 1/f, f(z, p) étant une fonction
holomorphe, arbitraire, ne s’annulant pas.
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La fonction j(x, p) est définie localement sur la multiplicité (3.3); c’est
la forme bilinéaire de (h, h., h,) et (b, b., b,) que voici :

he —gi by
o dgy 9,
(3.5) j@ ) =@ )i +x/2| 05 ot oz,
oh+ 995 db,
Ipr. Ip.  Ip

La fonction J(z, p; y, q) est définie quand les deux covecteurs (z, p)
et (y, q) appartiennent & une méme bande bicaractéristique, c’est-a-dire
4 une méme solution de (2.1); la définition de J s’obtient en complé-
tant (2.1) comme suit : quand (z, p) varie, (y, q) étant fixe, alors

‘ dx dp _ 4@ piy. 9

(3.6) ? ,@p)  g.@p i@, p)J g(x, p) = o,
J, q; 4, ¢) =1.

La matrice bicaractéristique G%(x, p; y, q) est d’abord définie sur I’en-
semble des couples de covecteurs (z, p; y, ¢) appartenant a une méme
bande bicaractéristique : sur cet ensemble, sa définition est

G.9)  G@piy 9= V % he@, p) I @, p; U ) 54U 9)

et ses propriétés, qu’établira le no 21, sont les suivantes :

1° GY(z, p; @, p) = G%(x, p)-

20 G%(x, p; Yy, q) est homogeéne en (p, q).

3° G%(x, p; y, q) dépend de g, g; et g7, sans dépendre des choix
de o, h et B; alors que h et h ne sont définis que localement, G est donc
définie globalement.

4o Multiplier g(z, p) et G%(x, p) par une fonction holomorphe F(z, p)
multiplie G¥(x, p; y, q) par VF(, p) F(y, 9).

50 La matrice bicaractéristique (G*}) de la matrice adjointe (a*]
de (ay) s’obtient en transposant sa matrice bicaractéristique (GY) mul-
tipliée par p(x)/o(y) et en permutant (z, p) et (y, ¢) :

p(x)

G*)(y, q; , p) = -®) Gz, p; Y, 9.

6° Si, pour un choix convenable de p, la matrice (ay) est self-adjointe,
alors

(3.8) G, p; g» @) ==+ \/ £D 616 ) G0, 0
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Nous étendrons la définition de GY(x, p; y, ¢) & tous les couples de

covecteurs (z, p), (y, ) appartenant 4 une méme solution du systéme

différentiel
dx dp

3. —_ .

©-9) 5@ P 9:@p)’

nous le ferons de sorte que G%(x, p; y, q¢) soit holomorphe et ait la

propriété 1° : c’est évidemment possible, au moins localement.

Si le systéme (1.1) se réduit a une seule équation

(2. ) u @) = v 2,

et si n’ = n, alors nous supprimons les indices 1+ et v et prenons m*=o:
M =1, n'=n, mt=o;

quand ¢ est le polynéme caractéristique, nous choisissons, en accord
avec (3.4) :
h=1, h=1;

donc j(z, p) est le polynéme sous-caractéristique, qui est défini méme
quand g¢(x, p) # o; dans les définitions (3.6) et (3.7) de J et G
nous supprimons la restriction g¢(x, p) =o0 : la fonction bicaracté-
ristique G(x, p; y, q) est définie sans ambiguité pour tous les couples de
covecteurs appartenant & une méme solution de (3.9).

Nore 3.1. — Supposons qu’on ait réalis¢é I’hypothése (3.3) en
employant la note 2.1 : la matrice (g,) est une somme directe de matrices

1=(g2), ou petveMy,
les M, constituant une partition (**) de 1, ..., M;
gil:O si P‘EM(‘{) et V¢M(Y).

Notons GY(z, p) la somme directe du produit par g des inverses des
matrices v. Au voisinage de chaque point de la multiplicité (3.3), on
définit, pour chacune des sous-matrices y, un vecteur Yh(z, p), de compo-
santes h*[p.e€e M)] et un covecteur b, de composantes b,[veM.].
En remplacant dans (3.5) h et h par *h et gh, c’est-d-dire en y pre-
nant p€ My, et v€Ms, on définit une fonction numérique §j(z, p)
sur la multiplicité (3.3); en particulier :

(3.10) &j = h*g'\ by, ot peMuy et veMpy, si azZf.

)\ My =00 o0, M), MyaMy =0 siaxg.
¢
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Définissons des fonctions numériques 5J(z, p; y, ) de deux covec-
teurs (z, p) et (y, ¢) appartenant & une méme bande bicaractéristique,
par les équations analogues a (3.6) :

e _dp d 8@ p;y 9
9,@p)  9:(p) 1i, p) §J
B.11) !
pour dy=dq=o, g9(x, p) = o;
\ 9@ g 9=1 si a=f =o sinon.

Définissons enfin comme suit la matrice bicaractéristique sur I’ensemble
des couples de covecteurs (z, p; y, q) appartenant & une méme bande
bicaractéristique :

B.12) GY(x, p; Y, 9 =\/§%h“(x, p) 8@ p; ¥, 9) B, @),

o et B étant définis par les conditions
HEMy, veMg.

Cette matrice possede encore les propriétés 10, 29, 30, 40 et 5°; (3.8) ne
vaut plus. On prolonge comme ci-dessus cette définition a I’ensemble
de tous les couples de covecteurs appartenant & une méme solution
de (3.9).

4. Uniformisation portant sur un parameétre.

Nous supposons dim = =1 et I'équation S(¢) résolue en £ :
-,

SO : s@—i=o.

Soit u(?, ) une fonction, holomorphe au moins en un point de S(3);
soit £[¢, 2] une fonction numérique de la variable numérique ¢ et du
point z, holomorphe pour ¢ petit (') et telle que Z[o, ] = s(x);
notons uof la fonction composée de u(:, x) et £[t, ] :

u°£ = U(E[t’ :L‘], x);

nous disons que £[t, x] uniformise u(z, ) quand uoZ est une fonction
de [t, x] holomorphe pour ¢ petit (7); nous disons que E[f, x] uni-
formise u(, x) jusqu’a lordre m quand E[f, ] uniformise u(Z, x) et
toutes ses dérivées d’ordres —~m; vu la formule (11.1) de dérivation

(N 1t <e@).
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d’une fonction composée, il suffit que £[f, ] uniformise les dérivées

de u en ¢ d’ordres =~ m; nous les notons

. a\/
w69 =(—3 ) ut .

Nous disons que u(z, x) admet un développement asymplotique

uG, )~ Y w G 2)
r=0
quand nous avons (**), pour o =j<=m :

4.1 u,~———v u; Jok=o mod{, donc (**) mod{m+1—/].
W

r==o0

La définition (4.1) équivaut a la condition

@.2) (w—Nu, Job=0, wfei=o (modl), si j<m;

r=o0

cette condition montre en particulier que Z[t, ] uniformise u’(, x)
jusqu’a l'ordre r—1 et que u"of s’annule r fois pour { = o.
La formule (11.1) de dérivation d’une fonction composée permet
d’écrire (4.2) comme suit :
(u—u")ot=o (modi);
m—1
d ) ” .
ol (H;:i—l ° E) = ot Up—— 2 Uy ) og
r=o0
[mod (tz))] si o<<m;
=o0 (mod{) si oZj<=m.

(4.3)

uI{Lo

7os
Par suite, construire le développement asymptotique le plus général (*°)
de u, c’est obtenir I'expression de

0 -
S@ien  [mod ()],

(18) F = o (mod f) signifie que F/f est holomorphe.

() Vu la formule (11.1) de dérivation d’une fonction composée,

(2°) C’est ce que fait le théoréme 1. Mais, bien entendu, ce qui est intéressant, c’est
de construire, le plus simplement possible, les premiers termes d’un développement
asymptotique particulier : quelques-uns des corollaires et exemples le font.

BULL. SOC. MATH, — T. 92, FASC. 3. 18
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en fonction de u’, ..., u™* vérifiant (4.2) : si T'on choisit u™ tel
que gt (ui—, 0 €) ait cette expression mod (f%;) et que (*') u}' oz = o (mod ?)
pour oj <m, alors u’ ..., u™ vérifient eux aussi (4.2).

La définition (4.1) et le lemme 11 montrent ceci : la connaissance
d’un développement asymptotique de u jusqu’a lordre m, c’est-a-dire la
connaissance de u°, ..., u™, permet le calcul des dérivées de u d’ordres r = m,
a une fonction bornée prés, que t[t, x] uniformise et qui, composée
avec £[t, x], s’annule m—r +1 fois pour t = o.

La fonction uniformisante £[t, x] sera la solution du probléme de
Cauchy non linéaire du premier ordre

“.4) £+ 9@, E) = o, Z[o, x] = s(x).

La résolution de ce probléme, que rappelle le n° 13, est classique :
soit z(t, y), p(t, y) la solution du probléme de Cauchy ordinaire :

dr dp . .
4.5) 5= g,(, p), = Uo z(o, y) =Y, p(o, y) =s,;

on a, N désignant le degré d’homogénéité de g(x, p) en p :
Elt, ] = s(@y) +(N—1)lg( sy),

(4.6) Ll zl=p,  LlL 2]=—9g(@, sy) =—g( p),
pour z==x(,y), p=py.

Les fonctions qu’emploie le développement asymplolique sont la matrice
bicaractéristique (n° 3), le déterminant fonctionnel

D) .. 97'(,y) . D) - IM
D) — dét " et son inverse D@ — /D)

. ’_. a2 . iy
Nous emploierons une variable numeérique { variant de o a f et nous

noterons
A A 2 D D A‘
t=az(t,y), p=ply) Dg‘g - gg; Dgg'

Voici le théoréme essentiel :
THEOREME 1.

1° CaucHy-KowaALEwskl. — En chaque point non caractéristique
de S(?), le probleme de Cauchy (n° 1) posséde une et une seule solu-
tion u* (¢, x), qui soit holomorphe.

(') Vu la formule (11.1) de dérivation d’une fonction composée, les u'/'.log
(j=m—2, ..., 1, 0) se déduisent des u}’_, o & par les quadratures

(%(u’/'-lo §) =—E(uf 0k), ufoi=o pour f=o.

Rappelons que u}* désigne u™.
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20 UNIFORMISATION. — La fonction t[t, x] uniformise u*(:, x) jusqu’a
Pordre n—m¥*—1. Sur I'image d’un domaine d’holomorphie de :[t, x]
par Uapplication

(& ) — C[t, 2], 2),

le support des singularités de u®(%, x) appartient donc a lUensemble JC
des (, x) vérifiant les deux conditions équivalentes :

reK(z); K(x)et S() sont tangentes.

3° LE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE u® s’oblient comme suif,
par quadratures le long des bicaractéristiques engendrant K(F) : soit a
trouver

ut @, @)~ we G 7) + X, utr G )

r—=n

tel qu’on ait, pour o Zj=m—m :

“.7) <”‘;—“ w‘/"——z ”%’r) of=o0 (modt, donc modt’”—’"‘”“—f).
r=n /

On doit avoir, pour o Zj <m-—m*, n=m :
u"e:i=0  (mod{, donc modim—m"—i);
il s’agit donc de calculer modt :

1 0
W, m __ -z {L m
um nLHOC-‘ - ?Zt ot m m—1 Q)

Le premier terme u™" est donné par la formule
p

W, n —_ (y) W v, n
@8 w’uGa) = ot/ Dy G4 P59 5) v, (@) y) (mod),
ol
(g, ) =0, T) — a, <x 9 e 4
v (.’ - =9 W ’(Tl:)w (,, x)
est holomorphe,
(4.9) t=s@)+N—DlYE ) =20y, p=phy),
ce qui implique (4.6).
Terme général. — Posons

(4.10) v 1) =0"E 2)—ay (x d%-) [w*‘ G 2) + Y uer(, x)] ;

r=n

(4.11) Usm[t, €] = G¥(, Ex) 03" o 53
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les choix de un, ..., u»™! se trouvent avoir été faits tels que
vy"eZ=o0 (modf) si j<m—n’ (n=m),
Uwn[t, x]=o (modr);

c’est-a-dire : Uw™[f, x] est fonction holomorphe de ({, x); posons enfin
v, m p— v z d 1 v ! m
(4.12) Vom[t, 2] =_[gwl(x, 2o L Gy Bt gg] Uent, 2]
(modEz)

on a, pour m>n et moyennant (4.9) :

u" L x uw[t, x

i G 8) = g(y PRl
“.13) 1 f D(x) G

—— x, p; & p) Vorli, ] di
3G, D@ @ ps & p) Vel 2]
\ (modf).
NotE 4. — Quand v);™,,0o% est holomorphe, la simplification suivante

se produit : soit
(4.14) Wyt x] = %[v,”u"‘mog] (mod%);

on a, moyennant (4.9) :

g uh G = o SJ)M D G @, P 1. ) VA2 (50 )

4.15) _r D®) s wenld A
? + 9y, sy)fo \/D(x) Gy () p; &, p) W[1, &]di
(modt).

Cette simplification se présente, en particulier, dans le calcul de
Iexpression (4.8) du premier terme.

Nous avons déja signalé la conséquence suivante du lemme 11 :
la connaissance des m-—n -1 premiers fermes u*", ..., u»" du dévelop-
pement asymplotique de u permet de calculer les dérivées d’ordre j =~ m — mw
de u*(t, x), @ une fonction bornée prés, que E[t, x] uniformise et qui,
composée avec E[t, x], s’annule j—m + m* 41 fois pour t= o.

ExempLE 1.1. — Soit a<£,x > un opérateur différentiel

. d .
* 0z ox
d’ordre n—m*, de polyndéme caractéristique g(z, *; =, p);

(4.16) a<z, Py )u“(ﬁ,x)

g(i.’ z, —1, P) /D(y)
1%

- - ] . v,n
o 9@ sy) D(z) G @ 3 Y» ) 0nZ (5(Y): )
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zvient une fonction holomorphe de (f, y) s’annulant avec #, quand,
res avoir effectué au* et aw®, on substitue aux variables %, x, p les
mnctions (4.9).

Les chapitres 1 et 2 prouveront ce théoréme 1 et ses compléments
1e voici :

CoroLLAIRE 1.1. — Prés d’un point non exceptionnel de S(7), u* (¢, x)
ses dérivées d’ordres << n-—m" sont fonctions algébroides de (%, x) et
'nsemble de leurs points singuliers (%, ) est ou vide ou une variété ana-
tigue I de codimension 1.

Supposons maintenant que le systéme (1.1) se réduise a une équation
lique :

.17) a<x, dd_x:) u(, x) =0, x).

lors la simplification que signale la note 4 se produit, car I’holomorphie
: (4.11) implique celle de v):_,o&; le développement asymptotique est
nné par (4.15).

Supposons en outre n’=n, m*= o et prenons pour g(x, p) le poly-

\

ime caractéristique de a(x, pre ) Alors la fonction bicaractéristique est

finie sans ambiguité et les deux premiers termes du développement
ymptotique

.18) G, @)~ w 2) + 3w 2)

r=n

>xplicitent comme suit :

CoroLLAIRE 1.2, — Nolons AL[{, ] la fonction holomorphe felle que

19wl al={/ 38 6 prv ) [06 ) —a(n. o5 w60 |
pour z=2z(y), p=ply).

i=s0n)

1 peul évidemment faire le choix particulier que voici du premier
‘me u'(t, y) du développement asymplotique de u(:, y) :
_ Ut x]

9@, sy)

[}
KRaY

20)  uj(s(W),y)=o pour j<n; u,

' choix étant fait, explicitons les conditions que doit vérifier le second
'me u"*' (5, y) : posons

a, p) =g, p) +9 (@ p)+9"@x p) +...,
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g, 9', g" étant homogénes en p, de degrés n, n—1, n—a2, ...; soit

(@.21) Ww[t,x]:_[i S P L

- 12
2 g”l"x oJx! oxh 2 gﬁz”x”'&% =" gzt

I
+ ég/)l/))\ppz‘rll‘lxl_}_ g E 1 IC oo

Py Py 2t St

+9, 05 15 g,,,,ixztx+y”]‘u[t x];

d.’lf[
alors u™+' est caractérisé par les conditions (*?)
upt(s@), y)=o  pour j=n;

(4.22) ultiof =

1 T [ d .
9@, s Dgy; G, p;y,s)) [Dl G y)_aky’ d—y>w' G y)]i—-

=s(1)
D( ) n+1
T 7@, s))f \/D( 5 @ P& D)W [, 2] di

(modf)  pour z=z(ty), p=pty),
t=z(y), p=ply.

Ce corollaire permet de préciser comme suit 'exemple 1.1 :

ExempLE 1.2. — Soit un opérateur différentiel linéaire d’ordre n :
. 0 0 a d o 0
a(c, 5 52 d—x> =g<£, L d—x> +g’(£, T3 5 a:—c> +..0

, , . 9 0 , .
g, g's ... étant homogénes en <¢’_i’ ﬁ)’ d’ordres n, n—i, ...; alors

a5 G 5 )uG o)

9(5, z, T, p) D(y) .
90, 5,) D(a:) G, p; Y ;) 0" (@) ¥)

. J
—t| a—nsCyim P Y+

9 :
+ g”ld_gk + é g/jlp.}‘sv\'ljl + 9’] vn(:" y)

(**) On fait opérer a(y, d%> avant de substituer s(y) a &.
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zvient une fonction holomorphe de (f, y), s’annulant deuzx fois pour t = o,
aand, aprés avoir effectué les dérivations, on substitue —1 a 7 et les
nctions (4.9) aux variables &, x, p. Rappelons que

. . 9 > .
v (2, =0 y—aly, 5= | W Yy).

Gy=o6Y) <ydy Gy

ans le coefficient de {, il suffit évidemment de faire
i=s@) p=sy
La preuve en est donnée par le n° 26, chap. 2.
ExempLE 1.3.
1° Supposons que X soit affin, que S(¢) soit I’hyperplan
SE): t=s+sizx+...+s.a" (s:: Cte)
. que g(x, p) soit linéaire en x :
9@ p)=9:@P) +2'¢:(p) +. .. +2"9.(P)-

lors : %[t, ] est linéaire en x;

g—ég est une fonction de (¢, 1), indépendante de y.

20 Supposons en oulre ¢' indépendant de x :
9'=9'(D);
lors G(z, p; Z, p) est une fonction de (t, ?), indépendante de y.

0 : s
30 Supposons en outre ¢"=o et v(, y)—a<y, 5&) w(, y) .indé-
endante de y; alors
Wr[t, ] = o.

La preuve en est donnée par le n° 27, chap. 2.

Supposons en outre a(x, p) = g(x, p) + ¢'(p); on peut obtenir un
isultat beaucoup plus précis : une expression explicite de u(Z, y) :
)ir n° 6, exemple 3.2.

5. Uniformisation portant sur les variables indépendantes.
Nous supposons - absent des données, c’est-d-dire = réduit 4 un
oint; I'équation de S est

s(@)y=o (sx7 o).
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Soit u(z) une fonction, holomorphe au moins en un point de S;
soit x (¢, z) une fonction, a valeurs dans X, de la variable numérique ¢
et du point z de §; choisissons cette application z(f, z) holomorphe
pour { petit (**) et telle que x(o, z) = z; nous notons uox la fonction
composée de u(x) et x(t, z) :

uox = u(x(, 2));

nous disons que x(f, z) uniformise u(x) quand uox est une fonction
de (i, z) holomorphe pour { petit (*)); nous disons que z(f, z) uni-
formise u(x) jusqu'a I'ordre m quand z({, z) uniformise u(x) et toutes
ses dérivées d’ordres m.

Nous disons que u(r) admet un développement asymplotique

u(x) NZ u(x)

r=o

quand nous avons (**), quels que soient I’entier m et l'opérateur diffé-
rentiel a d’ordre m :

[a(x, d%> <u—§)u">]oxso (mod?).

L’application uniformisante x(l, z) se construira comme suit : nous
choisissons une fonction caractéristique g(x, p) homogéne en p, de degré 1;
alors le systéme différentiel

G.1) ‘% = g,(x,p), %’{ =—¢.(z, p)
posséde Iintégrale premiére g(x, p) et la forme invariante (*)
Py dx*— gdt;
nous notons z(f, z), p(t, z) la solution de (5.1) définie par les conditions
de Cguchy : '
B.2) z(o, 2) = z, p(o, 2) =3,(2),

de M.

ou : z€ S, c’est-a-dire s(z) = o; s, (z) désigne la valeur en z ay

C) 1] < e(@).

(**) C’est-a-dire : le premier membre est le produit par { d’une fonction de (¢, z).

(**) En effet cette forme différentielle a pour systéme caractéristique ce systéme (5.1) :
voir E. CARTAN [3], chap. 8.
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Nous avons donc

-3) 9@, p) = g(z s,(2);

.4) p). dx* = gdl,

»st-a-dire, en choisissant (*°) (z,, ..., z) pour coordonnées sur S :

Jdxh dx* .
.5) Pryr =9 Pryy =0 i=2 ..., L).

Les fonctions qu’emploie le développement asymplotique sont la matrice
saractéristique (n° 3) et les déterminants fonctionnels

D) = D, ..., x5 D, ..., xL)‘
Dtz D, 2, ...,z ' D@, ..., 75

i, d’aprés (5.5), sont liés par la relation

D@) _ g D@, ...,z"

6) PGz p D@ ..., 2

Le chapitre 3 déduira aisément du théoréme 1 le
I'nEorEME 2.

1°© CaucHy-KowaLEwsKI. — En chaque point non caractéristique de S,
probléme de Cauchy (n° 1) posséde une ef une seule solution u*(x),
i soit holomorphe.

20 UNIFORMISATION. — L’application x(t, z) uniformise u*(x) jusqu’a
‘dre n— m*—1. Sur l’image, par Uapplication x(l, z), d’un domaine
olomorphie de x(t, z), le support des singularités de u*(x) appartient
1c & la caractéristique K tangente a S.

30 LE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

ut (@) ~ i (@) + ¥, u (@)

it s’oblenir par quadratures (*7); énongons seulement la formule que donne

calcul du premier terme u** de ce développement : Soit a<x, b%c> un

%) La ou sy,(z) # o.

") Le théoréme 1 en donne une expression compliquée; elle contient le paramétre &
1épend du choix du premier membre de I'équation de S : s(x) = o.
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opérateur différentiel linéaire, d’ordre n— m*; soit g(x, p) son polynéme
caractéristique; on a

‘ a<x, B%c) ut(z) = a(x, ;—x) w (x)
(5.7) ( L 8@ p) [s,.,(z) D@, ..., xL)]—uz GE @ s 2 53(0) D)

g9z 5,=) p. D, ..., 25
(modi),

quand, aprés avoir effectué au* et awv, on substitue x(, z) et p(l,z) a x
et p; vy, est la fonction, holomorphe d’aprés (1.5) :

v (T) —a, <d‘lx> w ()
@F

Le corollaire 1.1 (n° 4) a pour conséquence immédiate le

(5.8) orr,. (@) =(Mn—n)!

n—nv

CoroLLAIRE 2.1. — Prés d’un point non exceptionnel de S, u®*(x) et
ses dérivées d’ordres < n— mv sont fonctions algébroides de x et '’ensemble
de leurs points sinquliers est ou vide, ou une variété analytique de
codimension 1.

Le chapitre 3 complétera comme suit ce corollaire :
CoroLLAIRE 2.2. — Nofons T U'ensemble des points caractéristiques de S :
T : s(z)=g(2 sy(z)) =o.

Supposons que T soit une sous-multiplicité et qu’en chaque point de T
la restriction g(z, s,(z)) de g(y, s,) a S s’annule exactement q fois. Le vecteur
bicaractéristique g, (z, $,(2)), en z€ T, est évidemment tangent a S, ou nul;
supposons qu’il ne soit ni tangent a T, ni nul. Alors :

1° la caractéristique K tangente a S est une multiplicité (c’est-a-dire
une variété sans singularité);

20 son contact avec S, le long de T, est d’ordre q;

1
30 uv(z) = [k(x)]’l—"’**—’HgL([k ()], x) + H¥(z), ot n—m>aa;
H(k, ) et HY(x) sont des fonctions holomorphes; k = o(k.4 o) est
Péquation de K.

ExempLE 2.1. — Soit x un point caractéristique de S :
s(x) = o, g, sz) = o0;

pour que ce point vérifie les hypothéses du corollaire 2.2, avec ¢ =1,
il faut et il suffit que

(5 . 9) !]/', (x’ s.l‘) g.x'l + g/)l g]))\ Sx! ) # 0O,
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un tel point est dit caractéristique régulier; on a évidemment

n—mp—

uk (@) = [k@)]"" 7F He @) + HE (),

ou n—m¥>r1; HY(x) et H}(z) sont holomorphes.

ExEmMPLE 2.2. — Supposons que le systéme (1.1) consiste en une
équation du premier ordre :

. 10) [a“(x) +a%(x)d%]u(x) — o).

Alors : on peut choisir g(x, p) identique au polyndme -caractéris-
tique a*(x) p, puisqu’il est de degré un en p; l'application uniformi-
sante x(f, z) est définie par le systéme

det(t, z) = a*(x)dt,  x*(o, z) = 2, ou s(z) =o;

ce systéme définit les courbes caractéristiques de (5.10). Le long de ces
courbes, (5.10) se réduit a

b.11) % + a’(x)u =v(x);

d’olt u par deux quadratures (**) : c’est le procédé classique d’intégration
de (5.10). 11 donne, pour solution du probléme de Cauchy, imposant a u
des valeurs holomorphes sur S, une fonction u (x) qui, composée
avec x (f, z), est évidemment holomorphe en (f, z), méme aux points
caractéristiques de S : c’est ce qu’affirme le théoréme d’uniformisation.

6. Uniformisation portant sur L parameétres.

On peut simplifier la définition de I'uniformisation et le calcul du
premier terme du développement asymptotique dans le cas suivant,
qu’emploie I'article « Probléme de Cauchy [IV] ».

Nous supposons que X est un domaine d’un espace affin et que S (§)
est plan :

SE) : Ltha ... Fiat=o0;
nous nommons = lespace vectoriel des fonctions ¢ linéaires sur X :

Ex=&+Lx +... +Exh;

(%) La premiére de ces quadratures est le calcul de \/ % G(x, y), ou G(x, y) est
la fonction bicaractéristique, qui est indépendante de (p, q); x(f, y) est défini

par dz’ = a*(x) dt, z*(o, y) = y*.
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nous nommons Z* I'espace projectif, de dimension L, quotient de = —o
par le groupe de ses homothéties; nous notons :* le point de Z* image
deteEZ —o.

Soit u(%, y) une fonction de (£, y) € Zx X, holomorphe au moins en
un point (n, y) tel que 7n.y = o; soit £(f, », y) une fonction, a valeurs
dans Z, de la variable numérique #, de n€ = et de yeX, qui sont liés
par la relation

n.J = 03
nous choisissons cette application Z(¢, n, y) holomorphe pour ¢ petit et
telle que %(o, n, y) = y; nous notons la fonction composée de u(, y)
et 2(t, m, y) :
uoz=uE® n Y y;

nous disons que (¢, v, y) uniformise u(z, y) quand uoz est une fonction
de (¢, m, y) holomorphe pour ¢ petit; nous disons que :(f, v, y) unifor-
mise u(%, y) jusqu'a lordre m quand (¢4 n, y) uniformise u(z, y) et
toutes ses dérivées d’ordres =< m.

Nous disons que u(%, y) admet un développement asymplotique

uG, y)~ X y)

r=0

quand nous avons, quels que soient ’entier m et 'opérateur différentiel a
d’ordre m : ‘

d 0 . m
[a<i, y;d—-é, ‘E) <u——2u’>]oizo (mod {).

u(t, y) sera la solution du probléme de Cauchy (n° 1) :

v () \ fol V(L
akL(y,@)uu(q, D=0'Gy)  (hr=no ..., M),

u*(, y)—w?(, y) s’annule n—m? fois sur S (5).

(6.1)

Nous supposons que ces données v, w vérifient (1.5). Nous suppo-
sons v, w et par suite u homogénes en % de degré o : ce sont donc des
fonctions de £*.

L’application uniformisante 7 (t, n, y) se construira comme suit : nous
choisissons une fonction caractéristique arbitraire g(x, p), par exemple
le polyndme caractéristique; N désigne son degré d’homogénéité en p;
nous notons z(t, n, y), £(t, n, y) la solution du systéme différentiel
ordinaire

dx . 2 d:
(6’2)1 Zﬁ = gi)\(xa &)a "(ﬁ =_g:c)‘(x: E)’ Ti?o =x)'gx)‘—g

(=1, ..., L)
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définie par les conditions de Cauchy :
(6.2). x(o, n, y) =y, £(o, m, y) =m, ou 7n.y=o.

z(t, n, y) et i(f, n, y) ont évidemment la propriété d’homogénéité que
voici : quel que soit le nombre complexe 0,

(6.3) 20t 0n, y) =2t n,y),  E(O "L O, y) = 02 m, p).

Le systéme (6.2), admet les intégrales premiéres

(6.4) 98, &.x+(0—N)lg(, )
et la forme différentielle invariante (**)
(6.5) (@).x + g(x, B dL.
On a donc
(6.6) 9, &) = g(y, 1),
6.7) £.x=(N—n)tg(y, ),
6.8) d2).x =—g(@y, n)dt—ndy'—...—nrdy*;
cette derniére relation signifie que
d—a.xz—g, di—.x:o, di.x:———n ;
ot dn, ay* A
d’olt . (
©.9) Dot — — g, ) e,
D@

désignera ce déterminant fonctionnel

Dl my) .- B),  D@) _ /DE),
D, ...,0n) D) D(n)

Note. — L’article « Probleme de Cauchy [IV] » (n° 13) déduit de (6.8)
I’existence d’une fonction k(z, y) telle que

D (n)

Et e y)-2(t 0, ) = [tV k(, y),
L= ke, me=—| T Nk
pour z=zx(, 1Y), Z=:i(tn y);
9z k) = (—0)Vg(@, k) == g——k;

—1I

xe K(y) et ye K(x) équivalant a k(z, y) = o.

(#%) Car son systéme caractéristique est (6.2); voir E. CARTAN [3], chap. 8.
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Le chapitre 4 déduira aisément du théoréme 1 le

THEOREME 3.

19 Caucny-KowaLeEwsklr. — En chaque point non caractéristique
de S(t), le probléme de Cauchy éfudié posséde une et une seule solu-
tion u* (£, y), qui soit holomorphe.

20 UNIFORMISATION. — L’application :(t, v, y) uniformise u*(, y)
jusqw’a lordre n—m¥—1. Sur limage d’un domaine d holomorphie
de £(t, m, y) par Uapplication

& n )~ CEE& s 1), ),

le support des singularités de u¥ (%, y) appartient donc a Uensemble K
des (&, y) vérifiant les deux conditions équivalentes

yeK(¢); K(y) et S() sont tangentes.

-39 LE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

ut G, y) ~wt G y) + X, G y)

r=n

peul s’obtenir par quadratures le long des bicaractéristiques issues de S(5);
le théoréme 1 (n° 4) décrit ces quadratures; énongons seulement une nouvelle
expression du premier lerme u*" de ce développement.

Notons

wGE Yy = (— (;;_Oyu(i, )F

on a
uprof=o (modi) si j<n—m,

ubr G, y)= (— 1)y = \/]i'))((?)) G (y, n; & 2)v" L (E, 2) (modi),

9y, 1)
ou
v ) =06 —ay (3. 5 ) WG o)
Xr = x(t9 T, y)’ 2 = Q(t’ N, y)'
ExempLe 3.1. — Soit a<g, y; (;i ; d_y> un opérateur différentiel

d’ordre n—m#, de polyndme caractéristique g(z, y; m; p),

. Jd d -
a (i, s 5 (;—y> u* (g, y) —aw*

wew8C ys 1, 25m) /D(n) ‘ T
e 9@y, ) \/D(g) Gy, mx, Yo LG 2)
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devient une fonction holomorphe de (¢, n, y), s’annulant avec ¢, quand,
apres avoir effectué au* et aw®, on substitue x(f, n, y) et £(t, n, y) ax et:.
Le n° 33 du chapitre 4 traitera cet exemple 3.1.
En remplacant x par (i, ..., %, y) dans le corollaire 1.1 (n° 4),
on obtient immédiatement le

CoroLLAIRE 3.1. — En fout point non exceptionnel de S(), u(:, y)
est algébroide : le supporl XK de ses singularités est une variété analytique
de codimension 1.

Supposons que le systéme (1.1) se réduise a I'équation (4.17), que
n'=n, m¢=o et prenons pour ¢(z, p) le polynéme caractéristique

de a(x, d%;> : le corollaire 1.2 s’applique; I'’exemple 1.2 s’énonce :
\

CoROLLAIRE 3.2. — Soit un opérateur différentiel linéaire d’ordre n,
. .0 9\ _ . d 0 , .d 0
a<;,x,d—iad—x>—g<£,x,d—i,%>+g (‘E’x’d_z’d_x> +...,

g, g', ... étant homogénes en (5():’ (—%;>a d’ordres n, n—1, ...;

. Jd 0 .
a<;, y; az’ d_y)u(:" y)—aw

. 0 0 ,
‘_t[gx’(@ ys X Y))d_fz +g‘n;\d_y,\ +g,,‘)\x‘»\+g ]
. 9 .
X ["(C.’ y)“‘“(!], @>w(éa y)],
ot l=o0,1,...,L et A =1, ..., L, devient une fonction holomorphe

de ({, n, y), STANNULANT DEUX FOIS POUR { = o, quand, aprés avoir effectué
les dérivations, on substitue

Et y, ), x(@ y,m), (1,2, ...,2% aux variablesi, z, x.
Dans le coefficient de , il suffit évidemment de faire

E=, r=y, x=(1,Y, ..., y5).

Le no 34 du chapitre 4 prouve ce corollaire, dont voici une consé-
quence évidente :

, . - ., 1]
DErFINITION. — On nomme solution unitaire de I'opérateur a <x, oz > la

solution u(%, y) du probléme de Cauchy :

a(y, gy) u(:, y)=r1; u(, y) s’annule n fois pour £.y = o.
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ExempPLE 3.2. — Si u(%, y) est la solution unitaire de a, alors
o0"u(, y) 1 \/D(n) (
6.10 s — ~ G, n; T, ¢
©:10) % eV D fCHY
ol

L=t ), z=2xz( n,y),

est une fonction holomorphe de (t, », y), s’annulant deux fois pour t = o.
Cet exemple est confirmé par le suivant, qui précise ’exemple 1.3, 30 :

DeriniTION. — L’opérateur général de Tricomi a(x, prs est I'opé-
rateur d’ordre n, dont les coefficients d’ordres
n, n—i, Zn—3:

sont respectivement
linéaires, constants, nuls :

o(23) =0 (35) +20(G5) -+t ) +o ()

les ¢, étant homogenes de degré n et ¢’ de degré n—ri.
ExempLE 3.3. — Si u(%, y) est la solution unitaire de 1'opérateur

général de Tricomi a| z, 9 ) a]ors%i)s’obtient en annulant la
ox (DL

fonction (6.10) :

ouGy 1 /D@ |
= = G » N3 T, ¢
P e A VA T I

pour L=t y), T=2z( 0, Y).

Cette formule résulte du théoréme de réciprocité (théoréme 4) de
Particle [II]. L’article [IV] a déja employé, sans les prouver, les
exemples 3.2 et 3.3, qu’il nomme propositions 13.2 et 13.4.

7. Interprétation mécanique du premier terme du dévelop-
pement asymptotique.

Reprenons les hypothéses du théoréme 2 : £ est absent des données.
Le premier terme du développement asymptotique peut étre carac-
térisé comme suit :

TutorEME 4. — Supposons tous les points caractéristiques de S REGULIERS
[ne 5, exemple 2.1 : (5.8)]; supposons (**) h¥*(x, p) homogéne en p de

(**) Rappelons qu’on peut ajouter un méme entier (> o ou < o) a tous les
ordre m*, n*, n.
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degré m¥; choisissons une fonction caractéristique g(x, p) homogéne en p
de degré N 3= on +1; choisissons Uéquation k(x) = o de K telle que (*')
ok

—N Jj@, kx)=o0 (mod k) (k7 0);

(7.1) 9@, ko) + Py r—

7

soit a(x, (—% > un opérateur différentiel d’ordre n—mv; soit g son poly-
néme caractéfistique. On a

0

@.2)  afz, d_x> ) — 80 k) R (@ ke

Vk(@)

oit y, H, et H, sont fonctions holomorphes de x; la restriction de y a K
est telle que la forme différentielle (*?)

)@ +VEH (@) + H. @)

\

Y (=g )m, k) dat A NADA ... Nd
(7.3) p@ [x@]~ T

K

esl un INVARIANT DIFFERENTIEL des bicaractéristiques engendrant K,
c’est-a-dire (**) est FERMEE (**).

Note. — Ces bicaractéristiques engendrant K sont définies par le
systéme
dx! d
U Y EE—
e g (x, p) + sn Fi—NPJ (x, p)

ot p=ks (s l=1,..., L)

Note. — (7.3) désigne la forme dont le produit & gauche par dk est

AN
o7 M (— 1) gy de AL N AT dat

elle est définie mod dk; sa restriction a K est donc définie sans ambiguité.
Voici I'une des expressions de (7.3) :

L
02 _ . N\
E\Z(—I)) gy, dxt N\ A\ dah AN daty

quand k.= o.

(*') mod k* signifie : & I’addition prés d’un terme k*H(x, k, k,), ou H est holo-
morphe; nous prendrons ce terme homogeéne en (k, k) de degré N, comme les précédents.

(°**) ~ supprime le terme qu’il coiffe.

(**) Voir E. CARTAN [3], chap. 11 : le dernier multiplicateur de Jacobi.

(**) ait une différentielle extérieure nulle.

BULL, SOC. MATH. — T. 92, FASC. 3. 19



292 L. GARDING, T. KOTAKE, J. LERAY. [INTRODUCTION

Le chapitre 5 prouvera ce théoréme 4.

En Mécanique, une onde est régie par un systéme du type (1.1); des
particules sont régies par le systéme caractéristique d’une équation de
Jacobi, qui est une équation aux dérivées partielles du premier ordre
ou ne figure pas la fonction inconnue W, qui est 'action; en posant

k= iVrnr1—N (i - \/___I),

on transforme (7.1) en 'équation de Jacobi qu’il est classique d’associer
a(l.1) (voirn® 9) :

(7.5) g, W) —ij@@, W) +...=0 (i =y=1)

(9, j, ... sont homogénes en W, de degrés respectifs N, N —1, =~ N —2);
les bicaractéristiques de K sont donc les frajectoires de particules singu-
liéres, pour lesquelles

iW/(N—2n—1) = +o0;

en Mécanique l'invariance de la forme différentielle (7.3) signifie que
cette forme constitue, pour ces particules singuliéres, la densité d’une
énergie-impulsion conservative. Le théoreme 4 associe donc a la singu-
larité qu’a une onde, prés des points caractéristiques réguliers, des
particules singuliéres : le support de la singularité de U'onde est engendré
par les trajectoires de ces particules singuliéres; la partie principale de la
singularité de cette onde définit, pour ces particules, une densité d’énergie-
impulsion conservative.

8. Comparaison du développement asymptotique de la solution
du probléme de Cauchy avec les ondes asymptotiques et les ondes
approchées, qu'emploie I'Optique géométrique.

Nommons onde toute solution, holomorphe ou non, u®(x) du sys-
téme (1.1) rendu homogéne :
8.1) a, <x, 0%) ut(x) = o; x et X sont réels.
Nommons onde approchée toute solution approchée de (8.1); on sait
Iimportance de ces ondes approchées en Physique, par exemple en
Optique géométrique. G. Birknorr [1], M. KLiNE [7], P. Lax [9] et
D. Lupwic [11] ont construit de telles ondes, en construisant d’abord
des ondes asymptotiques. En élargissant la définition qu’ils en ont donnée
et en précisant leurs conclusions, le théoréme 5 va obtenir ces ondes
asymptotiques par un calcul analogue a celui par lequel le théoréme 1 (n° 4)
obtient le développement asymptotique du probléme de Cauchy.

Nous nous proposons seulement d’expliciter cette analogie formelle.
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Définition des ondes asymplotiques. — Soient u*"(;, ) (r=o, 1, ...)
des fonctions numériques suffisamment dérivables, du paramétre numé-
rique réel Z et de r€X; soient w un parameétre réel (*’) et ¢ (x) une
fonction numérique réelle, nommée phase; on note

) npps, r
wr Gy =unry el wnr(@e(@),e) = ue o)

et u*(w, x) la série formelle (c’est-a-dire non nécessairement conver-
gente) :

@8.2) (o, ) = ¥ 0" ruk o (09);

r=0

un calcul formel, que détaille le n° 39, donne

8.3) a; <x, (%) ut(w, x) =Z ' —i—r [ ay (x, (%) u%,;f_mk/.)J o (w9),

W,/

ou les a,/ sont des opérateurs différentiels d’ordres j = n’—m. Etant
donnés le systeme (8.1), c’est-a-dire les a, et une phase ¢, nous disons
que (8.2) est une onde asymplotique quand chaque puissance de » a un
coefficient nul dans (8.3), c’est-a-dire quand

il ON wmey
(8.4) ay <:v 5 > uh e G ) =o
W,/

quels que soient v, m, et x;j = o, 1, ..., inf (m, n? —mw).
L’intérét de cette définition est que la construction d’une onde asympto-
tique se fait par quadratures (voir le théoréme 5).

Vu (8.4), il est évident que, si (8.2) est onde asymptotique, alors

8.5) D g e (w9)

r=0

est aussi onde asymptotique, quel que sit no> o. Nous noterons uf;;

une suite de primitives de u*"(n =—1, —2, ...) :
arupy b
— “(n+p)e
oLy ?

Le théoréme 5 montrera qu’'on peut les choisir telles que (8.5) soit onde
asymptotique quel que soit ’entier n>x 0 ou <o.

(°%) o est sa jéme puissance.
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Le no 39 (chap. 6) vérifiera que

%&:x) est onde asymplolique

quand u*(w, x) lest.
Voici par quelles formules se résout (8.4) :

On suppose g(x, p) réel.
La phase ¢(x) doit étre réelle et satisfaire 1’équation caractéristique

8.6) g, 9.) =0 sur X.

Nous supposerons ¢(x) définie par des données de Cauchy : sur une
hypersurface S[s(r) =o0], non caractéristique [g(z, s.);2 0], on se
donne ¢ et 9., réels, vérifiant

g(x’ (P"’L) =0, (g.l" g/)) # 0.
Soit z(t, y), p(4, y) la solution du probleme de Cauchy ordinaire

dz d
G=0@pn  F=—e@p, o=y POH=0

ou ¢ =9,, g(y, Q) = o; on a donc

D’ou, en prenant y € S, la solution du probléme de Cauchy qui définit ¢ (z).
Nous emploierons les déterminants fonctionnels

D@ _D@ety) D@ _ /D@
D(y) D(y) D(x) D(y)

dont le calcul doit étre fait avant d’imposer que ye€S.

TutoreEME 5. — Définissons ¢(x) comme il vient d’élre dit; cherchons

des ufs" lels que (8.5) soil onde asymplotique quel que soit n.

Le premier terme de cette onde asympiotique est donné par la formule

> - D(y) . 0 i
(8'7) uiLn()—nz?‘) (’%’ x) = D(CL‘) Gg‘ (x’ Py, q) w(nin") (?%’ y)!

ou n est un entier quelconque > o0 ou < o;

@8.8) yeS, z=zty, p=pty, P=9 (=293
.o . o . ow:S o

w3, y) est une fonction arbitraire; bien entendu = Wik

Terme général. — Les a;/ étant définis par (8.3), posons

v, m o Vi Jd ,m—j -
(8 . 9) v(;z—n") (:." 1') = —2 ap/ <x’ d"_x> u‘(tz—m‘{—j) (:.’ x)’
i
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ou m et n sont entiers, m> o, j =1, 2, ..., inf (m, n"—m*); les choix
de uf), ..., ulm—"! se trouvent avoir été faits tels que

('l)’
by (@, 92) 0" (E ®) =0  quels que soient m et n;
il existe donc (**) des fonctions UE*,;"_lmg)(i, x) telles que
(8.10) Ga @ ) UE™,9 6 ©) = 03" 1 G 2);
posons enfin
Bxn) Vi) =— (i, @ ) o o

f W m—+1—j . .
——Z a!‘il <x’ d—x> Ulpr1—m*—j) G 2);

jx2

+ gumpl‘P 1+9,;) U?;":mr*)

on a, moyennant (8.8) et 2 = x(f, y), p = p(f, y) :
(8' 12) u™m » (C, x) ysm )(&, x)

(n—m (,l mi*
t D(i) W A n vV, m - A 2
+\/0‘ /D(IE) Gv (fL', p; %, p) V(n—n")(:.’ IL') dt

+ \/ ‘ggy; Gp'(x, p;y, q) w},';zrin") (2’ y)’

ou les wy;* sont arbitraires.
Ce théoréme 5 est formellement analogue au 3° du théoréme 1 :
(4.8) est analogue a (8.7);

(4.10), (4.11), (4.12), (4.13) a4 (8.9), (8.10), (8.11), (8.12),
quand on choisit w;* = o pour m > o.

Voici I’analogue de I’exemple 1.1 (n° 4) :
ExempLE 5.1. — En appliquant & la série formelle (8.3) un opérateur
différentiel a <x, ()%; ) d’ordre n — m#, de polyndme caractéristique g (z, p),

on obtient une série formelle de méme type, dont le premier terme
résulte de (8.7) : moyennant (8.8),

8.13) a<x, )‘)>uu(x v)
= 0"g (@, 9) GV (@, p5 Y QW) (00 (@), §) +- . ..

Le chapitre 6, qui justifie ce n° 8, prouve en particulier le théoréeme 5 :
cette preuve (n°s 39, 40, 41 et 42) est analogue au chapitre 2, qui prouve
le 3° du théoréme 1; mais elle est plus simple que ce chapitre 2.

(*%) On peut faire divers choix; V‘(',’L"_L uv) €1 dépend; mais u‘(t;'fmp) en est indépendant.
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Définition des ondes approchées. — Une fonction vectorielle u®(x)

constitue une onde approchée quand les b (x, —dd—x> a; (x, %) u*(x)

sont pelils par rapport aux (*7) a(x,%) u*(x), sous les hypothéses

suivantes : les coefficients des a et b sont de I'ordre de grandeur de
ceux des a};

ordre a =n-—m"; ordre b=n—n".

On note
m = infmv, n =supn’,
2 v
®[et w @] ensemble des valeurs prises par ¢ (z) [et w9 (x)] sur X.
Voici comment se construisent les ondes approchées :

CorOLLAIRE 5. — Supposons qu’on ait construit, en appliquant le
théoréme 5 et en prenant w),” = o pour r> o, des ul;’ lels que (8.5) soil
onde asymptotique quel que soit n; soit un entier m > o. Alors, pour que

Z W™= g "o (m9)

r=o0
soit une onde approchée il suffit que, sur o« ® X X,
"10 . ’ £l -
O W, et ses dérivées en x d’ordres =~ or (r=m—+1,..,m +n—m)

v, 0

soient pelils relativement a w;_ ).

ExempLE 5.2 (Lupwic [11]). — Donnons-nous, dans le théoreme 5
des wy;* du type
wm AW,
—nv) (" x) - F(”—m ()w’ m( ) ou l‘i’ ( ) (n+1];

alors ce théoréme donne des fonctions &%, o7, U» et V5. indé-
pendantes du choix des W,, telles que
W, -\~ Y
24 ;lliml" = IIj‘("—"’-)(g) u-m (x)’ v(n”—ln') IIJ('l—”l ( ) I)' m( )
( )

U(L, m by = ]F{n-—m) (g) ﬁp., m (x), V(:{Z’n” — qf(n—m) (i) V\;. m (x);

(n—m

par exemple

(8.14) 0 () = Dgﬁ GY(z, p; ¥ ) 0"°(y).

(*") plus grands des
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Supposons };;= o pour r > o; le corollaire 5 affirme que

m

Dot W (09 () B ()

r=o0
est une onde approchée quand, sur o ®,
8.15) o W5_,. () (r=m+1,...,m +n—m) est pelit relativement a ¥ 7, (%).
Cette condition (8.15) est évidemment remplie quand les deux sui-
vantes le sont :
oW, _)(2) est petit relativement a W ();

Yo ()@r=m-+2,...,m+n—m) sannule en au moins un
point de w®,

Les physiciens réalisent cette condition (8.15) comme suit :
ExempLE 5.3 (P. Lax [9]). — Choisissons
W) =ine?, ou i=\—r;

(iw)" e®7"1{i* °(x) est une onde approchée quand  est grand.

9. Comparaison des particules associées au probléme de Gauchy
avec des particules associées a des ondes approchées.

En rectifiant et généralisant ce que G. BirkHOFF [1] s’est contenté
de faire dans le cas ou (8.1) est I'équation de Schrodinger non rela-
tiviste (voir exemple 6.1), le théoréme 6 va caractériser des ondes
approchées par un procédé analogue a celui qu’emploie le théoreme 4 (n° 7)
pour caractériser le premier terme du développement asymptotique de
la solution du probléme de Cauchy.

Nous nous proposons seulement d’explicifer cette analogie formelle.

Définition de I'équation de Jacobi. — Notons
O  A@p=g@p—i@p+... (i=V=1)

les termes non écrits étant homogénes en p, de degrés < N —1; ils sont
réguliers pour les valeurs de (x, p) qui seront employées; on choisit en
général g, h, h tels que A(x, p) soit un polynéme en p. On nomme
équation de Jacobi correspondant a I'équation des ondes (8.1) I’équation
du premier ordre

9.2) A, da) = o

la donnée de (8.1) ne la détermine donc pas complétement.
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TukorEME 6. — Supposons g¢(x, p) réel. Soit » un paraméire réel,
voisin de *=oo. Soit U(w, x) une fonction numérique complexe, ayant les
propriétés suivantes :

A L 1) .
Y(w, x) est une fonction n—m 41 fois dérivable de <0—J? x), méme
I
pour — = o;

Y (w, x) est réel, non nul;
w (w, x) vérifie 'équation de Jacobi :

9.3) Az, wb.) = o.

Soit y(w, x) une fonction telle que (*%)

O4) s@ 1o DT X 114, @ oh) dot A N DDA da
i

soit un invariant différentiel des caractéristiques de (9.3) qui engendrent
la fonction §; autrement dit, la forme (9.4) est fermée, c’est-a-dire

d 2
9.5) : %7{9(96) [x(@, DI A). (@, @bz) | = o.
Alors
9.6) u* (0, ) = (i)™ h*(z, ¥.) (0, ) ev©.

est une ONDE APPROCHEE.

Le chapitre 7 prouvera ce théoréme 6, qui est formellement analogue
au théoréme 4 (n° 7) : en substituant dans (9.3) a ¢(», ),

9.7 Y (w, ) =ig—v—$logk

on obtient (7.1); en substituant dans (9.4) a ¢(», ) (9.7) et & (v, 7),
2 (0, @) = KV y (),

on obtient, & un facteur numérique pres, la forme

Z (—1)" g, @, ko) —ikj, +-..]d2' Ao A\ e A A dat
9-8) p@[£ @] = T

qui est fermée d’aprés (9.5); elle posséde donc (voir [III], n° 2) une
forme-résidu, dont I’expression est (7.3) et qui, par définition, est fermée,

(*®) ~ supprime le terme qu’il coiffe.
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comme l'exige le théoréme 4. Mais 1’analogie de ces deux théorémes est
seulement formelle, puisque (9.7) donne ¢ (w«, x) = o,ce qu’exclut le
théoréme 6.

Une interprétation mécanique du théoréme 6, analogue a celle du
théoreme 4, est évidente : on considére les caractéristiques de I'équation
de Jacobi (9.3), c’est-a-dire les solutions du systéme d’Hamilton :

dx dp

A TN T T A T A xz, — 0,
A,@p A p) (. p)=o

comme étant des frajectoires de particules; I'invariance de (9.4) signifie
que cette forme constitue, pour les particules associées 4 une méme
fonction ¢ (o, x), la densité d’une énergie-impulsion conservative : I'onde
approchée (9.6) est caractérisée, pour chaque valeur de », par une famille
de particules, dont les trajectoires fibrent (**) X, et par une densité d’énergie-
impulsion conservative de ces particules.

ExempLE 6.1. — L’équation des ondes de Schrédinger non relativiste
est, rappelons-le, I’équation

h 0" h oJu
(9.9) H(x,é?l d—'x) ll(x —E %‘1 = 0,

ot xeX, X est un espace affin, h est la constante de Planck

et H <x, h > un opérateur self-adjoint ne contenant pas la déri-

/

2mi Jx
vation % Notons ¢(z, p) la partie principale de H(x, p); puisque H
est self-adjoint, son polyndome sous-caractéristique est nul (n° 3); une
équation de Jacobi correspondant a I’équation de Schrodinger est donc

h h
o 4) = b=

En Mécanique, I'usage est d’appeler équation de Jacobi correspondant

a I'équation de Schrodinger I'équation que vérifie V = Qirnp :

(9.10) Vot g, Vo) =0
et d’énoncer (*°) comme suit le théoréme 6 : soit y(zr) tel que
0 ) 0 )
-1 d_xl[X(x)]z +x2 oxh {x@] g, (@ Va) | = o3
>1

(*%) Par chaque point de X passe une trajectoire et une seule.

(%) On remplace, dans le théoréme 6, (x, ¢, ) par <2—hq: z, —V, Eh:>
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— 31,——' V() ;. .

r(x)e * est une onde approchée si les produits par h [et h?] des

dérivées premiéres [et secondes] de V(z), x(z) et des coefficients du

polyndme g(x, p) de p sont suffisamment petits, par rapport a ces
fonctions.

Note. — Le théoréme d’Ehrenfest donne une autre relation, purement
formelle, entre 1'équation de Schriodinger et son équation de Jacobi
(voir, par exemple : le traité de Kramers [8], chap. III, § 30; celui de
Dirac [5] : wave packets).

ExEmPLE 6.2. — L’équation des ondes de Dirac (*') el U'équation des
ondes relativistes de Schrédinger sont toutes deux du type suivant :

©.12) 2(2’;1(,2 +0@) (1 2+ 0@ ) u@ + bu=o

ou r€X; X est affin;
T =—2, a=—a', T =1, a, = a pour 2 =2,3,4;
a’ (x) sont les composantes du potentiel; b(x) est fonction du potentiel,

du champ, de la masse et, chez Dirac, contient des spineurs; les a’/ et b
sont donnés.

L’équation (9.12) s’écrit donc

h>  J*u h Jdu
—ir dmor T wi%on TC@=0s

I'équation de Jacobi correspondant a cette équation est donc
el U Yado2adate@@)=o0 (e : arbitraire).

En Mécanique, I'usage est d’appeler équation de Jacobi correspondant

a (9.12) I'équation, d’inconnue V:—;I—;—LL :
L o —
9.13) (V. @) <V“x at) =1
et d’énoncer comme suit le théoréme 6 : soit y(x) tel que

9-16) @@ —a) ) =03

(') L’équation de Dirac est un systéme a deux inconnues : I'élimination de I'une
d’elles donne (9.12).
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_2ri Fla) , . .

v(@)e * “ est une onde approchée si les produits par h[et h?] des

dérivées premieres [et secondes] des fonctions @), b, V et ¢ sont suffi-

samment petites par rapport a ces fonctions. Les équations des carac-

téristiques de (9.13) s’écrivent, en posant

¢=Vi—a, ¢=—q, ¢=q si r=2234":

d£' _dr B dq, N dq. -
¢ ¢ p(9m dany s (0h dar T
(9~15) q <0$1 ()x}\) /<07.112 o
ng =1;

Iéquation (9.14) s’écrit
17} ) .
9.16) @] =o;
on reconnait en (9.15) les équations de 1'électron relativiste; pour de
tels électrons, ’
[x@T[q de? A\ dz* N\ dx*—q* dxt A\ dx? N\ dxt +. . . ]

est une densilé de masse-quantité de mouvement vérifiant la condition de
conservation classique (9.16).

CHAPITRE 1.

Uniformisation portant sur un paramétre.

Ce chapitre prouve le 1° et le 20 du théoréme 1 et le corollaire 1.1,
énoncés n° 4.

10. Résolution d’'un probléme de Cauchy sans point caracté-
ristique.

ENoncE. — Soient L 41 variables numeériques complexes £, z', . . ., xz*.
Cherchons M fonctions numériques holomorphes u¥(f, ) (v. =1, ..., M)
vérifiant le systéme

ow(t, ) ./ J\ "
(10.1) WD) <‘t, x,aE) o (@, ) + 0> (L, 7)

et les conditions de Cauchy :

(10.2) u¥ (o, x) = wt ().
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Les opérateurs b et les fonctions v*, w? sont données, holomorphes pour
|t|l<r, |z|=R, ou |z|=|a'|+...+|2"].

Nous supposons attaché a chaque inconnue u¥* un entier m“> o, que
nous nommons son ordre; nous convenons que

ordre < %) =m* -+, ordre (b} u’) = m® + ordre (b})

et que, dans (10.1), le premier membre est d’ordre maximum; c’est-a-dire
(10.3) ordre (b)) = m*—m’ + 1.

LemMmE 10.1. — Ce probleme possede, pour |x| <R et ¢ petit (*?),
une solution holomorphe unique.

Preuve de lunicité. — Les données permettent de calculer succes-
. d/ u* (o, x) ,
sivement o pour j=o,1,2, ....

Preuve de lexistence. — On pourrait employer la méthode des fonc-

tions majorantes de Cauchy. Il est plus simple, comme l'ont fait
P. RosensrLoom [13], puis L. HOrmMANDER [6], d’employer celle des
approximations successives : elle donne la solution

10.4) ut(t, ) = ¥ ut/ (4, 2),

j=0

les u»/ étant définis par les quadratures successives :

50 )
Jdu dgt, x) = p¥ (t, x)’ uv 0 (0’ fL') — ¥ (x);
dur-/(t, ) ., /] v i1 v.j . -
d—t_b“<t’x’_d7c>u =, x), u’/(o, ) = o, si j> o.

La preuve de la convergence de la série (10.4) est la suivante :

LemMmE 10.2 (RoseExsrLooMm). — Si une fonction numérique u(x) des
variables numériques complexes (z', ..., %) est holomorphe pour
|| <R et vérifie, pour |x| <R,

Jj! C
(10.5) Iu(x)|<[_——R—|x]]/’ ot j>o,
alors, pour || <R,
oul_ 3G+
(19-9 00| < [R—Tz ]

() t<Cte [R—|x]].
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Preuve. — Puisque |x|=|2'| ...+ |x"|, il suffit de traiter le
cas olt L =1; alors l'intégrale de Cauchy :
1 fu@dy

W= Py

ou |y—zx|=s,
et ’hypothése (10.5) montrent que

du
dx

Jj!

ém—_—f]—/ pour tout ¢ tel que oéséR—]xk

en choisissant : = f - L. on obtient (10.6), car

‘I
[L}_—I]/<e < 3.

LemMmE 10.3. — La série (10.4) converge pour |x| <R, |t| suffi-
samment petit.

Preuve. — Supposons obtenues des constantes c¢ et C telles que,
pour |{| <r, |x| <R et une valeur de j>1 :

L
[R_|x|]/'—1+mv)

(10.7) | i=1(t, 1) | < cCi

alors (10.3) et le lemme 10.2 donnent, pour |{| <ret |x|<R:

jl—i—nﬁL l t ‘/'—I

<cC/dtooon——,
[R—[z |/

b§<t, x,—%> u” /= (L, x)

si Ton choisit C suffisamment grand, fonction de (b%, m*, R, r); d’ou,
en intégrant par rapport a {,
ity

I up-,/'(t’ x)l < CC/W.

Donc (10.7) vaut quel que soit j, si ¢ est choisi suffisamment grand,
fonction de (v*, w¥, R, r), pour que

u't, x) <c quand |t| <, z <R.
La série (10.4) converge donc pour

Clt|<R—|x|.

Voici achevée la preuve du lemme 10.1.
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11. Transformation du probléme de Cauchy (énoncé n° 1) en le
probléme particulier qui vient d’étre résolu.

Nous employons les notations que définissent les nos 1, 2 et 4; £ est
donc un paramétre numérique complexe.

Nous introduisons une nouvelle variable numérique complexe ! et
une fonction [, x], holomorphe pour ¢ petit; elle est quelconque pour
Iinstant.

La formule de dérivation de la fonction composée uo: = u(:[t, x], x)
s’écrit
du . J du . . du
(11.1) dt(ll%) _,°E., d—x(u°5.)=%°;+£,r()—°-

I en résulte le lemme suivant, ou u,(:, x)=<———:> uG, ) :

LemMe 11. — Soit g(m, dix> un opérateur différentiel homogéne

J -,
en —, d’ordre r; on a
Jx

(11.2) [9< > ] 2g< dx ’ ((;;:;“ (;)x>(u’_’ 22

g/ étant un opérateur différentiel d’ordre =~ j, dont les coefficients sont
des polyndomes des dérivées de :[f, x], en x, d’ordres =~ j 4 1; ces poly-
ndmes ont pour coefficients des fonctions holomorphes de x. En particulier :

(11 . 3) gn - Q (x, é'l); gl = gl)l (x’ E"-) + g PPy, .zla.’ ;

1 2

y 1 . /]
(11.4) = 3 Q/,l,,x oz oz + ;9,,1,,}\,,}*@111,1 prm
I -
+ (_5 g/’lpkp;x ot + gp 1Py p Ol ach S ¥

Preuve. — D’aprés (11.1), ce lemme est évident quand r =o ou 1.
Il suffit donc de prouver qu’il s’applique a

3(22) = g 2) .2
S\Toz)=9 x’dx><W’

en le supposant valable pour g<x, o(?)_x>

Preuve de (11.2). — Puisque (11.2) vaut pour g,

s o~ [0 .
(Qu)°@=29’[@(u,~—/)°;];

Jj=0



No 11 PROBLEME DE CAUCHY, I BIS ET VI. 305
b

done, vu (11.1),

. N O N .
@ez=20 ot W=7 °2) + 8/ Gullri1—j 0 2)3

j=0
la formule (11.2) s’applique donc & g en prenant
(11.5) §.= 0 b G, on g=o.
ox!
Pour prouver les formules (11.3) et (11.4), il suffit de vérifier que

les expressions de §/ et g/ qu’elles donnent satisfont (11.5).

Preuve de (11.3),. — §'=g(, 22) 2 et §°= g(x, %) vérifient (11.5)
pour j =o.

Preuve de (11.3),. — Pour j =1, (11.5) est satisfait par les expressions
tirées de (11.3) :

~ - d - - - b
§'=20g'+85 +8, 50, 8'=8  ¢Cx)=0L0"+g, L.

Preuve de (11.4). — Pour j = 2, (11.5) est satisfait par les expressions
tirées de (11.4) :

< 9 N
§=iwg’+g, — +g,,p<5am'~ + 5 .lf>
[N

2 dfl:/‘ ()x' 2 Sxtax dxl =xt a dx/\

+ g/) P, St el 2 + g/} 7, p ".xl 1.1‘1)‘1

9*Cat-) = 2@ +Q,, P + - Q 1‘111' + - g bt e

& ‘L dx/ PPy, ]r - X7t x

Application au probléme de Cauchy (énoncé n°1). — En appli-

quant a (1.1) et en employant (1.5), on voit que ce probléme (1. 1),

Kt
d'éu— n
(1.4) peut s’énoncer

. 0\ . .
(1,{,{(.’15, or ) u%—nv G 2= vr’z—nw
/

(11.6) ou

=0 (j<n—m*—r);

1

(11.7) uh = w4 pour s(x)=:  j<n—m¥.



306 L. GARDING, T. KOTAKE, J. LERAY. [GHAPITRE 1

Composons les relations (11.6) avec une fonction %[{, x] et multiplions-les
par Z;; vu (11.1) et le lemme précédent, on obtient les relations, équi-
valentes a (11.6) pour ;2o :

.\ 0 ,
9@, Z2) Ji (u:_m:*_l o i)

(11.8) =% 2 < ,dx><u': iy oE) o,
' 9 Pa—_— - .
‘ m(ﬂyo&):——glu\joOQ (j<n—m!*—1);

vu (1.2), a;’[ est un opérateur d’ordre j; la donnée de a; et :[f z] le
détermine.

7
a—t’
imposons a :[t, x] de vérifier Uéquation non linéaire du premier ordre

L+ 9@ &) =o,

Pour pouvoir résoudre ce systéme par rapport a ses dérivés en

ot g(z, p) est une fonction caractéristique (n° 2); pour exprimer aisé-
ment les conditions de Cauchy (11.7), imposons a £[{, ] la condition
de Cauchy :
i[o, 2] = s(2);
ainsi :[t, ] est la solution holomorphe du probléme de Cauchy non
linéaire du premier ordre (4.4) : on sait qu’elle existe et est unique.
Pour faciliter cette résolution de (11.8) par rapport a ses dérivées

en 2’ notons (Gy) le produit par g de la matrice inverse de (g);

ot
GY(x, p) est donc holomorphe en tout covecteur (x, p) de S();
GY (x, =) est donc holomorphe, pour { petit; notons enfin

W J 'l 7 1y J . L :
Al /<t T3z >—— G (x, tx) av/<t, x’d—x>’ ordre (AY/) =j.

On voit que, pour ;7 o, le probleme de Cauchy (11.8), (11.7) s’énonce

)y . 9N, . ]
52 <u\"_m:k—1 0;) = Z A%/<t’ L EE) (un—mv*jo Q)

Jj=1

(11-9) + 6@ ) U ok

-

o (wet) = (@ Lyt 0l (j<n—mb—1);

(11.10) ufof = wio? pour {=o0, j<n—m
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En résumé, quand ;5= o, le probléme de Cauchy énoncé n° 1 équivaut
au probléme (11.9), (11.10), dont les inconnues sont les fonctions u%oZ
. de (f, x); oj <n—m" Choisissons

ordre(u;foz) =m"*4j;

dans (11.9), le premier membre est d’ordre maximum n; ce nouveau
probléme (11.9), (11.10) est donc du type résolu ne 10.

12. Résolution du probléme de Cauchy (énoncé n° 1).

D’apres le lemme 10.1, le probléme de Cauchy (11.9), (11.10) possede
une solution et une seule, qui soit holomorphe pour ¢ petit.

En les points non caractéristiques de S() on a g(z, s») 7o, c’est-
a-dire 7, o, vu la définition (4.4) de %[{, x]; en ces points, d’aprés
le no 11, le probléme de Cauchy qu’énonce le n° 1 équivaut au pro-
bléme (11.9), (11.10); il possede donc une solution et une seule qui soit
holomorphe. Nous obtenons ainsi le théoréme d’existence et d’unicité qui
constitue le 1° du théoréme 1 (n° 4); c’est le théoréme classique de Cauchy-
Kowalewski, avec des hypothéses un peu plus générales.

Mais le lemme 10.1 nous donne sur le probléme de Cauchy (11.9), (11.10)
une information plus précise : u%oz(j <n-—m") est une fonction
holomorphe de (#,x) pour ¢ petit; d’ou, vu le lemme 11, le théoréme
d’uniformisation que le 20 du théoréme 1 (n° 4) énonce; il énonce aussi
une propriété du support des singularités de u(Z, x); le n° 14 va la
prouver.

13. Explicitons ¢ [{, 2] en résolvant le probléme non linéaire (4.4)
par la méthode des caractéristiques, due a Cauchy.

Les équations des caractéristiques de

(4.4 Gt g@t)=o
consistent en le systéme d’Hamillon :

dz? dp
(13.1) S =n@p, T=—g.@p

et en la quadrature
d:
5 =§ PGy, (% P)—9(@, P);
qui s’écrit, puisque ¢(x, p) est homogéne en p de degré N,

% =(N—1) 9(z, p)-

BULL. SOC. MATH, — T. 92, FASC. 3. 20
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Le systéme d’Hamilton (13.1) posséde l'intégrale premiére
9, p)
et la forme différentielle invariante
dp) N\ dx*—dg A dt;

en effet, le systéme caractéristique (**) de cette forme est le systéme
d’Hamilton (13.1).

Cette intégrale premiére montre que la quadrature précédente s’écrit
(13.2) di: —N—1)tg(z, p)] =o.

La résolution du probleme de Cauchy (4.4) emploie la solution
de (13.1) et (13.2),
z(t, y), p@y, ¢y

(t petit; (...) et £]...] sont deux fonctions différentes) que définissent
les conditions initiales

(13.3) 2=y, plyY=ss L,y =s0@);
on a donc

(13.4) 9, p)=9@ s), dmAde*—dg \dt=o,
(13.5) Ly =N—n1)tg@,s)) +s@.

On sait que la solution {[{, x] du probléme (4.4) et ses dérivées
premiéres sont données par les formules

(13.6) t[Lx]=:y), Eplbzl=ps LlLx]=—9(®F, s,
ou
z=z(ty), p=pty.

L’introduction les a numérotées (4.6); ce chapitre 1 et le chapitre 2
les emploieront fréquemment.

14. éupport des singularités de u(t, z).

Le théoréme d’uniformisation qu’a obtenu le n° 12 montre ceci :
sur I'image du domaine d’holomorphie de %[, x] par 'application

¢ 2)— G4 =], 2),
le support des singularités de u(Z, x) appartient a I'image JC de la
variété d’équation
E_/[t, x] = 0.

(*) Voir E. CarTAN [3], chap. 8.
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Vu (13.6), puis (13.5), & est I'image de la variété d’équation
(14.1) 9@, s) =o
par l'application dans = x X :
& y)— @), ¢ y)-

Les bandes bicaractéristiques (n° 2) sont définies par (13.1) et (14.1) :
cela résulte de (13.4); la condition

G r)eX

signifie donc que x appartient a une courbe bicaractéristique issue d’un
covecteur caractéristique de S(z); vules définitions de K (%) et K (x) (n°2),
cette condition peut s’énoncer

reK()
ou encore
K(x) et S(¥) sont tangentes.

Voici achevée la preuve du 2° du théoréme 1.

15. Propriétés des points non exceptionnels.

Nous allons prouver le corollaire 1.1 (n° 4). Soit a un point de S(o)
ne vérifiant pas la condition

(15.1) E[t,al=o quel que soit .
D’apreés le Vorbereitungssatz de Weierstrass (voir : BocHNER-MARTIN [2],
chap. 11; ou Oscoop [12], chap. II, § 2), I'équation
(15.2) it z] =t
ou x est voisin de a et 7 voisin de o, équivaut a une équation
P, x)=o,

ot P est un polyndéme en #, dont les coefficients sont fonctions holo-
morphes de (%, x), le coefficient principal valant 1. Par suite, (15.2) définit
une fonction algébroide (%, x); notons K le support de ses singularités ;
XK est donc I’'ensemble des (¢, ) annulant le discriminant du polynéme P
de t : X est une variélé analytique de codimension 1.

D’aprés le théoréeme d’uniformisation qu’a prouvé le no 12,
ut(t [t z], x) = He (¢, x)

est une fonction holomorphe de (f, x); autrement dit : u*(%, ) s’obtient
en substituant dans Hv(f, ) 4 ¢ la fonction algébroide {(:, x); par
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suite : u*(% ,x) est, au voisinage de (o, a), une fonction algébroide de (:, x),
se ramifiant sur X.

Pour prouver le corollaire 1.1, il suffit donc de prouver que la condi-
tion (15.1) signifie que a est point exceptionnel de S(o); les deux lemmes
suivants vont le faire.

NotaTiONS. — Soit a € S(0); soit { un paramétre numérique complexe,
voisin de o. L’application

y—z ),

que définit le probléme de Cauchy (13. 1), (13.3), est I'identité pour { = o;
elle posséde donc une inverse; en particulier, ’équation

(15.3) zt y@) =a
définit une fonction holomorphe y(f). Evidemment

5.6  ygo)—a U d(t") _ i"’%") = — g,(a s, (a)).

LemMmE 15.1. — La condition (15.1) équivaut a la condition :

y(¢) est point caractéristique de S(o) quel que soit £

Preuve. — La condition (15.1) peut s’énoncer :
(15.5) t[t, a]l = o, Et, al]=o0 quel que soit £.

En faisant x =a et y = y(f) dans les expressions (13.5) et (13.6)
de £ et 7, on constate que (15.5) équivaut a la condition

s =o,  g@®, sy@®) = o;
elle signifie que y (¢) est point caractéristique de S(o).

LemME 15.2. — Supposons a point caractéristique de S(o); alors,
au voisinage de a, I’alternative suivante se présente :

19 y(f) n’est pas point caractéristique de S(o) pour < o; alors S(o)
et K(a) n’ont pas d’autre point de contact que le point a;
ou :

20 y(f) est point caractéristique de S(o) quel que soit {; alors y(f)
‘décrit une courbe analytique, qui est I'ensemble des points de contact
de S(o) et K(a). Cette courbe passe par a. Elle est régulicre et tangente
en a au vecteur bicaractéristique g¢,(a, s,(a)), si ce vecteur == o. Si cette
courbe ne consiste qu’en le point a, alors la courbe bicaractéristique issue
du vecteur (a, s,(a)) se réduit aussi au point a.
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Preuve. — Les points y oit S(o) et K(a) se touchent s’obtiennent en
résolvant le systéme, d’inconnue (¢, y) :

s(y) = o, 9@, sy) = o, z(t, y) =a.

Nous nous plagons au voisinage de a : nous ne considérons que la partie
de K(a) voisine de a; autrement dit, nous supposons ¢ petit. Le systéme
précédent s’écrit donc

(15.6) y=y®, s@®) =o  g@O, s, GO) =o.

Puisque les zéros des fonctions holomorphes d’une variable sont isolés,
I’alternative suivante se présente :

1° Le systeme (15.6) a pour seule solution
t=o, y=a;

alors S(o) et K(a) ont pour seul point de contact le point a;
ou :

20 Les fonctions s(y(t), 9@ ®). s, (y())) sont identiquement nulles ;
alors I’ensemble des points de contact de S(o) et K(a) est I’ensemble des
points y(f). Ces points constituent une courbe analytique. D’apres (15.4) :
cette courbe passe par a; elle est réguliére et tangente en a au vecteur
bicaractéristique g, (a, s,(a)), si ce vecteur ;2 o. Si cette courbe se réduit
au point q, alors (15.3) s’écrit

z(t, a) =a;

cela veut dire que la courbe bicaractéristiqueissue de (a, s, (a)) est réduite
au point a. :

CHAPITRE 2.

Développement asymptotique.

Le systeme donné (1.1) équivaut, pour Z;52 o, au systeme (11.8),
qui se simplifie évidemment pour %; = o; le calcul de la partie singuliére
de la solution du probléme de Cauchy est donc plus simple que le calcul
de cette solution elle-méme. C’est ce qu’explicite ce chapitre-ci : il établit
le développement asymptotique qu’ont énoncé les nos 3 et 4 de 1'Intro-
duction, dont il emploie les notations et conventions.

Rappelons que F = o (mod f) signifie que F/f est holomorphe.
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16. Calcul du développement asymptotique par quadratures le
long des bicaractéristiques issues de S().

Le no 12 a prouvé que
[} 2) — w4 (G o)) et =0 (mod?) pour j<<n-—m;
il existe donc, au sens du n° 4, un développement asymptotique
ut (G @) v wr G @) + Y utr G )

r—=n

tel que

m—1
(161 <u¥;-—w\/‘%—2u*/¥*”>ozzo (mod ¢t) si o=j<m—m*
. I

r=n

i Y
\ném;mn:m, alors‘,_‘:o .

D’ou, conformément a (4.3) :
(16.2) upmoi=o (modi) si j<<m-—mb.

Comme le n° 4 I'a déduit de (4.3), construire le développement asymplotique
de u, c’est calculer

d W, m T
ot <U},,’_mi¢_1 ° E) [mod(tZ)],

en fonclion des données a), v*, w* el (si m>n) de u*", ..., u>""",
Ce n° 16 va effectuer ce calcul par quadratures le long des bicaracté-
ristiques issues de S(%).

Vu le lemme 11.1, puisque ordre(ay) = n’—m*, (16.1) implique

d\' m;l '
M —_— Y gph— W of =
(16.3) [a%<x’dx/)<”/ wy Zu,- >] Z=o0 (modt)

r=n

pour j<<m—n.

Pour écrire (16.3) plus commodément, notons

r=n

m—1
Vym (7 v (- v J ( T
(164) e ('—‘,9 iL') =V (Q’ x)—ay.<xa 5&) [w%(g, .’L‘) + Zu‘l’ (%a x):I’
donc, en particulier :

von(z ¥ v () -
v a) =0 G ) —ay(x 3 kG @)
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la relation (16.3) s’écrit

vy"mef=o0 (mod i) pour j<<m—n".
Notons
(16.5) HY»"[t, x] = o)™, _,05;
on a donc, en particulier :
(16.6) H»"[t, x] =0 (mod ?).

D’autre part, (16.4) donne
v d W, m (% — pV,m E Vv, m—+1
ag| @, 5o ) utnE, z) =" 1) — G, 2),
donc
v d W,m _— p¥,m v, m—+1.
ap. x, % um——-nv - vm—nv_vm—m ’

d’ol, en composant avec &, en employant (16.5) et la formule (11.1)
de dérivation d’'une fonction composée :

I

16 av up.,m ) ol =—.—HV""-——HV’"1+1;
( 7) ( w Ym—n ) 4 £ t
. d . .
en appliquant — met en employant (11.1) a nouveau, on obtient
\ . d /1
4 Yy, m 0F — — - v, m v, m-+1
(16.8) Slagulm,, ) ol =5 <E/ Hy™+H >

Nous allons appliquer le lemme 11 a ces deux relations.

Les conséquences de (16.7). — Le lemme 11 transforme (16.7) en la
relation

\ r d m .
(169) gpf (.’l?, :T)Jt <Ll§l'n’_mpn_10.;>

n’ —mt* 0
B N B Q) v N L
= Hy oy Y, af| b g | (where),
j=1 ) -

ot a;/est un opérateur différentiel d’ordre j, dépendant de ajet [, x].
Or (11.1) permet de déduire de (16.2) la relation plus précise :

lli}'f’ moi =o0 (mOd trn—m“—j) si j <m-—m;

donc

i d . . . .
a;{[t, x, %] (uh”.»_,°2)=o (mod#), ou 1Zj;
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vu (16.6), (16.9) donne donc
J m v, m z
(16.10) i@ Ea) 5y (e _yo2) = Hp[L®]  [mod(tZ)].

Multiplions (16.10) par le vecteur b,(x, £.) que définit (3.4); il vient,
puisque ¢(T, £,) =—7%;:
(16.11) bo(x, £x) H) ™[t x] =0 (mod £));

puisque g/dét(gy) est holomorphe, cette relation vaut mod dét(g}) et
montre que I'équation

(16.12) 7., &) US™[L, x] = H) ™[4, x]
définit un vecteur U%" fonction holomorphe de (f, x); (16.10) s’écrit

9 m m ] -
gu[()t ’u"-—mi‘_1°£> — U+ J =0 [mOd(t:I)];

en multipliant cette relation par I'inverse de la matrice (¢), que le n° 3

. et enfin de (3.4).,

a noté ; GY, en tenant compte de ’équation g =

on obtient

(1613) gz( Ej;,:mm\* L0 ) Up.,m[l x] _|_h;,n(x’?c' )Um[t ZL'] + gew m[t .’L']
ou

(16.14) Ur[t, x]=o0 et wwmft, x]l=o0 (mod {).

Autrement dit,
(16.15) gt( b e o) = Ukt x] + he(, 2) U»[Lx]  [mod(t£)];

le calcul du développement asymptotique de u*(Z, x) est ainsi réduit
au calcul de la fonction U™[¢, x], qui, vu (16.14), vérifie

(16.16) U[o, x] = o.

La relation (16.8) va permettre ce calcul : le lemme 11 permet,
vu (16.2), d’en déduire

)

; 1 d
z —_— 'V [J., m ° -
> [ ét gg' ot gp‘p) dx) + gl"/’ Q"«‘II‘A + gk"] m—im w)

7} .
E?(E HV 1/1+H1m+1> (mod;,);
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en multipliant par b, (z, £.), nous éliminons H*"+!, qui dépend de u*";
cela résulte de (16.11); il vient, en remarquant que (16.13) peut s’écrire

W, m
up,, m 0F ——r U + hP« Unz — ;’Cp., m
m—m* °3 Et

et en remplacant H}" par le premier membre de (16.12) :
S R Y v 0d . Y
16.17) 20| — L 015 + b + 01, c.l.lwgu]
/T Tsm w[]m
= Ubm+ R U 4 gewm f),, g Ut )=o (mod¥%)).
& ot v

Or le n° 18 établira l'identité que voici : quelles que soient les fonc-
tions F[{, x], F¥[{, x] et Fv[{, x] holomorphes pour ¢ petit, on a

(16.18) Etbv[_f gp,dt + ngdx, + gp.p,p rl.r7‘+g’5“‘l.
F¢+hF Iy
><< 3 ——I—d‘*)—l-bv;ﬁ(r—gqu')

+ = 5 9. Bl —(pg),,rJFHF

=5+,

P30
-+ b"[gum dxh + g}‘-ﬂ r, Cl’ﬂ + g"‘r'F}L (mOd & )’

quand on substitue(z, Z,) aux arguments(z, p) de b, b, ¢, gy, j, (¢ g)
les variables indépendantes sont (¢, x); Z[{, x] vérifie %, + ¢g(x, ) = o.
Cette identité transforme (16 .17) en la relation, oi1 I'on prend p ==%.. :

16.19) | 5+ 00,53 3 0Bt 25 600, 0 | U1 2] 5 U
00| Gy, o 2 G Ea 0| UG A= 0 (mod).

Cette équation, jointe & (16.16) détermine U™ par une quadrature le
long des courbes dx)\z—g,,xdt de la variété £, = o, c’est-a-dire, vu

le n° 13, le long des bicaractéristiques issues de S(£). Voici donc effectué
le calcul du développement asymptotique de u*(, x).

Il reste a le perfectionner. Tout d’abord :

Explicitons le calcul de U*™™. — 11 s’agit de résoudre (16.12) en U®";
la matrice(GY), produit de I'inverse de (gy) par g =—=Z, le permet:

UL, €] =— G (@, &) ¢ Hy " [, «];
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remplagons H” " par son expression (16.5), a laquelle nous appliquons la
formule (11.1) de dérivation d’une fonction composée; il vient

(16.20) UL, x] = GY (x, Ex) )™ 5, 06

m—nv
Résumons le no 16 :

Lemme 16. — Etant donné a3, v”, w” et ayant choisi

un, cey utm—t (m> n),

on définit
v¥m(E, x) par (16.4), U®™[t, x] par (16.20),
U™[t, x] par (16.16) et (16.19);

en écrivant alors (16.2) et (16. 15), on obtient les conditions que u*™ (%, x)
doit vérifier.

Note 16.0. — Les choix de u™", u*™! sont tels que

vx:ilnv~1 ° C: =0 (mod t)’
Un™[t,x] =0 (mod 1) (c’est-a-dire est holomorphe),
Um[t, x] =0 (mod t).

Note 16.1. — Supposons qu'on ait réalis¢é I’hypothése (3.3) en
employant la note 2.1 : la matrice (g;) est une somme directe de sous-
matrices v ; employons les vecteurs Yh, les covecteurs b et la
matrice %j(, Zz), que définit la note 3.1. Alors (16.11) s’applique a
P'un quelconque des vecteurs b, c’est-a-dire quand la sommation en v
est étendue a I'un quelconque des ensembles My, ; U™ est encore défini
par (16.12), donc par (16.20); mais U™ doit étre remplacé par un
vecteur U™ et h* U™ par h*,U™, o élant tel que p.€ My); dans (16.17),
(16.18) et (16.19), . parcourt I'ensemble (1, ..., M), v parcourt l'un
quelconque de ses sous-ensembles M. L’identité (16.18) vaut quand
on y remplace les termes

hwF, F, jF
par
heoF, gF, %joF, ot peMgy.

Finalement la relation (16.19) vaut quand on y remplace les fermes
U//z’ .] U/n par BU”I’ gj aUm’

. parcourant (1, ..., M), v parcourant Mg,.
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17. Une simplification possible du calcul précédent.

L’identité (16.18) implique, en particulier, la suivante :

si F'[{, x] et F¥[t, x] sont holomorphes et vérifient
Felt, x] + h*(x, &) F[t, x] =0 (mod %)),

alors

7.0 | G+ + 50, Bt 50, o |FHIF

+bvlgp]) + gup,, 1.117\+g J

» ox
ﬂb’dt( gHFP) (mod z)).
Cette identité permet de simplifier (16.19), par exemple dans le cas

suivant :

LemMme 17.1. — Supposons v);™,,o% fonction holomorphe de (¢, x).

Alors la relation (16. 1g) qui, jointe a (16.16), définit U™[{, x], équivaut
a la suivante :

Jd .
A7.9) | 5+ 9 + ;gp R A ) ] [LZER WOMeE)

- I) v dt (v/izmn E) (mOd E.‘)‘
Preuve. — La relation (16.20), qui définit U%™[{, x], et (3.4) donnent
Ut[t, 2] = h* (2, 20) Yo (@, Ex) 02 0k (mod £);
dans (17.1) nous pouvons donc prendre

Fo = Utm, F=—0n,})",, 0k);

m— nV

la relation ainsi obtenue, retranchée de (16.19) donne
d () I 1 '~ m v, m v
[()_t + g/f‘,\ _d_d; + ; g/?z/' Ezlr Q_é (Pg)/’)\x)‘ +JJ [ U + I)~,(l}m_n.,°g)]
() I v m ZYe
=—b,5(LgiU0)  (modz);

or, vu la définition (16.12), (16.5) de U*™ et la formule (11.1) de déri-
vation d’une fonction composée, on a

1 1 1 0
- va,,m= va,m_ _ v)m { U”” o?‘.
E,l gp. i3 t Ct ()l< m—nv—1 5) m—nv® G

d’our (17.2).
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On peut évidemment annuler le second membre de (17.2) quand
vy™ ., ok est holomorphe; c’est évidemment le cas pour m = n; donc :

LemME 17.2. — Pour m = n, c’est-a-dire dans le calcul du premier
terme du développement asymptotique, la relation (16.19) équivaut a
la suivante :

+ 59

PPy,

17.3) [ +9, m, gt o (og)p i +J
< [Ur D7 0 f] =0 <mod ).
Le lemme 17.1 posséde un second corollaire, qu’emploiera le no 25 :

LemMME 17.3. — Supposons que le systéme (1.1) se compose d’une
seule équation :

M =1, n’'=n, m¥* = o;

nous supprimons les indices p. et v. Alors vj;_,o% est une fonction holo-
morphe de (4, 2); (16.19) équivaut donc a (17.2).

Preuve. — h et T sont des scalaires; ’hypothése (3. 3) et (3.4). montrent
que hb # o; I’équation (16.11) se réduit donc a

H'[tz]=o0  (modZ);
d’olt, vu la définition (16.5) de H™ et (11.1) :
v_,of=o0 (modr) (c’est-a-dire : holomorphe).
18. Preuve de l'identité (16.18).
Si F*= F = o, alors cette identité résulte de ce que, vu (3.4).,
hvgp=o (mod g).
Si F = gv = o, alors elle résulte de ce qu'on a
0.2 510 2] +E0ugg,, 2o (1) =0
parce que
%[y;i @ E)] =g, £

I1 reste donc & prouver cette identité (16.18) quand FV = §k= o,

c’est-a-dire a vérifier que dans ses deux membres les coefficients de (j)lj :)ﬂj
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F sont les mémes mod%,; vu que &, =-—g, il s’agit donc de vérifier
les trois relations
(18.1) ;‘]hug;;bvzl (mod g);
(18.2) h%g;pbvs gr (modg);
4 hp.
(18.8) b | —laiG ol m+ il bt k| ()

N |- J\ﬁ -

9p p,Batar T 55 (P!]),, 21TJ  (modg).

Preuve de (18.1) et (18.2). — (3.4), implique (18.2) et peut s’écrire,
va (3.4) et (3.4). :
d(h*gybh.)=dg  (mod g);
or, d’aprés (3.4),
h*gibv=9g  (modg);
d’ou la relation

(18.4) h*g.h,= (modg?);

elle équivaut a (18.1).
Simplification de (18.3). — g., g» h% h%, ... désignent les dérivées
en x et en p des fonctions g(zx, p), h*(z, p), ...; aprés que ces dérivées

99 99
ot’ ox
les dérivées en ¢ et en = des fonctions g(x, Z.[t, ]), ... de (t, x).

On a

ont été calculées, on substitue %, a p. Au contraire . désignent

v
J 1 I, . Idgg.

cgv 20t 1 P
“up, 9zr %, g eniat =g ot

le premier membre de (18.3) peut donc s’écrire :

d .‘Iuh

—bv + by [gwwx, + 2 5 Jorn Eao+ 9% ]

ol, puisque z,=—¢ :
0 guh* gu.h ) <9th“> 99
51 75 g I)Vc)t< g =bv g Jr,ox¥’
(18.3) équivaut donc a
. gnh+\ g , 9 1, )
(18.5) J——bv< 2 Jx_x’f'bv [gumgﬁ + ;gw,l,,xixtxrl-g/u] b

I
- 5 gﬂlp).zﬂrlx)‘_ g—é (P g)/,)‘x.)‘ (modg),
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La preuve de Uidentité (16.18) se réduit donc a celle de (18.5).

Preuve de (18.5). — Explicitons (18.4) : il existe une fonction holo-
morphe r(x, p) telle que

(18.6) 9@, p) = h*g;hy +rg.

Calculons le premier terme du second membre de (18.5) : divisons (18.6)
par g et dérivons en p la relation obtenue; il vient

glh‘*> guht )
I)u< 7 + b”’x +rg,, =0  (modg);

- dg
Itipl —L
multiplions par o)

guh*\ dg __ guhv dg 9 .
"“bv( q >I);\ axh — b"l’)\ q axrh + I'gp)‘ Jxh (modg),

simplifions le second membre en remarquant que

guh* dg _i<g;h&*

g oz = oz g g> ox- (gph“) (mod g);

il vient

guh"“> dg _
—b < 2N A\ dx' o (9e ) + rg”x d (mod g).

En portant ce résultat dans la relation (18.5), on constate qu’elle
équivaut a la suivante :

. Jd ., dg
(18.7) J= I)VP] ) (9p.h*) + r9p, o

d I w_
+ by [gﬁpk o + 5 g;,,l,,_Aszxx +9 pLJ hv
1

N/ plixzxx— i} @ g)pxxx (mod g).

- 2
Employons & nouveau (18.6) : dérivons cette relation par rapport a’p;
il vient

[)V g;\ih;:)\ + b\‘g;ipxhp' + I)V/).A g;h{* + 2rgg/))\_ gp =0 (mOd gz);

»
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substituons £, 4 p et dérivons en z*; on obtient une relation ou il est
facile de faire apparaitre le second membre de (18.7); c’est

ad a
2By, 5= (guh¥) + 2rgy, 5%

v U v I v 1) I
50| 202, 57+ G 2 00D, 2 [ F 0, B ),

h* —g; by h* —gi by

ohv  dgs.  ay, .
0w 0w 0w |=| M S Du|  (mody).

p- v p. v
hp)‘ gp'p)\ I)Vp)\ h/))\ gp'p)\ [)Vp)\

f
(I

En portant ce résultat dans (18.7), on constate que (18.7), et par
suite (18.5) sont vérifiées, quand j est défini par (3.5), j; I'étant par (3. 2).
Cela achéve la preuve de l'identité (16.18).

19. Propriétés de j (z, p).

Voici cinq propriétés de j(z, p), dont les quatre premiéres sont des
conséquences évidentes de sa définition (3.5); rappelons que j(zx, p)
n’est défini que sur la multiplicité g(z, p) = o, (9= g») Z o.

1° j(x, p) est homogéne en p, de degré N—1; rappelons que N est
le degré d’homogénéité en p de g(x, p).

20 A la matrice (a), adjointe de (ay), associons h'*= by, b= h’;
alors

(19.1) J'@, p)=—j(, p)
30 Multiplier p(x) par une fonction f(zx) diminue j(x, p) de
I
(19.2) g_ffx7‘ 9.
4o Multiplions h(x, p) par une fonction f(x, p) et h(x, p) par une

autre fonction f(z, p), ¢ et GY étant multipliés par ff; alors j(z, p)
devient

. I D . I D ’
(19.3) fij— ng(S, 2\) + Efp(g, Z)x)'

50 j(x, p) ne dépend que des restrictions de h“(z, p) et h’(z, p) a la
variété g(z, p) = o.
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Preuve. — Prouvons que j ne dépend que de la restriction de h* a
cette variété : on a
h» —gy v
Ko Gur Do | =he

" v
h/lx Gu.p, bVPX

D(gib) | D, giby).
D@.p) D@, p)

or cette formule ne dérive h* que le long de la variété g(z, p) = o.
En effet, le vecteur

d , ., 0 \
(dz, dp) = (d—p](g@bv), e ol (g&bv))
est tangent a cette variété, puisque g;bh.,= o (mod g).
Note 19.1. — Supposons qu’on emploie la note 3.1 et 3j au lieu de j;
les propriétés 1° et 5° subsistent; on a :
20 pour deux matrices (ay) et (ay) adjointes : 2‘*:_51‘;
3 Multiplier p(z) par f(z) diminue §j de (19.2) si « = 3, ne le change
pas si a2 3.
4° Multiplions g et GY par une fonction F(x, p), chaque *h par une
fonction *f(x, p), enfin b par .f = F/*f; alors

4] devient *f gf §j pour a3~ f;

DCf, 9 _1afD(af, 9.
D@ pr) 2 " D@\p)

j devient F2j + éaf

20. Propriétés de J (x, p; y, 9).

Pour intégrer (16.19) et ses variantes (17.2) et (17.3), les nos 22, 23
et 24 emploieront un instant la fonction J(x, p; y, q), que définit (3.6).
Cette définition a pour conséquence immédiate la formule

(20.71) J@ p;y, 9 JY, g2 1) =J (@, p; 2, 1),

ou (z, p), (Y, 9), (z r) sont trois covecteurs d’'une méme bande bicarac-
téristique. Les propriétés de j qu’énonce le n° 19 ont pour conséquences
immeédiates les propriétés suivantes de J :

1° J(x, p; y, @) est homogéne de degré o en (p, q).

20 A la matrice (a’{;), adjointe de (a;i), est .associée la fonc-
tion J'(z, p; y, q) telle que J*(y, ¢; x, p) = J(, p; ¥, Q).

Preuve. — (3.6) donne J(x, p; y, Q) J* (&, p; Yy, q) = 1; or d’apres (20.1),
J@ p; Y 9J @ ;2 p)=1.
30 Si la matrice (ay) est self-adjointe, alors

J@ p;y, 9 =1.



No 21] PROBLEME DE CAUCHY, I BIS ET VI. 323

4° Multiplions g(x) par f(z); vu (3.6), df]—] augmente de g—;; donc

J(x, p; y, q) est multiplié par ‘/ @

f@®)

50 Multiplions h(z, p) par f(x,p), b par f, g et GY par ff;

vu (3.6), aJ augmente de é (—?——é C—?; donc J(z, p; y, q) est multiplié
f(x, P, 9,

P\ e )

Note 20.1. — Supposons qu’on emploie les notes 3.1, 19.1 et la
définition (3.11) de J(z, p; y, q); alors
(20.2) Japiy i@ 20 ="5@ p;z1).

Les propriétés 1° et 4° (mais non 3°) restent vraies; 2° et 5° deviennent
'@ 43 % p) =2 @ ps U, 9).
Multiplier ¢ et GY% par F, *h par *f, «h par .f=F/*f multi-

. . «f (@, p) ¥f(y, 9,
plie 57 (x, pi 9, 9) par Sr sy

21. Propriétés de la matrice bicaractéristique G (z, p; y, ¢)-

Quand les nos 22, 23 et 24 auront intégré (16.19) et ses variantes (17.2)
et (17.3), alors h, B, j et J n’interviendront plus que par I'intermédiaire
de la matrice bicaractéristique G (x, p; y, q); c¢’est d’abord sur I’ensemble
des couples de covecteurs (x, p; y, ¢) appartenant & une méme bande
bicaractéristique que le n° 3 la définit, par (3.7) [et (3.12)]. Elle a,
sur cet ensemble, les propriétés suivantes (**), qui résultent immédia-
tement des propriétés de J [et 5J] établies no 20 :

1° GY(z, p; y, ¢) est homogéne en (p,q), de degré N +4 m+—n.

p(@) ) )
@) G5, p; ys @)

30 Si la matrice (ay) est self-adjointe, alors

20 G'(Y, ¢; @, p) =

6 sy 0 == |/ 28 Gt p) 69, 9

[cette relation ne vaut plus si 'on emploie les notes 3.1 et 19.1].

(**) (20.1) et (20.2) donnent des propriétés moins simples de G‘\’;; nous ne les
énongons pas.

BULL, SOC. MATH. — T. 92, FASC. 3. 21
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4° GY(z, p; y, q) ne dépend pas des choix de p, h et ; multiplier g(z, p)
et GY(z, p) par une fonction holomorphe F(z, p) multiplie G (z, p; y, q)

par VF(x, p) F(y, 9).
Le n® 3 a déja énoncé ces propriétés; il a remarqué que (3.6), donne

(21.1) G} (@, p; %, p) = G4 (=, p);

il a convenu d’étendre la définition de G%(x, p; y, q) & tous les couples
de covecteurs (z, p), (y, ) appartenant 4 une méme solution de (3.9);
il a convenu de le faire en sorte que G soit holomorphe et vérifie 21, 10.

22. L’intégration de (16. 19) va expliciter 'expression que le lemme 16
donne du terme général du développement asymptotique. Dans (16. 19g),
substituons a x la solution x (¢, y) de (4.5) et, vu (4.6), 4 'argument p =%,
de g, ¢, b, j, la fonction p(f, y); en notant par:;tla dérivée en {_des
fonctions de (I, y) ainsi obtenues et en définissant V¥ par (4.12),
on obtient

d V I I dp(x) m y T Tm — o
(22.1) [a~t+—g,,,,1” + - y 2 d ]U +jU"=h,V

[m.od 9@.s»)]1-

Rappelons I'énoncé d’un lemme classique :

LemMmE 22. — Siz'(t, y), ..., z"(, y) vérifient le systéme différentiel
dx* ;
= =@

et dépendent de L paramétres y', ..., y%, alors

d D(x) —fh D).
dt D(y) D(y)

Appliquons ce lemme a x(f, y), qui vérifie (4.5), donc

dz*
'(H - g/} (x —7)

il vient
dD@ _, . .
dt D(y) ~ a2 T 95,2) D)’
(22.1) peut donc s’écrire :
d I w d D(x) I dp (x) m D V. m
(22.2) [Eﬂ toD@a D Tap a | U HIU=EDRY

[mod g(y, s1)]-
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L’intégration de I’équation précédente emploie une définition de j
moins restrictive que celle qui fut employée jusqu’ici : définissons j
par (3.5) non plus sur la variété (3.3), mais au voisinage d’un de ses
points. Définissons alors J (¢, y, q), x({, y, q) et p(¢, y, q) par le probléeme
de Cauchy ordinaire :

dx d dJ .
e =0@p, P=—g@p, E=—j@p
(22.3) { dt di dt

(0,9, 9=y  pl,y9=¢q J(yq=1

La comparaison de cette définition (22.3) de J(t, y, q) et de la défi-
nition (3.6) de J(z, p; y, ¢) montre immédiatement que, pour

o

=zt yq, p=ptyq. t=zlyqg, p=plyq,
on a

@2.4) JGy9=J@p;y. 9, JEayI 'l y ¢ =J@x p;t,p)
[mod g(y, 9)].

Notons J (¢, y) = J (¢, y, s,); remarquons que (22.3) donne
d ;
JOy) Gy =j@p) pour x=zlty), p=ply),

Iéquation (22.2) s’écrit donc

[4+:20400 1 b
dit T2 D) di D@y) " 20

FIC Y G Gy | U=, v
[mod g(y, s,)]-

Elle s’intégre immédiatement : vu (16.16),

\/ e @B8 sy Ut 2]

= [\ e @B 1 g)v.0. ) verli 8] i

[mod (tg(y, s.))];
en convenant que

Le lemme 16 porte cette valeur de U™ dans (16.15) et emploie donc
(22.6)  h*(x, p) U"[t, x]
D), /p(®) & oy vvm[F a1 g
~f D)/ b @ p T I (). p VoLl 2] dl
[mod tg(y, s,)].
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Or, vu (22.4), vu la définition (3.7) de G% et moyennant (22.5) :

V/ EB @ p) I v 0w )5 D~ 6@ pi 2. )

est une fonction holomorphe de (¢, i, U, q) qui s’annule sur la variété
9. 9 =0, (9 97 0;

elle est donc = o[mod ¢(y, 9)].
La relation (22.6) peut donc s’écrire :

h¥(z, p) U™[t, x] Ej‘ V/gg; GY(x, p; , p) Vo (£ &) df

[mod tg(y, s,)1;

sa validité s’étend a I’ensemble des (¢, y) ou les fonctions entrant en jeu
sont holomorphes (*). En portant cette expression dans (16.15), on
obtient

d m
@2.7) 5 (W 0% =Ur"[t, 2]

D ) X o
"[‘j(: \/Déi; G (II?, p;x, P) Vv,m[t, :L‘] di

[mod tg(y, s,)];

la formule (11.1) de dérivation d’une fonction composée et I’équa-
tion £, =— g permettent de transformer (22.7) en (4.13).

Voici établie Uexpression du terme général du développement asymp-
lotique qu’a énoncée le théoréme 1 (n° 4).

Nore 22.1. — Supposons qu’on ait réalisé I'’hypothése (3.3) en
employant les notes 2.1 et 16.1. Alors, dans (22.2), nous devons rem-
placer U™ et jU™ par gU™ et §j .U™; v parcourt M. Nous devons
écrire dans (23.3) :

~

dgJ __aig
(22.8) T e
pour avoir
d, .
8 g =4is

(**) Rappelons que la définition de J (x, p; y, q) est locale et que celle de Gﬁ(ac, P;Y,q)
ne 'est pas (n° 3 : Propriété 3¢ de la matrice bicaractéristique).
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la comparaison de (22.8) et (3.10) donne, dans (22.4) :
Wy 5 By ) =2 @ p3 8, p).

On obtient, au lieu de (22.6), la relation, ou peMy, veMpg),
v parcourt (1, ..., M) et 'on somme par rapport a v :

I3
e U = f VooV he T B g, Ve di

vu (3.11), elle donne (22.7), donc (4.13).

23. L’'intégration de (17.2) va expliciter l’expression que le
lemme 17.1 donne d’un terme du développement asymptotique quand,
pour ce terme, la circonstance suivante se présente : v’ 0% est holo-
morphe.

Dans ce lemme, remplacons b, t(,,,;meog)) par b, (x, Z.) W [t, x],
en employant la définition (4. 14). Des calculs analogues a ceux du n° 22

transforment (17.2) en I’équation, qui emploie (22.5) :

Ve @BE @ UL 2] 45,6 p) vz Gl 21 )
=Ve®)b. (y, $2) Ui (Y SY))
[V e@pD sy pwoliald  modtgw,s)]
et en tirent :

23.1) I, p) U"[t, 2] + h*(x, p) b (@, p) vy, G[L, 2], @)

38 \/M he(x, p) J (& Y) Yo (Y 82) 032 (), )

e ()
D(ll:) m —i(f » B v, m s n
+f“ VDoV o @pIEy I y)h @, pyWr (1, & di

[mod tg(y, s,)];

enfin le n° 22 fait disparaitre h et h de I'intégrale en employant la relation

(23.2) \/ % hJJ—'9,= GY(x, p; &, p)  [mod g(y, s,)].

Montrons qu’on peut faire disparaitre de méme h et ) des autres termes,
On a, d’aprés (3.4) :
h*(x, p) by (x, p)= Gy(x, p)  [mod g(z, p)l;
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vu (4.4) et I'holomorphie de v%™,, 0%, on a

i Gl 21—\ /B oin, @ =0 @modd;

si x=z(t,y,q9, p=pt,y,q, J=J( y,q), les seconds membres
étant définis par (22.3), alors

6@ ps v ) —\ /2D b, p) Tt 32 ) D@ )
()
— Gy (z, p) + h*(x, p) b (x, p)

est une fonction holomorphe de (f, y, g) qui s’annule avec g¢(y, q),
vu (3.4); et (3.7), et avec {, puisque

Jo, g 9=1, G ¢y 9= G q);

cette fonction est donc =o[modtg(y, ¢)]. D’ou, en faisant ¢q =s,,
donc =z, y), p=pty, J=Jy :

(23.3) [h*(z, p)Y.(x, p)— G5 (x, p)lvy™,. ClL x], )

38; [h# (@, p) by (@, p) — G%(@, P)| v (s @)s )

/DD oD s, 7 )00 80— @ pi ) i 600 )
[mod tg(y, s,)];

en portant (23.2) et (23.3) dans (23.1) on obtient, vu (16.20) :

D W v, m
bz, p) U[t, 2] + U 7[t, 2] = Dﬁféi GE@, p3 B> $) U (5), V)

(1:) TV, m
+f /DD 6t ps.pywerli ol i

En portant cette expression dans (16.15), on obtient

(23'4) dt (ulp'n mm}" 1 -) = \/ggz; Gu(x’ p y’ S )Dl:tmn ( (y) y)

+f \/DE;; Gs(x, p; z, [A)) W\',m[t’: Q]dt:

que (11.1) et £, =—g¢ transforment en (4.15). Voici établie la note 4.

Note 23.1. — Ces conclusions restent valables quand on applique les
notes 2.1 et 16.1.
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24, L’intégration de (17.3) est un cas particulier de celle de (17.2);

., n

u,’”,» s’obtient donc en faisant dans (4.15) : m=n, W¥»"=o, ce qui
donne (4.8).

Voici achevée la preuve du théoréme 1.

25. Cas ou le systéme (1.1) se réduit a une équation unique
alx i> u@ r)y=vG x);
9 ()x (] - ) s

on fait n’=n, m*= o et 'on supprime les indices 1. et v. Le lemme 17.3
montre que le développement asymptotique est donné par (4.8) et (4.15),
o I'on supprime les indices p. et v.

Supposons que g est le polyndme caractéristique; prouvons le corol-
laire 1.2, c’est-a-dire que le choix (4.20) du premier terme u* impose
au second terme u"*' de vérifier (4.22), W»+! ayant la valeur (4.21).
Nous savons que u'*' s’obtient en faisant dans (4.15), m=n 41,
m¥=o, n"=n,

(25.1) Weri[t, x] = i (1)”+1 £) (mod?%));
vu (4.10) :
@) ) =06 —a(w g )06 D)+ wE )l
Il s’agit donc d’expliciter
Vit (s(), y) et Wr[4 x] (mod 2).

Commencons par expliciter :

L’équation différentielle que vérifie U[L, x]. — Vu la définition (3.7)
de G, ou l'on supprime les indices p. et v et ot 'on prend h=0 =1;

G(x,p:y,sv):\/zgg‘](t y) pour z=zty), p=ply.

La définition (4.19) de U[{, x] s’énonce donc

_\/r@, /D@, _
)—\/P(y) D(y)u[t r)/[v( y) — awle=s(

pour x = x({, y); vu la définition (22.3) de J, U[{, ] vérifie donc I'équa-
tion différentielle

[dt 9 50 [w(x)\/D aft, x]] —o,
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J(, p) ayant lexpression (3.2), ou p=v=1; p=p( y) ="F.
D’aprés le lemme 22 :

9 D(x) D(x)
[0t+ ”)dz']D(y) (9,2 F 95,0, 50%) D)

L’équation différentielle de aL[#, x] peut donc s’écrire :
)
(25.3) l:d—t +g/’ldxA + g .11 lx—l—g]‘lt[t, x]:o.
Calcul de v'!*' (s(y), y). — Vu (25.2), il s’agit de calculer

[o(o-35) e 0]

Uy j0=...=U"0;=0 pour {=o;

Vu (4.20),,

vu le lemme 11, on a donc pour {=o :
d . . - . .
@5 |a(e g )uc x)] oE= (5 5 s G ) o
0+ 3 G B+ 9| oD

Jd I /Al x]
=_[d_t + gﬁ)‘é;;‘ + 2 g/’z”)\axl’c1 +9 ] < Z >.

-

L4 : - - - ) \ .
Or l'équation Z, + ¢(x, z.) = o donne Z.-+ 9p, it = O c’est-a-dire

d . —
(25.5) [dt +9. dx,]a_

15

Les relations (25.3) et (25.5) montrent que le dernier membre de (25.4)

est nul; donc
, u? (2, =o.
[ <y y) iG y)]izw') °

En portant ce résultat dans (25.2), on obtient
, aJ .y
@6 oeey=|oen—ang)men|

(4.22) est donc bien I'expression a laquelle (4.15) se réduit quand on
prend m = n +1; pour achever la preuve du corollaire 21 il suffit de
légitimer le choix (4.21) de W»+i,

Calcul de W*+'[t, x] (mod%,). — Vu (25.1), puis (25.2) :

@.9) fwer=—opoi=a(n L uiG D) | mody).



No 26] PROBLEME DE CAUCHY, I BIS ET VI 331

Vu (4.20), u’;oZ est holomorphe pour j <n;

Papplication du lemme 11 au dernier membre de (25.7) donne donc

n+1 — 0 1 () /‘u[t’ 1']
(25.8) ¢ W = [dt+gpwx, Iy, Ellwrg][z‘b‘t 2 )]

B 02
_I\;g/zlp)\ + g/) pxp Gl s dxp + g PP, ”.76’1‘7‘1'”‘

! ozt
U[t, z]

I ”
+§g/'l").p r, C-'v. x 1 x’ + g/'A d.’l:" + g tlxx_i_g ]

(mod 1).

Or (25.5) donne

0 7] 1 0 0 fuft, ]\’
[o—t+~"f’x3ﬁ+ag/~'5ﬁx*+~"][za‘t( =)
1 00 /7N
?[dt+9"zdx’+ Gy, 5t +”][&<Z>J
1 d J/u
:_, dt[dt—l—g”ldx’_I_ g +g]<£_>

1 ) 1 o

. Jd , . I . , . aU
z gplp,,\é[.rl dxl + ; g/’lpkpv‘; Lz + 9 gplpl‘?/:vl:vl + g ])IC-I;L'I Et ’

Zt

ou, vu (25.3) et (25.5) :

d Jd a
[d_t +g/’)—d‘7 /)/) 51’17+g]< >=0'

En portant ces formules dans (25.8), on voit que le choix (4.21)
de W=+1[{, x] est le plus simple qui soit.

Voici achevée la preuve du corollaire 1.2.
26. L’exemple 1.2.
Voici la preuve de ce qu’affirme I'exemple 1.2. Vu (4.7) :
ujol=w;—uj—us’/)or (modi+*/) si j<n+1;
donc, vu le lemme 11, puisque a est d’ordre n :

(au)oi= (aw)ef + (au) o + (au)o:  (mod ).
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Or, vu le théoréme 1
ujoft=o0 (modt/ ) si j<n;
Wi ei=o0 (mod *+~) si j<n.

7 -

Vu le lemme 11, I'expression précédente de au s’écrit donc

z

(@u)o: = (aw) ok + 6 T —1, L) w0k + g, o (Wl o

)d "
+ 58, Ea (oD +¢' @i 0D +gui ol (modl),

Or, vu (11.1), ol %, =—gy, et le corollaire 1.2, on a pour x ==z, y) :

u,_,oz=="tgu) oz=tv"(s(),y) (mod #2),
ol =tgultiot =tvi(s@), y) (mod #).

Vu (4.19), (4.20) et (4.6), 'expression précédente de au s’écrit donc

. ., 8Gz—1p), /D@ .
(au) oz = (aw)o: + 3= Py /A G, s b, 50 @), )

—H[g,, (- x, T, p)< +p'dc>
a1 . i
s g/)miw’x‘ +9'—g ‘ZJ v y)  (modd),

ou, apres avoir effectué les dérivations, on remplace = par —1 et ¢, z, p
par les fonctions (4.g); dans le coefficient de ¢ il suffit donc de prendre
:=5@), t=y, p=s, et on a, vu I'homogénéité de g en (w, p) :

p)\g/)l(z_, x, T, p) = gﬂ _I_. ng;

d’olt la formule qu’énonce 1’exemple 1.2,

27. L’exemple 1.3.
Preuve de 1°. — La solution de (4.4) est évidemment
it 2] = pu () + 2 pi O,
les p:.(f) étant définis par le probleme de Cauchy ordinaire :

dp, + ¢.(p) = pr(0) = s (A =o,1, ..., L; s : constantes).

La relation qui suit le lemme 22 :

4 DE _
at D) ~ U=+ 95,2) Dy)
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se réduit donc a
d D(x) _ 9g:(p) D(x):
dtD(y) — dp. D(y)

or ——+ =1 pour { = o; donc D(@)
OB D)
Preuve de 2°. — Choisissons p =1. Vu la définition (3.2) de j, j ne

dépend que des p;. Donc J(t, y)=J(, y, s,), vu sa définition (22.3),

est fonction de la seule variable .

D(x)

est fonction de la seule variable {.

Donc
G(x’ p; z, IA)) =J(t’ y)']?‘@’ y)

est fonction des seules variables (¢, 7).

Preuve de 3°. — AaL[t, x] est fonction de la seule variable {; donc,
puisque :[¢, x] est linéaire en x et que ¢”=o, (4.21) donne W*+!'=o.

CHAPITRE 3.

Uniformisation portant sur les variables indépendantes.

Ce chapitre 3 déduit des précédents les résultats qu’énonce le n° 5.

28. Preuve du théoréme 2 et du corollaire 2.1.
Nous supposons donnés
S: s@)=o (sz3%20)
et le probleme de Cauchy :

a;, <x, %) u*(x) = v’ (x); ut(xr) — w*(x) s’annule n—m fois sur S,

ces données vérifiant (1.5).

Pour appliquer le théoréme 1 et le corollaire 1.1 (n° 4), nous intro-

duisons la variété
S : s@—i=o;

nous prenons X et 7 assez petits pour que S soit réguliére; nous choisissons
w*(z, x) = w(x); v>"(, ) tel que

v (o, ) = v’ (T) — (1;_ <CL‘, %) w* (),

v (%, x) s'annule n—n” fois sur S(3);

(28.1)
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ces conditions sont compatibles vu (1.5); nous définissons enfin v” (%, x)
par la relation

. : 7}
von(z = V(- —a’ —_ i ;
v e ) =0 1) —ag (x, dx) wd(x, 2).

Soit u(%, ) la solution du probléme de Cauchy (n° 1) ainsi obtenu.
Evidemment

u* (x) = u¥ (o, x).
Le théoréme 1 (n°4) et 'expression (4.6) de :[{, ] montrent que
I’application
& y)—CE Y,z ),
ouf(t, y) =s(y) +(N—1)tg(y, s,) [ne pas confondre :[...] et 2(...)],

uniformise u*(f, ) jusqu'a l'ordre n— m¥—1. Mais nous devons nous
restreindre aux valeurs de (¢, y) vérifiant £(¢, y) = o, c’est-a-dire

s@) +N—1)tg®@, s)=o.

Nous le ferons en prenant
N =1, yeSs.
Ce choix,
(28.2) N =r; c’est-a-dire : g(x, p) homogéne en p de degré 1
fait que la forme différentielle
prdx— g(x, p) dt

a pour systéme caractéristique (*") le systéme d’Hamilton (13.1), par
lequel (4.5) définit x(f, y) et p(t, y); par suite, cette forme est un
invariant différentiel de ce systéme; donc vu (4.5) [ou (13.3)] et (13.4). :

(28.3) p. dxt— g dt = ds(y),

ou .
z=zty, p=ply, g=9@ p)=9® s);

cette relation donne par différentiation (13.4).; on peut I’énoncer comme
suit :
OiLy) _ s

ox (¢,
(28.4) pi ——(f,t—y—) =9 s) D dyr  oge

Nous notons z un point qui décrit S: s(z) = o; nous prenons sur S,
comme coordonnées de z, (2%, ..., z), 1a ol 5,4(2) % o; quand x = x(t, 2)

(*) Voir E. CARTAN [3], chap. 8.
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et p=p(, z), les relations (28.3) et (28.4) deviennent donc (5.4)
et (5.5); pour toute fonction f(y),

(28.5) f0@) =) — 51()

5 @

s (z

ou f1(z) désigne la valeur en z de f.(y).

Puisque nos hypothéses : N =1, s(z) =o entrainent :({ z) =o,
c’est-a-dire [, x(f, z)] = o, le théoréme 2 et le corollaire 2.1 seront
des conséquences immédiates du théoréme 1, du corollaire 1.1 et des
deux formules suivantes :

D)  su(z) D( ..., x")
D(@y)  p 2 D@, ..., 25’

ou l'on prend, au premier membre x =z({, y), au second = = x(f, z)
et ou l'on calcule les déterminants fonctionnels avant de faire y =z;

(28.7) vy (0 2) = 03", (2),

ou v”: (%, x) est défini par (4.10) et v, (x) par (5.8).

n—nv

(28.6)

Preuve de (28.6). — Simplifions les notations en prenant L = 3.
Vu (28.4),
) : S,
D(x) D', x,x%) 1 o R . Syi| Sy1 Sy .
- | S N x»,'-t x_;-a x)-a == — 5
D@ D@.yny) po| L T Pl . Se . . Sa
Tyr XTye Ty Xys—— ——Ty1r  Tyja— — .’,II)
’ ’ ' Syt Sy

en faisant y =z et en appliquant (28.5), on obtient (28.6).

Preuve de (28.7). — Puisque v*' " (%, x) s’annule n — n" fois pour s(z) = ¢,
on a

it God) = (—m D pour s@) =z
donc
vor, (o, X) = (n—n")l%ﬁ% pour s(x) = o;

c’est-a-dire (28.7), vu (28.1) et (5.1).

29. Preuve du corollaire 2.2 (n° 5).
Faisons les hypothéses qu’énonce ce corollaire.

LemME 29.1. — K est une variété sans singularité.

Preuve. — K est le lieu des courbes bicaractéristiques issues des
covecteurs (z, s,(z)) d’origine z€ T'; leur direction en z, qui est la direction
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bicaractéristique g,, n’est pas tangente 4 T'; ce lieu K est donc une
variété sans singularité.

LemME 29.2. — K et S ont en chaque point de T un contact dont
I’ordre est strictement q.
Preuve. — Notons
K: k(x)=o0 (k=7 0)

une équation irréductible de K; notons

T: f(x)y=s@x)=o0 (f~ non paralléle a s.)
des équations de T'; soit r>.1 I’ordre du contact de K et Sle long de T :
(29.1) k@) =s@) +c@['@  (modfr),

c(xr) n’étant pas identiquement nul sur 7.
Puisque K est caractéristique, g(x, k.) = o sur K; par suite, vu (29.1) :

(29.2)  g(@s) +@+1)ef fig, @s)=o  (mod[)

sur K; donc sur S, vu (29.1); puisque le vecteur bicaractéristique g,,
qui est tangent a S, n’est ni tangent & T, ni nul, on a

[29,,7

par hypothése, la restriction ¢(z, s,(2)) (z€S) de ¢g(y, s,) & S s’annule
exactement ¢ fois sur T; donc, puisque (29.2) vaut pour x€ S,

c(x)Zo0 surT; q=r.

LeMME 29.3. — Soit u*(x) la solution du probléme de Cauchy (n° 1),
Z étant réduit a un point; u*(x) est une fonction algébroide, se ramifiant
sur K.

Preuve. — Vu le corollaire 2.1, il suffit de prouver l’absurdité de
I'hypothése suivante : S possede un point exceptionnel a. Vu la défi-
nition des points exceptionnels (n° 2), cette hypothese a les conséquences
suivantes : aeT; si, en a, le vecteur bicaractéristique ¢,(a, s, (a)) n’est
pas nul, alors K(a) et S se touchent le long d’une courbe, qui appar-
tient donc a T'; cette courbe passe par a, o son vecteur tangent est le
vecteur bicaractéristique g¢(a, s,(a)). Ce vecteur est donc nul ou tangent
a T, contrairement aux hypotheses du corollaire 2.2.

LeMME 29.4. — q -1 tours de x autour de K transforment en elle-
méme chaque détermination de u*(x).
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Preuve. — Faisons parcourir & r une courbe fermée v de S—7T,
faisant dans S— T un tour autour de 7. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Kowalewski (th. 2, 1°), u*(x) est holomorphe, donc uniforme, le long de ~.

Quand x parcourt 7y, alors s(xr) =o, argf(x) croit de 2, donc,
vu (29.1) ou r=gq, argk(x) croit de am(q-+1); v fait donc
dans X — K, q +1 tours autour de K.

Le lemme est donc vrai le long d’une courbe particuliére, voisine
de K; il est donc vrai, par prolongement analytique.

LemME 29.5. — On a
ut (z) = H (k@) ", 2)
H(t, x) étant holomorphe.
Preuve. — Supposons k,.7 o; les lemmes 29.3 et 29.4 montrent que,
ur(x) = H(k(x)'/4+9, 22, ..., x),

H(, x*, ..., 2" étant une fonction holomorphe (donc uniforme) et
bornée de (f, x%, ..., %) pour ¢ petit, mais = o; vu un théoréme
classique (*'), H(t, 2*, ..., ") est nécessairement holomorphe pour { = o.

Le corollaire 2.2 résulte des lemmes 29.1, 29.2, 29.5 et du
corollaire 2.1.

CHAPITRE 4.

Uniformisation portant sur L parameétres.

Ce chapitre 4 établit ce qu’affirme le n° 6, dont il emploie les notations;
ces notations modifient aussi peu que possible les équations différentielles
définissant I'application uniformisante, ce qui oblige a changer, dans le

_probleme de Cauchy étudié, le nom de la variable indépendante.

30. Un changement de notations.

I’expression (4.6) de Z[{, ] montre que le théoréme 1, 20 (n° 4) peut
s’énoncer comme suit :

THEOREME 1.2 bis. — L’application
& y)—CE Y, 2@ y),

oui(t, y) =s(y) +(N —r1) tg(y, s,) (ne pas confondre z(...) avec Z[...]),
uniformise u®(%, ) jusqu’a l'ordre n— m¥—r1.

(") Voir BocHMER-MARTIN, [2], chap. 8, § 9, th. 5, p. 173; Oscoop [12], chap. III, § 4.
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Remplacons, dans le n° 4, les notations

G Z, Y, S(x)’ ps t
par

— 0 Cis ooy EL )y (Brs ey 2, X), Y He o205 (@ oy TE Ny, D), T

les théorémes 1.19, 1.2 bis et la formule (4.8), que le n° 31 va employer,
deviennent :

LemMme 30.

1° En chaque point non caractéristique le probléme de Cauchy (6.1)
posséde une solution et une seule u® (%, y) qui soit holomorphe.

20 Définissons y(z, &1, ..., 5z, ) et (s, &1y ..., £z, ) par le probléme
de Cauchy ordinaire :

dy* dn, .
(30 I) { _(%-_ = g‘ﬁ)(y’ Tl); -d—z_)* :——-—g)./,(y’ 7)) () =102, ..., L),
y)‘(O, Ei’ e EL’ x) = x)\9 TI‘A(Os El, ey EL, 1:) = 1).,

ol 7 est voisin de o; définissons :(z, &, ..., &1, ) par

7 L
E_Lx ’

0.y {0550 = e
L;‘A(T, Zlsy o9 CLs y) =2k

u* (%, y) est uniformisé jusqu’a I'ordre n — m»—1 par I’application

(30.3) ('.', ;;], ceey .’:_L, x)*'} (E(T, E|, “ e ey E_[,’ x)’ y(T, E.I, ey E.L’ x)),

30 Le premier terme u** du développement asymptotique est donné par
les formules suivantes, o §y =y, &1y oy 52, )y 0 =1(T, Eiy «+ oy 21y X) ¢

(30.4). pour j<n—m*, up"( Y) = o (mod {, donc mod {1—""~7);

Sno e — (—I)”#_nv B(Tl}) G* e 2\ s
(30'4)-’ un—m«*(‘-’ y) - g(y, Yl) D(y) V(y’ n; x, a) vn— nv(a’ x)

(mod ¢).

Rappelons que
. Ve o, O .
v, x) =" (¢, x) — au<x, (E) w¢(Z, x),

060 =(— g Jv6 2.

D@ _ /D). D@ _DEE:L )

D) = /D @’ D=~ D@ T et £ étant fixes.
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Preuve. — Ce lemme est immédiat, 4 I'exception de (30.4).; notre
changement de notations transforme (4.8) en ceci :
u%, ”mx(“ y)
(_I)m —n’ \/D(x) " . L L - .
(1', : D(y) G (y’ n; X, 9) vn nv C,'x‘_ LT Sy ey SLy .'13)
(mod 7);
or, vu (30.1),

g(x, 2) =gy, n)
et, vu (30.2),,

;x ”)1 (-’lxl "_:.Lxlla :';ls "-9EL’ x)
—'Un—nv(ao_i_(N—I)Tg’ E,Ia ey zL, x)—«l),’l nm( x) (modrg),
puisque v”" (%, ) est holomorphe; d’ou (30.4)..

31. Preuve du théoréme 3 (n° 6).

Le 10 du théoréme 3 est identique au 1° du lemme 30.

Posons
t=—r;

le probléme de Cauchy ordinaire (6.2) définit une application
(31 M I) (i’ 1y y)—>(z', El (t’ s y)’ MR xL(t’ T y))’ Ou n =(Y)1, “ ey YIL)’
ayant les deux propriétés suivantes :

(31.1) est un homéomorphisme analytique, puisque c’est l'identité
pour { = o; en composant (31.1) et (30.3), on obtient ’application

(31.2) 0, y) > GEE Y, Y),
ou
(B1.3) i, 1, 1)
=N—1)g(, ) —L 0P 0, Y) —— 2 0 YT 0, Y);

en effet le probléme (6.2) définit un groupe de transformations de para-
metre { :

()= G, 2, 1), -. .5 22, 0, )));

le probleme (30.1) définit le méme groupe, le paramétre étant noté =
et 'on prend {+ 7 =o.

Le 2° du lemme 30 peut donc s’énoncer ainsi : l'application (31.2)
uniformise u*(z, y) jusqu’a l'ordre n—m¥—1i. Or cette application
uniformisante (31.2) est celle que définit (6.2), vu (6.6) et (6.7); voici
donc établi le 20 du théoréme 3, car les propriétés de K résultent immé-

diatement de (6.g), ol ((’)) # o0, puisque DEE)) 1 pour {=o.

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 3. 22
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Le 3¢ du théoréme 3 résulte immédiatement de (30.4) et de la formule
suivante, que prouvera le n° 32 :

D@, ...,y  DCi, ..., %)
(31.4) D@, .., 25~ Dl ..o n1)

oill, au premier membre,

(31.5) gr=y " by oy Dis ), Ty Ziy ..., o SODG fixes;
au second membre,

(31.6) L==o( ny), 1 ysont fixes;

enfin
t+7=o.

32. Preuve de (31.4).

Puisque les problemes (6.2) et (30.1) définissent le méme groupe de
transformation, la relation {4 v = o montre que (31.5) équivaut a

x‘l\ =" (t’ n, y);

donc, si 'on prend pour variables indépendantes (¢, n, y) et si I'on note
E=%:(t n, y), x=1z({, n, y), alors le premier membre de (31.4) s’écrit

D' o ¥h i i) _ DG i) [D@ @Dy )
D@, ..., 255, i) Dl i) DY - yh n, s nr)

(31.4) résulte donc de la relation

D, ...,2% %8, ..., k)

(32'1) D(yla ey HL, My oees Y)I‘) B

1 pour ¢ fixe,

dont voici la preuve.
Pour dt = o, (6.8) donne par différentiation :

L L
N do \der =Y, dm A dy';
1=t r=1
en élevant a la puissance L, on obtient
de' N\ NdEENdE N Ndip=dy A N\ dyEN day ). ) dag,
c’est-a-dire (32.1).

Voici achevée la preuve du théoréme 3.
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33. Preuve de 'exemple 3.1.

Nous pourrions déduire I'exemple 3.1 (n° 6) de I’exemple 1.1 (n° 4)
en faisant le changement de notations du n° 30, puis le raisonnement
par lequel le n° 31 déduit le théoréme 3 du théoréme 1.

Mais cet exemple 3.1 est une conséquence évidente du théoréme 3
et de la généralisation suivante du lemme 11 :

Lemme 33. — Soient u(z y), 2 ny) et uoz=uCw, » y),y),
£(t, m, y) étant défini par le probléme de Cauchy ordinaire (6.2). Soit

. .0 0 , cpe s e . 0 0
q <;, y; 075’ @ > un opé€rateur différentiel linéaire, homogéne en < ‘I ' o >

d’ordre r; on a
0 N e ) 9 .
6.0 |a(z0 5 ) uew|i=Fe(tay 5 g )@,
j=0

g/ étant un opérateur différentiel d’ordre-——j, a coefficients fonctions
holomorphes de (¢, v, y). En particulier :

(33.2) gty =(—1aGy; 12 mn)

ou
Z=5(t, 1, y) et ZL‘Z.I([, 1, y)s

Preuve pour r = o. — (C’est évident.
Preuve quand g = 8% - — Par définition
33.3) Uy, =—1.
Preuve quand g = (% (=1, ..., L). — La formule de dérivation
d’une fonction composée donne, pour p. =1, ..., L :
L
(33.4) (Tf);(u o) = di)%u, zok [c’est—é—dire ZE) (;);; (uze -)] ;
DGy - i) X

puisque =1 pour { = o, on peut résoudre ce systéme par

D(nyy ... 1)
rapport a uz, of(h=1, ..., L), pour { voisin de o; vu (33.3), on obtient,
en accord avec (33.1) :

; . d .
(33.5) U or= g;(t’ ) H|°;—i—g;\<l, , Y3 %) (uo?).
D’aprés (6.8), on a pour =, ..., L:
L
ddT; .r=o0 [c’est-é-dire Z)d,,;o + 2 g;)' T = 0];
" W N [

A=1
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dans la solution (33.5) de (33.4), on a donc, en accord avec (33.2) :
(33.6) gy =—x*,

Preuve quand g = d%’ — La formule de dérivation d’une fonction

composée donne

J\ X

9

d . .
d_yz(u°?;)=u)’7~°&+d - 11z o

en portant dans cette relation les expressions (33.3), (33.5), (33.6)
de u:o%, on obtient

I dé
u),)k og = d—yl

or (6.8) donne

>+z?m4uw,)ww

dyil‘ X = Ny
donc
33 fm—muei g (fomys 20 % ) (o)
( '7) u)_xO;——— “~u1°~’:+gl7~) s N Y5 dn’ dy z)e
Preuve quand r > 1. — 1l suffit de prouver que le lemme s’applique a

d 0\ < Jd 0\ o etd F— A
8595 520 dy) 8\5¥: 520 oy ) 3%, 8=8 5
sachant qu’il s’applique a g, d’ordre r.

Cas ot § —~gd, -— On a, vu (33.4) :

adu \ P ,ﬂ . .i ) ()ur_].c)t _____V ) .
(Q@)OQ—ZQI<(L n’yy d'f), —d_‘{]>< Zo 5>_ Q-gl(u"+1_/ ).
Jj=0 /

g vérifie donc (33.1);

o/ =—g/;
d° vérifie donc (33.2).

Casoi § =g P—, 7.>o0. — On a, vu (33.5) et (33.6),

0 Jd 0 ou,_
<gd—u7> E= ?g(t Y g dy>< 75 —=Lo c)
j=

=—ZWW@mw@wwm+ZWde%k
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g vérifie donc (33.1).
§...=—g/[z"...]+¢" " [s5...];
donc
P=—g'z=(—1)""g¢ y; 1, T, 1)
g vérifie donc (33.2).

Cas ot § =g 5—= J_ — De méme, on a, vu (33.7),
J 7

Y
(o 98). b B s+ X0 0h o2l
j
g’ ——ﬂﬂm o o T [ AP
i =(—I)’“qm
g vérifie donc (33.1) et (33.2).
Voila achevée la preuve du lemme.
34. Preuve du corollaire 3.2.

Le changement de variables du n° 30, complété par © =—{, transforme
I’exemple 1.2 en la relation suivante, compte tenu de (6.6) et (31.4) :

ot a5 5 5 ) uG )

— g y; %, v)) D(m) o
s 9@y, ) D(r Gy, n;x,5) v

' J
—t[(l—n)g(i, y; x, P)g + QX”(')T;“
0
+ 8,5 o +Grxt9 ] v (mod #?),
oul=o,1,...,L; =1, .., Lyvt=v"(—5x' —...— 725 %1, o0, 21, )5
apreés avoir effectué les dérivations, on fait
=t n, Y), z=z({, n y), x=(1, 2, ...,2"),
et dans le coefficient de ¢ :
L=, x=(1,93%, ..., y").
D’aprés (6.7) :
Lh=Mm—1)tg(y, n) —Lx'—...— %2k

si 'on prend
P = p" (i’ x>’

I'expression précédente de au se simplifie donc et devient celle qu’énonce
le corollaire 3.2.
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CHAPITRE 5.

Interprétation mécanique du premier terme
du développement asymptotique.

Ce chapitre 5 prouve le théoréme 4 : il montre que (5.7)
implique (7.2), (7.3).

35. Introduction de k() dans l'expression du premier terme
du développement asymptotique.

Nous faisons les hypothéses du théoréme 2 et I’hypothése que les
points caractéristiques de S sont réguliers : ils vérifient (5.9). Nous
notons

9() =9z 5,(2),  z€S;
(5.9) s’écrit donc

9,2 $:(2)) 9.(2) Z o; ce qui implique ¢.(2) Z o.

Le corollaire 2.2 s’applique donc avec ¢ =1 : T est une sous-multi-
plicité de S, d’équation g¢(z) =o; K est une multiplicité, d’équa-
tion k(zx) = o.

Vu le théoréme 2 20, (5.1), (5.3) et (5.4), z (¢, z) décrit K quand z
décrit T, t variant arbitrairement; k.. est paralléle a p (¢, z) pourx = z(t, z);
donc, vu (5.4), dk(x) = o pour x ==z ({, z). Donc k(x({, z)) s’annule
deux fois pour {=o0 : on a

k(z(t, 2)) =[9@FH( 2),

D(,z, ...,2" .

H(t, z) étant holomorphe : d’ou, en appliquant a cette

D, =z, ..., zY
relation :
D), 2, 2 _ ) D@, .2 .
Dl DG . ) (mod ¢°);

en multipliant par g et employant (5.6), on obtient

U@ 2 .2 k. D@, ..., a"
2 D(t’ zzs ey ZL) =9 Pt D(Z"), ey Z[’)

En multipliant cette relation par (5.7) élevé au carré, nous éliminons g(z)

(mod. ¢*)

D@, ...,z i
° D(z, ..., 7% de (5.7); il vient
D(g@), a* ..., T o,

ok D(t, 2'3’ ey ZL) (all )

! v,n

k
=50 [a(x p) Gi(x, p; 2 5. () 0,27 [mod g (3],

pour x =z, z), p=p & 2).
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Vu les définitions (3.6) et (3.7) de J et G (x, p; y, ¢), la relation
précédente donne :

LemMmE 35. — Définissons sur K la fonction
s ~_a<x, gg—c\/uu(x)
35. . ) =\Vk(t) —————F—
( 1) X( ) \/ ( )g(x, p) h*"(ﬁl‘, p)’
ou z=ux(l, 2), p=p( 2), zeT;

cette fonction est indépendante de a et de p;

[x@] * D(y@), 2, ..., z"
(35.2) PO UTF k. DG, 2 o, 2D

est constanie de long des bicaractéristiques engendrant K, a condition
qu’'on ait, le long de ces bicaractéristiques

dx dp dJ

(35.3) 7, @ p) = 9. (x, p) =—W

y § = 0.

Note. — D’aprés 'exemple 2.1 (n° 5), k [a u*]* est une fonction continue
sur K.

36. L’'introduction d’une forme différentielle extérieure va nous

D(g(z), x>, ..., z%)

permettre d’éliminer D, z, ..., 7"

du lemme précédent.

LemMmE 36.1. — Pour x = z({, 2), p = p(, 2), z€T, on a (**) :

L

. Y
(36.71) N (1) gp @ p)dat AL N\ dEN LA daE

=1

pudx’

_ 1 D@,z ..., b d2? N\ ...\ dZt
T p Dz, ..., 2 9.:(2);

rappelons que nous employons (2%, ..., zf) comme coordonnées sur S
en supposant s,.(z) 7 o; nous supposerons ¢.:(z) = o et emploierons
sur T les coordonnées (2% ..., z%).

(*®) ~ supprime le terme qu’il coiffe.
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Nore 36. — Le premier membre de (36.1) est une forme différentielle,
qui est indépendante du choix des coordonnées et dont voici une expres-
sion plus explicite :

: A\
\ (—1) g, de* A ... Ndah A dat

pd—i

Preuve. — Pour z€T, z+dzeS et { quelconque, donc z(¢, z) e K,
considérons la forme différentielle

L

(36.2) 7(x)= Z(—I)'-ig,, (x, p)dz A .. NN A dats

) —o
le systeme associé (*') a cette forme est
g,,ldx’— g,,ldx"\: o Gri=2,...,L)
or, sur K,
pdtt=o, pigp,=o0 et  piFEo car s.(2)= o

ce systéme est donc

de' _ dz* dz”
9o 9 90,
c’est-a-dire
dz = o;
par suite :
(36.3) r@=F({ 2) W [mod dg (9],

F(t, z) étant une fonction holomorphe que nous allons calculer.
La différentiation de (5.4) et (5.3) donnent

dpy N\ det=dg N df, ou g=g(2) =g(, p);

multiplions cette relation par p,m en employant au premier membre
I'expression (36.2) de 7 et au second membre I'expression (36.3); il vient

S N
36.4) D (—1)tg dp Adz AL \dTA . de

r=t1

L
—N g dp Ad ..\ dxt=—pi F(t, 2)dt A dz )\ ...\ det
A=1

(*%) Voir E. CARTAN [3], chap. 8 ou [4].
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Puisqu’il y a L différentielles indépendantes (df, dz?, ..., dz’), les formes
différentielles

N
de' )\ ...\ dx*, dp, Ndx' N\ ... Ndx AL A de (=r1,...,L)

sont proportionnelles aux mineurs a L lignes et L colonnes de la matrice
a L lignes et L 41 colonnes :

dp, dx! oxt
_()T W DEPEY —D‘t—
dp, Jz! oxt
d—z‘z '0_22 DY d—zl
dp, Jdz! dzt
d9zE 0zZ* dzt

on a donc
L
()p L 1 L N n dx‘l\ 1 /\’/\ L
op WAL N de +~Z(_1) S Adr AL A dat AL det= o,
h=1

c’est-a-dire, vu la définition (5.1), (5.2) de x(¢, z) et p(¢, 2) :

L

. ; N
gudx' N\ ...\ dxl‘—l-Z‘(——*I)"" g dpy Ndxt N\ N dxh NN drt = o;

cette relation montre que (36.4) peut s’écrire
godx' A\ ... N dxt+g, dpt Ndx )\ ... Ndxt=p F(t,z)dt \dz )\ ... \dz,
c’est-a-dire

dg Nde? )\ ... \Ndet=p F(, z)dt \ dz> A ...\ dz*,

c’est-a-dire

o0 py= g DY)

pour zeT.

Le lemme 36.1 résulte de la note 36 et des relations (36.2), (36.3)
et (36.5).

Ce lemme 36.1 et le parallélisme de k. et p ont pour conséquence
évidente le

LemME 36.2. — La condition (35.2) équivaut a la suivante : la forme
différentielle

' Z(—I)"'\—'g,,x (x, pydz' \ ... A\ t/Ix\’ Ao\ dat
0(z) Z@)]
@) dk(x)
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oux=2x(z), p=p(, z), zeT, est une forme différentielle invariante
des bicaractéristiques engendrant K.

37. Choix de g¢.

Le théoreme 2 suppose g(x, p) homogéne en p, de degré N =1.

- Mais, vu le no 20, si nous multiplions h*(z, p) par f(z, p) et g(, p)
par f(z, p)f(x, p), alors, & des facteurs constants sur les bicaractéris-

tiques, J(z, p) est multiplié par Vi(z, p)/f(x. p), ¢,/[J]* par [f @.p)]*;

il suffit donc de multiplier y(x) par 1/f(x, p) pour que les lemmes 35
et 36.2 restent vrais.

Les lemmes 35 et 36.2 valent donc quand ¢(z, p) est une fonction
caractéristique, homogéne en p de degré N quelconque.

38. Choix de k, au moyen de I'équation de Jacobi.

Supposons h*(x, p) homogéne en p de degré (*") m* : g(z, p) h*(z, p)
est donc homogéne en p de degré n. Les lemmes 35 et 36.2 peuvent
s’énoncer comme suit, en modifiant la définition de . Définissons sur K,

, )
al, ut (x)
(38.1) x(x)—wk(x)g(g kffhz(x, k.’

D =1yt @ k) dz AL A & Y -
(38.2) @ [z@] - ®

est une forme différentielle invariante des bicaractéristiques engen-
drant K : il suffit de choisir k tel qu’on ait (°'), le long de ces bicaracté-
ristiques :

(38.3) k./pJ" = Cte, ou r=

-2
on+1—N.
Or, d’aprés (35.3),
dz d(pJ")
0, p) g F1pj (@, p) I

puisque g(z, p) et j(z, p) sont homogénes en p de degrés N et N —r,
la condition (38. 3) signifie donc que, le long des bicaractéristiques engen-
drant K :

(38.4)

de. dk. .
9@ k)o@, ka) +rkej(®, k)

(°°) En accord avec les relations (n°s 1 et 3) : h*g. = o, degré (9°) = n” — m>.
(®) Jr est la puissance rieme de J.
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Ces équations (38.4), out k = o, sont celles des caractéristiques ou k = o,
de I'équation du premier ordre (7.1).

De cela, de (38.1), de (38.2) et de I'exemple 2.1 (n° 5) résulte le théo-
réme 4 (n° 7).

CHAPITRE 6.
Les ondes asymptotiques et approchées
qui justifient l'optique géométrique.

Ce chapitre prouve les résultats qu’énonce le n° 8; il en emploie les
notations.

39. Justification de la définition (8.3) des ondes asymptotiques.

Cette justification emploie un

COMPLEMENT AU LEMME 11. — On a, avec les notations de ce lemme 11,

39.0) o[ 5 )(w»—)(——x)f o(e 550 Gy g ) et | o5

Preuve. — On emploie la méme récurrence que pour prouver ce
lemme 11. La formule (39.1) est évidemment vraie pour r =oetr =1.
I1 suffit donc de prouver qu’elle s’applique a

ale 90— 9\ 9
9(’”’%)_9 T oz ) oxt’

en la supposant valable pour g.
Or, d’apres (11.1), :

5 (o0 g5 ) o) =@ g ) [ gaiot 50 G o

done, puisque (39.1) s’applique a g :

JEPAICES \“(—o—/[ et o

j=0

+ 2 @ Cartta )] o

/:4D

la formule (39.1) s’applique donc & § en définissant §/ par (11.5), c’est-
a-dire comme le fait le lemme 11.
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Introduisons les notations du n° 8 : Z(x) est remplacé par »o(x);
9’u(, x)

—7 1 ‘est plus noté (——1)/u,, mais u;. Il vient :

LemME 39. — Soit g<x, 5‘;) un opérateur différentiel, homogene

0
en —, d’ordre r; on a
ox

3.2 g(@ g ) lwo@)] =ﬁw"—f | o(2 g5 Jtor | 209
=

ol g/ ( , ()%c > est un opérateur différentiel, d’ordre —j, dont les coeffi-
09 di+loy
oz’ g
holomorphes de x. En particulier :

cients sont des polyndomes de y a coeflicients fonctions

(39.3)  g'=g(@ 92), g'=9,(® CP:L)_+ 2 95,0, Oat

Ce lemme établit (8.3) et justifie donc la définition (8.4) des ondes
asymplotiques.

Etablissons la propriété suivante, qu’énonce le no 8 :

LEMME. — ()—uid(—z—’-@ est onde asymptotique quand u®(w», x) lest.
Preuve. — Vu (8.2), on a
duu(gz:, x) 2&),,#_,»?1-‘;,,0 )
si I’'on note -

a-r (s x) = Lufy) @ 2) + (m—r) u-", 1);

d’ol, pour j—met—n—m¥* :

J
~um— ) " Wy 12— 1
U(n nLP—/) <C:d; l” - U(n — _/)’
s

puisque les u*™—/ vérifient (8.4), les &i*™ ~/ vérifient aussi (8.4), ce qui
prouve le lemme.

40. Calcul de 'onde asymptotique par quadratures le long des
bicaractéristiques engendrant la phase.

Exprimons que

@
3\ o
C—ry,r
D o gy o (w9)

r=o0
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est onde asympiotique quel que soit n; vu (8.4), il s’agit de résoudre le
systéme

(40.1) 2 ay <x, d—x> ué‘""’;’ NG =o0 quels que soient v, m et n;
W,/
le lemme 39 permet d’expliciter comme suit ce systéme :

"9, 92) H(n ,,ﬁ>(-~ x)

+ <gw> Jz- +3 gw) p, Dact + g’ﬁ) u(p:ilm )

—I-E a, <x, —)u(n i _/)

ol j<Zm et < n’'—m,

(10. 2)

D’ou, pour m = o :
(403) u(x’ (PT) u(n-—m )= ©-

Supposons u’7 non identiquement nul, donc (en remplacant si néces-
saire r par r — Cte) uf;? non identiquement nul; (40.3) montre que la
phase o(x) vérifie I’équation caractéristique (8.6) :

g ) = o.
Introduisons le vecteur h que définit (3.4); de (40.2) résulte donc
0.6, o) Nay (x5 atd G0 —o;
i>1
définissons v};”,, par (8.9); nous avons donc
b (@, 9.) V", G T) =0 quels que soient m et n,
tandis que (40.2) s’écrit
95 @, ) uls" i Go @) = 0370 G2

Il est donc possible de trouver des U™ ., vérifiant (8.10) et de
mettre (40.2) sous la forme

10.5)  ulilm G 1) = UL" 0 G 2) + ke (z, 92) U,y G 2).

Mais nous avons dil supposer (40.4),, vérifié par u™’, ..., u»"—!, quel
que soit n; nous devons donc écrire que u*°, ..., u?>" vérifient (40.4)11;
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faisons-le, en remplacant u(u,;"fm-,) par son expression (40.5) et n parn +1;
il vient, vu (39.3) :

v d I ,\,_ W, m
(40'6) I)V [g{.tp)\%)—\ + o g;/’lp)\qu‘r)\ + q p,J [U(n. m) + h* Uzlllt)_l

v/ ;Lm+1—/
+I) Za /u(n+1 mé ~/)_ O.

j>2

Or le n° 41 établira I'identité que voici : quel que soit F'(%, ),

40.7) B, ) lg;ﬁ(x, B0 gt 03| ) PG )
=[ Pldx/ + gpp W(Pg)p”x]F +J(.’L', (?')F'

Cette identité transforme (40 6) en la relation suivante, qui emploie
la définition (8.11) de V"™

(— u)
@0.8) |9+ 10, 0t s
= b" (x’ CP) Vq,nmn )(2.9 .’t)

Résumons le n° 16 :

2p(x) (P g)l'Ag; J U(]Ill) +jUzI:lL)

LemMmE 40. — Etant donnés ay, puis ¢(x) vérifiant (8.6), et ayant
choisi uf;)(, x), ..., ulzr G, x) pour m>o et n quelconque, on
définit v,™ ) par (8 9) on choisit U™ ., vérifiant (8.10), on définit V3™

(n—nv (n —m? (n—nv
par (8.11); en écrivant alors (40.5) et (40.8), on obtient les conditions
que doit vérifier ul?" ..

Vu (40.7) up>™ ., est indépendant du choix de U™

(n—mé (n—m*

NotE 40.1. — Ce qui préceéde s’adapte aisément au cas ou I'on réalise
I’hypothése (3.3) en employant la note 2.1.

41. Preuve de l'identité (40.7).
Il s’agit de prouver les deux relations suivantes : on a

@1.1) bygy, h* = g,,
; ., 9 L . .
(41.2) j=Dhby gw;lw + > g‘uplp)‘Clel,x +g M
I I
29, Pt 2_P (0 g)/”/\ ah

quand on substitue(z, ¢.) aux arguments (z, p) de b, g, g, j; on suppose
que ¢(x) vérifie 'équation g(z, 9.) = o.
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(41.1) résulte de (3.4):.

(41.2) résulte immédiatement de la relation (18.5), qui suppose
24 9@, t) = o : il suffit d’y faire :[{, ] = ¢(x); g devient identi-

o
v

quement nul; rappelons queg désigne une fonction holomorphe;

le premier terme du second membre de (18.5) s’annule donc.

42. L’intégration de (40.8) va expliciter I'’expression que le lemme 40
donne de I'onde asymptotique.

Dans ce lemme, substituons & x la fonction x(¢, y) que le n° 8 emploie

pour construire ¢(x); notons dt la dérivée en ¢ des fonctions de (f, y)

d
ainsi obtenues; il vient

1 dp(x)

20

[ + - g/} s, +‘;g x%+ JU\’,'L)—I—]UZ’,LI)_[) V(InmnJ

Des calculs analogues a ¢eux du n° 22 transforment cette équation en
I’équation qui suppose (8.8) vérifiée :

k@, p) U2k, o ) = f Vgg; Gi (., ps & B) Vit G )l

DO coix pe S
\/D(x) GL@, p; s QW0 G Y)s

ot w”™,, est une fonction arbitraire de (Z, y).’

n—nv

En portant cette formule dans (40.5), on obtient (8.12).

Voici achevée la preuve du théoréme 5, c’est-a-dire le calcul des ondes
asymptotiques.

43. Des ondes approchées vont étre construites au moyen des
lemmes suivants, qui résultent du théoréme 5 (n° 8).

Dans ces lemmes, nous employons les hypothéses et notations de ce
théoréme 5;
43.1) wi=o pour r>o;
(43.2) m = inf m¥, n =supn’;
le méme symbole © désigne divers opérateurs intégrodifférentiels portant
sur la variable x : ils ne contiennent ni Z, ni différentiation, ni inté-

gration en Z; leur ordre est 'ordre maximum des dérivations en z qu’ils
contiennent.
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LemMmE 43.1. — On a
u,m , D -
(,1__,,,.*) (w’ x) - (9!* "w (,nO—nV—m) (C.’ x)’

ou
ordre (Of™) = am.

Preuve. — Le théoréme 5 donne
vy m (99' m uTE sm—r ( @LL;III v, m -
(n—m*) - (n—m™—r)\Ss x) + v w(n—n'«) (-.’ "ll),
v

ol
r=r1,2,...,Mm; ordre O%'=r 4 1; ordre O = o;

. ' 1 A
sl m= 0,2‘ disparait.
T r

D’ou, par une récurrence évidente sur m :

(43.3) ufy” e G ) = 2‘9“”"w‘$l’f;/_,)(c, 2),

ot j=o,1,...,m et o lordre f(m,j) de OF " vérifie
f(m, o) =o, f(mj)=sup[r+x+fm—rj—n] (=102
f(m,j) vaut donc

(43.4) f(m, j) = 2j.

D’aprés (43.1), on doit prendre j = m dans (43.3) et (43.4) : on obtient
le lemme.

LemmeE 43.2. — Si l'opérateur a<x, —()—> est d’ordre n — m¥*, alors

oz
HI.—O—E—III.
. m r
¢ <x’dx> 24 R ) Z X o[ i ] e 9,
r=0 r—o
ou
ordre O»" = or.
Preuve. — D’aprés le lemme 39,

2(:)"’%_"119"” o ((J‘)(P) =Z w;‘f—r[a/ (x, %) u(lt_l’:m‘*—/')J ° ((,)(P),

1 =0 5Lr

ol r=o,...,m; j=o,...,n—m*; ordre o/=j. Le lemme 43.1
achéve la preuve.
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La construction d’ondes approchées résultera de ce que le lemme

précédent peut étre précisé par le suivant, o m>r :

LemmE 43.3. — Si lopérateur b(x, C%) est d’ordre n—n”, alors

J v J \ mt—r ro
b<x, 55}>(1u <IL‘, 51‘:> [ 2 4] u™ ((’J(P)
r=0o

m—+n—n

= 2 E (1)7; —r [(9::1, wa;TO_ nv _,.)] o (m(:)),

vV o r=m+1

ou
ordre O = ar,

Preuve. — D’aprés (8.3) :

\ 9 m - ‘
(43 . 5) 2 aé<x, d—x> [ E " =T o (OJ(P)J
P.

r=0

= zwnv‘i—p[ay,‘(’x i)ul(l-,r . .)1o(g)@)
"w ’ v—m*—, ’
. A dx/ nv—m )
W fy
o p=1,..., M; j=o0,...,n"—m¥; r=o0, ..., m; ordre ai’[:'.

Mais, par hypothese, Zm"“‘*"u(';ﬁ"' o(wy) est onde asymptotique quel
r=o0

que soit n; autrement dit, (40. 1) est vérifié; au second membre de (43.5),

le coefficient de w* =/~ est donc nul pour j +r<m.

En appliquant & (43.5) Yopérateur b(x, (% > et le lemme 39, il

vient donc
m -
b e [ 20 o (09) ] = Y o [But ) o 9),
w _r=0 - Wofs 1"
o p=1,...,M;o=Zj=n—m*;0=r=m;m<j+r;ordre by/=j.

Le lemme 43.1 acheve la preuve.

Preuve du corollaire 5 (n® 8). — Vu la définition des ondes approchées

m

(n° 8) et les deux lemmes précédents, pour queZm’““—"uwo (»9) soit

=0
onde approchée, il suffit que les '

orw ) G )

BULL. 80C. MATH. — T. 92, FASC. 3. 23
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et leurs dérivées en x d’ordres —<or(r =o, 1, ..., m +n—m) soient
. RA0 . (e . N

petits par rapport aux w~'w;_,,_ (5, ¥) et leurs dérivées en x d’ordres

~or(r=o,1,...,m +n-—m); on ne donne a : que les valeurs prises

par wo(x). Le corollaire 5 donne & cette condition suffisante une forme
un peu plus sommaire.

CHAPITRE 7.

Particules associées & certaines ondes approchées.

Ce chapitre déduit de I’'exemple 5.3 (n° 8) la preuve du théoréme 6;
rappelons qu’il est analogue au chapitre 5, qui prouve le théoréme 4.

44, Ondes approchées.

Explicitons 'exemple 5.3 (n° 8) en employant ’expression (8.14)
de @™, la définition (3.7) de G% et la définition (3.6) de J; il vient
immédiatement :

LemMmE 44. — Soit
(44.1) ut (0, @) = ({0)" ht(z, 92) 1 () €F);
imposons a y(x) d’étre indépendant de ©, de w et tel que

[x@)]* D(x)

44 .2 0 (X) o ias ek

(-2 "OL@F D@
soit constant le long des bicaractéristiques engendrant ¢ (z); imposons

a J(x) de vérifier, le long de ces bicaractéristiques :

dx dp dJ
— = — = — .’II, = 0, = Qua].
L@n - w@n  jmps  IEP=cip=el

Alors, quand » est grand, u¥(w, x) est une onde approchée.

(44.3)

45. L’introduction d’une forme différentielle extérieure va nous

permettre d’éliminer Dg ;du lemme précédent.
LeMME 45.1. — On a la relation, o x = (¢, y) et o 'on prend y€ S
aprés avoir calculé = D@,
d D@y’

; 2\
Z(—I)'f“ 9p, (@ 9z)dx' \o. Ndxh AL\ dat
%

_ D@ 1o, .

=Dy I W ) s gt A dy”
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Preuve. — Pour x = x (1, z) et z€ S, le systéme associé (*2) a la forme
différentielle

| ) AN
2‘(—1)'\"‘ 9p, (@, @) dx' N\ LA e A\ ...\ dx,,

est
gﬂ _ . dxl,

g/’l T ?’l:
c’est-a-dire, vu la définition de x(f, z) (n° 8) :
dz?= ... =dzF=o;

il existe donc une fonction F({, z) telle que

. AN
(45.1) N (1) g, (@ 9 dxt AL AT AL LA dat
IR
. dzz )\ ...\ dz"
PG
Pour calculer cette fonction F, faisons df = o; (45.1) s’écrit

N D@, ...,2, ..., z"
Z(—I)Lg"l @, %) ( D(z2, ..., 2 = B2

- r .
s.(2)’
¥

I

d’oli, puisque _dx"(g, ?)

= ¢, 'expression suivante de F :
D@, ..., 2%
Fa=s.0p02 ..
Introduisons maintenant x(¢, y), y n’étant pas nécessairement sur S;
on a, puisque s(z) = o définit z'en fonction de 2%, ..., z":
Jzt,z) _ dz(t,y) S dx(ty)

Jz» Jay” s, oy

3

quand y=z (=2, ..., L);

on effectue les dérivations en y avant de faire y = z.
L’expression précédente de F s’écrit donc

a . D', ...,z
45.2 Ft,y) =Y (—1)"'s. ~ :
(45.2) ®y) %( DT )
x(¢, y) est défini par le probléme ordinaire de Cauchy :
dx
(45.3) i = 9@ )z, y) =y;

(**) Voir E. CARTAN [3], chap. 8, ou [4].
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ce probléme définit un groupe, de paramétre additif ¢ :

T.:: y—>x(, y);
d’out
T ;: z—y;
vu (45.3), on a donc

dy =—g,(y, ¢y)dt  pour dx(l, y) = o.

Cela signifie que

(45.4) 090(1 y)

ox(t, y)
ot 9r, (y, Q) — 5

En portant cette expression (45.4) de 3-1; dans (45.2), on obtient

Iexpression suivante de F :

(45.5) F(t, y) =50, (4 5) 22,

D(y)

Les formules (45.1) et (45.5) prouvent le lemme 45.1.
Ce lemme 45.1 a pour conséquence évidente le

LemME 45.2. — La condition (44.2) équivaut a la suivante : la forme
différentielle

p@) {?8} }:_‘(—I)‘*—‘ 9p, (@ 92) dT A N\ @A\ dat

est une forme différentielle invariante des bicaractéristiques engen-
drant ¢(x).

46. Emploi de I'équation de Jacobi.
La condition (44.3), que doit vérifier J(x), s’écrit, puisque p = ¢, :
(46.1) 9r @ 92) Lo +j (@, 92) J = o.

Nous la réaliserons comme suit : soit : un paramétre réel tendant
vers zéro; soit 0(s, ) une fonction numérique complexe, deux fois
dérivable, vérifiant-

0(0’ x) = 9 ()
< 50 )_o,

g(x, 9) —icj(x, 0x)=o0 (mod ¢?);

et

c’est-a-dire
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en dérivant cette équation par rapport a ¢ en faisant ¢ = o et en posant

, a9
0@ =5 (0, 2),
on obtient
9 (@, 92) 0—1j (@, 92) = 0
nous satisfaisons donc (46.1) en prenant
(46.2) J(x) = eV,

Introduisons les notations du théoreme 6 en posant
=1y Y x)=0(, );

(46.2) s’écrit donc

(46.3) J (@) = limeet¥ o= —ow,

> »

Vu le lemme 45.2, les conditions (44.2) et (44.3) que le lemme 44
impose & y(r) et J(r) s’énoncent donc comme suit :

_ A
lim (@) [7@)] /0@ =Y Y (—1)=tg, do' A ... A de \ det,
> » 3

2

ou g, = ¢, (, 9.), est une forme différentielle invariante des bicarac-
téristiques engendrant ¢ (x).
Ce lemme 44 s’énonce donc comme suit, en posant

X(w» x) — )C(x) PRt (.r)—']_/(!:),x}k

ut(w, ) = (I w)’"“hu @, 9.) x(», 2) eV (0,2)

est une onde approchée quand » est grand, si

: . N
lir}nxp(x) [ (, x)]22 (—1)"" g, (@ g2)dx' Ao Nz AN dat
%

est une forme différentielle invariante des bicaractéristiques engen-
drant ¢ ().

Ce résultat équivaut au théoréme 6 : en effet u*(w, x) reste solution

approchée quand on lui ajoute une fonction tendant vers zéro, ainsi que
ses dérivées d’ordres =< n — m, quand » tend vers I'infini.
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