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UNE PROPRIÉTÉ TOPOLOGIQUE DES ESPACES ^-CONVEXES

JOSEPH LE POTIER.
(Poitiers).

Introduction.

Tous les espaces analytiques seront supposés complexes, dénombrables
à F in fini et réduits.

On connaît, depuis G. SORANI [8], le résultat suivant, qui concerne
rhomologie des variétés analytiques ^-convexes :

THÉORÈME 1. — Soit X une variété analytique complexe, de dimension
complexe n, q-conuexe. Alors Hn+i(X, Z) est de type fini dès que i > q.

Si de plus, X est q-complète, X a le type d'homotopie d'un CW-complexe
de dimension ̂  n + q. Il en résulte en particulier que

et

Hn+i(X, Z) == o pour i > q

Hn+q(X, Z) est libre.

La démonstration, qui fait appel à la théorie des points critiques des
fonctions difîérentiables de Marston Morse, ne se généralise évidemment
pas aux espaces analytiques ^-convexes. Cependant, dans le cas où
q = o, R. NARASIMHAN a montré le résultat suivant :

THÉORÈME 2 [5]. — Soit X un espace de Stein de dimension complexe n.
Alors Hn+i (X, Z) == o pour i > o, et Hn(X, Z) est sans torsion.

Nous nous proposons de généraliser le théorème 1 aux espaces analy-
tiques. Sauf pour le cas q = o (propos. 11.1), les résultats obtenus (pro-
pos. III. 2) sont très incomplets puisqu'ils ne tiennent pas compte de
la torsion.
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I. Définitions et Rappels.

Soit X un espace analytique complexe. Une fonction 9 : X -> R est
dite indéfiniment dériuable si, pour tout point xçX, il existe un voisinage
ouvert U de x, un isomorphisme T : U -> V de U sur un sous-espace
analytique d'un ouvert V de C^ et une application ^ : V—^R indéfi-
niment dérivable telle que

^ o T = Cp ] U.

Une telle fonction est dite q-convexe si on peut choisir, dans la définition
précédente, la fonction ^ telle que la forme de Levi

^^S^^w5/
ait, pour tout xç. V, n—q valeurs propres strictement positives.

Un espace analytique X est dit q-conuexe s'il existe un compact K et
une fonction cp, continue sur X et ^-convexe sur X — K , telle que, pour
tout réel c,

Xc==[xçX^(x)<c}

soit relativement compact dans X. Si on peut choisir K = 0, on dit
que X est q-complet.

Un espace analytique X est dit cohomologiquement q-convexe (resp.
cohomologiquement q-complet) si, pour tout faisceau analytique cohérent
^ sur X, on a, pour i > q,

dimcff (X, ^) < oo [resp. H^X, ̂ ) = o].

La proposition bien connue qui suit, due à A. ANDREOTTI et H. GRAUERT,
est un des principaux résultats de [1].

PROPOSITION 1.1. — Tout espace q-conuexe (resp. q-complet) est cohomo-
logiquement q-conuexe (resp. q-complet).

Dans le cas particulier où q = o, on a le résultat plus précis suivant [6] :

PROPOSITION 1.2. — Soit X un espace analytique.
(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est o-complet;
(ii) X est o-cohomologiquement complet;

(iii) X est un espace de Stein.
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est o-convexe;
(ii) X est o-cohomologiquement convexe;

(iii) X est « modification propre » d'espace de Stein par éclatement d'un
nombre fini de points.
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La dernière assertion signifie qu'il existe un morphisme propre sur-
jectif T: de X sur un espace de Stein Y, et des points î/i, ..., y / , de Y en
nombre fini tels que, pour tout ye Y — { y ^ , ..., y / c } , ^(y) soit réduit
à un point.

PROPOSITION 1.3. — Tout espace analytique de dimension complexe
n est cohomologiquement n-complet.

Ceci est un résultat dû à REIFFEN [7]. Il n'est pas évident qu'un espace
analytique X de dimension complexe n soit n-complet. C'est vrai lorsque
X est lisse; c'est encore vrai, mais déjà moins évident, lorsque l'ensemble
singulier de X est de dimension o [10].

REMARQUE 1.4. — Une variété analytique compacte de dimension n
ne peut pas être g-complète pour q < n. Ceci résulte par exemple du
principe du maximum. Ce résultat reste vrai pour les espaces (voir
Remarque III. 3).

II. Homologie des espaces o-convexes.

La proposition suivante est un complément au théorème 2.

PROPOSITION 11.1. — Soit X un espace analytique o-conuexe, de dimen-
sion complexe n. Alors Hn+i(X, Z) est de type fini dès que î> o.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.2, X est « modification
propre » d'un espace de Stein Y par éclatement d'un nombre fini de points.
Soit T: : X->Y un morphisme réalisant la modification; l'ensemble S
des points xç. X, où T:-1 n (x) ̂ - {x j-, est alors un sous-ensemble analytique
compact de X, et T == n(S) n'a qu'un nombre fini de points.

Montrons d'abord que le morphisme (X, S) -> (Y, T) induit un isomor-
phisme en homologie. On sait que X et S sont des polyèdres, par consé-
quent A. N. R. (absolute neighborhood retract). On a donc (voir [4],
chap. 27, ou encore [5])

Hk(X,S)=\imHk(X, U)

la limite projective étant prise pour U parcourant un système fondamental
de voisinages de S. Mais la projection TT étant propre, donc fermée, les
voisinages de S de la forme TT-^V), où V est un voisinage de T, forment
un système fondamental de voisinage de -S. On a donc

H,(X, S) = lim H^(X, ̂  (V)).
F voisinage de T

On a de la même façon
Hk(Y, T) = lim Hk(Y, V).

-<—
/^voisinage de T

BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 4. 21



322 J. LE POTIER.

Il suffit donc de montrer que si V est un voisinage de T, le morphisme
(X, Tr-^V^—^Y, V) induit un isomorphisme en homologie. Mais ceci
résulte du théorème d'excision, et du fait que TT induit un isomorphisme :
X—S->Y—T.

On peut toujours supposer n > o. On a la suite exacte
H,,{Y, Z)-^Hk(Y, T; Z)->Hk-.(T, Z).

On a évidement Hk-i (T, Z) = o pour k > i ; il résulte du théorème 2
que l'on a alors

Hk(Y, T; Z) == o pour k > dimc Y et k > i,
et comme n^dimcY, on obtient H/,(X, S; Z) = o dès que Jc>n.

La suite exacte d'homologie montre alors que les homomorphismes
canoniques

Hk(S,Z)^Hk(X,Z)

sont des isomorphismes pour k > n. S étant un ensemble analytique
compact, ceci démontre la proposition 11.1.

III. Homologie des espaces analytiques ^-cohomologiquement
convexes.

Soit X un espace analytique de faisceau structural c^y. On note ^i
le faisceau des Jc-formes différentielles holomorphes. Rappelons que si X
est un modèle dans un ouvert U de C7", défini par un idéal ^, on a par
définition :

^1= ̂ /dJ A ̂ -1+^ê.
Si X est quelconque, on peut définir Î2j| par recollement.
Il est évident que i"2l est un (f^-module cohérent. Comme dans le

cadre habituel, on a une différentielle d : ̂ ^ ̂ +i qui vérifie d2 = o.
On note ^x le complexe ainsi obtenu. En outre, on a une augmentation
canonique C-^t2i. En général, C->^x n'est pas une résolution de C;
de plus, si X est de dimension complexe n, on peut avoir ̂ i -^ o pour /on.

Rappelons maintenant les résultats de T. RLOOM et M. HERRERA.
Ces derniers ont construit [2] :

i° une résolution G ->^x de G (^x est le faisceau des cochaînes semi-
analytiques de degré k);

2° un morphisme ï':(^x->^x (morphisme d'intégration) tel que le
diagramme ^

< '\v „\^-̂x
soit commutatif.
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De plus, lorsque X est de dimension complexe n, on a I ^ ' == o pour
/On.

Soit Ûx le complexe défini par

-, ( î  si À-^n,
—^= ) • i( o si k > n

et de différentielle évidente. On a encore un diagramme commutatif :

^
c/ .•

Appliquons à ce diagramme le foncteur hypercohomologie IF(X, .)
[c'est par définition le k1^ foncteur hyperdérivé du foncteur sec-
tion r (X, .)]. On obtient un diagramme commutatif :

^H^(X,^)

^(x.co^iï^x.c)^ l^
\ Y

^H^(X,^)

PROPOSITION III.l. — Dans les notations ci-dessus, l'application ~i :
J^(X, C)-^H^(X, Ûx) possède un inverse à gauche canonique; de plus,
si X est de dimension complexe n, et si S est l'ensemble singulier de X,
c'est un isomorphisme pour k > n + 2 dimc 5 + i (avec la convention
dimciS==—oo lorsque S est vide).

Démonstration. — ̂ x étant une résolution de G, v est un isomorphisme;
1 a donc pour inverse à gauche -n === (v)-1 î\

La deuxième partie de la proposition fait appel aux suites spectrales.
On sait qu'il existe un foncteur spectral dont le terme £'.2 est donné par

£^=^(X,^(.)),

et qui a pour aboutissement l'hypercohomologie H^^X, .). S€1 désigne
ici le foncteur « l1^ faisceau de cohomologie ».

Considérons le morphisme JS^^s).
(a) Si l > o. — On a alors E^- ̂ (C) == o. D'autre part, le faisceau ̂  (^•)

a son support contenu dans S; il en résulte que H^X, X^Ù')) == o pour
7c>2dimc5'. On a donc Ef'^*) == o pour k+l>n +2dimc*S.

(6) Si l=o. — On a alors une suite exacte de faisceaux sur X :

o-^C-^0^)-^-^,
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qui donne naissance à la suite exacte de cohomologie :

H^ÇX, 52)-.Z^(X, O^-^^X, ̂ (^-^(X, a),

52 ayant son support dans S, on obtient que £'^'°(£) est un isomorphisme
pour k > 2 dimQ 5 + i.

Mais il résulte de ce qui a été dit au (a) que dans le diagramme commu-
tatif

E^ÇO^E^^)

E^(C)^ÏE^W

les flèches verticales sont des isomorphismes, pourvu que

k > n + 2 dimcS -4- i.

Dans les deux cas E'^'^s) est un isomorphisme pour

k +1 > n + 2 dimcS + i.

Il est alors clair que i :Hk(X, C^-^H^X, Six) est un isomorphisme
si /O n + 2 dimcS + i. Ceci démontre la proposition.

PROPOSITION III. 2. — Soit X un espace analytique de dimension com-
plexe n, cohomologiquement q-convexe (resp. q-complef). Alors, pour i > q,

dimcHn+i(X, G) <oo [resp. Hn+i(X, G) = o].

Démonstration. — En vertu de la proposition III. 1 et du théorème
des coefficients universels, il suffit de montrer que

dimcH^1 (X, Î2-) < oo [resp. H/14-1 (X, Û'} = o].

On sait qu'il existe une suite spectrale, dont le terme E.j est donné
par

E^=^(^(X,^)),

et qui a pour aboutissement H^^X, f^*).
Les faisceaux ̂  étant des Ox-modules cohérents, il résulte de la défi-

nition que si X est cohomologiquement y-complet, H^X, ̂ ) == o pour
Z> q, d'où

E^==o pour k+t>n+q
et

IT (X, Ù') = o pour r > n + q.
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De même, si X est cohomologiquement ç-convexe, dimc£t'^<<oc pour
k-}-l^>n +g; on a alors le même résultat pour E^^, d'où il s'ensuit
que

diniQH^X, Û') <oo pour r > n + ^.

REMARQUE III. 3. — Un espace analytique compact de dimension
complexe n ne peut être cohomologiquement q-complet pour q < n.

En effet, soit S l'ensemble singulier de X. Si X est cohomologiquement
ç-complet, il en est de même de S; si q < n, il résulte alors, de la propo-
sition III.2 et du fait que dmic-S^n—i, que l'on a

H^n (X, G) == o et Jï^-i (S, C) = o.

Mais si X est compact, il en est de même de S, et on a la suite exacte
d'homologie

H,n(X, C)->H^(X—S, C)-^H.n-^S, C),

où Hf,, (X — S, G) désigne le groupe d'homologie de Borel-Moore de
dimension 2/2, à support dans la famille <^ de tous les fermés de X — S.
On obtient donc

^(X-S,C)-o.

ce qui est absurde, puisque X — S étant une variété orientable ce groupe
devrait contenir la classe fondamentale [X—S].

La suite spectrale, utilisée dans la démonstration de la proposition II 1.2,
permet encore d'obtenir le résultat suivant :

PROPOSITION III. 4. — Soit X un espace analytique de dimension
complexe n, d'ensemble singulier S. Il existe un homomorphisme canonique

0^ y : W (X, ̂ ) -> H11^ (X, C),
tel que la suite

HV(X, ̂ -o-i^x, ̂ )^^-^(x. G),
où à est induit par la différentielle extérieure, soit une o-suite, et possédant
les propriétés suivantes :

(a) si X est cohomologiquement q-complet (resp. q-conuexe), alors 0^
est surjectif (resp. dimccokerô^^oo);

(b) si, de plus, 2 dîmes S + i < q, le complexe

H^ (X, ̂ -1) -> H^(X, ̂ n) -^ H^ (X, C) -> o

est exact (resp. a ses groupes de cohomologie de dimension finie).
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Démonstration. — On a, dans la suite spectrale de la proposition III. 2,

£f'^== coker(J^(X, ^-i)-> H^ (X, ̂ ));

de plus, il existe un homomorphisme canonique

p/z, q ; ,̂ y _^ IPH-7 (X, ^•) .

L'homomorphisme 6^'y s'obtient en composant

H^X, ̂ -^E^-^H^X, ̂ -IH^X, G),

où r] désigne l'inverse à gauche de £. En vertu de la proposition III. 1,
il suffit de démontrer que — p^ est un isomorphisme dans le cas où X
est cohomologiquement (/-complet. Mais ceci résulte du fait que dans
la suite spectrale précédente :

E^c! ̂  E^ ^ et E^ ̂ ^ == o pour k ̂  n ;

—p^ est un homomorphisme de noyau et conoyau de dimension
finie dans le cas oùX est cohomologiquement g-convexe. Ceci résulte
du fait que l'on a alors dans la suite spectrale

dimcEli'^-^oû pour k^n,
dimc Ker (E^ ^ ~> E^ ^) < oo,

la dernière propriété étant une conséquence du fait que

dimc^'^oo pour k-}-l==n—i, l>q.

REMARQUE III. 5. — L'homomorphisme 9"'y peut encore s'obtenir de
la manière suivante : soit Z'1 = Ker (^ -> ̂ n-1-1). ï11 induit un homomor-
phisme de faisceaux : ^n ->Z". D'autre part, ^* étant une résolution
de G, on a un homomorphisme canonique

^(X.Z^-.JP+^X, G).

6^ est alors l'homomorphisme composé

H^f (X, ^n) -> H^ (X, Z^) -> H^ (X, G).

Ceci résulte de la définition de 671' ' i , de la commutativité du diagramme

H^X, ̂ n)—>H(f(X, Z^
9' | ^

t _ t

H^+^X, Ù') -^-H^^X, -S')

\ ^v-1

H^ÇX, G)
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et du fait que v-1 o o-' s'identifie à rhomomorphisme canonique

H^X, Z^^H^^X, G)

(propriété bien connue utilisant le fait que ^' est résolution de G).

Dans le cas particulier où q> 2 dimS + i, 6"'y peut encore s'obtenir
en regardant les suites exactes de cohomologie associées aux courtes
suites exactes :

o -> e1 -> ̂  -> co^1 -> o,
o-^y-^-^e^o,

où e1 = Ker(i^-> ̂ +1) et ^ = Im(^-1 -> ̂ l).

REMARQUE III. 6. — Si S == 0, X est alors une variété de dimension
complexe n. Soient ^(X) l'espace des formes différentielles C00 de degré r,
et ^^(X) l'espace des formes différentielles de type (k, l). 6^ est alors
isomorphe (modulo de Rham) à l'homomorphisme :

W (^- (X)) -> H'1^ (ê- (X))

induit par l'inclusion ^'' (X)-^^4-^).
La proposition II 1.4 contient donc le résultat de G. SORANI [9] selon

lequel toute forme différentielle d-fermée de degré n + q est cohomologue
à une forme différentielle (^-fermée de type (n,q), pourvu que la variété X
soit g-complète.

Après rédaction de cet article nous apprenons que A. FERRARI a annoncé,
dans [3], qu'il avait obtenu notre proposition III. 2, en utilisant aussi
les résultats de T. BLOOM et M. HERRERA, et les suites spectrales.
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