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UNE PROPRIETE TOPOLOGIQUE DES ESPACES ¢-CONVEXES
PAR

Josern LE POTIER.
(Poitiers).

Introduction.

Tous les espaces analytiques seront supposés complexes, dénombrables
a Uinfini et réduits.

On connait, depuis G. Sorani [8], le résultat suivant, qui concerne
I’homologie des variétés analytiques g-convexes :

TutorEME 1. — Soit X une variété analytique complexe, de dimension
complexe n, q-convexe. Alors H,. (X, Z) est de type fini dés que i>q.

Si de plus, X est g-compléte, X a le type d’homolopie d’un CW-complexe
de dimension = n -+ q. Il en résulte en particulier que

H,.(X,Z)=o0 pour i>gq
et
H, (X, Z) est libre.

La démonstration, qui fait appel a la théorie des points critiques des
fonctions différentiables de Marston Morse, ne se généralise évidemment
pas aux espaces analytiques g-convexes. Cependant, dans le cas ou
q = o, R. NARASIMHAN a montré le résultat suivant :

TuEOREME 2 [5]. — Soit X un espace de Stein de dimension complexe n.
Alors H,; (X, Z) = o pour i> o, et H,(X, Z) est sans {forsion.

Nous nous proposons de généraliser le théoreme 1 aux espaces analy-
tiques. Sauf pour.le cas ¢ = o (propos. II.1), les résultats obtenus (pro-

pos. III.2) sont tres incomplets puisqu’ils ne tiennent pas compte de
la torsion.
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I. Définitions et Rappels.

Soit X un espace analytique complexe. Une fonction ¢ : X -~ R est
dite indéfiniment dérivable si, pour tout point z€ X, il existe un voisinage
ouvert U de x, un isomorphisme 7: U— V de U sur un sous-espace
analytique d’un ouvert V de GV et une application ¢ : V>R indéfi-
niment dérivable telle que

Yor=10|U.

Une telle fonction est dite g-convexe si on peut choisir, dans la définition

précédente, la fonction § telle que la forme de Levi

O 02 -
£ 0) = 5o @) dads,
ij

ait, pour tout x€ V, n—q valeurs propres strictement positives.

Un espace analytique X est dit g-convere s’il existe un compact K et
une fonction ¢, continue sur X et g-convexe sur X — K, telle que, pour
tout réel c,

Xe={zeX, o@@<c!
soit relativement compact dans X. Si on peut choisir K =@, on dit
que X est g-complet.

Un espace analytique X est dit cohomologiquement g-convexe (resp.
cohomologiquement g-complet) si, pour tout faisceau analytique cohérent
g sur X, on a, pour i > ¢,

dimg H{(X, F) <o [resp. H(X, F) = o).

La proposition bien connue quisuit, due & A. ANDREOTTI et H. GRAUERT,
est un des principaux résultats de [1].

ProrosrrioN 1.1. — Tout espace g-convexe (resp. g-complet) est cohomo-
logiquement q-convexe (resp. q-complet).
Dans le cas particulier ot ¢ = o, on a le résultat plus précis suivant [6] :

PropositioN 1.2. — Soit X un espace analytique.
(a) Les assertions suivantes sonf équivalentes :
(i) X est o-complet;
(ii) X est o-cohomologiquement complet;
(iii) X est un espace de Stein.
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est o-convexe;
(ii) X est o-cohomologiquement convexe;
(iii) X est « modification propre » d’espace de Stein par éclatement d’un
nombre fini de points.
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La derniére assertion signifie qu’il existe un morphisme propre sur-
jectif m de X sur un espace de Stein Y, et des points y,, ..., y: de Y en
nombre fini tels que, pour tout ye Y—{y,, ..., yx}, 71 (y) soit réduit
a un point.

ProrositioN I.3. — Tout espace analytique de dimension complexe
n est cohomologiquement n-complel.

Ceci est un résultat di & RerrrFeN [7]. Il n’est pas évident qu’un espace
analytique X de dimension complexe n soit n-complet. C’est vrai lorsque
X est lisse; c’est encore vrai, mais déja moins évident, lorsque I’ensemble
singulier de X est de dimension o [10].

ReMmarQUE 1.4. — Une variété analytique compacte de dimension n
ne peut pas étre g-compléte pour g <<n. Ceci résulte par exemple du
principe du maximum. Ce résultat reste vrai pour les espaces (voir
Remarque III.3).

II. Homologie des espaces o-convexes.

La proposition suivante est un complément au théoréme 2,

ProrositioN I1.1. — Soit X un espace analytique o-convexe, de dimen-
sion complexe n. Alors H,.;(X, Z) est de type fini dés que i > o.

Démonstration. — En vertu de la proposition I.2, X est « modification
propre » d’un espace de Stein Y par éclatement d’'un nombre fini de points.
Soit 7 : X — Y un morphisme réalisant la modification; ’ensemble S
des points z€ X, ot n—!w(x) 3= { x|, est alors un sous-ensemble analytique
compact de X, et T = n(S) n’a qu'un nombre fini de points.

Montrons d’abord que le morphisme (X, S) — (Y, T) induit un isomor-
phisme en homologie. On sait que X et S sont des polyédres, par consé-
quent A.N.R. (absolute neighborhood retract). On a donc (voir [4],
chap. 27, ou encore [5])

Hy(X, 5) = limHy(X, U)

la limite projective étant prise pour U parcourant un systeme fondamental
de voisinages de S. Mais la projection n étant propre, donc fermée, les
voisinages de S de la forme n—!(V), ol V est un voisinage de T, forment
un systéme fondamental de voisinage de S. On a donc

H; (X, S) = lim H; (X, frad (V».
¥V voisi<n_a;3 de I

On a de la méme facon

Hy(Y,T)= Lm H(Y, V).
é_.
¥V voisinage de T
BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 4. 21
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11 suffit donc de montrer que si V est un voisinage de T, le morphisme
(X, =1(V)) = (Y, V) induit un isomorphisme en homologie. Mais ceci
résulte du théoreme d’excision, et du fait que 7 induit un isomorphisme :
X—S—>Y—T.

On peut toujours supposer n>o. On a la suite exacte

H.(Y,Z)—H;(Y, T; Z)—> H— (T, Z).

On a évidement H;_,(T, Z) = o pour k> 1} il résulte du théoréme 2
que l'on a alors

H(Y,T;2Z)=o0 pour k>dimgY et k>,

et comme n>>~dimgY, on obtient H;(X, S; Z) = o dés que k> n.
La suite exacte d’homologie montre alors que les homomorphismes

canoniques
Hk(S, Z) — Hk(X, Z)

sont des isomorphismes pour k>n. S étant un ensemble analytique
compact, ceci démontre la proposition II.1.

II1. Homologie des espaces analytiques ¢-cohomologiquement
convexes.

Soit X un espace analytique de faisceau structural ©y. On note Q k
le faisceau des k-formes différentielles holomorphes. Rappelons que si X
est un modele dans un ouvert U de G, défini par un idéal &, on a par
définition :

Qi = Qf|dy \ Q1 +IQE.

Si X est quelconque, on peut définir % par recollement.

Il est évident que Q% est un Oy-module cohérent. Comme dans le
cadre habituel, on a une différentielle d : Q§— Q4! qui vérifie d* = o.
On note Q5 le complexe ainsi obtenu. En outre, on a une augmentation
canonique C-> Qi En général, C— Q% n’est pas une résolution de C;
de plus, si X est de dimension complexe n, on peut avoir % > o pour k> n.

Rappelons maintenant les résultats de T. Broom et M. HERRERA.
Ces derniers ont construit [2] :

1° une résolution G > Sy de G (b‘}‘g est le faisceau des cochaines semi-
analytiques de degré k);

20 un morphisme I':QY— Sk (morphisme d’intégration) tel que le
diagramme

o i

soit commutatif.
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De plus, lorsque X est de dimension complexe n, on a I* = o pour
k> n.

Soit Q;c le complexe défini par
Q§={9§ s? k~<n,
0 si k>n
et de différentielle évidente. On a encore un diagramme commutatif :

A

g

/
C-
AN

Appliquons & ce diagramme le foncteur hypercohomologie H(X, .)
[c’est par définition le k'*m¢ foncteur hyperdérivé du foncteur sec-
tion I' (X, .)]. On obtient un diagramme commutatif :

A B (X, 83)
HY(X, C) — HE(X, c)<_ i e
NEA(X, )

ProrositioN III.1. — Dans les notations ci-dessus, U'application © :
H:H(X, C)—H X, flx) posséde un inverse a gauche canonique; de plus,
si X est de dimension complexe n, et si S est 'ensemble singulier de X,
c’est un isomorphisme pour k>n +2dimgS +1 (avec la convention
dimgS = — oo lorsque S est vide).

Démonstration. — S étant une résolution de G, v est un isomorphisme;
% a donc pour inverse a gauche n = (¥)~'I'.

La deuxieme partie de la proposition fait appel aux suites spectrales.
On sait qu’il existe un foncteur spectral dont le terme E, est donné par

E%!= H*(X, a¢!(.)),
et qui a pour aboutissement I’hypercohomologie H+(X, .). s¢! désigne
ici le foncteur « [i™™e faisceau de cohomologie ».
Considérons le morphisme E%/(e).
(a) Sil> o.— On a alors E{/(C) = o. D’autre part, le faisceau s¢! (£)
a son support contenu dans S; il en résulte que H*(X, 5¢/($')) = o pour
k> 2dimgS. On a donc E5!(%) = o pour k +1>n + 2 dimgS.

(b) Sil=o0.— On a alors une suite exacte de faisceaux sur X :

0->C— 3 (R) »2->o,
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qui donne naissance & la suite exacte de cohomologie :

ESe @

H—=(X, @) - H (X, C) —> H*(X, s (%)) - HY (X, 2),

2 ayant son support dans S, on obtient que E% °(¢) est un isomorphisme
pour k> 2 dimgS + 1.

Mais il résulte de ce qui a été dit au (a) que dans le diagramme commu-
tatif

By (©) 2 By (&)

)
B(C) 2% B ()

les fleches verticales sont des isomorphismes, pourvu que

k> n 4 2dimgS + 1.

Dans les deux cas E% /(<) est un isomorphisme pour
k+1>n + 2dimgS + 1.

Il est alors clair que % : H*(X, G)—H¢(X, &%) est un isomorphisme
si k> n + 2dimgS + 1. Ceci démontre la proposition.

ProrosrtioN III. 2. — Soit X un espace analytique de dimension com-
plexe n, cohomologiquement q-convexe (resp. g-complet). Alors, pour i > q,

dimgH,.(X, G) <o [resp. Huwi(X, G) = o].

Démonstration. — En vertu de la proposition III.1 et du théoréme
des coefficients universels, il suffit de montrer que

dimgH™+ (X, &) <o [resp. H* (X, &) =o].

On sait qu’il existe une suite spectrale, dont le terme E, est donné
par
E]2CJ= H* (Hl (-X’ Q.)),

et qui a pour aboutissement H¢+ (X, &),

Les faisceaux Q+ étant des Ox-modules cohérents, il résulte de la défi-
nition que si X est cohomologiquement g-complet, H'(X, £¢) = o pour
[>gq, d’ou

Eft=o0 pour k+Il>n-gq
et
H(X,8)=0 pour r>n-gq.
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De méme, si X est cohomologiquement g-convexe, dimgE%'‘< > pour
k+41I>n-+4gq; on a alors le méme résultat pour E%! d’ou il s’ensuit
que

dimgH (X, &) <  pour r>n-+q.

RemarQuE II1.3. — Un espace analytique compact de dimension
complexe n ne peut étre cohomologiquement g-complet pour g << n.

En effet, soit S I’ensemble singulier de X. Si X est cohomologiquement
g-complet, il en est de méme de S; si ¢ << n, il résulte alors, de la propo-
sition III.2 et du fait que dimgS~<n—1, que l'on a

Hy(X,C) =0 et Hy(S C)=o.

Mais si X est compact, il en est de méme de S, et on a la suite exacte
d’homologie ‘
H211 (X, G) —>H;I),L (X*— S, G) —> Hgn—l (S, G),

ol H.‘}’,Z(X—S, C) désigne le groupe d’homologie de Borel-Moore de
dimension 2n, 4 support dans la famille ® de tous les fermés de X — S.
On obtient donc

HE(X—S, C)=o,

ce qui est absurde, puisque X — S étant une variété orientable ce groupe
devrait contenir la classe fondamentale [X — S].

La suite spectrale, utilisée dans la démonstration de la proposition II1.2,
permet encore d’obtenir le résultat suivant :

ProposrtioNn III.4. — Seit X un espace analytique de dimension
complexe n, d’ensemble singulier S. Il existe un homomorphisme canonique

0m7 s HI(X, Q) — H+(X, G),
tel que la suite
Hi(X, @13 Hi(X, Q9" o (X, ),

ol1 o est induit par la différentielle extérieure, soit une o-suite, et possédant
les propriélés suivantes :

(a) si X est cohomologiquement g-complet (resp. g-convexe), alors 0™7
est surjectif (resp. dimg coker 07 <Ca0);

(b) si. de plus, 2 dimgS -+ 1 < g, le complexe
H1 (X, @) — H1(X, Q") — H+1(X, G) o

est exact (resp. a ses groupes de cohomologie de dimension finie).
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Démonstration. — On a, dans la suite spectrale de la proposition I1I.2,
E37 = coker(H7(X, Q') — H7(X, Q"));
de plus, il existe un homomorphisme canonique
ond: EmT—>Hrr (X, &),
L’homomorphisme 6”7 s’obtient en composant
HY(X, Q1) Ena - Hera (X, 3L Hivo (X, C),

ou 7 désigne I'inverse a gauche de . En vertu de la proposition III.1,
il suffit de démontrer que — p™7 est un isomorphisme dans le cas out X
est cohomologiquement g¢-complet. Mais ceci résulte du fait que dans
la suite spectrale précédente :

Eni~ E»1 et Ebn+ri—t = o pour k=#n;

—p%7 est un homomorphisme de noyau et conoyau de dimension
finie dans le cas ot X est cohomologiquement g-convexe. Ceci résulte
du fait que I'on a alors dans la suite spectrale

dimg E% "1~k << oo pour k#n,
dimgKer(E®7 > E™7) <o,
la derniére propriété étant une conséquence du fait que
dimgE% ‘< o0 pour k+l=n—i1, [>q.

ReEMARQUE III.5. — L’homomorphisme 077 peut encore s’obtenir de
la maniere suivante : soit Z» = Ker (8 — $7+). I* induit un homomor-
phisme de faisceaux : Q7> Z». D’autre part, $' étant une résolution
de G, on a un homomorphisme canonique

H1(X, Z*)— H™7(X, C).
077 est alors ’homomorphisme composé
H1(X, Q) — H1(X, Z") — H"+1(X, C).
Ceci résulte de la définition de 077, de la commutativité du diagramme

H (X, @) — H1(X, Z")

- -
Y _ Y
Hr (X, &) 5 Hevo (X, )
N /
N

H1(X, C)
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et du fait que y—'o o' s’identifie & ’homomorphisme canonique
H1 (X, Z)— H™+1(X, C)

(propriété bien connue utilisant le fait que $* est résolution de GC).

Dans le cas particulier oit ¢ > 2 dim S 4 1, "7 peut encore s’obtenir
en regardant les suites exactes de cohomologie associées aux courtes
suites exactes :

0 —> @l QI @+ 5o,
0 —> B3 — Cl— ¥t — o,

ot ¢ = Ker(Q!— Qi+1) et @ = Im Q! — QF),

RemARrQUE II1.6. — Si S =@, X est alors une variété de dimension
complexe n. Soient & (X) I’espace des formes différentielles C* de degré r,
et Q4(X) I'espace des formes différentielles de type (k, [). 67 est alors
isomorphe (modulo de Rham) a I’homomorphisme :

H7 (Qn(X)) — H+7(8'(X))

induit par linclusion Q%° (X)— &+(X).

La proposition I1I.4 contient donc le résultat de G. Sorant [9] selon
lequel toute forme différentielle d-fermée de degré n - g est cohomologue
4 une forme différentielle d”"-fermée de type (n, q), pourvu que la variété X
soit g-compléte.

Aprésrédaction de cet article nous apprenons que A. FERRARI a annoncé,
dans [3], qu’il avait obtenu notre proposition III.2, en utilisant aussi
les résultats de T. BLoom et M. HERRERA, et les suites spectrales.
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