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Intégrales des courbes dont les développantes par le plan
et les développées par le plan sont égales entre elles;
par M. Fabbé AOUST.

(Séance du 27 juin 1879.)

1. État de la question. — Lancret appelle développée par le
plan d'une courbe Rareté de rebroussement de la surface enve-
loppe do plan normal à celte courbe, de sorte que, réciproque-
ment, cette dernière est la développante par le plan de la première.
Dans la question posée, il y a trois espèces de courbes à consi-
dérer : les courbes G, .qui sont les développantes par le plan
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des courbes Ci ; les courbes €2, qui sont les développées par
le plan des courbes G,. La question consiste à déterminer les
courbes G< de telle sorte que les courbes G et les courbes Ça soient
égales entre elles.

Cette question est, dans sa généralité, au-dessus des forces
de l'analyse, à cause des intégrations qui ne peuvent s'effectuer,
mais elle mérite l'attention des géomètres à cause des simplifica-
tions dont elle est susceptible et des faits qui sont dévoilés par
l'usage des coordonnées naturelles des courbes. En effet, lorsqu'on
fait usage des coordonnées cartésiennes, on est conduit à une
équation différentielle du douzième ordre ; au contraire, si Fon
fait usage des coordonnées naturelles, la question se partage en
trois opérations distinctes, qui sont : i° l'intégration d'une équa-
tion différentielle linéaire du quatrième ordre; 2° l'intégration
d'une équation différentielle linéaire du troisième ordre; 3° une
triple quadrature. Or, ces deux équations différentielles se ramè-
nent à deux équations différentielles identiques du troisième ordre,
l'une et l'autre linéaires. Lorsqu'on a trouvé les intégrales des
courbes G<, on obtient les intégrales des courbes G et des courbes
Ça sans intégrations nouvelles. Il existe d'ailleurs des cas intéres-
sants dans lesquels l'intégration de l'équation résolvante du troi-
sième ordre est possible, ainsi que le calcul des quadratures, et,
dans ces cas, la question obtient une solution complète. Cette
question peut être généralisée si, au lieu de se donner la condition
que les courbes C et Ça sont égales, on se donne la condition que
ces courbes sont semblables.

à. Équation résolvante. — Soient rfo", de, dw l'arc élémentaire,
l'angle de contingence et l'angle de torsion de la courbe C; soient^/
le rapport de de à d(ù exprimé en fonction de (x) dont la différen-
tielle est éf&), p et t> les rayons de courbure et de torsion ; nous repré-
sentons par les mêmes lettres marquées des indices inférieurs i
et 2 les éléments de même nom des courbes Ci et Ça.

La nature de la question laisse indéterminé le rapport ^ ; en
effet, on a, par suite de l'égalité des courbes C et Ça, la série des
rapports égaux

M dtû — duî — P — P2.
[ / ch ~ c/s, ~~~ ^ ~~ ̂
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or, les conditions du problème étant que p et p^ sont égaux entre
eux ainsi que ^ et t^î comme Inégalité des rayons de courbure c
et pa entraîne, par suite des équations ( i) , l'égalité des rayons de
torsion i, et 1,3 et réciproquement, il en résulte que le rapport ^
reste indéterminé.

Par suite de la relation qui existe entre le rayon de courbure
d'une courbe et le rayon de courbure de l'arête de rebroussement,
on a les deux équations

/ \ (lî? d ( ̂  \î —pi==p-h ~^, - ^ o ^ = ^ 4 - — — . f _ ,
' cw ' ^a<u \^aw/

dont la seconde se déduit de la première par suite des égalités
suivantes :

(h == </&>i, ^6»»==r/£i, ds^ == </&)j, AI = </£j.

Donc, si ron suppose pa et^o égaux entre eux, et qu'on représente
par y la dérivée de ^ par rapport à û), on tombera sur l'équation
différentielle linéaire du quatrième ordre

(3) ^^f^^(^^)^-^^=o,
^ ^ ^ r^3 l ^ /^2 ^ ^o '

qui est Péquatiori résolvante du problème. Posons — égal à u;

l'équation précédente passe au troisième ordre et deviendra

,,, ^UL ^ (^m , .^cly. y
(4) ^~^-+-(I+^)±-^=0•

3. Intégrales de l'équation résolvante. — Soient Mi, M^, Mg
trois solutions particulières 3e l'équation (4)? et Ao, Ai, Aa, A3
quatre constantes arbitraires; l'intégrale générale de l'équation (3)
sprasera p=== Ao-r- 2AyMr/w,
le signe 2 s'étendant aux valeurs que prend l'expression placée
sous ce signe lorsque A et M sont affectés des indices i , a, 3.
Cette intégrale exprime la valeur du rayon de courbure de la
courbe G en fonction de a).

Pour avoir le rayon de courbure p< de la courbe G|, il faut re-
courir à la première des équations (2) , laquelle donne l'expression

viî. io
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suivante âe^p^ :

(6) p, == - Ao- 2A (rfM +/M^ .
V^ /

La valeur de t^ se dédnît de cette expression ; en effet, on a les
relations

de^ dw
^l=pl^=^l^

il suffit donc de diviser par^ le second membre de l'équation (6)
pour avoir i^.

La valeur du rayon de courbure pa de la courbe Ça s'obtient de
même sans difficulté au moyen de la seconde des équations (2) :

/ N . v.r^ r^^ d /^2M M \ -
7 ^=:Ao-4-lA —— -4-/M^.)+ —-( -——, + -7-
' / / ' [ dw " ^du \^d(ùi ^ )

La valeur du rayon de torsion ^3 de la courbe C^ s'obtient en mul-
tipliant par ^ le second membre de cette dernière équation.

4. Intégrales premières. — L'intégrale générale de l'équa-
tion (3) n'est pas possible, mais on peut en obtenir une intégrale
première. Ce fait a une grande importance dans cette question.

En effet, si l'on multiplie la première des équations (2) par 2 dp
et la seconde par idp^ qu'on ajoute et qu'on intègre, on trouve

(8) -^p^-Vp^=^-S+pî+^;

or, si l'on intègre par parties la première intégrale du premier
membre, et qu'on représente par c2 la constante d'intégration, ce
premier membre se réduit au binôme c2— api pa; on a donc, ré-
ductions faites, l'équation

, do9 fd^pY ï /do d^pV
(8)' ^-^'-y)-^^4-^)-

qui est du troisième ordre et qui devient du second ordre en p..
Nous l'écrirons sous la forme suivante :

dy. ( d y . \/x^-+- J - d ( - / - )
/Q-, , , dw V^/.1^8 ^rfa=

^-^-
d^
d^
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Sous cette forme, elle devient une seconde fois intégrable si le
rapport ^ est donné en fonction de y.. En effet, si l'on pose
'^ r=:y^(^x), on obtient, par l'intégration immédiate,

fw=\/<- ^
^M"

On a donc les deux équations

(..)) ».= , •"• _., ̂  , f^_,
V<''-f'-/(p) V'•-l'•-/(^•)-

L'intégration de la première donne y. en fonction de oo; soit F(û>)
cette fonction, qui contient deux constantes arbitraires; on a les
deux relations

/x=FH, ch^f^V^d^

et conséquemment les deux intégrales

p==f¥[^)d^ e=//'[F(o)]^,

dans chacune desquelles est contenue une nouvelle constante arbi-
traire.

Il est évident que ces deux relations sont les deux équations
naturelles de la courbe G.

On en déduit : i° la rectification de la courbe C, puisque Parc
de courbe s est donné par l'équation

.ç ==//'[? H] ̂ /F(^»;

a° le rayon de torsion de cette même courbe, lequel est donné par
la dérivée par rapport à co de l'équation précédente.

Il serait facile, comme on l'a fait au numéro précédent, d'ob-
tenir les rayons de courbure et de torsion des courbes Ci et Ça, et
par conséquent les équations naturelles de ces courbes.

5. Du trièdre des axes mobiles. — La tangente TO la binor-
male v< et la normale principale p< forment, en chaque point de
la courbe C<, un trièdre trirectangle ; or la direction de chacune

des arêtes de ce trièdre ne dépend que du rapport - . ? que nous

10.
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avons représenté par <p. En effety on a les trois équations

( <7cos(7i, .r) == eîw ces (pi. A'),
( i o ) < r/ ces ( vi, .r ) ^- /̂s ces ( pi, .r ,,

( fl cos ( pi, .y ) ~=^ — dw ces ( 7i, .r ) — (h cos ( ̂ , .r ),

de sorte que, si l'on veut intégrer le système y on trouve l'équation
résultante

(4)'
fl3 cos ( T, , .c ) 'y dî cos ( TI , .r )

Ï / M 3 ~ ~ ~̂ <?/M2

/ ... rfcosf-ri, .r) •y
-+-(l-+-^-) ——^! / — -^cos(Ti,.z-)==o.

Cette équation résolvante est identiquement la même que l'équa-
tion (4)^ conséquemment^ si l'on représente par.a^, a^ a^ trois
constantes, on a l'intégrale générale

COS(TI, .A') rr:: 2L^M,

la somme S s'étendant à toutes les valeurs que prend le produit a M
lorsqu'on affecte simultanément a et M des indices î , 2, 3.

Soient maintenant &i , &2? ^3? ^n ^2? ^3 six nouvelles constantes
qui sont des fonctions des précédentes ; par suite de l'orthogona-
lité des axes, on a le Tableau suivant :

cos(-ri, .r) =-- .SrïM, cos(Ti,j) —: ̂ /^M, ros(Ti, 3] — ïcM,

, ^ v fîm t \ v/^^ / ^ v (IM. . ., dm . ^ dM ^ cm
cos ( o,, .r ) -.-: 2. a —— 9 cos ( pi, y ] ----- 2 /-'' —— î cos ( pi, z ) — 2. c -cos ( G| , .r ) --- 2 a -— î cos ( pi, j j ----- 2 /-'' -— î œs ( pi, s ) -— 2 <" —

^ ^ ^M^/M,-M,r/Mi\
cos ^ vi, ,r) — 2 ( ̂ i ̂  — r-i ̂  ) ( ————^——— j ,

^ /Mif /M,-M2rfM, \ros(vi, r) =^ ^(r, ̂ — ^i^) ^ ———^———— ) ,

^ /M^Ma-M^M^c o s ( ^ i , 3 ) - ^ 2 ( ^ 1 ^ — ^ i ^ ) ! - - - - ^ p

le signe S s'étendant à toutes les valeurs des expressions placées
sous ce signe par suite de la rotation simultanée des indices.

Il résulte de celte analyse que la direction des axes du trièdre

mobile ne dépend aussi que de la valeur de -L- fournie par l'inté-
H^
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gratîon de l'équation (8)', dans laquelle on suppose la constante c2

égale à l'unité.
Il importe de remarquer que deux des trois constantes a^a^ a^

sont arbitraires, parce que la somme des carrés des cosinus des
angles que l'axe des x fait avec les trois axes mobiles est égale à
l'unité. Ceci revient à dire que la question qui consiste à déter-
miner la direction des axes mobiles en fonction de ^ ne peut dé-
pendre que d'une équation différentielle du second ordre. On
trouve immédiatement cette équation lorsqu'on remplace dans le
système (10) la deuxième équation par la relation

COS^TI,^) -i-cos^vi,^) -ï-cos^^.r) ==i;

on obtient alors l'équation différentielle

^COSf-Ti, X\
———;^+œs(^.r)

^== — — — — ^
i/i COS^T x\ | ^œs(Ti,.r) [2iv cos ( T 1 Ï x } ~ L —^—J

qui concorde avec l'équation (8)^, dans laquelle il suffit et il est
nécessaire de faire la constante c égale à l'unité. Celte conclusion
confirme ce que nous venons de dire dans le précédent alinéa.

Le D1' Hoppe a, le premier, démontré par une transformation
analytique élégante, et nous avons aussi démontré par des consi-
dérations géométriques, dans notre Analyse des courbes dans l'es-
pace, que cette dernière équation est réductible à une équation
différentielle linéaire du^ second ordre; mais cette équation sim-
plifiée présente toujours les mêmes difficultés d'intégration.

6. Coordonnées cartésiennes des courbes. — Commençons par
déterminer les coordonnées de la courbe Ci ; si l'on représente
par a<, j3<, 71 trois constantes arbitraires, on déduit de la relation
triple se rapportant aux trois axes x, 7^ z,

dx^
—— =cos(7i, a?),
uVy

les trois équations contenues dans le type suivant :

.t-i " y.i -- /'œsi^ TI, .r) dv^
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Or, si l'on y remplace les cosinus des angles que Ti fait avec les
trois axes fixes par leurs valeurs données par les premières équa-
tions (u) et dv^ par l'expression fournie par l'équation (6), on a
les trois relations données par le type suivant :

( 12-) - .̂ i — ai == - HÂO 4- 2A ̂  .4- 2A/M^ (2ûM) </<»,

lesquelles donnent les trois coordonnées cartésiennes de la courbe
C<.

Les coordonnées x, y, z de la courbe G et les coordonnées x^
y^ z^ de la courbe 62 sont données par les équations contenues
dans les deux types suivants :

(C) .ri—x === p cos(p*i, .r)— — ces ( 7;, x ].,

(Ça) ^2—^i=Piœs(pi , . r )—^cos(v i , . r ) ,
y CIW

dans lesquelles toutes les quantités, à l'exception des coordonnée»
du point de la courbe que l'on considère, sont connues en fonction
de c»), par suite des équations (i i) et (12).

7. applications. — L'intégration de l'équation (4) n'est pas
possible d'une manière générale; mais nous avons fait connaître^
dans notre Analyse des courbes dans l'espace, les séries des diffé-
rentes valeurs de ^ dans lesquelles cette intégration se pratique \
nous nous contenterons de l'examen de deux cas.

Premier cas :

^==2)^,

À étant une constante. Dans ce cas, ^ étant proportionnel à py
l'équation (8)^ donne

^=^-^--W+^)2.

Si l'on représente par 01L'2 le second membre de cette éauation^
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on a les deux relations

w —à- "•=^-
Si l'on pose, pour abréger,

c2—)^:^:^2, i —î\ïaî=î\îy, A'+B2^:/;2,

A, B efc n étant des auxiliaires, la dernière équation (9)' devient

^y.dy.
ilS === r——————r—————————————————— y

^-(B+pL2)2

dont l'intégrale, en représentant par go la constante arbitraire,
prend la forme

B -+• pi' = n sin ( f — SQ ),

de sorte que, si, dans cette équation, on remplace p. par sa valeur,
on trouve

(10) ' 2^=-__L_=,
ds ^ / î s i n ( e — S o ) — B

dont l'intégrale dépend de la fonction elliptique de première
espèce. D'une autre part on a, parla nature même de l'hypothèse,
la relation

ds === a^ûfp,

de laquelle on déduit par intégration la nouvelle relation

(.i)' ^^)=(,-^,

dans laquelle aÀpo—60 est une nouvelle constante. Cette équation
et l'équation (10) sont les équations élémentaires de la courbe G.

On déduit de la dernière, combinée avec la relation ds= pde^
l'équation suivante :

-y—^o==^1»

qui exprime une des deux propriétés caractéristiques de la courbe.

Trièdre des axes mobiles. — La valeur de cos(v, x) est donnée
par l'équation différentielle (10)', dans laquelle G est l'unité et a^
A,, B,; 7i,, c, sont de nouvelles constantes, analogues à a, A, B,
n, CQ, et correspondent à l'hypothèse G égal à l'unité; on aura
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donc les deux équations

cos(v, .z-) == ^siii"[e-ei)-- Bi == ̂  ̂ '

desquelles on déduit, par la diflerentiation,

r/ cos( v, x ) /Zi cos (s — Si ) <7e
^ '" 2 v ^ i S i n ( 6 - - £ i ) — B i r/&> == A//i COS(£ — Si ).

On a donc, en ayant égard aux équations analogues aux équa-
tions (10),

cos(p, .r) === ^/?i cos(ff — ei ), cos[T, .y) === ^/<i sm(s — £1) -+- w,

771 étant une nouvelle constante arbitraire.
Ces équations donnent la direction des axes mobiles en fonction

de e.

Coordonnées cartésiennes. — On déduit des équations précé-
dentes les coordonnées x, y; z de la courbe G, lesquelles sont
données par le type suivant :

x — a ==.J'[m -+- ^/?i sin (e — e, )] po-h ———° rfe,
jL A

et, comme Fintégration du second membre est possible, on a les
coordonnées .r, y, z de la courbe G en fonction explicite de e.

Il est facile de voir que les coordonnées des courbes G( et Ga se
déduisent sans difficulté de ce qui précède.

8. Les courbes G sont des hélices. — Cette hypothèse correspond
au second cas.

Second cas :

( 13 ) -^ == m •== const.

L'équation (8) devient, a étant une constante,

g==c«~^m^+^;

on en déduit la suivante :
^ == __^^ ^

^c3 — m^a* — 2 m2 a y. — ( i -4- m*} ̂
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Or, si Von pose, pour abréger, i-+- m2 = A2, on obtient l'intégrale

, i \ ! ' k^^^-m^a \k [ w — WQ ) == arc ( sin == —==========: } »
v / \ ^/c2^—?^^}

et conséquemment l'équation différentielle

( 1 4 ) /c2^ r=—w3a-4- v^^—w^sm/-^--^
do)

laquelle, lorsqu'on représente par po la constante arbitraire, con-
duit par intégration à l'équation suivante :

(15 ) /^(p — Po) ==> — rï^aw — ^c2 k1 — m* a* cosA ( M — &)o)*

Si dans cette équation on remplace p par sa valeur -—» et qu'on

intègre, on obtient la rectification de la courbe par la formule
suivante, dans laquelle Jî^So est la constante d'intégration:

/•2 ( s — mpQw — SQ ) = — — 7?z3 au^ — — ^c* A'2 — w2 a^ sin k ( M —<*»o ).

Les équations (i5) e t ( i3) sont les équations élémentaires de
la courbe.

Direction de la tangente. — Si l'on représente par a\, Â"<, w^
des nouvelles constantes arbitraires, on trouvera, d'après le nu-
méro précédent, l'équation suivante :

, „ w2^ î , I m ^ a 1

cos(7i,^)===— -^- -+-j- i/ î — -^-sm/i(r.)—^),

qui donne la direction de la tangente T| à la courbe Ci par rapport
aux trois axes fixes.

D'une autre part, si l'on a recours à la première des équa-
tions (2), on trouve la formule

/ ^ mïa mî. / ^ mïaî î i \
(16) pi = — po+ -^-ttî — 7- \/ c -^r cosk (^ ~~ Mo)î

qui donne le rayon de courbure de la courbe Ci.

Coordonnées du point. — On déduit de ces formules les expres-
sions des coordonnées .r», î i , ^i de la courbe Ci, qui sont données
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par le type suivant :

! rr m^a m\ F T n ^ . .1
^-ai= ^ ^o- -^-^+-^-^^--^-cosÂ-^-^)j

( 1 7 ) < * _ _____
( [meia^ î I rn^a2 . . .1 ,

( x[-^-~,7,VI""~^sln/>(M~'o)J^

et, comme le second membre de ce type est intégrable, il en ré-
sulte que les coordonnées de la courbe C^ sont exprimables en
fonction explicite de &>.

9. Généralisation du problème. — Proposons-nous maintenant
la question suivante, qui est la généralisation de celle que nous
avons résolue :

PROBLÈME. — Trouver les courbes dont les développantes et les
développées par le plan sont semblables entre elles.

Conservons les notations établies ; on a les mêmes données que
dans le problème résolu ; seulement, la condition relative à l'égalité
des rayons de courbure p et pa ^st remplacée par la condition que
ces rayons sont dans un rapport constant, laquelle entraîne la
condition que les rayons de torsion ^ et ^2 sont dans le même
rapport. On a donc les équations

(18) p^^n9?, ^2==^,

n2 étant constant; la fonction ^ resté encore indéterminée.
Si Fon a recours aux équations (2) , la première condition

fournit Inéquation différentielle suivante :

(3)' ^-^+(^.^)^-^-K.-^^=o.
' ofoï4 -^ du0 ' ' flw9 ^ dw ' ' '

qui est Inéquation résolvante, puisque son intégration fait con-
naître p en fonction de co et quelle donnera en même temps
cos(v, x) en fonction de la même variable. Il suffira, en effet, de
prendre la dérivée de p par rapport à (ù et d'y faire n2 égal à l'uni lé y
en donnant aux constantes d^autres valeurs générales ; celte dé-
rivée représentera la valeur de cos(v,.r), comme cela résulte de
l'équation (8)".



- 155 —;
Soient maintenant P.o, B-n Rs? RS quatre solutions particulières

de l'équation (3 y, et Ao, Ai, Aa, Aa quatre constantes arbitraires;
l'intégrale générale de l'équation sera

p =-- ^AR^

la somme £ s'étendant toujours, suivant nos conventions, à toutes
les valeurs du produit AR, lorsqu'on affecte successivement et.
simultanément les deux facteurs des indices o, i, 2, 3.

D'une autre part, si l'on représente par No, Ni, N3, N3 les va-
leurs de Ro, R<, B.2, B.3, lorsqu'on y fait n2 égal à l'unité, et qu'on
représente par Bo, B^, Ba, Bs quatre nouvelles constantes, on aura
le type suivant relatif aux cosinus que y fait avec les trois axes fixes,

cosf^, .r) —= ,SB —i
dw

avec cette circonstance que —° est nul.
- du

Coordonnées de la courbe Ci. — Si l'on remonte à la première
des équations (2), on aura l'équation

„=-..(». S)-
et, conséquemment, les coordonnées x^ y^ z\ de la courbe G»
seront

——/["^(-S)-
On déterminera comme précédemment les coordonnées des courbes
G et Ça.

10. Application aux hélices. — Dans ce cas, on a

^ z= m == const. ;

l'équation (3)'devient

(3)" ^(•-^S^-^»11^0-
Si l'on pose p === e""", a étant une constante, on a l'équation dç
condition

-a4-»- ( I • 4 - w 2 ) a ! + ( I — / ^ t ) w 2 = = : o ,
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et les valeurs de a sont les quatre racines de cette équation; nous
les représentons par a,, ag, «3, a^.

Il y a deux cas à considérer, suivant que n1 est positif ou négatif.
Dans le premier cas, la similitude des courbes Ça, C est directe;

or, dans ce même cas, suivant que 7î2 est plus grand ou moindre
que Funité, deux racines seulement ou toutes les quatre sont ima-
ginaires.

Soit n2^ i; en appelant 1 la racine réelle positive, les quatre
racines sont

A, --A, (̂TT^TIJ^ /̂ 7, -v^i+^-^^v^i

Pintégrale générale sera donc
l i

o = Ao<?^ -4- AiC-^4- As cos( i -1- w2 -4- A2 ̂ oi 4- As s'm ( i 4- m2 4- A2)'2^.

Soit yi2^!; en appelant / i^/—i une racine imaginaire, les
quatre racines imaginaires seront

^/TT, _^:r7, (i+^—A2)^^, -(i-^^.—A2)2^1^»",
et Pintégrale générale sera

l
G == Ao cos).j w 4- Ai sin \ &» 4- Ag cos ( l 4- w2 — A2 )ï w

j_
4- A3 sin ( i 4- w3 — A2 )2 M.

Dans le second cas, la similitude des courbes Cs et G est in-
verse; mais, suivant que Pon a ( i — m 2 ) 2 plus grand ou plus petit
que —4w2/^2î 1e5 quatre racines, qui sont dans les deux hypo-
thèses imaginaires, se présentent sous l'une ou Fautre des deux
formes

A ̂ 7, —^v/^"7, (^w^^v^1"1'. —^m2-^1)'2^^
a 4- b \/— i, —- a — b \j— i, a — Z» ̂ /— l, — a 4- b \/— i ,

de sorte que, dans la première hypothèse, on a
_^ ^

p=rAoCOSÂ&) 4-Ai sin)v<y 4- Agcos^ 4-7M24-^)2(x» 4-A3sin(i 4-Â24-w2)"2M»

et, dans la seconde,

o ==: (Ao COS^M 4- Ai sin bw)eato-\- (A^ cosbw -4- Aa sin/^) c~aw,

expression dans laquelle a et b sont faciles à déterminer.



En comparant les quatre expressions de p que nous venons d'ob-
tenir, on voit qu'il n^y en a que trois distinctes de forme, suivant
les valeurs assignées à 7i2. Dans tous les cas, les valeurs de p< se
calculent sans difficulté et le problème s'achève comme au n° 8,
puisque les coordonnées des courbes C, Ci, Ça s'obtiennent expli-
citement en fonction de où, indépendamment de tout signe d'inté-
gration. Nous laissons au lecteur le soin d'effectuer ce calcul, qui
ne présente aucune difficulté.

11. Intégrales premières. — Reportons-nous à l'équation (8)
du n° 4. Posons pa == n2 p et intégrons le premier terme par par-
ties ; le premier membre devient

— în^pip -+- 2(7^ î— î)fpt^

et, en remplaçant p< par sa valeur donnée par la première des équa-
tions (2) sous le signer, il prend la forme suivante, lorsqu'on pra-
tique l'intégration et qu'on représente par 02 la constante arbitraire :

- ̂ , „ („« _ i) j^ ̂  4- c9.

D'après cela, l'équation (8) devient, après quelques réductions
évidentes,^-^(P+P,)-(.-^+^S-^;
on a donc finalement l'équation

d , ^p\
,, , ____________^V^d^_________I I Q ) ^ ~=- — — — — ï

/ , j c(^ f^pV 1 , ^ / ^pVi/r2- //2 r -+- ——— — i—^ o4 -— ± )y l.̂  \c^ / J \ ^ /
qui est une équation différentielle du troisième ordre.

Si maintenant on pose, comme au n° 2, -j- == ^, et qu'on mul-

tiplie les deux membres de cette équation par ^dp., on obtient
l'équation transformée du second ordre

4^
f.9)' ^^.-.——— v ( w l ——.^•-(^É;)-(--).n,-Ê)""
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enfin, si l'on pose p.2-}- €— === u2, cette dernière prend la forme
simple

w ^ d . = - — udu —.
i/cî-^^-(i-^) C^udu

12. application. — Cette dernière équation s'intègre de nou-
veau dans le cas où l'on a la relation

/ \ ^y- •/( 201 — == À == const.
du

En effet, si l'on représente par c2 la constante arbitraire pro-
venant de l'intégration du dernier terme placé sous le radical,
l'équation différentielle devient

y udu^ ck ==. — — .
^^-^_"!^

Si maintenant on pose c24-<^==A2 , qu'on représente par eo la
constante d'intégration et par h une nouvelle constante, on obtient
l'équation

(a,) (.-.,).+^-"!^^_^).=^,

ce qui prouve que la courbe appartient à la classe des lignes dont
la caractéristique sphérique a pour équation entre les variables M
et e l'équation d'une conique.

D'un autre côté, l'équation de condition donne

^-(±\=^
dw \dw / '

or, si l'on représente par ^ et )a deux constantes arbitraires, et
qu'on pratique deux intégrations successives, on trouve la relation

p == — \w9 -+- ̂  c») -t- ^g,

de sorte que la courbe C est définie d'une manière complète par
les deux équations (20) et (21), qui sont ses équation^ naturelles.
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II est bon de remarquer que, si n2 était égal à l'unité, la
courbe C appartiendrait à la classe des cyclides, qui sont les déve-
loppées par fil de la classe des hélices ( ^ ).

13. Conclusion. — L'analyse dont nous venons de faire usage
pour traiter la question qui fait l'objet de ce travail est susceptible
d'applications nombreuses et a un caractère de généralité suffi-
sante pour conduire à la solution complète de questions plus diffi-
ciles que la précédente, mais non moins intéressantes. C'est ainsi
que l'on résoudra sans difficulté les questions suivantes de Géo-
métrie curviligne :

i° Trouver les intégrales des courbes dont les développantes
par le plan et les développées par le plan sont liées entre elles
par cette condition que, lorsqu'on développe ces deux courbes sur
les plans tangents à leurs surfaces osculatrices, on obtient deux
courbes planes parallèles ;

2° Trouver les intégrales des courbes de la classe des hélices
telles que les rayons des sphères oscalatrices soient dans un rap-
port constant avec les rayons de courbure du lieu des centres de
ces sphères osculatrices ;

3° Trouver les intégrales de la courbe C< dont le rayon de
courbure est la projection, sur ce rayon, du rayon de la sphère
osculatrice de la développante par le plan de la courbe C.

(') Voir notrft Analyse înfînitésîmaîc des courbes dans l'espace, p. 70.


