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PROBLEMES D’ANALYSE GEOMETRIQUE
LIES A LA CONJECTURE DE BLASCHKE (*)

PAR

Reneg MICHEL

RisuME. — Le résultat le plus important caractérise, dans le projectif réel P, (R),
les formes symétriques de degré 2 a intégrale nulle sur toutes droites projectives,
ce qui résoud infinitésimalement une conjecture généralisée de Blaschke; ce résultat
est obtenu comme cas particulier d’un théoréme plus général concernant les pro-
jectifs complexes, quaternionniens et le plan projectif des octaves de Cayley.

CHAPITRE 1

Introduction

Un résultat essentiel de ce travail est une résolution infinitésimale
de la conjecture de Blaschke généralisée; le probléme posé, en 1921,
par cette conjecture est le suivant :

Dans le projectif réel P, (R), et plus généralement dans celui de dimen-
sion n, P, (R), la structure canonique, est-elle la seule pour laquelle
toutes les géodésiques sont fermées et de méme longueur « ?

Pour P, (R), le probléme a été résolu affirmativement, en 1963, par
L. W. Green [10] aprés de nombreux travaux.

La recherche de ces structures sur la sphére S, remonte au moins a
I’école de HiLBERT; en 1903, les surfaces de Zoll montrait I'existence
sur S, d’aufres structures 4 géodésiques toutes fermées, de méme lon-
gueur, que la canonique, et méme d’une famille analytique de telles
structures issue de la structure canonique ([19] ou [1], p. 145).

En 1913, en recherchant toutes les variations a un paramétre, supposées
conformes, autour de la métrique canonique de S,, par des métriques
a géodésiques toutes fermées de longueur 7 [abréviation m. g. t. f. (n)],

(*) Thése Sc. math., Paris-VII, 1972.
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18 R. MICHEL

Funk [9] montrait I'impossibilité pour ces variations d’étre invariantes
par l'antipodie de S,, c’est-d-dire de passer a P, (R) : il résolvait pour
cela le probleme de la reconstitution d’une fonction paire sur S, connais-
sant la valeur de ses intégrales sur tous les grands cercles, et proba-
blement était-ce le premier probléme de transformation de Radon.

Si, pour n> 3, la conjecture généralisée de Blaschke reste posée,
elle est valablement renforcée par le théoréme suivant :

Dans P, (R), toufe variation a un paraméire ¢ par des m. g. L. f. (%)
est Iriviale infinitésimalement, c’est-a-dire ¢, est tangente pour A =0 a
un ftransport de siructure (dy)* g, les dy étant des difféomorphismes
(théoréme 5.1).

En fait, grace au théoréme du slice de EBIN [8], on voit que ¢, et (d))* ¢
ont un contact infini en 0.

La difficulté essentielle du théoréme ci-dessus est rencontrée, aprés
linéarisation du probléme, dans la caractérisation des tenseurs k, syme-
triques de degré 2, tels que pour toute géodésique f paramétrée par
son arc, on ait

Q) f k(. f)dt =o.

Ces tenseurs sont rencontrés aussi dans la linéarisation du probléme
de Pu [2]. On démontre ici le résultat suivant :

Dans P, (R), les tenseurs vérifiant (1) sont exactement les dérivées de
Lie de la métrique canonique (théoréme 3.1, cas réel).

La méme caractérisation se pose pour les projectifs complexes P, (C),
quaternioniens P, (H), et le plan projectif des octaves de Cayley P, (Ga),
pour lesquels la métrique canonique est une m. g. t. f. (x).

On n’a obtenu, dans ces derniers cas, quun résultat plus faible qui
contient cependant le théoréme précédent.

Soient dans P, (K), avec K =R, G, H ou P, (Ca), les lenseurs qui,
en restriction a chaque droite projective, sont des dérivées de Lie de la
métrique induite :

Ce sont exactement les dérivées de Lie de la mélrique canonique
(théoréme 3.1).

Ce théoréme donne a son tour, dans P, (C), P, (H), P, (CGa), le résultat

Toute variation & un paraméire, de la métrique canonique par des
mélriques pour lesquelles les droites projectives sont a courbure constante 4,
est friviale aqu premier ordre (sans hypothése de compalibilité telle que
hermitien, etc.) (théoréme 5.2).

ToME 101 — 1973 — nN° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 19

On a aussi dans P, (C), P, (H), P, (Ga) des résullals de variation
triviale pour les m. g. t. f. (w) vérifiant une hypothése supplémentaire,
de parité (théoréme 5.3) ou de conforme (théoréme 5.4).

Il est donc naturel de poser les probleémes de rigidité globale corres-
pondant a ces résultats infinitésimaux.

La démonstration du théoréme 3.1 nécessite d’importants résultats
d’analyse et de géométrie tels que certaines décompositions des tenseurs
symétriques de degré 2 (BERGER-EBIN [3]); l'injectivité de la trans-
formation de Radon pour les projectifs (résultats d’Hercason et
SEmvaNiIsTYI [11]).

Un probléme de décomposition spectrale d’un opérateur elliptique
autoadjoint en restriction a un sous-espace invariant est aussi rencontre.

Enfin sont utilisés (bien qu'une démonstration élémentaire soit
possible) des résultats sur les invariants orthogonaux, pour exprimer
I'intégrale d’un polyndme tensoriel sur le fibré unitaire d’une variété
riemannienne a I'aide de traces du tenseur; cette expression, qui ne
semble pas explicitée dans la littérature, devrait étre utile en géométrie
riemannienne.

La mise en ceuvre de ces outils est longue et délicate; I'opérateur
laplacien A de LicaNeErowicz [13] a un réle important dans la démons-
tration, en particulier :

Si on appelle Geod la variété des géodésiques de P, (K), elle a une
structure riemannienne naturelle, et si on note

ke = f k@ (), v () dt, pour veGeod

on a la commutation
Rk =0 k),

ou [ est le laplacien sur les fonctions de Geod.

Certaines propriétés des valeurs propres de divers laplaciens ont
aussi un rdle essentiel.

En résumé, ce travail se divise de facon naturelle en quatre chapitres,
le plus important étant le chapilre 3 :

Chapitre 1 : Introduction.

» 2 : Linéarisation de problémes géométriques dans les pro-
jectifs et rigidité infinitésimale pour des structures
riemanniennes.

» 3 : Un probléme d’analyse géométrique (théoréme 3.1).

» 4 : Fin de la démonstration du théoréme 3.1.

» 5 : Résultats et problémes.
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20 R. MICHEL

Une partie des chapitres 2 et 3 a déja fait I'objet de publi-
cations ([14], [15]).

Je remercie vivement M. BERGER et F. BoreL pour d’utiles discussions.

CHAPITRE 2

Linéarisation de problémes géométriques dans les projectifs

2.1. Variations de meétriques

Soient M une variété C*, et S* (T*) le fibré sur M des formes bilinéaires
symétriques; on note Sym 2 = C* (S? T*). Si ¢ est un tenseur métrique
sur M, on appellera variation C? de la méfrique g une application

IxM > St (T#),
% ) — g (@),

out I est un intervalle contenant 0, qui est de classe C» en (A, z), de
classe C* en z, et telle que g, = ¢; on impose aussi & ¢, d’étre une
métrique, ce qui est d’ailleurs réalisé si M est compacte et I assez petit.

En considérant ’espace Ot des métriques riemanniennes muni de la
topologie C*, on voit aisément qu'une variation ¢, est C” si, et seule-
ment si, ’application

I — o (C*) est de classe C”.
h—> ¢

2.2. Les structures a géodésiques toutes fermées et de méme
longueur

2.2.1. — La connaissance des variétés possédant une métrique a
géodésiques toutes fermées de méme longueur, = par exemple, est un
probléme difficile; pour une telle variété, on note M. G. T. F. I’ensemble
de telles métriques, et cet ensemble est stable dans o par transport
de structure (voir en 2.4.1); les exemplaires connus sont, & isométrie
pres, les sphéres, les projectifs et les surfaces de Zoll, ou leurs analogues
en dimension supérieure a 2.

D’aprés le théoréme de Green, I’ensemble M. G. T. F. est réduit a la
structure canonique pour P, (R), alors que pour S, cet ensemble contient
au moins une courbe issue de la structure canonique.

La méthode de Green est cependant bien particuliére 4 la dimen-
sion 2 (voir [10] ou [1], p. 292).
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CONJECTURE DE BLASCHKE 21

Pour démontrer le théoréme 5.1, énoncé dans lintroduction, et qui
supporte la conjecture de Blaschke pour n . 3, on commence par linéa-
riser le probléme.

2.2.2. — On fait d’abord une étude locale autour d’une géodésique
fermée, sans autre hypothése sur la variété riemannienne (M, g).

Soit f: R -—> M, la géodésique fermée, de longueur T, paramétrée
par l'arc de longueur, de conditions initiales f(0) = m, f’ (0) =z.

Soit n = dim M. On considére des champs de vecteurs transportés
parallélement le long de f: X, (f), ..., X, (f), formant une base ortho-
normée de fagcon que X, (f) = f’. Notons B, TM,, la boule ouverte de
centre 0, de rayon r, dans l'orthogonal de X, (0) ==z. Il existe r >0
et Vc M, ouvert tubulaire autour de f, tels que I’application Rx B, — V
définie par

o (@ x ..., ) =expry @ Xe (@) +...4+ 27 X, (21))

soit un difféomorphisme local (systéme de coordonnées dit de Fermi).

On considére une variation C' de la métrique g, soit A —> g €N,
et on s’intéresse aux géodésiques f, de la variété (M, ¢,) ayant les mémes
conditions initiales que f=f,. On travaille en coordonnées a I'aide
de ¢ pour exprimer que chaque f, est fermée, de longueur T.

L’équation des géodésiques de (M, ¢)) s’écrit :

(2.2.2.1) )/ + T xlzi=0 (1<Zj<n).

On a noté I/, et (x) [resp. I} et (2/)] les symboles de Christoffel
et les coordonnées des géodésiques pour ¢, (resp. g).

On étudie donc les solutions de (2.2.2.1) vérifiant les conditions
initiales
2.2.2.2) (2/(0)=(0,0,...,0) et (2/(0)=(1,0,...,0)

Par le théoréme sur la dépendance des solutions par rapport au para-
meétre, on a : Pour « > 0, il existe un intervalle I (contenant 0 et non
réduit a 0) tel que les solutions de (2.2.2.1), ayant les conditions
initiales (2.2.2.2), existent pour Ae€l, sur lintervalle (— a, T + «)

et sont telles que (x{ ()€ (— @ T + «) xB,; de plus, (2] (1)) dépend C"=
de (2, t), et ’équation vérifiée par

[56o)] ~wo

s’obtient en dérivant (2.2.2.1) par rapport a A, et en prenant 2 = 0.
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22 R. MICHEL

En tenant compte de
(2.2.2.3) @ () =0, ...,0, @/ @) =(Q,0,...,0),
et puisque I'/; (¢, 0, ..., 0) = 0, on obtient

"; 4 - n
R () + 7 [T, @ (@), ..., 2% @) h=o = O,
ou encore

wi+ M@0, .. 0.0 0+ 20T 0, ..., 0] =0
6.0, ... 0. SOT160, 0] =0

A=0
Le dernier terme est calculé dans[13] (p. 40) : en posant k = (3¢5/01),—o,

9 014,) @, 0, 0| = %(— Yk + 2V, k) (@0, ..., 0).
h\—0

S

D’autre part, il est simple a vérifier que le long de f,
. d . .
Rm/(t,O,...,0)=B?1‘{,(t,0,...,0) 1<LLj<n),

I’équation linéarisée de (2.2.2.1) s’écrit donc :
(2.2.2.4) h"7 + Ry /Rt = %(V} ki, — 2V, k{)’
le premier membre est bien celui de I’équation de Jacobi, obtenue, elle,
en dérivant par rapport aux conditions initiales.

Pour j =1, I'équation (2.2.2.4) s’écrit :

oy _ 1 1d
h 1(t)--—ivlku(t,O, .. 0) = _Qd_t{k“(t’o’ 0,
les conditions initiales (2.2.2.2) imposant h' (0) = A"t (0) =0, il vient

en intégrant :

(2.2.2.5) bt () = — %f ki (60, .. 0 dl + Sk 0, ..., 0)

2.2.3. Condition nécessaire de fermeture et longueur T pour f). —
Soit Ael; si ¢ varie dans (0, 7)) pour qu’on ait fi (Th) = m, il faut
que T = T,.{ ¢ (z, x) }'2, et aussi, par un argument simple de continuité,

(2.2.3.1) (@ (T)) = (T, 0, ..., 0).
En dérivant (2.2.3.1), de classe C, on a pour » = 0 la relation
2.2.3.2) (R (T)) — %k“ O, ...,00x(10,...,00=(@, ..., 0).

TOME 101 — 1973 — n~N° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 23

D’aprés (2.2.2.5) et (2.2.3.2), on a la condition
T
(2.2.3.3) f ku (0, ..., 0)df = 0.
0

Remarque 1. — On n’a exploité (2.2.2.4) et (2.2.3.1), que pourj = 1;
en fait, on trouve la méme condition (2.2.3.3) en se servant de 1 < j < n.

Remarque 2. — On n’a pas utilisé pour obtenir (2.2.3.3) toute la
condition de fermeture, a savoir f3 (7)) = , ni le fait que ' (T) = z;
on peut donc énoncer la proposition suivante :

ProposiTiON 2.2.3. — Sur une variélé riemannienne (M, g), soit
f: (0, T) = M une géodésique paramétrée par son arc de longueur et telle
que f(0) = m = f (T).

Soit 1 — ¢, une variation Ct de g.

Si les géodésiques f, pour (M, ¢)) telles que f' (0) = fi (0) repassent
en m, avec la méme longueur T, on a

L \ p)
fok(f,,ft)dt_o, ou k—-[agx]ko.

Remarque 3. — Cette condition peut s’obtenir par une méthode plus
variationnelle (Alan WEINSTEIN, non publié), et une étude analogue,
pour une sous-variété minimale assujettie & des conditions au bord et
a rester minimale pendant la variation de la métrique, donne une condi-
tion intégrale du méme type.

2.2.4. — On voit qu’il est naturel pour une variété M, munie d’une
m. g. t. f. (T), d’étudier le sous-espace suivant de Sym 2.

DErFINITION 2.2.4. — On note F ’ensemble des k tels que, pour toute
géodésique f paramétrée par son arc, on ait

fo k(o ) dt =0

ProrosiTiON 2.2.4. — Pour foute variation C' autour de g, soit g,
contenue dans M. G.T. F., on a

In
I: W])\ZO € F.

Ceci est conséquence immédiate de la proposition 2.2.3.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



24 R. MICHEL

2.2.5. — Pour une (M, g) on a noté L le sous-espace de Sym 2 des
tenseurs qui sont des dérivées de Lie de la métrique g, c’est-a-dire

keL si k= Lx(g), avec XeC” (TM),
en coordonnées k i =V:X; +V, X,

CorOLLAIRE 2.2.5. — Pour M munie d’'une m. g.t. f. (T), soit g,
on a LCF.

On peut en faire une vérification triviale par le calcul, mais une raison
géométrique est la suivante : soit k = Lx () et 2 - dy le groupe a un
parametre de difféomorphismes qui induit X, donc tel que :

0 .
[EX <d7 g>])\:0_ k;

chaque d% g étant une m.g. t. f. (), il résulte de la proposition 2.2.4
que k est dans F.

Pour un résultat plus précis, voir [15], proposition 2.1.

2.3. Les métriques riemanniennes a «courbure projective »
constante dans les projectifs non réels

2.3.1. — 1l est classique (par exemple [11], p. 167) que sur P, (C),
P, (H), P, (Ca) avec leur métrique canonique g, les droites projectives
sont des sphéres de dimensions respectives 2, 4, 8 et 4 courbure cons-
tante -+ 4; de plus, sur le projectif complexe P, (C), il est connu que la
structure canonique est la seule structure kdhlérienne 4 courbure holo-
morphe constante -+ 4.

On s’intéresse 4 Iensemble A cON des métriques pour lesquelles les
droites projectives sont & courbure constante - 4, sans hypothése de
compatibilité de structures telle que kéhlérien ou hermitien; on doit
remarquer que A n’est pas stable dans Ot par l'action des difféo-
morphismes.

2.3.2. Linéarisation dans A sur P, (K), K= R.

DeriNiTION 2.3.2. — On appelle Fg le sous-espace de Sym 2 des k
qui, en restriction a chaque droite projective, sont des dérivées de Lie
de la métrique induite; c’est-d-dire : Soit S une droite projective
quelconque, I'inclusion canonique dans P, (K), étant notée i, on a

i*k = Ly (i* g), ou X est un champ C” sur S.

ToME 101 — 1973 — ~N° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 25

ProrosriTioN 2.3.2. — Pour loute variation C*, soit ¢, contenue dans A,

on a
o
[W:I)\ZO EFK‘

Démonstration. — Chaque S munie de i* g, est 4 courbure constante 4;
il existe donc une famille A - r, de difféomorphismes de S tels que

2.3.2.1) i* g =13 (i* 9).

On peut assujettir les r, a4 étre C' par rapport a 4 : on reprend pour
cela la démonstration de la rigidité des structures & courbure constante
(par exemple [12], p. 262), on fixe un point x, dans S; siexp) (resp. exp)
est ’exponentielle en z, de i* ¢, (resp. i* g), en posant r, = exp o exp3’,
on définit une isométrie locale que I'on peut étendre et qui convient.

On dérive (2.3.2.1) :
0 0 .
(5@ ), = 5@ 9he

le second membre est bien une dérivée de Lie de i* g dans S, et le premier

membre n’est autre que i* [(0/02) ¢]r=o-
C. Q. F. D.

2.3.3. PropriéTE. — Sur P, (K), on a, a priori, LCFgcCF.

I’essentiel est que les droites projectives S sont totalement géodé-
siques dans P, (K); dans ce cas, si Y est un champ sur P, (K), on a
i* Ly (¢) = Lx (i*g), ot X est le champ sur S qui est la projection
orthogonale de Y, donc Lc Fg.

D’autre part, pour toute géodésique f, soient S la droite projective
qui la contient, et k un élément de Fg; d’aprés le corollaire 2.2.5,
appliqué sur S, on a

ks
f #*k(f,f)d =0, donc keF.
’ C. Q. F.D.
2.4. Sur la rigidité infinitésimale de certaines structures géo-
meétriques

2.4.1. — On utilise ici des résultats de EBin [8] et de BERGER-EBIN [3]

.....

au chapitre 4, et concernant les problémes précédents. On rappelle ces
résultats rapidement.

Soit M une variété compacte, C*, sans bord. On a posé
Sym 2 = C* ($* T*) = Niz, G5 (S* T*).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



26 R. MICHEL

(C’est un espace de Fréchet pour la topologie C*, dans lequel I’espace o1
des métriques riemanniennes est un cone convexe ouvert. Si on fixe

une telle métrique g, on note { , > le produit scalaire global des sections,
relativement au produit scalaire local et & la mesure v, associée a g,

Ch k> =fh"iki,-vg,
M

d’ou Sym 2, muni de { , >, est un espace préhilbertien.

Plusieurs décompositions de Sym 2, orthogonales pour < , > sont,
données dans BERGER-EBIN [3] et celle qui s’avére essentielle au cha-
pitre 3 est la suivante : Les opérateurs différentiels

o* : C~ (T*) - Sym2,

& %LX 9), avec X et £ duaux par ¢
et
0 : Sym2 — C~(T%),
k — ok, avec dk;= — V/ k;;

(dont le premier est a symbole injectif) sont adjoints formels, et on a
la décomposition :

Sym2 =Kerd @ L ([3), p. 382),

ot L = Im ¢* est I'espace des dérivées de Lie de la métrique g.

Le groupe des difféomorphismes de M, soit @, agit sur o1 par trans-
port de structure : (g, d) — d* g; on note O (g) I'orbite de g,

0(g) =|d*g|ded|com.

Comme il est naturel, I’espace tangent en g & O (g) est L.

EBIN a montré, dans [8], I'existence au voisinage de g d’une sous-
variété S de on, transversale aux orbites de @ (un « slice ») et homéo-
morphe 4 un voisinage de O (g), la structure de g, dans I’espace M /®D

des structures riemanniennes sur M; l'espace tangent & S en g n’est
autre que Ker o.

2.4.2. — On dira qu'un sous-ensemble £ de O1 est rigide au premier
ordre si :

« Pour toute variation C' de la métrique g contenue dans £, on a
[dg)\/d)\h:o eL. » »

LemMmE 2.4.2. — Soient S un slice, et ¢ un sous-ensemble de I, rigide
au premier ordre. Pour toute variation C* de g, soit r;, contenue dans £n S,

onaV n>0,
rnl o
d)\ )\:0 )

TOME 101 — 1973 — n~N° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 27

Démonstration. — Soit n entier tel que V m, 0 << m < n, on ait

()m n .
[ d}\m ])\:0 - 0‘

On applique la formule de Taylor a I'application 2 — r, sur (0, 2, )
4 l'ordre n 4+ 1 dans Cv (S*> T*), pour V ¢; on a donc dans Sym 2 :

— n n-+1 = 1 dn n
n=g ki, ave k= %01

On se restreint & I = (0, a(; on pose p. = A", p.€ (0, b(, avec b = a»
et py, = ru.., chaque p, € Sym 2, et la variation

(15 ) > pu (@) = 9 () + p k(@) + prm L () () € S* (T),

est C! sur (0, b(.

En reprenant la définition de la topologie de o1, on voit que I'appli-
cation 1 — p, est dérivable en 0, a droite, et de dérivée k; puisque
pu€ S, d’apres [8] (p. 30) et [3] (p. 384), on a 6k = 0. L’hypothése de

rigidité impose donc ke LnKer o = {0}, et le lemme en résulte.

2.4.3. — Donnons une formulation indépendante du slice.

ProrosrTioN 2.4.3. — Soit £ un sous-ensemble de I, rigide au premier
ordre et stable par @. Pour toute variation C* de g, soit ¢, contenue dans &,
il existe une famille de difféomorphismes de M, soit A — d) € @, de classe C*,
telle que

.
Voo | Snie—dig| —o

=0

En d’autres termes, | g, est un transport de structure a une varia-
tion, infiniment plate en g, prés.

Démonstration. — Ceci est conséquence rapide du théoréme du slice
([8], p- 30-33) : un slice S existe tel que, pour chaque ¢, €, il corres-
ponde r,€ S et dy€® tels que ¢ = d} (), 1o = ¢, do = identité.

En suivant sa démonstration, on voit que I’application A — d5' € ®
(muni de la topologie C*) est de classe C~.

Il en résulte facilement que 2 — r, = (d7')* ¢) est une variation C”
de ¢. De plus, netnsS : car, d’'une part n €S, et d’autre part r, est
dans l'orbite de ¢, qui appartient 4 I’ensemble stable £.

Donc, d’apres le lemme précédent,

orry, _
Vn>o0, [W ]):0_ 0.
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En dérivant n fois dans ¢, =d¥ (n) :
O e O
o7 (@ 1) = 55(9)

il reste pour 2 =0 :

dn * _ dn
[5;\7 (d g)]_l‘:() = [ﬁﬁ [/ ]xzo'
C. Q. F. D.

Remarque. — 11 serait intéressant d’examiner le cas de variations
analytiques en 2 (en supposant éventuellement aussi, les métriques ¢
et la variété M, analytiques). Si I’on montrait dans la proposition 2.4.3
que dy g est analytique en 2, on aurait un résultat local.

CHAPITRE 3

Un probleme d'analyse géomeétrique

3.1. Le théoréme principal

On a défini Fg, en 2.3.2, pour K = G, H ou Ca; on remarque que Fg
a aussi un sens pour cette définition, et que Fgr = F : en effet, sur P, (R),
dire que k est, en restriction & chaque droite projective, c’est-a-dire,
a chaque géodésique, la dérivée d’'un champ X tangent a cette géodé-
sique revient a dire que i* (k) (f) est la dérivée ordinaire de la fonction
m-périodique X (f), et ceci équivaut a la condition d’intégrale nulle.

On a vu, en 2.3.2, que, a priori, LCc FgxcF.
Dans la suite, on démontre le résultat suivant.

TaEoreME 3.1. — Si sur P, (K), K =R, G, H ou P, (Ga), muni de
sa méfrique canonique ¢, on pose

L = { Lx(g) | X champ de vecteurs C*},
F =!{keSym 2|V f, géodésique paraméirée par 'arc :f k(f,, fydt= 0},
0

Fx = les tenseurs de Sym 2, qui, en restriction a chaque droite projective,
sont des dérivées de Lie de la métrique induite :

on a
L = Fg

en particulier sur P, (R) :
L=F.

ToME 101 — 1973 — n~n° 1
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CoroLLAIRE 3.1.1. — Soit Z le sous-espace des tenseurs de F, sur P, (K),
qui sont pairs en restriction a chaque droite projective, on a

2cL.

On peut donner une définition en apparence plus faible de ’espace Fg
pour K #R en imposant & ses éléments d’étre localement des dérivées
de la métrique induite, en restriction aux droites projectives. En fait,
sur la sphére S, canonique (¢ > 2), un tenseur qui est une dérivée de
Lie locale de la métrique est une dérivée globale : on peut recoller les
champs locaux 4 I’aide d’isométries infinitésimales (voir CaLaBI [6], p. 158),
ce qui est évidemment faux pour S,, puisque, en restriction a une courbe,
fout élément de Sym 2 est localement une dérivée de la métrique induite.

3.1.2. « Esquisse analyse » de la démonstration du théoréme 3.1. —
La démonstration du théoréme 3.1 contient celle qu’on a faite dans [15]
pour P, (R); étant toutefois plus longue et plus technique, on en donne
ici une « esquisse analyse ». Aprés les préliminaires 3.2, on montre deux
faits essentiels :

— D’espace F est orthogonal a R g (lemme 3.3);

— pour P, (K) I’espace F est stable par I'opérateur A (lemme 3.4);
plus précisément, on a la formule de commutation des laplaciens 3.5.3,
ou intervient la variété des géodésiques, munie d’une métrique natu-
relle; il en résulte que A induit un isomorphisme de F sur F (prop. 3.5.8).

Un argument fondamental aussi est la décomposition de BERGER-
EBIN : le théoréme 3.1 équivaut ainsi & ce que FgnKer o = 0.

Au lemme 3.5, si ke FxknKerd, on a trk = 0 (on arrive a4 passer
du global au local par transformation de Radon en se concentrant
sur trk et Atrk, et on peut conclure griace a des inégalités sur les
valeurs propres du laplacien).

Au paragraphe 3.7, il intervient Pk, la partie « pure » du tenseur k,
(PK) (z, ) = %trm kg @ ), ou g=— dimgK;

Pk est un tenseur; on l’exprime & l’aide de la courbure (3.2.4.2).
Au lemme 3.7, si ke Fgxnkerd, on a APk = (2q(n + 3) — 8) Pk.
Pour P, (R), Pk =k, et le théoréme en résulte rapidement.
L’argument important est que les dérivées de Lie de la métrique
sur toute variété riemannienne a courbure scalaire constante sont solu-
tions d’une certaine équation du deuxiéme ordre; en utilisant cela sur
des sous-variétés totalement géodésiques pour le tenseur induit, on
arrive, par des calculs locaux, & I’équation vérifiée par Pk; on pose

A = Fgnkerd = Fgnker d nker tr
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