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EVALUATION D’'UNE SOMME ARITHMETIQUE
ASSOCIEE A UNE FORME MODULAIRE NON ANALYTIQUE

PAR

Jurianne UNTERBERGER

[Reims]

REsumE. — En appliquant la méthode de dissection de Farey a une forme modu-
laire non analytique, introduite par H. Maass, on obtient le développement
asymptotique

2o @) (K, 27 ny)) =y~ (a, log’ y=* + a,log* y=' + a;logy ) + O (™),

valable quand y positif tend vers zéro, out d (n) est le nombre de diviseurs de n.

1. Introduction

Soit, pour tout entier n>.1, d (n) le nombre de diviseurs de n, et
soit K, la fonction de Bessel de seconde espece définie, par exemple,
par la formule '

pour tout y positif; on sait que, pour tout s > 1, on a

1 G+iw s /y —s
Ko(y)=8in£+iw I <§>(‘2‘> ds,

T étant la fonction gamma.

On se propose de donner un développement asymptotique, 4 un O (y—)
prés, de la fonction arithmétique

Zoxsi [d (] [K, 27 ny)]*
quand y positif tend vers zéro.
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114 J. UNTERBERGER

Pour cela, on introduit la fonction

9@ y) = 1y~ (logy + v —log (4 )
+ Snusa d (n) Y2 K, (21 ny) cos (2 7 nx),

qui est définie et analytique dans le demi-plan y > 0, et qui est inva-
riante par le groupe modulaire complet (cf. [3]).

On peut écrire 1’égalité de Parseval :
! 1
® [ 19yl dz= gy Qogy + 7 —log 4m)
0
1
T 5 Zax d2 (n) y K? (2 & ny),

et, dans ce qui suit, on évaluera l'intégrale ci-dessous en se servant
de la dissection de Farey de l'intervalle (0, 1) (cf. [2]), et on en déduira
le théoréme suivant.

THEOREME. — On a, quand y tend vers zéro, le développement asymp-
lotique suivant :

Znsa d* () K§ (27 ny)

= % gy~ {log*y= + aslog*y=" +alog y= | + 0 (@),

avec
_ _ _ )
% =3 <3y log = — 4log 2 — 2 )
o = 3 (log* (16 7 e7) — ¢, log (16 7 e~7) — 8 ¢, + 2¢ (2)),
oll

v estlaconstante d’Euler,

"(1 = limm—>w <2s =1 ]P'gf log m)
)

@) @, (
Co="{—c—(—2)— ¢ = ) Co 0] — Y

¢ élant la fonction dzéta de Riemann, ¢’ et {" étant ses dérivées.

Roger GopEMENT nous signale que I'on peut, en fait, obtenir un
développement avec un reste en O (y—'/*) étant donné que la série
Tra &2 (n)/n* n’est autre que [¢ (r)]/¢ (2s), fonction dont le dévelop-
pement de Laurent au voisinage de s = 1 est connu! Compte tenu de

TOME 101 —- 1973 — N° 2



EVALUATION D'UNE SOMME ARITHMETIQUE 115

cette circonstance particuliere, on se rameéne en effet 4 un simple calcul
de résidu, vu que la transformée de Mellin de Y, , d* (n) K (2 7 ny) est
S 4

PG, ew

8™ T TG T

La partie réguliére du développement que I’on obtient ainsi est la somme
de la partie réguliére du développement obtenu par la méthode de
dissection de Farey et d’une constante, explicitable, mais fort compliquée.

2. Dissection de Farey

Soit N un entier positif non nul; les nombres de Farey d’ordre N
sont les nombres rationnels h/k vérifiant

O0Lh-k~ZN avec k=0,

(h, k) =1,
étant entendu que O est le nombre de Farey 0/1, et 1 le nombre de
Farey 1/1.

Dans toute la suite h'/k’, h/k, h"[k" seront des nombres de Farey
d’ordre N consécutifs avec

hl h hll
FS kS K
on sait qu’alors
{ h"k —k"h=1,

k + k" > N.
Posons
Blo,i = ;,1 =0,
U 1 " 1 h
ﬁlz,k = - k_(—k—-l—_k'—), N m‘j pour % Z 0 ou 1.

On vérifie facilement que
h, U h U
14 + Bm,k = L + B/l,m
et que intervalle (0, 1) est recouvert par les intervalles
h = h ”
[fc + Shoo % + 5/,,4];
on obtient ainsi la dissection de Farey d’ordre N de (0, 1).
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116 J. UNTERBERGER

Pour des raisons typographiques, on introduit la fonction caracté-
ristique x4 (x) de l'intervalle (B);, Br:), d’ou I'égalité

1
[ 9@y =i L
0

ou le symbole ¥, ; signifie que la sommation est étendue a tous les
nombres de Farey d’ordre N, et ou

Iy =fl g<£ + =z, y> ‘2Xh,k (z) dx.

Utilisons maintenant le fait que ¢ est invariante par le groupe modu-
laire, donc par les transformations

(x9 y) = (Xh,k9 Yk, lc)’
avec

K" (@ + iy) — h"

Xir+1Ym= ACESTEY

Ceci permet d’écrire I, sous la forme

k" x y 2
S1o(% - rarm ratrm) [ m@=
La fonction de Bessel K, vérifiant I'inégalité

16)) K, () =@m)"2t2et  pour t>0,

on est amené & penser que les termes en K, (27 n Y;) seront moins
importants que le terme

1 Y
I u (Y},k) I2 = 1_6 Y},k 10g2 <-%‘>
dans I, o étant égal & 4 m e~Y; on pose alors

Iy =f| u (Yue) [* i (%) dee
et
= [ (19 G Yad I = 0(Ya) )y @) da

On va calculer la somme relative aux Ij;, et majorer le reste quand N
tend vers l'infini : en fait, on posera N = y—'2[{ (y)]~*, ou ¢ (y) est
une fonction tendant vers l'infini quand y tend vers zéro de fagon que
y—'2[d (y)]~* tende vers l'infini.
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EVALUATION D'UNE SOMME ARITHMETIQUE 117

3. Quelques lemmes

Nous nous proposons ici d’estimer, quand N tend vers l'infini, les
sommes arithmétiques

=y %")Mg/ kL, j=0,1et2
et
t®og @,  j=01e2,

¢ (k) étant I'indicateur d’Euler.

Ces sommes serviront a4 la majoration du reste et 4 I’estimation de
la partie principale ¥, ; 1.

LemME 1. — On a, quand N tend vers U'infini, les estimations suivantes :

1o 2y 98X _ Cloge N 1 0 (1);
20 N CP (k) j 2
D log/ k = C(2) (log N — 1)/ 4+ O (log/+* N) pour j =0,1
et 2.
En effet :

Y

N
gk _ T84 1 0a) = Jlog N + 0 (),

d’ou le premier résultat; pour démontrer le 2°, on utilise la formule de
Mertens (cf. [1]) :

O (N) =3¢ (k)= —NZ+0(NlogN)
d’ou
¢ (K) _ - 1 1 @ (N)
ZQVT—ZQV d)(k)[ic_m]_l-T
a3, 1 1 3
= x¥ [—k + O (klog k) <F+0<173>>+{2N

o (2) + 0 (log* N).

Pour démontrer les deux autres estimations pour j =1 et 2, on utilise
a4 nouveau la transformation d’Abel et une récurrence.
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118 J. UNTERBERGER

LemMME 2. — On a les développements suivants, quand N tend vers
linfini,

. 1 1 f+1
Y log/ k= (2)< log/+t N + c,) + 0 (log/+* (N)/N)

pour j =0, 1 et 2, avec

_.,_ Y@
Co - Y Z (2) )
_{@ "(2)
CI_C(z) 0+2§(2) Yh
_ 58 @, "(2)
=250 =5 &~ srE T
ou
v =limy, s, [E7%, (I + 1) (log! s)/s — (log+t m)/1 + 1], l=0etl.
Démontrons le lemme 2. — On va utiliser la transformation d’Abel
et I'égalité
o) _¢(s—1)
Tnsi—ps = T pour Res > 2.

On trouve alors pour h > 0 :

k 14+ h k
@) )2\ %Q(T/? = g———g2 i h; — Dk N+1 %_H?

=§-E;—i—zg—2kél\’+i?]§§+£h)<2+h+o( >>

R o ()]

_t(1+h 6 <logN>
_C(2+h)_’rr2hN’l

D’autre part, quand h tend vers zéro, on a
CA4+ ) =11+ h+ O @),

d’ou le résultat pour j = 0, quand on fait tendre h vers zéro.
Quand j = 1, on écrit que

k 1+4+h k
hmh—>0 <Ek 1 k2£—h) log k) hmh—)o dh <§ 52 i h; ZkA.N-{-I kgg,h)>

et on continue comme précédemment. Finalement, pour j =2, on
dérive deux fois par rapport & h I’égalité (4), et on fait tendre h vers zéro.
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EVALUATION D'UNE SOMME ARITHMETIQUE 119

4. Majoration de la somme ¥,; I},

Dans tout ce qui suit, nous posons
N =y"l{ @)

ou Y (y) est une fonction positive tendant vers l'infini quand y tend
vers zéro, de telle facon que y—'/2/y (y) tende aussi vers l'infini.

ProposiTioN 1. — On a, quand y tend vers zéro, les estimations suivantes :

v L _ oy log b @)
e e ey 0<y/ X0)) >

pour j =1 et 2.

Cette proposition est une conséquence immeédiate des estimations
du 2° du lemme 1.

ProrosiTiION 2. — On a, quand y tend vers zéro,
ik L = O ([Y @F)-
En effet :

Iy | éf| 9 Xnrs YY) — u (Yiz) | xar () dx

+2 1Y) 11 9 (s Yo — 1 (V) |y @) o

Mais, grace a l'inégalité (3), on peut écrire :
(90X, ) = u(¥) | £ 5= V2 Do d () v Y- et
é C1 Znéi n—i/& e—-zﬂn}’
+w
éci [e—zﬂ}’ +f t—1/43— 'r:tYd[]
1 -

_é Cz Y—‘.’/:!’

C, et C, étant des constantes absolues.

D’autre part,

i (Vi) = }I(Y,,k)m log Yiefd

= L (Vi [log (w)(a* + y) k) —log3)|
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120 J. UNTERBERGER

ce qui donne

L= [ (©F Yiil sy @) do + f Yii* | u (Vi) | e (@) do
2T + K
ol1 I'on a posé
Tie= G [ (Vi + Yill) yue @) do
et
Kii = C [ Vil |log 1k @+ y°) |y @) de,

avec C; = max ((C)?, Cs, log 9).

1° On va montrer que ¥, ; J7, = O (§* (y)) quand y tend vers zéro;
en effet

Tie = Co [ T 5 (L 4 BV - 7 g (1 + LY e ()
1/kNy
é 2 Cg‘/‘ [ka y5/2 (1 + [2)3/2 + ki/2 ys/k (1 + t-z)1/&] dt
0 1/kNy
= 2 C;; [23/2 k3 ys/2 + /2 Jr /2 ys/a] + 2 CBf
1
ys/z 2 k2 ys//y ]

+ 4 kv N+ y 3 k32 N3/2 y:;/z
= 8C, [k” ys/-z + k2 ys/,z 4+ kN y—s/z + k—t N—2 y—-ua];

4 8 C3 [kz 5/2 + k1/2 5/4

on s’est servi du fait que

1 1 , 1 1

w=rar=rN ¢ |Pl=mmomEEN

Finalement, en utilisant le lemme 1 :
Tipdin < Zan 8 G [K2 o7 + K2 g/t  k—t N+ g=°2 4 k=t N2 g—1/4]

= 8.C[ g B K 9 (9 + 1 B K 0 ()

+ y—3/2 N—* EN CP (k) + y_a/a N—32 ZN ¢ (k)]
é8 C;; [ys/z N3 (N) + y5/ﬁ Ni2® (N) + y—3/2 N—-+N + y——i/& N-—3/2 N]
3
=8 Co 1N )7 + (N* )" + (N*g)=* + (N* )]
=0 W ) quand gy tend vers zéro.
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EVALUATION D'UNE SOMME ARITHMETIQUE 121

20 On va montrer que ¥, ; K = 0 ([¢ (y)]V* log ¢ (y)) quand y tend
vers zéro.

En effet, on a

" 9 1 1
e = C;f ke gsis (1 + &) <log iTe + log kTy> ke (Yt dt.

Comme précédemment, on majore 3}, et | 3,;| par 1/kN, et on coupe
I'intervalle (0, 1/kNy) en les intervalles ( 0, 1) et (1, 1/kNy).

On obtient alors
Ky =2 Color g [ (log2 + log - )
+ log——z— + log—l— (k N y)=*"]
(kN y)* k> y
= 1 C. kty—* N—-3~ log—l— + log 1
=2 kNy ky
= Gy k= y—1/* N—22 log kﬁly )

ou C, est une nouvelle constante absolue, d’ou

1
k*y

Six Kip = Gyt N2 3N ? ng) log

— Cyy—h N “’%yif’—) = 0 (¥ )] log ¥ ()

en utilisant la proposition 1, d’ou la proposition 2.

5. Galcul de la somme ¥, ;1)

Rappelons que
. 1 dt
I, _f10g2m xk (YD) 161+ )

Nous allons comparer I),; avec

Je = +wlo : 1 t .
w=) B spEydrp I6Rd T B

Posons

! ! !
rk = Jhk - Ihk'
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122 J. UNTERBERGER

ProrosiTioN 3. — On a Uestimation suivanle :

Yik Ky =0 <1()f__%§),l]_)> quand y tend vers zéro.

Démonstration. — On a, sur 'intervalle (f}:/y, + oo( :
) 1 dt 1\ dt
f g Sy D BRI £ D éf <l°g[5 a +‘2)]+1°ngy> L

: dt
4fC6<logt—|-logk2 > TR

ou C; est une constante absolue.

Puisque, pour A = 3,/y, on a

e At 1

1 A
éC7ZIog2(kTy>
1
éc72kNy10g2<m>’

C,; étant une constante absolue, alors

Ny 1 N
Izk ~Z4 C7 16 10g2 <m2>éC7 ky10g2 <m>

donc

Yix K =C XX Ny (k) 10g2 _’

ce qui démontre la proposition 3.

I1 nous reste a calculer :

S 1 dt
ik —f_w B yd+ D I6Ed TP

_ 2j.+co10g2 1 dl )
, Tgd+ P 16kd + B

Posons 1 4 2 = 1/s?,
! s? ds
T = 2f log? s
e &5y 16 kz\/l —s

=38 k*f 108" 5y \/1
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EVALUATION D'UNE SOMME ARITHMETIQUE 123

ProrosiTioN 4. — On a, quand y tend vers zéro,
, 1
Zok Jur = i6x {log*y=t + a,log> y=* + a,log y=* | 4 O (log® ¢ (y)),

ol a, et a, sont les constantes données dans U'énoncé du théoréme.

En effet,
1 '4logs ' 4logs 1
k= o ds f ——=2"ds log —
" 8k_|: o VI =3¢ + o VT —¢ gakzy
' ods 1
log? .
+/; V1i—s gakgy]
On peut montrer que l'on a les égalités

' log 1/s
a = ds—-—lo 2,
' f\/l—s- 8

a, —f log: ”Sd s = Tlog2 + 2 £ (2).

(voir, par exemple, [4] pour la deuxiéme).

D’ou

, 1 1 1 T 1
w=gp®Toe (m) 4t 6818 sy
et

k a, k 1 k 1
Xk hk——2ZACP()+§ZI1V(P()10g6 g %Eiv ()Ingakzy

p—

En utilisant le lemme 2, on trouve
1
i Jue = {5 (108’ ¥~ + ailog? y=t + a, log y=* |
— 2—11_ log®> ¢ (y) + O (log* ¢ () quand y tend vers zéro,

d’ou la proposition 4.
6. Démonstration du théoréme
D’aprés les propositions 2, 3 et 4, on a

1 .
f lg @ y) P dz = e ilogy~ +ailog?y~" +axlogy—} + 0 (¥ @)
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124 J. UNTERBERGER

quand y tend vers zéro, pour toute fonction ¢ (y) positive tendant vers
I'infini quand y tend vers zéro, telle que y'2 ¢ (y) tende vers zéro quand y
tend vers zéro.

Puisque le premier membre de 1’égalité ci-dessus ne dépend pas
de ¢ (y), on en déduit que I'on a

! 1

[ 1e@ ) de = g (log g~ + i log y~ + s log y | + 0 (D),

0
quand y tend vers zéro.

Mais

P d @K @rny) =2 [ |g@y) | de+ 0 log g,
0

d’aprés (2), d’on
Sn € () K3 2 ng) = g {logh g~ + o logt 1 + s logy= | + 0(y)

quand y tend vers zéro, ce qui termine la preuve du théoréme.
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