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ÉVALUATION D'UNE SOMME ARITHMÉTIQUE
ASSOCIÉE A UNE FORME MODULAIRE NON ANALYTIQUE

PAR

JULIANNE UNTERBERGER
[Reims]

RÉSUMÉ. — En appliquant la méthode de dissection de Farey à une forme modu'
laire non analytique, introduite par H. MAASS, on obtient le développement
asymptotique
I^, (d (n))2 (Ko (2 -n; ny))2 = y-1 (a^ log3 y-1 + a, log2 y-1 + a, log y -1) + 0 (y-1),

valable quand y positif tend vers zéro, où d (n) est le nombre de diviseurs de n.

1. Introduction

Soit, pour tout entier n ̂  1, d(n) le nombre de diviseurs de n, et
soit Ko la fonction de Bessel de seconde espèce définie, par exemple,
par la formule

(1) Ko (y) = (2 T:)-^ e-r F °° ̂  t-^ ( 1 + -V dt,
^Q \ ~ y /

pour tout y positif; on sait que, pour tout o- > 1, on a

^^r^w^
r étant la fonction gamma.

On se propose de donner un développement asymptotique, à un 0 (y~1)
près, de la fonction arithmétique

S^i^Pl-^Trny)?

quand y positif tend vers zéro.
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^4 j. UNTERBERGER

Pour cela, on introduit la fonction

9(^y)== ^ l /2(logï/+T-log(47^))

+ 2 î d (n) y^2 Ko (2?: ni/) cos (2 TT n:c),

qui est définie et analytique dans le demi-plan g > 0, et qui est inva-
riante par le groupe modulaire complet (cf. [3]).

On peut écrire l'égalité de Parseval :

r1 i(2) j 1 g (^ y) I 2 dx = ̂  y (log y + y - log (4 7r))2

+ ^n^d^(n)yKl(2r:ny),

et, dans ce qui suit, on évaluera l'intégrale ci-dessous en se servant
de la dissection de Farey de l'intervalle (0, 1) (cf. [2]), et on en déduira
le théorème suivant.

THÉORÈME. — On a, quand y tend vers zéro, le développement asymp-
totique suivant :

2^ d2(n)Kl(2^ny)0 \^

= g-^ y~1 {log3 y-1 + ai log2 y-^ + a, log y-1} + 0 (y-1),

avec

ai = 3 ( 3 Y - log TT - 4 log 2 - 2 S'(2)^
S (2)

Œ, = 3 (log2 (16 TT e-T) - co log (16 TT e-T) - 8 c, + 2 Ç (2)),
ou

y es/ Za constante d'Euler,

Y -lim ( v ^ logs ^S2 ̂yi — um,,^^ l2 j^=i —ç— — —o— 1 ?

c.-T-J^, ,,= .̂̂ -,,

Ç eton< /a fonction dzêta de Riemann, Ç' e^ Ç" étonZ ses dérivées.

Roger GODEMENT nous signale que l'on peut, en fait, obtenir un
développement avec un reste en 0 (y-1/2) étant donné que la série
2^1 d2 (n)//^ n'est autre que [Ç (r)p/Ç (2 s), fonction dont le dévelop-
pement de Laurent au voisinage de s == 1 est connu ! Compte tenu de
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ÉVALUATION D'UNE SOMME ARITHMÉTIQUE 115

cette circonstance particulière, on se ramène en effet à un simple calcul
de résidu, vu que la transformée de Mellin de ïn^i d2 (n)K^ (2 TT ny) est

l A v ^ J „ ^(n)
8 r(5) Ln^ /r *

La partie régulière du développement que l'on obtient ainsi est la somme
de la partie régulière du développement obtenu par la méthode de
dissection de Farey et d'une constante, explicitable, mais fort compliquée.

2. Dissection de Farey

Soit N un entier positif non nul; les nombres de Farey d'ordre N
sont les nombres rationnels hfk vérifiant

( O^h^k^N avec k ̂  0,
i (h, k) = 1,

étant entendu que 0 est le nombre de Farey 0/1, et 1 le nombre de
Farey 1/1.

Dans toute la suite h ' I k ' , hfk, h " j k " seront des nombres de Farey
d'ordre N consécutifs avec

A / < / ^ <^ .
k ' ^ k ^ k ^

on sait qu'alors

Posons

( /^/C-Â:"/^ 1,

( k + k" > N.

Po.i=(^=0,

^--k^+k'y ^=^(Fl^o pour l ^ o 0 1 1 1 -
On vérifie facilement que

p + P/z/,<- === r. + P/<,/-»

et que l'intervalle (0, 1) est recouvert par les intervalles

P,c/ h y
1 ^ + l^À,/-» ^ + P/,,/ ,

on obtient ainsi la dissection de Farey d'ordre AT de (0, 1).
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1 1 6 J. UNTERBERGER

Pour des raisons typographiques, on introduit la fonction caracté-
ristique ^h,k(x) de l'intervalle ((3^, (3^), d'où l'égalité

/ \9(^y) Pdx^^l^
«^n

où le symbole SA,À: signifie que la sommation est étendue à tous les
nombres de Farey d'ordre N, et où

/ / i \ l2

Ihk = g\k+x9y}\ xh>k ^x) dx'

Utilisons maintenant le fait que g est invariante par le groupe modu-
laire, donc par les transformations

(x, y) h> (X ,̂ Y^),

avec

X..+IY _^+"/)~^
xk'k+lY^--^^Çiy)^^^f

Ceci permet d'écrire lh,k sous la forme

r \ f k" x u \ 2

j 1 ̂ ^"^ïn^'/c^'n^)) ^(:r)^-
La fonction de Bessel Xo vérifiant l'inégalité

(3) K, (0 ̂  (2 7r)-1/2 <-1/2 e-^ pour < > 0,

on est amené à penser que les termes en Ko (2 TT n Yhk) seront moins
importants que le terme

\u(Y^)\2==-Y^og^(Yhk\
10 \ ° /

dans îhk, ^ étant égal à 4 TT e-T; on pose alors

l'kk =f\ u (Y^) |2 ̂  (̂  ̂

et

l'kk =f( 1 ^ (X^ Y^) |2 - | u (Y^) |2) ̂  (̂ ) dx.

On va calculer la somme relative aux 1 ,̂ et majorer le reste quand N
tend vers l'infini : en fait, on posera N == y-^2 [^ (y)]-1, où ^ (y) est
une fonction tendant vers l'infini quand y tend vers zéro de façon que
Î/-V2 [^ (y)]-1 tende vers l'infini.
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3. Quelques lemmes

Nous nous proposons ici d'estimer, quand N tend vers l'infini, les
sommes arithmétiques

^i^log/^, j = = 0 , l e t 2

et

^^log^), j = = 0 , l e t 2 ,

^ (k) étant l'indicateur d'Euler.

Ces sommes serviront à la majoration du reste et à l'estimation de
la partie principale S/i,^ l'hk-

LEMME 1. — On a, quand N tend vers Uinfini, les estimations suivantes :

lo^^^iog^+oa);
a? (k^ N2o ̂  •r-^ log^ k = —— (log N - iy + 0 (log^2 N) pour j = 0,1

et 2.

En effet :

^w =jr'!°^& + o (i) = iicg- N + o (i),
d'où le premier résultat; pour démontrer le 2°, on utilise la formule de
Mertens (cf. [1]) :

0 (N) = 2f cp (Je) = |̂  + 0 (NIogN),

d'où

^=^(^-^]+T
=2r l[^2+0?log/c)](^+o(^))+âN

=ç^+0(log^.

Pour démontrer les deux autres estimations pour j = 1 et 2, on utilise
à nouveau la transformation d'Abel et une récurrence.
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LEMME 2. - On a les développements suivants, quand N tend vers
l infini,

^N V-Iog/ k == ̂  0 log/̂  N + c,) + 0 (log/̂  (JV)/N)

pour j = 0, 1 et 2, aiwc

C -Y ç/(2)
C() -T-^2)'

„ _;'(2) ^ r (2)
Cl-ç-^Co+^-^-Y.,

c-2^-^-3c%^r..
OÙ

ï/ = lim^^ . [2",, (; + l) (log/ s)ls - (log^< m)ll + Ï], 1=0 et 1.

Démontrons le ton/ne 2. - On va utiliser la transformation d'Abel
et l'égalité

y 9 (n) !.(s- 1)
2;» î -^- = ^ / pour tfle s > 2.

On trouve alors pour h > 0 :

(4) v^v ? (A) _ g (1 + A) <f(k)^ ) 2.̂ , -̂ p. - ç ̂  ̂  ̂  - 2:̂ +i ̂

- ^ (1 + h) <S>(k)^2+h , ^ / 1 \ \
- Ç (2 + A) - 2JA^1 -F^ (, -F- + ° ̂ ^

^(N)?! 2 + A / l \ - |
+ N^ L1 - -N~ + 0 (,Ni;J

_ ^ ( 1 +h) 6 n/'logN\
Ç(2+A) 7^2nJV / ' ' l y\—;V~/'

D'autre part, quand A tend vers zéro, on a

Ç ( l + A ) = ^ + r + Y i A + 0 (A2).1

d'où le résultat pour j = 0, quand on fait tendre A vers zéro.
Quand j == 1, on écrit que

"•».>.{̂ -.̂  » -i.̂ (̂ -̂ ,,̂ ))
et on continue comme précédemment. Finalement, pour j = 2 on
dérive deux fois par rapport à h Inégalité (4). et on fait tendre A vers zéro.
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ÉVALUATION D'UNE SOMME ARITHMÉTIQUE 119

4. Majoration de la somme SA A l"hk

Dans tout ce qui suit, nous posons

N = y-^ (y),
où 4' (y) es^ une fonction positive tendant vers l'infini quand y tend
vers zéro, de telle façon que y"172/^ (y) tende aussi vers l'infini.

PROPOSITION 1. — On a, quand y tend vers zéro, les estimations suivantes :

^ î^log/J- - o^-v.10^^-^11 k log ^g-0^ ^(y) )

pour j = 1 et 2.
Cette proposition est une conséquence immédiate des estimations

du 2° du lemme 1.

PROPOSITION 2. — On a, quand y tend vers zéro,

^I"^=0([^W).

En effet :

l'hk 1 ̂ y 1 g (Xu, Yhk) - u (Y^) I-2 -x.hk (x) dx

+ ïÇ\ u (¥„,) 1 1 g (Xu, Ykk) - u (Yu) | -^kk (x) dx.

Mais, grâce à l'inégalité (3), on peut écrire :

| g (X, Y) - u (Y) | ̂  1 Y1/2 S î d (n) n-1/2 Y-v2 e-2^»1'
^à TT

^CiS^in-^e-2^^
.,+00 -1

/ ^-iAe-^^d/
Ji J

^ Ci ^-27Ir + ^ t-^ e- ^^dt
L ^i

^ C.2 y-2/3^

Ci et Ça étant des constantes absolues.

D'autre part,

u(Y^)=^(Y^logY^/ô

= ^ (îW72 [log (y/(^ + y2) ̂ ) - log 01
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ce qui donne

1"^ ̂ /(CQ2 W ̂  (x) dx+^f Y^4 | u (Y,,) | ̂  (x) dx

^- J"hk + K-\k,

où l'on a posé

J ' k k = C,f{W + W) ̂  (x) dx

et

^L = C:̂  Y^/41 log l/;c2 (rc ^+ y2) | %„ (^ ̂ ,

avec C, == max ((C2)2, €2, log ô).
1° On va montrer que ̂  J ' k k = 0 (^ (y)) quand z/ tend vers zéro;

en effet

J ' k k = C.f^ l/5/2 (1 + ^)3/2 + ^1/2 y5/4 (1 ^ ̂ .)1/4] ̂ ^ ̂ ) ̂

/,1/^^r
^ 2 0.3 I [k3 y^2 (1 + ̂  + Â:1/2 Î/^A (l + <2)i/4] ̂

•^o
^lA-^Vy

^ 2 €3 [23/2 A:3 ï/8/2 + 21/2 /cv2 ï/5/4] +2C,

^8C3^^r /2 +^2^4 + jc3l/5/2 + 2;cl/2^4 1—— 3 ^ {/ -r f/ ^ 4 ^ J V 4 y 4 + 3 ^.3/2 ^3/2 ^3/2 J

^ 8 C:, [/c3 y5/2 + À:1/2 y5/4 + /r-1 N-4 y-3/2 + Ar-1 N-3/2 y-^];

on s'est servi du fait que

^^T^Tn^îN et '^^^(/c+^^iN*

Finalement, en utilisant le lemme 1 :

^kJ'hk^^h 8 C, [A3 y5/2 + ̂ /2 ^A + k-1 N-4 y-3/2 + /c-1 N-3/2;/-1/4]

= 8 €3 ry5/2 2^, k3 cp (/c) + z/v* ̂  ̂ 1/2 ^ (̂

+ ^-3/2 N-4 2^, î^ + y-v4 N-3/2 2£, î-^ 1

^ 8 Q [y5/2 N3 ̂  (N) + ̂ A iVV2 0 (N) + y-^ JV-4 N + y-^ N-^2 N]

= 8 Cs ̂  [(N2 y)5/2 + (N2 y)5/4 + (^2 y)-3/2 + ̂ 2 y)-i/4]

= 0 (^3 (y)) quand y tend vers zéro.
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ÉVALUATION D'UNE SOMME ARITHMÉTIQUE 121

2o On va montrer que 2^ K"^ = 0 ([^ (y)]1/2 log ^ (y)) quand y tend
vers zéro.

En effet, on a

^ = C,fk^ y^ (1 + <2)1/4 (log ̂  + log ̂  ̂  0/0 ̂

Comme précédemment, on majore (3^ et [ (3^ | par l//cN, et on coupe
l'intervalle (0, l/kMy) en les intervalles ( 0, 1) et (1, I l k N y ) .

On obtient alors

K\, ̂  2 €3 k^ y^ [(log 2 + log——)

+(lo§(^+log^l,)</CN^3/21

^iQ^,-v-N-3^1og^+log^]

^c^ir^N-^iog—,n y
où €4 est une nouvelle constante absolue, d'où

SM K"^ ̂  C, y-^ N-^ ̂  î^ log ̂

^ Q ff-v- N-3A l-^^) = 0 ([^ (y)]v2 log 4. (y))

en utilisant la proposition 1, d'où la proposition 2.

5. Calcul de la somme S^J^

Rappelons que

/ 1 rl4'
rhk= l o g 2 ô^z/( l+0 2 ? ( î / 0 16^( l+< 2 ) •

Nous allons comparer ï'j^ avec

r, _ r^00, 1 ^
^ J-^ àk2 Y (1 + ^) 16 /c2 (1 + t1)

Posons
•^AÀ === ^ÀÂ: — l'hk9
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122 j. UNTERBERGER

PROPOSITION 3. — On a l'estimation suivante :

SM ̂ k = °( ^ri/r) ^cmd ^ fend yers zero-
Démonstration. — On a, sur l'intervalle (P^/y, + oo( :

/^ô^-FT-) îcii^^/Oog^O +'2)] +l"g^)2i6^

^(logf+log^J^,

où Ce est une constante absolue.
Puisque, pour A = (3^/î/, on a

r^'A^h^210^2]
^•MÀ)
^C,2iNi,l.g.(pyy),

Ci étant une constante absolue, alors

^4C,̂ (̂ .)̂ log.(̂ )

donc

S/.,. X^ ̂  C, S^, N y Î-P log^ ̂ ,

ce qui démontre la proposition 3.
Il nous reste à calculer :

J' = f4"]^ 1 df
A<: J_. â^2 y (1 + <2) 16 k^ (1 + (2)

= ^o log2 ô&2 y (l + <2) 16 A2 (l + c2)
Posons 1 + (2 == 1/s2,

T, « r1 ^ s2 ds
Jhk = ̂  log ôFy i6 ̂ î-^

i r1,-. s2j_ r , . s2 &
8A2^ ^ôA^Tr^^'
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ÉVALUATION D'UNE SOMME ARITHMÉTIQUE 123

PROPOSITION 4. — On a, quand y tend vers zéro,

SM Jf^ = Y^ {log 3 y-1 + ̂  log2 y-^ + a, log y-1} + 0 (log3 + (y)),

où ai et as 5on^ Ze5 constantes données dans renoncé du théorème.

En effet,
y, 1 [' f1 4 log2 s , , f1 4 log s , , 1
^-S-F-U vA^ vdb'510^

, r1 ^ i . 1 1+! ̂ r^^ in^[
On peut montrer que l'on a les égalités

F1 10g l/S , 7T, ^
«i = / ° / ^^^-log2,

Jo v 1 ~ s2

'•'jf'^B-l^2^"2»-
(yol'r, par exemple, [4] pour la deuxième).

D'où

Jlhk = Ïk^ +2^10g(^)al + î^10^^

et

,„,,„ = ̂ ,^+^»!^log^+ ̂ ï^log-^,.

En utilisant le lemme 2, on trouve

SM ̂  = ̂  {log3 !/-1 + a, log2 y-1 + a. log y-1}

— ,.— log3 ^ (y) + 0 (log2 ^ (y)) quand y tend vers zéro,
2t 7T

d'où la proposition 4.

6. Démonstration du théorème

D'après les propositions 2, 3 et 4, on a

r1 1( 1 ^ (x, y) \^dx=^{ log3 y-1 + ai log2 y-1 + a, log y-1 j + 0 (^3 (y)),
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124 J. UNTERBERGER

quand y tend vers zéro, pour toute fonction ^ (y) positive tendant vers
l'infini quand y tend vers zéro, telle que y1/2 ^ (y) tende vers zéro quand y
tend vers zéro.

Puisque le premier membre de l'égalité ci-dessus ne dépend pas
de ^ (y), on en déduit que l'on a

r1 1\ \ g (x, y) ]2 dx == ̂  {log3 y-1 + ̂  log2 y-1 + 0^ log y-1} + 0 (1),

quand y tend vers zéro.
Mais

y S î d2 (n) KÏ (2 TT ny) = 2 f \ g (x, y) |2 dx + 0 (y2 log2 y-1),
^0

d'après (2), d'où

S î d2 (n) Kl (2 T: ny) = ——. {log3 î/-1 + ̂  log21/-1 + a^ log y-1} + 0 (y-1)

quand y tend vers zéro, ce qui termine la preuve du théorème.
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