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INTEGRANDES NORMALES ET MESURES PARAMETREES
EN CALCUL DES VARIATIONS

PAR

Hexrit BERLIOCCHI gr Jean-Micner. LASRY

REsuMmE. — Soient X et Y deux espaces localement compacts polonais, et dzr une
mesure de Radon sur X. Une mesure paramétrée p. est une application mesurable
de X dans M7 (Y). A toute fonction mesurable y de X dans Y, on associe la mesure
paramétrée a (y) : a:—>6y(x). Une intégrande normale (positive) est une fonction
borélienne f de XX Y dans (0, 4+ o) s.c.i. par rapport i la deuxi¢me variable.

L’intégrale p (f) = ﬁ f(x, y)dp, (y) de est une fonction affine s.c.i. de p, et se

réduit lorsque p =a @ ap(f) =F (y) = f f (x, y (x)) dz. Cette construction permet

d’étudier la fonctionnelle F; on résout ainsi un probléme variationnel provenant
de I’économie mathématique, on donne une extension du théoréme de convexité de
Ljapunov, et une caractérisation des compacts faibles de L' (dx).

On étudie ensuite de la méme fagon (c’est-a-dire par prolongement aux mesures
paramétrées) la fonctionnelle

6w = @@ u@de

ol y et u sont liés par un systéme difiérentiel (exemple: u = grady, u = Ay, u =y, ...).
On montre I'existence de solutions généralisées pour le probléme du calcul des variations
« minimiser G », et la possibilité d’approcher ces solutions par des fonctions ordinaires.
On en déduit I’existence d’un probléme relaxé.
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Introduction

Nous étudions deux types de problémes variationnels que I’on
schématise ainsi :

(P,) minimiser f f (, y (x), u (x)) dr pour Ay (x) = u(z),

(P,) minimiser f f (x, u(x)) dr pour f 9: (z, u (x)) de £ 1.

Les problémes (P,) sont des problémes du calcul des variations classique
(A y = grad y = u) et des problemes de contrdle des systémes gouvernés
par des équations aux dérivées partielles (quand A est un opérateur ellip-
tique, parabolique, hyperbolique, non linéaire, etc.). Les problémes (P.) se
rencontrent en économie mathématique (modéle d’AumMaNN-SHAPLEY[1]).

L’existence de solutions pour (P,) est liée a4 la convexité de la
fonction f par rapport a4 u. L’étude des problémes non convexes du calcul
des variations classique a été abordée par Youna [31], qui a introduit
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INTEGRANDES NORMALES 131

des «surfaces généralisées » (on trouvera un exposé moderne dans
Youna [32] et ExeLanD-TEmMaM [17]), dont il montre qu’elles sont en
un sens naturel des solutions généralisées de (P,). L’idée est de plonger
Pespace des fonctions mesurables (par exemple : les fonctions mesurables
de (0, + 1) dans (— 1, + 1) dans un espace de mesures (I’espace des
mesures de Radon positives sur (0, 1) x(— 1, 4+ 1) qui se projettent
sur (0, 1) suivant la mesure de Lebesgue). Cette méthode a été reprise par
GaourLa-Hourr [18], et I. EKELAND a montré son lien avec ’analyse
convexe [16].

L’étude (chapitres I et IT) dans un cadre abstrait de convexes compacts
de mesures du type précédent et des fonctionnelles affines, définies sur
ces espaces par une classe d’intégrandes que nous introduisons, fournit
des outils qui permettent la résolution sous une forme générale des
problémes posés (chapitres III et IV). On obtient en outre des résultats
sur les compacts faibles de L! et une extension du théoréme de convexité
de Ljapunov.

Pour le probléme (P,) (chapitre IV), nous utiliserons une formulation
valable pour les systémes cités ci-dessus qui repose sur une idée dégagée
précédemment [2] : la propriété de I’équation A y = u utile pour I’exis-
tence de solutions de (P,) (usuelles dans le cas convexe, généralisées
dans le cas non convexe) est la compacité de I'opérateur A—!. CESARI
utilise d’autre part une formulation similaire pour démontrer des théorémes
d’existence de solutions (usuelles) de (P,) [13].

Nous remercions Ivar EKELAND qui nous a donné goiit 4 la matiére,
qui nous a inculqué les connaissances nécessaires, notamment, a travers
son cours de Théorie des jeux et de nombreux entretiens, et qui nous
a sans cesse fourni les références appropriées.

Nous remercions C. Castaing qui nous a indiqué que nos méthodes
pouvaient s’appliquer au cas o la mesure dx est abstraite (cf. Commen-
taires).

Notations

On se donne, dans toute la suite, deux espaces X et Y, et une mesure m
(notée aussi dx) sur lesquels on fait (sauf au chapitre I) les hypothéses
suivantes :

— X et Y sont localement compacts polonais (c’est-a-dire localement
compacts métrisables séparables);

— m est une mesure de Radon positive sur X.
On écrira « mesurable » pour « m-mesurable », « presque partout» ou
«(p. p.) » pour «m-presque partout» (etc.).

Les définitions sont donc relatives aux espaces X et Y, ce qui n’est pas
toujours rappellé dans le texte.
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132 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

I. Intégrandes normales

1. Théoréme de Scorza-Dragoni

Soient & une tribu sur un ensemble A, et B un espace topologique.
Une application g de A dans B est mesurable si g~ (F) appartient 4 @
pour tout fermé F de B. Mesurable par rapport 4 une mesure de Radon
signifie mesurable par rapport a la tribu compléte associée.

DEFINITION 1. — Soient % une tribu sur un espace X, m une mesure
sur & positive, Y et A deux espaces topologiques, et f une application de
X XY dans A telle que

z — f(x, u) est B-mesurable pour tout ue,
u— f (x, u) est continue pour presque fout reX.

On dit que f une fonction est de Carathéodory.

On appelle intégrande positive normale (ou encore intégrande normale
de XXY dans (0, + o)) une application f de XxY dans (0, + o0)
telle qu’il existe une suite de fonctions de Carathéodory f, de X XY dans
(0, + oo( vérifiant

f(x’ u) = supnex f» (&, u)

pour presque tout x.

TutoriEME 1. — Soient X un espace topologique, & une tribu sur X
qui contient les boréliens, m une mesure sur % positive, bornée, extérieure-
ment réguliére, c’est-a-dire telle que

m(A) =inf{ m(V); V ouvert> A }, V Ae®.

Soit Y un espace topologique a base dénombrable, et f une application de
Carathéodory de X XY dans R (déf. 1).

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un fermé F c X tel que f, restreint a F X Y,
est continue, et m (X — F) < «.

Le premier énoncé du type du théoréme 1 est dit 8 DraGgoNI et Scorza.
Le théoréme 1 étend les résultats de Castaing [10].

Démonstration. — Comme F est homéomorphe a )0, 1(, on peut sup-
poser f a valeurs dans (0, 1).

Soient (@,), ex une base d’ouverts de Y, et 1, 1a fonction caractéristique
de O,. Soit (ux)rex une suite partout dense dans Y.

Pour tout rationnel g€ (0, 1) et tout ne N, soit ¢, , la fonction s. c. i.
de Y dans (0, 1) définie par ¢, , (u) =q1,, (u). Les ¢,, forment une
famille dénombrable telle que, pour toute fonction s. c.i. (en particulier
pour toute fonction continue) g de Y dans (0, 1), on a

g (11) = Sup(?n,:,ég Pn,q (ll), VY ueY.
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INTEGRANDES NORMALES 133

Posons E, ,: ={ze€X; f(x, W) 9nq (uz) }. Par hypothése sur f,
E, ,: appartient & %; donc aussi E, ; = Nien En g, Or, par densité
des u;, continuité de f (z, u) par rapport a u, semi-continuité inférieure
de 9, on a

E,,={zeX, f(x, ) > ¢n, (1), VueY).
Posons n, (x, u) = 1z, , (%)-92,q (), o0 a
Ung<f  et, pour (z, y)e XXY, f(x, u)=supl,, (, v).
Comme NX(Qn (0, 1)) est dénombrable, on peut écrire
[ = supien o, Yis

ol Gy est une suite d’éléments de % (les E,, , renumérotés), y; une suite
de fonctions s. c.i. (les ¢,, renumérotés). Pour tout keN, il existe
un ouvert V; est un fermé F; tels que

V> GiD> Fy et m(Vk—Fk)<§k%,

(on applique la régularité extérieure de m a G; et a son complémentaire).
La restriction de 1, au fermé H; = (X — V;)u F; est continue, donc la
restriction de lg Xyr & HiXY est s.c.i. Soit H = Nien Hi, on a
m (X — H) < ¢/2etlarestriction de fa H X Y est s. c. i. comme enveloppe
supérieure de fonctions s. c. i.

Le méme raisonnement appliqué a 1 — f montre l’existence d’un
fermé K tel que m (X — K) < ¢/2 et que la restriction de f 4 KXY
soit s. c. i.

Soit F=HNnK, on a m(X —F)<e, et f restreint & FXY est
continue.

C. Q. F.D.

Remarque 1. — On ne peut pas affaiblir les hypothéses du théoreme 1 :

(a) Soit E€%; la fonction (x, u) - 1z (z) est de Carathéodory. Si le
théoréme est vérifi¢, il existe un fermé F de X tel que 1 restreint a F
est continue, et m (X — F) <. Cest-a-dire qu’il existe deux fermés
F,cE et F;c(X — E) tels que F = F,UF,. Soit V=X —F,, on a
VoE, e¢ m(V—-—E)<m(V —F,) <e Comme V est ouvert, m est
extérieurement réguliére.

(b) Soient X = (0,1) avec sa topologie naturelle, m la mesure
de Lebesgue; Y = (0, 1) avec la topologie discréte : Y n’est pas a base
dénombrable, et le théoréme n’est pas vérifié pour la fonction de Cara-
théodory f de XX Y dans (0, 1) suivante : f(z, u) =0 si £ u, 1 si
T=u

Remarque 2. — On peut remplacer R par un espace métrisable
séparable Z. Car alors Z est homéomorphe a4 un sous-espace de
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134 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

(0, 1)N, et il suffit de montrer le théoréme pour (0, 1)N. Pour montrer
la théoréme dans ce dernier cas, il suffit d’appliquer le théoréme 1 a
chaque projection P, o f, qui est de Carathéodory. On trouve une suite de
fermés F, tels que m (X — F,) < /22 et P,of restreint a F,XxY est
continue. Donc f est restreinte a (NF,)x Y est continue.

Remarque 3. — Soient X un espace localement compact, m une mesure
de Radon sur X, Y unespace topologique a base dénombrable, Z métrisable
séparable, et f: XXY - Z une application de Carathéodory. Pour
tout compact K et tout ¢ > 0, il existe un compact HcC K tel que
|m|(K — H) <e¢, et f restreint & HXY est continue. Ceci résulte du
théoréme 1 et de la remarque 2 appliqués au compact K et a la restriction
de |m| a K.

Remarque 4. — Soient % une tribu sur un espace X, Y un espace
métrisable séparable (d une distance sur Y), et soit f une intégrande
normale de XX Y dans (0, + o0). Alors il existe une suite croissante
de fonctions de Carathéodory f, de la forme

fo (@, y) = Xk 1g,,, (@) 91,2 @)

ou les Gy, , sont mesurables disjoints et les ¢ , sont continues positives.
En outre, si la mesure m sur % est o-finie et si Y est localement compact,
on peut prendre les Gy, , intégrables et les ¢, , continues & support compact.

En effet, d’aprés la définition 1, f = sup g¢,, ol les ¢, sont de Cara-
théodory; la démonstration du théoréme 1 montre que

g» = sup 1z, X1,

ou E;€% et ou O; est un ouvert de Y. Comme
1o, () = sup $nx (y), avec Ynix(y) =inf(l, kd(y, Y — O0y)),

posant
9.k (@, ) = 1g, (@) X bnx @),

on a f=sup g, S0it f, =SUPrri—pgnt alors f=supf.. On voit
que f, est de la forme annoncée : les Gz, . sont des intersections de E, et
de X — E, (0 £Lq<n) et les ¢, sont des enveloppes supérieures de
sous-famille de {d,x; ¢+ k<=n}.

Si Y est localement compact et si m est une mesure o-finie sur X,
on remplace f, par g, = f, X 1p, X o, ol F, est une suite croissante d’élé-
ments intégrables de & tels que X = UF, et «,, et une suite croissante
de fonctions continues & support compact telle que 1 = sup a, ().

ToME 101 — 1973 — N©° 2



INTEGRANDES NORMALES 135

Remarque 5. — Soient % une tribu sur un espace X, Y un espace
compact métrisable. Soit f une fonction de X x Y dans R. Il est équivalent
de dire :

(a) f est de Carathéodory;

(b) T'application x — f(z, .) est mesurable de X dans C (Y), muni
de la topologie de la convergence uniforme.

En effet, supposons f de Carathéodory. On a f = sup f, (cf. remarque 4
ci-dessus). Pour x fixé, f, (x, .) est une suite croissante de fonctions
continues qui converge simplement vers la fonction continue f(z, .),

donc uniformément (lemme de Dini). L’application f, : x> f, (x, .)
est mesurable de X dans C (Y) muni de la norme uniforme, et la suite f',l

converge simplement vers 'application f: x> f(xr, .). Donc f est
mesurable, ce qui montre (a) = (b); la réciproque est évidente.

ProposiTioN 1. — Soient (X, %), (Z, ¥') deux espaces munis d’une tribu,
Y un espace fopologique a base dénombrable, f une application de X XY
dans R lelle que

x — f (x, u) est mesurable, V ueY,

u— f(x, u) est continue, V zxeX.

Alors, pour toute application %'-mesurable u de Z dans Y, Uapplication

(@, 2)€ XX Z — f (x, u (z)) est mesurable pour la tribu X%’

En particulier, (z, u) - f (z, u) est mesurable pour X B, ol B est la
tribu des boréliens de Y.

D’aprés la démonstration du théoréme 1, on a

f(x, u) = supren la, (@) 1i (W),
V (x, uy)e XX Y, avec y; s.c.i. pour tout k,

donc borélienne, et Gr€ ®. Donc, si z— u (z) est ’-mesurable de Z dans Y,
f(x, u(2)) = supiex 1o, (@) 71 (u (2)) et les fonctions z— v; (u (2)) sont
%’-mesurable.

Par suite (z, z) > f (z, u (z)) est (%X ®')-mesurable.

Remarque. — 11 résulte de la proposition que si  — u () est -mesu-
rable de X dans Y, x— f(z, u(x)) est B-mesurable.

CoroLLAIRE 1. — (Hypothéses du théoréme 1). — Soit g une intégrande
normale de X XY dans (0, + o). Pour fout ¢ > 0, il existe un fermé F
tel que g restreinte @ FXY est s.c.i.,, et m(X — F) <.

Soit g, une suite d’application de Carathéodory de X x Y dans (0, + oo(
telles que ¢ = sup,en 9= (p. p. ) D’aprés le théoréme, il existe des
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136 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

fermés F, tels que m (X — F,) < ¢/2", et ¢, restreint & F,xY est
continue. Soit F = N,ex Fr : c’est un fermé; m (X — F) < 2¢; ¢ res-
treinte & FXY est s.c.i. comme enveloppe supérieure de fonctions
continues.

2. Multi-applications mesurables

Pour plus de commodité, nous rappelons les propriétés des multi-
applications mesurables dont nous aurons besoin par la suite, et leurs
démonstrations. On trouvera une étude systématique des multi-applica-
tions dans CasrtaING [11].

DEFiNiTION 2. — Soient % une tribu sur un espace X, et T une multi-
application de X dans un espace topologique Y [c’est-a-dire une application
de X dans 2 (Y)]. On dit que T est mesurable si

{zeXs T@NF 0} =T (F)

appartient a % pour tout fermé F de Y.

A toute multi-application de X dans Y, on associe sa fonction indicatrice
fr de XX Y dans (0, 4 o), définie par fr (x, u) =0 si uel'(x), +
si ug’l (2).

Remarque. — Soit Y un espace métrisable, soit d une distance compatible
avec la topologie, et soit I' une multi-application mesurable de X dans Y;
la fonction (x, u) - d (I (z), u) est de Carathéodory.

Il suffit de montrer que A€% ot A ={zeX; dI (x), u)y<Lr}
(pour u et r fixé). Or

A=uex|eeXs T@nB(r + 1) 50|
ou

B<F +t—11> =§DEY; d (u, v)ér—i—%}-

Comme B|[r + (1/n)] est fermé, et I mesurable, on a Ae%.

Soit I' la multi-application définie par T’ : £ — I (z). Comme
fr @ W) = supaex nd (T @) w),

[ est une intégrande normale (déf. 1).

LemME (Hypothéses du théoréme 1). — On suppose de plus Y métrisable.
Soit T une multi-application mesurable de X dans Y, telle que T (x) est
un fermé (p. p. x). Pour tout ¢ > 0, il existe un fermé Fc X tel que la
restriction de I' @ F a un graphe fermé, el m (X — F) <.
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INTEGRANDES NORMALES 137

Démonstration. — On applique le théoréme 1 a la fonction de Cara-
théodory (x, u) > d (I (x), u), et on remarque que le graphe de la res-
triction de I" & F, est

{ @, 0)eFXY; d(T (x), u) =0}.

ProposiTiON 2. — Soient X un espace localement compact dénombrable
a linfini, Y un espace localement compact polonais, m une mesure de Radon
positive sur X, et soit I' une multi-application de X dans Y. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) T est mesurable a valeurs fermées,

(ii) Pour tout compact K c X et fout ¢ positif, il existe un compact Hc K
avec m (K — H) < ¢, et T/H a un graphe fermé.

(i) = (ii) Cela résulte du lemme ci-dessus.

(ii) = (i) Soit G le graphe deT. Ona G = G'U(NxY) ou G'cXXY
est un K; et NcX a une mesure nulle. Si F est un fermé de Y, I'- (F)

est alors la réunion d’'un ensemble de mesure nulle et de la projection
sur X du K;: G'n(XXF). Donc I'- (F) est mesurable.

THEOREME de section (KuraTtowski). — Soil & une fribu sur un
ensemble X. Soit Y un espace métrisable séparable. Soit I' une multi-
application mesurable de X dans Y telle qu’il existe une distance d compatible
avec la topologie pour laquelle T (x) est complet pour tout x. Alors,
il existe une section mesurable de T [c’est-a-dire une application mesu-
rable f de X dans Y, telle que f (x) €T (x) pour tout x € X].

Démonstration (KuraTowskr) [20]. — Quitte a4 remplacer d parinf (d, 1),
on peut supposer d =< 1. Notons B (a, r) la boule { ue Y; d (u, a) <r}.

Soit (a,) une suite de points dense dans Y. Nous allons construire par
récurrence une suite d’applications (s,) mesurables de X dans Y.

1° On pose s, () = a, pour tout zeX.
20 On suppose construits s, ..., S, tels que

d (sk (T)s Skr1 (x))é%n VrzeX et k=0,...,n—1,

B<sk(x),-21-k>nr(x)¢@, VzeX, k=0,...,n
Posons, pour peN,
E, =§xeX; B<¢1p’ 2%1>ﬂr (x) # gé,
F, ={xeX; sn(x)EB<ap, %>}
et
G,)=Epan-
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138 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

Comme B (a,, 1/2"+') et B (a,, 1/2*~') sont des fermés, on a E, €%
et F,e®, puis G,€%.

Pour tout reX, il existe uel (z) tel que d (s, (x), u) < 1/2" par
hypothése de récurrence.

Comme la suite (a,,) est dense dans Y, il existe un entier m tel que
d(u, an)<1/2++1, donc tel que

B(an g )0 T @706 et 5, @eB(anp )

c’est-a-dire x€ G,,. Autrement dit,
X = U meN Gm-

On peut donc définir I'application s,., par s, () =a, pour
2€(Gm — Uicp, Gr)- On constate que s,,., est mesurable, et vérifie
les hypothéses de récurrence.

Pour chaque z, (s, (x)) est une suite de Cauchy, et d (s, (), I' (x)) >0
quand n —oco. Comme I (z) est complet, il existe un point s (z)eT (z)
tel que s, () - s (r) quand n — co. La fonction s est mesurable comme
limite d’une suite de fonctions mesurables : c’est la section cherchée.

CoroLLAIRE 1. — Soien! X un espace localement compact dénombrable
a linfini, m une mesure de Radon sur X, I' une multi-application mesurable
a valeurs fermées de X dans un polonais Y lelle que I' (x) est fermé non vide
pour presque foul x. Il existe une section mesurable de T.

3. Caractérisations des intégrandes normales

TutoriME 2. — Soient X un espace localement compact polonais,
m une mesure de Radon positive sur X. Soit Y un espace souslinien. Soit f
une application de X XY dans (0, + o). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) f est une intégrande positive normale (déf. 1);

(b) Pour tout compact KcX et tout ¢ > 0, il existe un compact Hc K
tel que m (K — H) <, et f restreint a HXY est s.c.i.;

(¢) La multi-application

x— Epiy (@) = { (1, )€ Y X (0, + 0); f(x, u) =1}

est mesurable a valeurs fermées (p.p. ).

(d) Il existe une fonction borélienne g de X XY dans (0, 4- o) felle
que u — g (z, u) est s. c. i. (p. p. z) et f(z, u) = g (z, u) (p. p. ).

On va montrer (d) = (a) = (b) = (d), puis (¢) = (b) = (¢).

Par restriction et recollements, on voit qu’il suffit de démontrer le
théoréme 2 sur un compact de X. On suppose donc X compact.
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1° (a) = (b) : Les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées, car tout
souslinien est a base dénombrable. Le point résulte donc du corollaire 1
du théoréeme 1.

20 (b)=(d) : Soit, pour tout n, un compact H,cX tel que
m (X — H,) < 1/n, et f restreint &4 H, X Y est s. c. i. Soit g, la fonction
borélienne définie par

f (z, u) pour (z, u)eH, XY,

g (z, u) = 0 pour (z, u)¢H.xY

et soit g définie par ¢ (x, u) = sup,en ¢- (x, u); ¢ est borélienne et
f(x, u) =g (x, u) pour x¢gN, ou N est I'’ensemble de mesure nulle
N = X - U'IGN H,l.

30 (d) = (a).

LemME. — Il existe une famille dénombrable de fonctions continues ¢,
de Y dans (0, + oo( ftelles que pour toute fonction s.c.i. h de Y dans
(0, 4+ ), on a

h (u) = sup,, -4 9. (1), Y ueY.

Soit 0, une base dénombrable d’ouverts de Y. Soit A une fonction
s.c.i. de Y dans (0, 4+ o). Alors

h (u) = sups, ,—i Pq,ns

ol ¢ est un rationnel positif, n un entier, et ¢, , la fonction s. c.i. qui
vaut ¢ sur O,, et 0 ailleurs. Reste 4 montrer le lemme pour ¢, , Or
si F,, est le complémentaire de O,, et si d est une distance sur Y compatible
avec la topologie, on a

@n,g (U) = sup, e inf (g, md (u, Fy)).

Revenons a la démonstration de (d) = (a). — Soit ¢, une suite de
fonctions comme annoncée dans le lemme. Soit E,,

E,={zeX; g(x, uy> 9, (u), VueY}.

Le complémentaire de E, dans X est la projection sur X de G,
G, ={(x, uy)eXxXY; g(x, u) <9, ()}

Comme ¢ est borélienne et ¢, continue, G, est un borélien de X x Y.
Comme X est métrisable et X x Y souslinien la projection de G, est un
souslinien (BourBaxt [9], chap. 9, § 6, n° 3, prop. 11, corollaire), donc
mesurable (pour m). Il en résulte que E, est mesurable. Donc
(z, u) > 1z, () ¢, (u) est une fonction de Carathéodory de X XY dans
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(0, + (. Or, comme u — g (z, u) est s. c.i. (p.p. =), on a
g (@, u) = sup,ex 1z, () 9. @) (p. p. 2).

Ainsi g est une intégrande normale.

40 (¢) = (b) : On applique le corollaire de la proposition 1 4 la multi-
application Epi, : pour tout ¢ > 0, il existe un fermé Fc X (Comme X
est compact, F aussi) tel que Epi, restreint & F a un graphe fermé, et
m (X — F) < &. Mais dire que { (z, u, ))e FX Y X (0, + co(; f(x, u) =2}
est fermé, c’est dire que f, restreinte a F, est s. c. i.

50 (b) = (¢) : Soient pour tout n un fermé compact K,c X tel que
m (X — K,) << 1/n, et frestreint & K, X Y est s. c. i. Donc Epi, restreint
a4 K, a un graphe fermé.

Soient H un fermé de Y X (0, 4+ o). A un ensemble de mesure nulle
pres, Epi (H) est la projection sur X du Fs: S =U,en(G.n(X X H)),
ol G, est le graphe de Epi, restreint & K,. Comme XX Y" X (0, + o)
est souslinien, S est souslinien, et sa projection est mesurable (BourBAKI,
ibidem, cf. 3°).

Le théoréme 2 est démontré.

Remarque 1. — Si Y est localement compact polonais, les quatre
propriétés du théoréme 2 ci-dessus sont équivalentes a la cinquiéme
suivante : il existe une suite f, de fonctions de Carathéodory positives
bornées nulles en dehors d’un compact (qui dépend de n) telles que

f(x, u) = supnex fr (x, W) (p. - 2).
Cela résulte du 3° de la démonstration, mais cela se voit plus simplement

directement sur la définition des intégrandes normales. En effet, si
f =sup f», ol les f, sont de Carathéodory positives, alors

[ = supu,p,m [inf (m, f, ox )],

out (¢z) [resp. (¥,)] est une suite de fonctions continues a support compact
de X (resp. Y) dans (0, 1) telle que

1 = supren 9 (), VzeX [resp. 1 = sup,ex ¥, (u), VueY].

Remarque 2 (Hypothéses du théoréme 2). — Soient I' une multi-
application, et fr la fonction indicatrice du graphe de T (cf. déf. 2) :
c’est une intégrande normale si, et seulement si, T est mesurable & valeurs
fermées (p. p. x). Cela résulte de I’équivalence (a) < (c) du théoréme 2,
car r— Epi; () =T (xr) X (0, + oo est mesurable si, et seulement
si, T Dest.

Remarque 3. — Soit x—TI' (r) une multi-application mesurable.
D’apreés la remarque qui suit la définition 2, fi; est une intégrande normale.

Donc, d’aprés la remarque 2 ci-dessus, la multi-application z — I (x)
est mesurable.
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