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Sur une formule d’ Analyse; par M. HaLpren.

(Séance du 16 janvier 1880.)

La formule dont il s’agit ici est la suivante :
8

,7(%[”(-’”) ?(5,)]: ?(;> s =21y ('I;) [f_'(:;)](n—l)

) S e ) [ 5 T
R o ()5

dans laquelle, bien entendu, ¢® (1> désigne une dérivée d’ordre k

x

n—~k)
prise par rapport a i, et [fif)]( une dérivée d’ordre (n— k)

prise par rapport a x.

Un des moyens les plus simples de vérifier la formule (1) me
parait étre le suivant.

On peut, sans nuire a la généralité, supposer

ro=Sam {23

A cause de la forme doublement linéaire du second membre de (1),
il suffit alors de vérifier I'identité pour

o= {2 =)

Pour ce dernier cas, la formule (1) devient

(m—p)m—p—1)...(m-—p—n-1)

m(m—1)...(m—n-+1)
e nln=) plp=y)  n(r—1)(r—2) plp—r)(p—2)
- T m 1.2 m(m—1) 1.2.3 m(m—i)(m—z2)

et le lecteur trouvera sans peine la démonstration de cette identité.
1

C’est en étudiant les dérivées successives de la fonction x™e®
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que j'ai été conduit 4 la formule (1). Elle fournit effectivement ces
dérivées, et I'on a

n 1 1
d ) : n
T xMme” ) — (_ 1 )ner ['rm-zn ; (m n -+ I)xm—tn+l
(2)

n{n—r)
1.2

-+ (m—-n+1)(m—-n+2).z‘”"”“'2——...].

Un cas particulier remarquable est celui o, m étant entier po-

sitif, le nombre n est égal a (m +1). Pour ce cas, on a

1
dr ;) er
(3) d_ﬁ(xn_ig =(—1)"—=="
Il est facile de démontrer directement cette formule (3). J'en
indique ici deux démonstrations.
La premiére est fondée sur 'emploi de la série de Lagrange.
On trouve effectivement

1—¢ 1
- t S 1 gt
e —e'|l1——4+ — — 4o+ [(—)Ht — ... |
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: 1.2...(n+41) dx?

1
Sil'on applique la série de Lagrange a la fonction e®, composée
avec la racine z de I'équation

z—x 41z,

la comparaison des deux développements donne la formule (3).

A

La seconde démonstration consiste & observer que la dérivée
1

d’ordre n du produit "= e* est de la forme suivante :
p

1
1 -
ar (xn—te-?) —_ ﬂ(.i).,

dz" Zn+1

¢(x) étant un polynéme entier. En développant suivant les puis-



sances décroissantes de x le premier membre, on reconnait que ce
polynéme se réduit a (—1)".

En intégrant p fois de suite les deux membres de la formule (3),
on obtient

n 1 .
e dn—p ( ot —)
;”:id.z‘p:(— l)”(—[x—,l—:; x"~lev ).

La formule (2) fournit 'expression de la dérivée qui figure au
second membre, et I'on a ainsi

n 1

1
i o - (_ l)"e_' [.z.!n—m .

-

—n (m —n— [).’1:’”—""'"

n(n-1)

A S (m—n—I)(m-—n—z)x”'—""‘"——...

1.2
1

c’est-a-dire, sous forme finie, I'intégrale n'*™ de ;'”70;, quand m
est un nombre entier au moins égal & 2, et n inférieur a m. En
d’autres termes, la formule (2) s’applique aux valeurs négatives
de 7 et de m, sous ces derniéres réserves.

L’identité (3) conduit aisément & cette conséquence que I'équa-
tion
( 4) dty 1

dzn — zn
a pour intégrale générale
%
y=2ZAz" e,

les coefficients « étant les racines de 'équation (— a)2=1.



