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PRINCIPES DUAUX
EN THEORIE DU POTENTIEL
PAR
CHrISTIAN BERG

[Kgbenhavns Universitet]

RESUME. — Soient X un espace localement compact, et Ny et N, deux noyaux continus,
strictement positifs sur X. Nous démontrons les théorémes suivants : N; satisfait au
principe relatif (resp. transitif) de domination par rapport 4 N, si, et seulement, si N,
satisfait au principe transitif (resp. relatif) du balayage par rapport a4 N,, généralisant
ainsi un résultat classique de CHOQUET et DENY. Les démonstrations utilisent le théoréme
de Hahn-Banach.

Introduction

Les principes du balayage et de domination en théorie du potentiel
sont des principes duaux. Ceci est mis en évidence par CHOQUET et DENY,
(¢f- [1] et [3]). Récemment, ITO a étudié des principes « relatifs» et
« transitifs » du balayage et de domination pour des noyaux de convo-
lution (¢f. [5], [6] et [7]) mais, bien qu’il démontre que les quatre principes
sont équivalents, il ne discute pas la dualité. Le but de cette note est de le
faire.

Le principe transitif de domination et le principe relatif du balayage
sont duaux et de méme le principe relatif de domination et le principe
transitif du balayage sont duaux. Ceci simplifie des considérations de [6]
et [7]. Cependant, par cette méthode nous n’obtenons pas 1’équivalence
entre les principes non duaux, c’est-a-dire entre les principes relatifs de
domination et du balayage. Cette équivalence est plus profonde que celle
de la dualité, et il faut renvoyer au travail de It0 [7], basé sur le théoréme
de point fixe de Ky FAN.

Les équivalences de dualité sont valables non seulement pour des noyaux
de convolution mais aussi pour des noyaux continus sur un espace loca-
lement compact.

Les principes de domination et du balayage sont définis dans la section 1,
et I’équivalence est démontrée dans la section 2 dans le cadre des noyaux
continus. Dans une 3¢ section nous nous spécialisons dans 1’étude des noyaux
de convolution, et montrons une inégalité généralisant le TV-inégalité
de CHOQUET et DENY (¢f. [2]).
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1. Définitions des principes

Dans cette section et la suivante, X désigne un espace localement compact.
On désigne par

C(X), l’ensemble des fonctions continues, réelles sur X;

C.(X), le sous-ensemble des fonctions a support compact;

M (X), Vensemble des mesures de Radon réelles sur X,

M, (X), le sous-ensemble des mesures & support compact.

Puisque X est fixé, nous omettons souvent X dans la notation.

Un noyau continu sur X est une application linéaire et positive
N:C,(X)— C(X). Le noyau transposé de N est ’application linéaire
et positive N* : M, (X ) — M (X), définie par

(N*u, f>=<w,Nf)> pour ped,, feC,.

Le noyau continu N est appelé strictement positif si N* g, # 0 pour
tout x € X, ce qui est équivalent a la condition suivante : pour tout compact
Kc X, il existe fe C} telle que Nf(x) >1 pour xe K.

Dans les définitions suivantes, N; et N, désignent deux noyaux continus
sur X.

Définition 1. — On dit que N, satisfait au principe relatif de domination
par rapport 4 N,, et on écrit N; < N,, si pour toutes f, g e C} la relation
N, f(x) < Nyg(x) pour xesupp (f) entraine N,f < N,g.

Définition 2. — On dit que N, satisfait au principe transitif de domi-
nation par rapport & N,, et on écrit Ny [C N,, si pour toutes f, ge CS
la relation N, f(x) < N, g(x) pour xesupp (f) entraine N,f < N, g.

Définition 3. — On dit que N, satisfait au principe relatif du balayage
par rapport & N,, et on écrit N; <* N,, si pour tout ouvert relativement
compact ® € X et toute pe#], il existe p' e#; telle que :

(i) supp (W) < ®;

(i) Nyw < Njp;

(i) N¥p' = N3p dans o.

Une telle mesure p’ s’appelle une mesure balayée de | sur o par rapport
a (N, N,).

Définition 4. — On dit que N, satisfait au principe transitif du balayage
par rapport & N,, et on écrit N; [ * N,, si pour tout ouvert relativement
compact ® S X et toute pe#), il existe p e#] telle que :

(i) supp (W) € o;
() N3p < N3
(iii) N¥p' > Nfpdans o.

TOME 106 — 1978 — N° 4



PRINCIPES DUAUX 367

Une telle mesure p’ s’appelle une mesure balayée transitivement de p
sur ® par rapport a (N, N,).

On remarque que N < N et N[ N sont équivalents au principe de
domination ordinaire pour N, et de méme N <* N et N[* N sont
équivalents au principe du balayage ordinaire (c¢f. [3]).

2. Théorémes de dualité

THEOREME 1. — Soient N; et N, deux noyaux conmtinus, et supposons
que N, soit strictement positif.

Alors Ny [_ N, si, et seulement si, N; <* N,.

Démonstration. — Supposons que N; <* N,, et soient f, ge C. telles
que N, f(x) < N, g (x) pour xesupp (f). Nous posons @ = {f> 0},
et soit €/ une mesure balayée de €, sur ® par rapport & (N, N,), ot xe X
est arbitraire. Utilisant les propriétés de €, on trouve

sz(x)=<N;8x, f>=<N=1k£;’ f>=<8;aN1f><<8;’ N1g>
=(NT¢, g> <{(Nje,, g>=N,g(x).

Inversement, supposons que N; [_ N,, et soit ® un ouvert relativement
compact. Il s’agit de démontrer I'inclusion

N¥(#ycA ou A=N}(u" (@)+4%(X\).

L’ensemble A est convexe et fermé pour la topologie vague o (A4, C,).
En effet, si N¥ p;+0;€ 4 converge vaguement vers une mesure T, en
choisissant une fonction fe C; telle que N, f> 1 sur ®, on a

lim sup p; (@) < limsup (N pi+o;, £ =<7, f).

On peut donc supposer que la famille { p; } est vaguement bornée, et on
voit alors facilement que t = N§ p'+ocavecp’ e £+ (0)etoce A" (X\ ).

Supposons qu’il existe pe#} telle que Nj u¢ A. Par le théoréme
de Hahn-Banach, il existe fe C, telle que

) {N3p, f><0,
et
)] {1, fY=0, Vied.
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La condition. (2) donne en particulier
") {&:, f>>=0 pourtout xe X\ o,
(04 {N¥e,, f>=0 pourtout xean.

Soient £ * et f ~ les parties positives et négatives de f. Les conditions (2')
et (2”) s’expriment

N{T)SN(fY) sur @ 2supp(f7),
et ’hypothése N; [ N, entraine N, (f7) < N,(f%), i.e. N,f=0,
ce qui contredit (1).

THEOREME 2. — Soient N, et N, deux noyaux continus, et supposons
que N, soit strictement positif. Alors N, < N, si, et seulement si,
N, C*N,.

Démonstration. — Supposons que N, * N, et que N, f < N, g sur
supp (f). En utilisant une mesure &, balayée transitivement de &, sur
® = {f> 0} par rapport a (N, N,), on voit facilement que

N, f(x) < N, g(x).

Inversement, supposons N; < N,, et soit ® un ouvert relativement
compact. En définissant

B={(Nfo—¢& Nio+n)ed(X)x M (X);
ceM”(0), neM"(X), Ee M (X), E | oet™ (w)},

il s’agit de démontrer que
) {(NTw, N3w; pest? (X)} < B.

Nous montrons d’abord que B est un cdéne convexe fermé de 1’espace
vectoriel # (X )x.# (X), muni de la topologie produit de la topologie
vague sur . (X). Il est évident que B est un cOne convexe, et supposons
qu’une suite généralisée { (1}, t/) } de B converge vers (7', t”). Il existe
des suites généralisées {o;}, {m;} et {& } tells que o,e /™ (w),
neM (X), EeM(X), §|oed™ (@) et

(ti, ©) = (Nfo;—&;, N3 o;+1)).
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PRINCIPES DUAUX 369

Ayant supposé N, strictement positif, il existe fe C) telle que N, f > 1
sur ®, et on trouve

lim sup o, (®) < limsup (<, f > = (7', .

En remplagant { (7}, tj) } par une sous-suite généralisée, on peut donc
supposer que G; converge vers une mesure ¢ €4 (®). Par conséquent
aussi {m;} et {&;} convergent, d’out (7', 1") € B.

Pour démontrer (3) nous supposons qu’il existe pe.#} telle que

(NTp, N3 wé¢B.

Pour utiliser le théoréme de Hahn-Banach, nous remarquons que le dual
de M (X)xM (X) s’identifie avec C.(X)xC,(X) par la formule

Ko v), (80 =<1 fo+<v,8), [, geC., n,ved,
et il existe donc un couple (f, g)e C,xC, tel que
@ {w Ny f+N,g) <0,
(5 (T, fO+(", g>=0, V(,1")eB.

Posant successivement :

(@ (', 1) =(0, &), xe X,
(b) (TI’ t") = (—Sx, O)a XE, (T's T”) = (i Ex» O)a x¢o,
(© (v, ©") = (NT¢,, N3¢, xco,

on trouve :

Ga g=0;
(5 b) ‘ f <0 dans o, f=0 dans X\ o;
o) N,f+N,g=>0 sur o;

c’est-a-dire N; (—f) < N, g sur ® 2 supp (—f) et —f, ge C}. Par hypo-
thése N; < N,, et on obtient donc Ny (—f) < N, g, ce qui contredit (4).

Exemple. — Soit m une mesure positive non nulle sur X. Alors
Mf = {m, f) définit un noyau continu dont le noyau transposé est
M*p = || p||m ou]|pn|| = (p 1) estla masse totale de p. Alors N < M
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est équivalent au principe classique du maximum, et N [_* M est équivalent
au principe du pseudo-balayage, défini dans [4]. Le théoréme 2 entraine
donc I’équivalence entre le principe classique du maximum et le principe
du pseudo-balayage. Cette équivalence fut donné dans [4].

3. Noyaux de convolution

Dans cette section, X est un groupe abélien localement compact. A toute
mesure positive ¥ sur X est associé un noyau continu N, : f— % % f dont
le noyau transposé est I’application p— % % 1, ol % est la mesure symé-
trique de ®. On appelle x un noyau de convolution. Le noyau continu N,
est strictement positif si, et seulement si, ¥ # 0. Pour des noyaux de convo-
lution %, et %, on dit que ®; <%, (resp. »; [_ %,) si N, < N,, (resp.

v T Ny,), et on dit que x; <*x%, (resp. u; [C* %) si Ny <* Ny,
(resp. Ny, [C* Ny,). 1l est facile de vérifier que %, < %, si, et seulement
si, %; < %,, et de méme pour les autres principes. Le théoréme 1 s’énonce
donc que si %; # 0, alors %y [_ %, < %, <* %,, mais on voit immédia-
tement que 0 C ¥ <0 <*xn <% =0, c’est-a-dire qu’on a le résultat
suivant :

THEOREME 1 bis. — Soit %, et %, des noyaux de convolution. Alors v, [_ %,
si, et seulement si, n; <* %,.

Le théoréme 2 s’énonce : si n, # 0, alors %; < %, est équivalent a
%, [* %,. Ici on ne peut pas supprimer la condition %, # 0, car on voit
facilement que x < 0 si, et seulement si, ¥ = 0 ou 0 € supp (), et on voit
que x [C* 0 si, et seulement si, pour tout ouvert relativement compact ®,
il existe pe#* (@) telle que % *x p = % dans ®. Dans ’exemple X = R,
% = max (0, x)dx, on a donc » <0, mais ¥ [_*0 n’est pas vérifié
(prendre © =) 1, 2 ().

Dans [6], IT0 a démontré »; [ %, = %; <* %, sous I’hypothése supplé-
mentaire que %, satisfait au principe d’unicité des masses. Dans [7],
It6 a finalement démontré le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Soit %, et %, deux noyaux de convolution tels que
%, # 0 et %, # 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) %y %23

(1) %y <* %3
(i) %; < %y
@iv) %y C* %,.
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Notre démonstration de 1’équivalence entre (i) et (ii) et entre (iii) et (iv)
est plus élémentaire que celle d’IT0, basée sur le théoréme de point fixe
de Ky Fan. Ce théoréme semble &tre essentiel pour 1’équivalence entre (ii)
et (iii), d’ailleurs démontré d’abord pour des groupes de Lie élémentaires,
et puis en général par approximation avec de tels groupes.

Un noyau de convolution % satisfaisant au principe du balayage, » <* x,
vérifie une inégalité importante, due & CHOQUET et DEny [2].

Pour tout couple d’ouverts relativement compacts ® et Q de X, on a
® (@)% (Q) < % (Q—Q)n(0+Q).
Voici une généralisation au cas %; <* %,.

PROPOSITION 4. — Soient w, et %, deux noyaux de convolution tels que
%, <*u,. Pour tout couple d’ouverts relativement compacts ® et Q de X,
on a linégalité

%1 (@) %2 (Q) < %, (Q=Q) %, (0+Q).

Démonstration. — Soit p une mesure balayée de g, sur Q par rapport
a (%4, ®y). Utilisant ©+Q = 0+Q, on trouve, pour tout xeQ,

¥y (0)) = %1* Sx(m+x) < LR Sx((D-I-Q),
et en intégrant par rapport a x il vient
(6) R %, (0) < x p(O+Q) < %, (0+Q).

Utilisant Q—Q = Q—f—z, on trouve
0 % () =%y % p(Q) = J%I (Q—x)dp(x) <% (Q—Q)n(Q),

et I’inégalité cherchée résulte par multiplication de (6) et (7).

COROLLAIRE 5. — Soient %, et %, deux noyaux de convolution tels que
n, <*u, et n, # 0. Alors on a :
(i) 0 € supp (x1);
(i) supp (%,)+supp (%z) S supp (%2);

(iil) si », est symétrique, la fonction (%; % ) (v, x f) est bornée quelle
que soit fe C} (X).
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Démonstration.

(i) Supposons O ¢ supp (x;). Alors il existe un ouvert relativement
compact Q tel que %, (Q) > 0 et %; (Q—Q) = 0. L’inégalité de la propo-
sition 4 entraine alors que %, (®) = 0 quel que soit I’ouvert relativement
compact @, donc %, = 0, mais ceci est contradictoire avec

ny <*%,, n, # 0.

(i) Soient x; € supp (%), x, €supp (x,) et ¥V un voisinage compact
quelconque de x;+x,. Il existe des voisinages ouverts relativement
compacts ®; et ®, de x; et x, tels que ©;+w, = V, et I'inégalité de la
proposition 4 montre que %, (V) = %, (o, +®,) > 0 parce que %, (®,) > 0
et %, (0,) > 0.

(iii) Si ’on pose Q = —o, 'inégalité vient

%1 (0) %, (0) < %4 (0—0) %, (0 — ).
Puis, en remplacant ® par o+Xx, x € X, on trouve
%1 (O +x) %, (0 + %) < % (O—®) %, (O — ),

ce qui est équivalent a la conclusion de (iii).
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