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IDÉAUX BILATÈRES DES ALGÈBRES ENVELOPPANTES

PAR

C. MOEGLIN (*)

ABSTRACT. - Let 9 be a unité dimensional complex Lie algebra and let [/(g) dénote thé
enveloping algebra of 9. We prove that an y non zéro twosided idéal of U (g) contains a non zéro
semi-invariant élément. Moreover, suppose that thé radical of 9 is niipotent, note Z(g) thé
center of 17(9) and consider thé map M from Priml/(g) into SpecmZ(g) given by thé
intersection. Then, outside a closed set of SpccmZ(g), thé ûbers of M bas unité cardinality
(generally onc), and contain an idéal induced of Duflo.

RÉSUMÉ. - Soient 9 une algèbre de Lie complexe de dimension finie, et 17 (9) l'algèbre
enveloppante de 9. On montre que tout idéal bilatère non nul de U (9) contient un semi-invariant
non nul. En outre, supposons que le radical de 9 est niipotent; on note Z (9) le centre de U (9) et on
considère l'application M de Prim 17(9) dans SpecmZ(9), définie par l'intersection avec Z(9);
alors, dans un ouvert de Specm Z(9), les fibres de M ont un cardinal fini (génériquement un), et
contiennent un idéal induit de Duflo.

Introduction

Soit k un corps algébriquement clos, de caractéristique 0, non
dénombrable. Soient 9 une algèbre de Lie de dimension finie sur k, U (9) son
algèbre enveloppante, Z(9) le centre de 17(9) et £(9) l'ensemble des semi-
invariants de 17(9) {eeE(Q) si e est vecteur propre pour la représentation
adjointe de 9 dans 17(9)). On démontre dans ce mémoire que tout idéal
bilatère non nul de 17(9) a une intersection non nulle avec £(9). (L'algèbre
localisée t7(9)£(g)-{o) fournit donc un exemple intéressant d'algèbre simple
nœthérienne.) L'analogue de ce résultat pour l'algèbre symétrique de 9 avait
été démontré en [5]. Si on suppose de plus que le radical de 9 est niipotent, on
a aussi les résultats suivants :

— il existe un élément z € Z (9) — { 0 }, tel qu'un idéal maximal m de Z (9) ne
contenant pas z n'est inclus que dans un nombre fini d'idéaux primitifs de
17(9); de plus la racine de l'idéal m U{Q) est un idéal primitif induit de Duflo;
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Colette MOEGLIN, Laboratoire de mathématiques fondamentales. Aile 45-46, 3e étage, 4,

place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE - 0037-9484/1980/143/S 5.00
(£) Gauthier-Villars



144 C. MOEGUN

— il existe une suite (z.),^ d'éléments de Z(g)—{0) telle qu'un idéal
primitif a de U (9) ne contenant aucun z, vérifie : a est maximal; a est engendré
par ûnZ(g); a est un idéal induit de Duflo et en particulier a est
complètement premier;

— l'application de Spec U (9), dans Spec Z (g), qui à j associe J== j n Z (9),
est suijective; sa fibre en /possède un unique élément minimal qui est un idéal
complètement premier; de plus si j ne contient aucun des 2», l'algèbre
(^(flL/^zw./; est simple, JU(Q), étant l'unique élément de la fibre enj.

Je remercie J. Dixmier pour sa patiente lecture du manuscrit et les conseils
qu'il m'a apportés et M. Duflo pour une suggestion très utile. Pour la
rédaction définitive j'ai reçu l'aide très efficace de N. Berline. Les résultats
principaux de ce mémoire ont été annoncés dans [9].

Voici avec quelques détails techniques, l'organisation du mémoire; les
notations principales suivent de près celles de [4] et sont reportées après
l'introduction, dans notations.

Le chapitre 1 définit un idéal t et un morphisme <p dans la situation suivante;
g est une algèbre de Lie, n un idéal abélien de g, v un idéal g-invariant de
[/(n)=S(n) et A une clôture algébrique de FractS(g)/S(g)y.

Soient ^ l'application naturelle de g dans A et ̂  l'unique prolongement
A-linéaire de p. à g (§)kA [5]; alors H^ admet une polarisation résoluble, ce
qui permet de définir l'idéal /g g^ (p^ ) (cf. notations), et t est caractérisé par
la propriété : t est un idéal de [/(g) (g^ A vérifiant t (^A^^^A^A)-

L'algèbre l/(g)(g)kA/t est donc intègre et le centre de son corps de
fractions est A; alors <p est l'homomorphisme de F dans A, tel que pour tout
Z€F on ait z ® 1 -1 ® <p(z)=0 dans Fract 17 (g) 0kA/(.

Le caractère générique de ̂  g^ (^) se transmet à t et <p, au sens suivant; il
existe une sous-S(g)/S (g) y-algèbre de type fini S de A telle que pour tout
me Specm S : le composé g -^ S(g)/S(g)î? -^ S -^ 3/w==k définit une forme
linéaire ̂  admettant une polarisation résoluble

^(^J<=((î(S)AA)n(l/(g)®kS))®5S/m;

l'inclusion est une égalité sauf pour une partie maigre de Specm S; soit z e F
tel que < 5l,,, <p(z) > soit défini, alors z-<p(z)6J(^J/[/(g) v. Ceci montre que
<p est un homomorphisme de Duflo généralisé; on en aura d'ailleurs, quand
ve Specm (7(n), une formule explicite résultant de [8].
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IDÉAUX DES ALGÈBRES ENVELOPPANTES 145

L'intérêt de t et <p est leur comportement naturel quand on change v en un
idéal contenant v et, dans le cas où v s= Ç}^çy y w avec w e Specm 17 (n), quand
on passe au stabilisateur l) de w dans 9. Ce dernier cas est étudié au chapitre II
où l'on montre que les objets génériques associés à (9, v) d'une part et (l), w)
d'autre part se correspondent par induction comme en [7]. Pour cela on
introduit des homomorphismes de F dans F (Ï)) et de A dans A (ï)) compatibles
avec l'induction des idéaux et la restriction à l) des éléments de Q* annulant w.

Le chapitre III est consacré à la démonstration des résultats annoncés au
début, qui se déduisent entre autre du lemme suivant : si 9 est algébrique et si
Z(9)=JE(9), t est un idéal maximal de l7(9)(^)kA; le principe général des
démonstrations est d'utiliser les compatibilités établies pour faire une
récurrence (cf. III. 5).

Notations
(1) Toutes les algèbres de Lie considérées sont définies sur une k-algèbre

unitaire intègre; soit Ï une algèbre de Lie sur l'algèbre X; alors on suppose
toujours que Ï est un K-module libre de rang fini; on note l7(t) (resp. S(t))
l'algèbre enveloppante (resp. symétrique) de Ï, Ï le X-module formé des
applications X-linéaires de Ï dans K. Si K est un corps algébriquement clos, X
un élément de l* admettant une polarisation résoluble, 0 l'orbite de À. pour la
représentation coadjointe, on note J,(A.) ou 1^(0) l'idéal induit de Duflo
canoniquement associé à À, ou à (P. L'ensemble des idéaux primitifs de U(î)
muni de la topologie de Jacobson est noté Prim 17 (Ï). Si 9=>Ï, -q, est l'unique
automorphisme de U (t) prolongeant l'injection X -+ X — 1 /2 tr^y, X de î dans
U (l). L'algèbre symétrique S (l*) complété en l'idéal d'augmentation est notée
S(l*f; c'est un anneau topologique dont le dual est S(I) (cf. [8]). Soient n un
idéal abélien de 9 et b un idéal de S (n); on note V(b) l'ensemble des éléments de
9* annulant l'idéal S (9) b de S (9) et V ' (b) le sous-ensemble de V(b) formé des
éléments dont la dimension de l'orbite pour la représentation coadjointe est
maximale (dans l'ensemble des dimensions des orbites des points de V(b))\ on
note aussi indice b la dimension du stabilisateur dans 9 d'un point de V'(b).

Soit n un idéal abélien de 9 et v un idéal 9-invariant de S(n)= l7(n).
On pose F=(Fract l7(9)/t/(9N9;

A=(Fract5(9)/S(9)^;
A une clôture algébrique de A;

A=FractS(9)/S(9)i?,
A une clôture algébrique de A.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



146 C. MOEGLIN

(2) En plus des notations introduites ci-dessus, on utilisera les notations et
conventions suivantes. Toutes les algèbres considérées sont associatives et
unitaires. Soit 2 une algèbre commutative; on note l,: l'élément unité de S,
Spec S (resp. Specm S) l'ensemble des idéaux premiers (resp. maximaux) de S.
On munit Spec S et Specm S des topologies de Zariski. Si S est intègre, on
note Fract S le corps des fractions de S. Soient Z un S-module, S une algèbre
commutative et ^ un homomorphisme de S dans 5; alors Z (x)s. y S est le S-
module obtenu par extension des scalaires de Z à S; quand il n'y a pas
d'ambiguïté sur 30, on le note Z (g)s S. Si un groupe / opère dans S, on note
2/ l'ensemble des invariants de S pour l'action de / . Soient a une algèbre de
Lie et b un idéal de û; alors le groupe adjoint algébrique s/ de a opère
naturellement dans S (b) et b*. Les éléments de S (a) sont des fonctions définies
sur a*; soit a € Spec S (a); alors FractS(û)/û est l'ensemble des fonctions
rationnelles sur la variété des zéros de a (dans û*); pour tout s e Fract S (a) et
X € a*, < 5, X > est la valeur de s en X quand elle est déûnie. Soient S une S (û)-
algèbre de type uni commutative, ae Specm S et fc€SpecS(û) tels que
fc=û n S(û); on note ̂  ou ^5 l'élément de a* défini par la composition des
applications

a-^S(û)-^E-»-E/û==k.

Soient Q une k-algèbre et H une application linéaire de a dans tî; on note HQ
l'unique prolongement de H, Q-linéaire, de a (g^O dans Q.

Index des notations

INTRODUCTION. NOTATIONS :
Z'(9),£(9) (9<8)»Ï)'
mmW ind-^(p).î)

S^),W) mdXpU)

;' ~'
r q

— x
A Ï A p,p(4)
A. A i(q)
indice b,V{bYV'{b} r(q), à(q}
lr <p(g)
.̂ ̂ b t(q), t

^ ( <P
®E.X f'Ort
M,ttE 1.1 A'(g),T,T'
BW,B(L) 1.1 ^
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w,q,^ 11.1 0 11.6
l),r^),A(y 11.2 y 11.6
A(l))Aft)v 11.2 e 11.6
Jf 11.2 t1 11.9
jr* - 11.2 t, II. 10
^tW 11.2 ^(u),. II. 11
W^WW s U.2 Système régulier
il 11.2 (g, n, v, n. KO» So) III. 1
n 11.4 C1.C2.....C6 111.1
n' 11.4

Chapitre 1

Idéal générique

Soient k un corps algébriquement clos, de caractéristique 0, non
dénombrable, 9 une fe-algèbre de Lie, n est un idéal abélien de 9 et v un idéal
9-invariant de S(n). Le morphisme générique est déûni en 1.6 et l'idéal
générique en 1.7; l'algèbre 5 (c/. 1.4) n'a qu'un rôle d'intermédiaire
technique.

1.1. Soit H l'application naturelle de 9 dans S (9)/S (9) v\ quelle que soit la
S (9)/S (9) y-algèbre intègre E, on note PR(Hs) l'ensemble des sous-algèbres
résolubles p de 9(^)^2, telles que :

(a) les E-modules p et (90k2)/P sont libres;
(b) la sous-algèbre p (§)s Fractï est une polarisation résoluble de Hpracti

dansfi0kFractS.
Pour tout X 6(9 (§)»£)*, on note B(\) ou B(S) (quand À.==Hr) la forme

bilinéaire de 9 (g)* S définie par

B(X)(X, y)=M[x, y]) où x,r69®kS.
La sous-algèbre de 9 (g^Z qui est le noyau de B(K) est notée (9 (§)kî)^

1.2. Soient S comme en 1.1, q une sous-algèbre de 9(§)t2, ât une
représentation de q dans un S-module M, r le noyau de St dans U (q). Soit
peSpecï, tel que :

(a) les E/p-modules p <g)s (E/p) et (9 ®^ S/p)/(P 02; S/P) sont Ubres;
(b) te S/p-module M <g)c Z/p est libre.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE JFRANŒ



148 C. MOEGUN

Alors M 0s ̂ /P est "n sous-17 (p (g^ S/p)-module pour la représentation
^0r Fract S/p tensorisée par le caractère

l/2tracead^F^/p)/(p®rF,^pp
de plus

l^ (9 00k2/p) ®i7(p®^/p) (M 00^ 2/p)=ind'(M, p î 9 (g)»2/p)

est un sous-17 (9 (g)^ ï/p)-module de

U (9 00» Fract Z/p) (g),,, ̂  ,̂  ̂  (M 0, Fract S/p);

pour simplifier l'écriture, on note uKT(^(p), pf9) la représentation
correspondante de 9(8)kS/P et uuT(r(p), pf9) son noyau dans
u (9 ®t S/P); dans le cas où S s= k, ces notations coïncident avec celles de ([4],
5.2.2 et 5.2.6).

1.3. LEMME. - (i) soit 2 une S(Q)/S(Q)v'algèbre intègre; quel que soit
^(9(X)k2r tel que (X-^)(")=0, on a

d™F^z (9 (g)* Fract S)̂ "611 ̂ indice i;;

(ii) pour la forme linéaire ̂ , on a

dim^ (9 (g)k A)^ = indice v;

(iii) la restriction de 1^ à V ' { v ) est partout définie et continue; on a

U^)v-Ç\^y^W

(i) Soit Z' la sous-algèbre de E engendrée par 1,; et 9 (§)» li • Alors Z' est une
sous S(9)/S(9)i?-algèbre, intègre, de type fini; soit V la. restriction de 5l à
9 (g)» 2'; on a : rang B(^f) = rang B (\). Soit m' e Specm 2'; on a î ' I m ' = k et
^-m'e ^(r); pour presque tout m'e Specm 2\ on a rang B (À.^) = rang B (À/) ([5],
1.4); on en déduit (i) car rang B (À.') = dim 9 - dim (9 (g)^ Fract S)\

(ii) On reprend la démonstration de (i) avec S=S(9)/S(9)i; et 51=^.
Comme l'ensemble des éléments m € Specm S tels que 3l^ e V ' (v) est un ouvert
dense de Specm Z, il existe m tel que

dim 9 - indice i; = rang B (À.J = rang B (^ ) = rang B (^ ).
(iii) Soit n un idéal maximal de S(n) contenant i?; alors d'après ([4],

1.12.14) tout élément À, de V ' ( n ) admet une polarisation résoluble p; on a

/ft)=Kerind^(X,pÎ9),

TOME 108 - 1980 - N° 2 •



IDÉAUX DES ALGÈBRES ENVELOPPANTES 149

d'après ([4], 10.3.3); et comme F'(r)<=(J ^specmS(n)/. V'W, l'application Jg
est définie dans V'(v)\ la continuité se démontre comme en ([4], 10.3.5) en
remplaçant à par 1/2(dim 9 + indice r). On peut supposer, de plus, que p
contient n, d'Après [4], 10.3.1; ce qui montre immédiatement que I(\)
contient 17 (9)1?. D'après [4], 10.3.8, U {^)n = Ç}^y ' ^ I W et donc

U{Q)V^ r|n.Specm5(n)/. U(Q)n=> ̂ y^I^ U {ç^) V,

d'où (iii).

1.4. LEMME. — (i) I I existe un élément x de S(9)/S(9)u--{0}, une sous-
S(Q)/S(Q)v"algèbre S de A contenant x ' 1 et deux E-modules libres p et q,
vérifiant :

(û) le {S(ç\)/S(ç^v)x-nwdule E est de type fini:
(b) le corps Fract S est une extension galoisienne de degré fini de A et S est

stable par l'action du groupe de Galois de Fract S sur A; ^
(c) on a 90k5=p©q et p contient n(X)kS;
(d) pour toute E-algèbre intègre S\ on a

dim^ctr (9 ®k Fract F)1^1' =indice v,
p0sS'6PR(M.

(ii) Soit S' un sous-S-module de A tel qu'il existe yeS(Q)/S{Q)v-{0},
vérifiant y~1 €S\ et 5' est un Sy-module de type fini. Soit 2" la fermeture
intégrale de S (g)/S (9) v dans Fract S'. Alors si les conditions de (i) sont vérifiées
pour x, 5, p et q, elles le sont aussi pour xy. S", p 0s S", q 0s S".

(i) D'après le lemme 1.3 (ii) et ([4], 1.12.14 et 10.3.1), y^ admet une
polarisation résoluble contenant n. Soit tl<=A une extension galoisienne de
degré fini de A, telle que PR {^) ̂  0 et S la fermeture intégrale de 5 (9)/S (9) v
dans ft. Choisissons pi ePR^) avec pi =>n et qi un supplémentaire de pi
dans 9 (x)k Î2; alors il existe Xi e S - { 0} tel que pi et qi soient de la forme
P'0s, Q et ^®ïx °' où ^ et ^ sont des sous-2^-modules libres
supplémentaires dans 9 0» S^ ; soit x ' le produit des transformés de Xi par le
groupe de Galois de fî sur A; alors x'^x\x'^1 avec x\ et
•^2€S(9)/S(9)i?-{0} et S^cS^. Utilisons le raisonnement de ([5], 1.4) :
soient (e^ ..., (?») une base de 9, M la matrice de B(S^) relativement à la
base (é?i ® 1, ..., On ® 1) de 9 0^ S^, 8 un mineur non nul extrait de M.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



150 C. MOEGLIN

Posons x^x'iS et S==Z,. Soit S' une 2-algèbre intègre; on a rang
jB(E')=dimg—indicei?, d'une part et d'autre part, on a

g (X)k Fract F == p' (g)^ Fract S' ® q' ̂  Fract r.

Donc

d™Fracti' (9 (X)k Fract E')^" '̂ = indice i?,

et
p (X)^ Fract rePRO^s')-

Alors x. S, P=p'®s, S et q=q'(g)^ S répondent aux conditions du
lemme (i). * <l

(ii) Comme S" est la fermeture intégrale de (S (g)/S (9) i?),y dans Fract 5', et
comme (S(g)/(g)i;),y est une fc-algèbre de type uni, (ii) est clair.

1.5. Soient x, 5, p, q satisfaisant aux conditions du lemme 1.4 et
p=ind^ (Hs, p î g). Pour tout idéal premier q de S, posons :

p(ç)=iïKT(H^,p (g)sS/çîa) (c/. 1.2),

ainsi avec nos conventions, p = ind ̂  (^5, p f g (§)̂  S) (en notations
classiques).

LEMME. — (i) soient q^ et q^ deux idéaux premiers de S tels que q^ aq^ et
a:S/<j4 -^S/^2 l^homomorphisme canonique. Alors l^homomorphisme

a: ^(9®*S/9i)®u(p(2)sS/,.)S/9i^ U{Q^Z/q^^^^ S/^.

déduit de a entrelace les représentations f>(q^) et p(^2)o(Id (§)ka) de
U ( Q ( S ) k ^ / q i ) ' O n a :

Kerp(9i)®s^S/î2cKerp(^2);

(ii) il existe une partie multiplicative dénombrable y de 5— { 0}, telle que
pour tout idéal premier de S ne rencontrant pas y, on a (en notant y l'image
de y dans Z/q) :

Kerp(x)2(3/^=Kerp(ç)(x)s^(S/^;

(iii) pour tout weSpecmS, on a

Kerp(m)^I(^

TOME 108 - 1980 - N° 2



IDÉAUX DES ALGÈBRES ENVELOPPANTES 151

(iv) pour tout qçSpecE, on a

Kerp(q)n l/(9)-n^^p^s^m);
(v\ on a

Kerpn[7(9)=[7(ô)i?;

(vi) ndéal Ker p (q) est complètement premier',
(i) Soit (^i, ..., e^) une base de g. Pour f== 1 ou 2, les éléments

^•••••^(eY ... ̂  ®^ Is/J®^^, 1 .̂

où (vi, ..., v^)6 M1', forment une base du S/ç .-module

U(Q (8)kS/ç,)(g)^^s^S/ç,

Cela prouve que a est surjective.
SoitXe[/(9)(x)kls;ona

PtezMX^ls/JateY'^)

==(^ . . . e\ (g)s ls/J(g)(/(p®^) 1s/,. (g)E/,. IE/,,

=a(p(9,)(X(g)5l^)e\1 vr).

Par linéarité, on en déduit que pour tout Ye 17 (9) (§)kS/Çi, on a

P(92)(î'(g)5^ Is/ç^aeY vr=a(p(90(yeï•••vr));

de plus, d'après la surjectivité de a :

Ker p(<?i) (g)s/^ 2/^2 c Ker p(q^

(il) (Suivant une suggestion de R. Rentschler). Pour tout çeSpecS, on
considère p(q) comme une application de U(Q)(5?)kS/ç dans Ends^S(q)
([3], 2.2). Soit Q ' (resp. 3) l'algèbre des opérateurs différentiels d'ordre infini
(resp. d'ordre fini) à coefficient polynomiaux sur q comme en [3], 13 (cf.
1.4, (i)). Soit te M, on note Q^Q^^'E le sous S-module ensemble des
opérateurs différentiels d'ordre <L

Soit leN\ on note Si l'ensemble des éléments de S(q) de degré « et r j
l'homorphisme de 5-module de Q^ dans Qi, défini par : soit D ç Q ' , alors
r, (D) est l'unique élément de ®,, tel que D -ri(D) restreint à Sj soit nul. Avec
1.4, ([3], 2.2) montre l'inclusion p (U (g (g)kS)/Ker p) c Q ̂  ; on pose p, = F( p
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152 C. MOEGLIN

et on considère pj comme homomorphisme de S-modules de
y(9(X)tS)/Kerp dans Q^Hom^ (S,, S(q)); on note Y, le noyau de p,.

Soit s € N ; on note U5 l'ensemble des éléments de U (9 (g)^ S) de filtration
^s. On pose 7?= î^n^+Kerp/Kerp). Montrons que l'on a

(*) n/.NW®=FractS)=0,

soit uçÇ}^ Y1,^ Fract S; U est clair que (p(g)g Fract S) (u) (S1 (g)s
FractS)=0 pour tout /€ N; d'où (p (g)s Fract S) (u)==0. L'assertion résulte
alors de l'égalité Ker (p (g)s Fract S)=(Ker p) (g)g Fract S entre sous-Fract
S-espaces vectoriels de U (9 (g)» Fract S) (cf. 1.4 et la définition de p en 1.5).

On remarque que si « F, on a Vf => Y? ; en outre, comme Vf (g)s Fract S
est un quotient de U9^ Fract S, on a dim^s rf<oo. Avec (*)-, cela
montre qu'il existe f e N tel que yf(X)s Fract S=0. De plus U5 est un S-
module libre; donc Vf, qui en est un quotient, est un S-module de type fini
D'où :
(**) soit 56N; ï( existe lef^ et x;eS{0} tels que Vf(X)s Sx;=0.

Soit s € M, on choisit l e N, x; e 5 vérifiant la propriété (**) et d e N tel que
déf

pi U' <= Hom^ (S,, S^) = H. Comme q est un S-module libre (c/. 1.4), H est
un S-module libre. On pose H ' = H / p i U5; comme H ' est un S-module de
type fini, on choisit x's'e S - { 0 } tel que H^ soit un S-module libre. Alors on
posex,=x;x;'et

P^S2»
0 ̂  ((U5 -h Ker p)/Ker p) (g)s S^ ———^ ff^ -^ H^ ̂  0

est une suite exacte de S^ -modules libres.
Soit ^eSpec S tel que x^q\ on note x, l'image de x, dans S,. Après

tensorisation

0 ̂  ((U5 + Ker p)/Ker p) (x)s (S/^
Pi^S^/^x
————^ ^x. (gfe (S/^) - ̂  (X)H (S/g) -. 0

est une suite exacte de (S/g^-modules libres et non nuls.
On en déduit, a fortiori, la suite exacte suivante :

0 ̂  (l/10, S + Ker p/Ker p) (^ (S/^

P®s(S/<ï)jF. _
————.End^S(p)(x)s(S/^.
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D'après (i), il existe une surjection a5 de
(([/s (g), S + Ker p)/Ker p) (gfe (E/^

sur , (^(^(S/^+Kerp^^VKerp^)^ rendant commutatif le
diagramme

^ ^ P^S^x. _
O-tC/^S+Kerp/Kerp^tSArtx-. ————— End -̂ S(q)(X)s(S/^

h- /^
((/• 0, S/<?+ Ker p (ç)/Ker p (q))^ p (g) 0s/, (5/^

En faisant varier s et en notant y la partie multiplicative engendrée par
C^AcN» on en déduit, pour tout geSpecS ne rencontrant pas y , le
diagramme commutatif suivant :

0-(y(9®kS)/Kerp)(g)5(5/^ P8)5(s/^ En^^S(q)0s(S/^

(l7(g®,S/^)/Ker p(4))(g)5,, (5/^ p(q)^ (2/^

On a donc
Ker p (g)s (S/^ =Ker p(q) ̂  (E/q)y.

(iii) Soit me Specm 5; alors, comme S est une k-algèbre de type uni, on a
S/m=k; de plus ^€V°(v) et p^S/mePR (^) (1.4, (i)).
d'oùKerptm)^/^).

(iv) L'inclusion Ker p(ç)nC7 (g) <= ^3^J(^^)résultede(iii)grâceà(i)(car
clairement Ker p (q)r\ U (9) <= Ker p (q) (g)g^ 5/w). Soient ue U (9) et u\
u"eU (9®kS/ç)0^^s/,ï (S/^)»tek q^ PW (u) M^M'^O; il existe
me Specm 3/ç tel que U ' 1 (^5^ S/w^O; d'après (i), u^/(X^), d'où l'égalité

Kerp^n l/(9)=n^sp^s/^^m).

(v) D'après (iv), on a

Kerpn[/(9)=n^spcanE/(^).

Alors (v) résulte de la continuité de / et du lemme 1.3, (iii) qui impliquent
que

Ç}.W^(^)-^y'i^W-U(Q)v.

(vi) L'égalité

Ker p(^)= 17(9 (g^S/^nKeruKT (Hpn^s/,» P ®s FractS/ç î 9)
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résulte de la suite exacte

0 ̂  (17(9 OOkS/^) ®^0s S/^)2^
^ ̂ (g^.FractS/^^^^F^E^F^^S^.

Alors (vi) est une conséquence de ([3], 1.4).

1.6. Pour tout çeSpecmS, on identifie p=S (g)/S (9)^°^ à un

idéal de S (g). On note V (q) le sous-groupe de V laissant p stable, i(q) l'inter-
section de Ker p(q) avec [/(g), FQ?) le cœur de i(q) (c'est-à-dire le centre de
Fract 17 (g)/! (q)) et A (q) = (Fract S (a^/pf^. Soit A (q) une clôture algébrique
de E/q (donc aussi de S(g)/P).

LEMME . — Soitqe Spec 3 ; pour tour z e F (q) soit <p (ç) 2 Y image canonique
de z dans

Fract {U (9 Ç^^lqVKer p (q)) c Frûct (17 (9 (g)^ A (^)//^A(,) (^A(,))-

On a <p (^) 26 F (^) et (p (^) ^sr MW homomorphisme de F (ç) dûns A {q). Soit
À. e V ' (Z/q) on a {en particulier si q == 0 : soir X € V ' {v))

2-<<pte)z^>€J(^)/i^)

où ze(U (9)/i (^f (en particulier si ^=0,2-<<p (^) 2, ^>6/ (X)/l7 (9)1?).
Soient 26F {q)-{0} et A(^) une clôture algébrique de Fract S/q. On a

Kerp(^)(X)^A(<?)=KeruKr (H^), P^A^Îôï-

Donc 17 (9 (g)» A (^))/Ker p (^) ®s/, A (q) est une A (ç)- algèbre primitive ([4],
10.3.3) contenant U (90kS/ç)/Ker p (ç).

D'après ([4], 4.1.6) on a (p(^) (2)eA(^). Montrons d'abord que
(p (^) (2) € S (9)/p puis que <p (^) (2) € A {q).

Soit u e 17 (9)/i (q) tel que 112 € 17 (9)/i {q) - {0 ] ; on choisit dans 17 (9) des
antécédents u et uz à u et u2. Par définition on a

»
(*) Sz(S)ls/^u®^(9)zeKerp(q).

Soit y€Gal(A(^)/S(9)/p) et supposons que (p(^)2^y. <p(^; alors il
existe une S/^-algèbre de type fini, notée 5', telle que (p {q)z, y.(p (q)z et
<p(^)2-y.(p (9)2 soient des éléments inversibles de S'.

TOME 108 - 1980 - N° 2



IDÉAUX DES ALGÈBRES ENVELOPPANTES 155

Soit meSpecmS', on a, d'après 1.5, (iï) et (iïi),
Kerp(^) ®5/,S'®5.S7mc:J(^J;

on en déduit, avec (*), que l'on a
uz-u ((p {q) z 0s. ls-/J<=J (À,J

et ^et

Or

et

UZ-M((p (̂  Z®2. ls-/T.m)^(^.J.

<P (̂  Z (Sk' lE'/y.m = y • <P (9) ^ ®E- IE'/.

^w == ̂ muSIdï/p = ^Tm •

D'où:
(1) u((^{q) z-y.(p (9) z)OO^S7m)6J()iJ.

On remarque que, puisque 2' <=A {q) est une S(Q)/p-algèbre de type fini,
l'appUcation meSpecmE' -^ mn(S(9)/p)€Specm S{Q)/p estd'image dense.

(1) entraîné que ueJ (^J et donc que
^en^specmS'7^»")^!^)»

d'après 1.5, (iv) et la continuité de J; d'où une contradiction. Donc
(pO?)z€FractS(9)/p.

Supposons qu'il existe 76^ {q) tel que yq> (q) (z)^(p (^) (z). Soit
yeS (9)/P-{0) tel que (p(ç)z, yç (^)z et (p (q) z-y(p (^)z soient des
éléments inversibles de (S (g)/p )y. D'après les propriétés de 5 (L4. (i)) il existe
un ouvert non vide V de Specm (S (g)/p)y tel que si meV, il existe n,
n'eSpecm(S/^)y vérifiant :nn(S(9)/p)y;=metn'n(S(9)/p)y=ym;alo^s on
pose Z ' ^ ( Z / q } y et on a, grâce à 1.5, (ii). (iii) et à(*) :

uz-u(n> {q) z02.S7n)eJ (^J

uz-utcp^z^SVn^e^^)-
Or:

^>{q)z^'Ef/nf^y^>{q)z^Zt/n
et

^^m)=y^(^)==^(^ym).

Cela entraîne que :
u({^{q}z-yn>(q)z)^E'/n)€l(^

tïeJ(^),

iÏen^?J(XJ=i(^),

d'où une contradiction. Donc q> (ç)zeA(g).
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Soient z, z ' e F (ç) - { 0 } et u € U (g)/i (^), tels que uz, uz ' et uzz ' soient des
éléments de U (Q)/i (q) - { 0 } ; on choisit des représentants u, uz, uz/ de u, uz,
uz' dans [/(g); alors on a (cf. (*)) :

- (uz^u2f)(S)k^-u^(q)(z^zt)çKeTp(q);

^®tls/^®k<Pte)OOeKerpte);
u? ®fc 1s/, -"(><)» <Pte)(^)eKerpte).

D'où
"OOk(<P (̂  ( '̂)-(p (q) (z)-q> te) (z'))€Ker p te);

c'est-à-dire :
u0,l€Kerpte)nl/(9)=ite)

si
(p te) (z+z')-<p (^ (z)-<p te) (^)^O.

comme i7^i(ç), on a
(pté) (z+z')=<p (q) z+(p te) ^'.

On vérifie de même la multiplicativité de <p (q), ce qui termine la
démonstration de <pte) est un homomorphisme d'algèbres de F te) dans A(q).

Soit ze(U(Q)/i (q)f par définition de (p te), on a

(**) ^®kls/,-l ®<Pte)(^)eKerpte)/îte).

Soient \eV' (E/q) et me Specm E/q tel que < (wn5 (g)/p), 3l > =0. D'après
1.5, (u), (iii) et (**), on a z~(p te) (z)(x)^S/w6J (À.^). Or
<Ptè) (^)(X)5/,S/ws=<q> te) (^ ^>, par définition de m et J(3lJ=Z(3l).
D'où ce qui termine 1.6 z—< (p (^) (z), ^ > € / (3l)/fte).

1.7. On s'inspire de [2], 3.5. Pour tout q e Spec 5, on définit l'idéal t (q) de
u (ô) ®k A te) par la suite exacte

0 ̂  rte) ̂  t/(9) ®*Ate) ̂  (Fract l7(9)/ite)) ®r(,).̂ ,) Ate).

On écrit r, (p au lieu de t (0), <p (0) ; on pose, comme en 1.6, p = q n S (g)/S
(9)1? et on identifie p à un idéal de S (g) contenant S (9)1;.

PROPOSITION. - (i) Ker p te)®s/, ^ûcr S/ç=r te)(X)^ FractE/q',
(ii) soirzerte); l'image canonique de z dans Fract (U (Q) (^)k^(q)/t(q))est

(pte)^.
(i) Notons l/=t7 (9)/i te)-{0}, P (resp. P') l'ensemble des idéaux

premiers de U(Q)^ Fract S/ç d'intersection i te) avec U(Q) (resp. de
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