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IDEAUX BILATERES DES ALGEBRES ENVELOPPANTES

PAR

C. MOEGLIN (¥

ABSTRACT. — Let g be a finite dimensional complex Lie algebra and let U(g) denote the
enveloping algebraofg. We prove that any non zero twosided ideal of U (g) contains a non zero
semi-invariant element. Moreover, suppose that the radical of g is nilpotent, note Z(g) the
center of U(g) and consider the map M from Prim U(g) into SpecmZ(g) given by the
intersection. Then, outside a closed set of Specm Z (g), the fibers of M has finite cardinality
(generally one), and contain an ideal induced of Duflo.

RESUME. — Soient g une algébre de Lie complexe de dimension finie, et U (g) I’algébre
enveloppante de g. On montre que tout idéal bilatére non nul de U (g) contient un semi-invariant
non nul. En outre, supposons que le radical de g est nilpotent; on note Z (g) le centre de U (g)et on
considére 1’application M de Prim U (g) dans Specm Z (g), définie par I'intersection avec Z (g);
alors, dans un ouvert de Specm Z (g), les fibres de M ont un cardinal fini (génériquement un), et
contiennent un idéal induit de Duflo.

Introduction

Soit k un corps algébriquement clos, de caractéristique 0, non
dénombrable. Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur k, U (g) son
algébre enveloppante, Z(g) le centre de U(g) et E(g) I’ensemble des semi-
invariants de U (g) (e E(g) si e est vecteur propre pour la représentation
adjointe de g dans U(g)). On démontre dans ce mémoire que tout idéal
bilatére non nul de U (g) a une intersection non nulle avec E(g). (L algébre
localisée U (g)g -0 fournit donc un exemple intéressant d’algébre simple
ncethérienne.) L’analogue de ce résultat pour I’algébre symétrique de g avait
été démontré en [5]. Si on suppose de plus que le radical de g est nilpotent, on
a aussi les résultats suivants : .

— ilexiste un élément ze Z (g)— { 0}, tel qu’un idéal maximal m de Z () ne
contenant pas z n’est inclus que dans un nombre fini d’idéaux primitifs de
U (g); de plus la racine de I'idéal m U (g) est un idéal primitif induif de Duflo;

(*) Texte regu le 26 février 1979, révisé le 26 juillet 1979.
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144 C. MOEGLIN

— il existe une suite (z;),. d’éléments de Z(g)—{O} telle qu’un idéal
primitif a de U (g) ne contenant aucun z; vérifie : a est maximal; a est engendré
par anZ(g); a est un idéal induit de Duflo et en particulier a est
complétement premier;

— Tlapplication de Spec U (g), dans Spec Z (g), qui & jassocie j= j n Z (g),
est surjective; sa fibre en j posséde un unique élément minimal qui est un idéal
complétement premier; de plus si j ne contient aucun des z;, I'algébre
(U(9):/)z(q,/; est simple, jU (g), étant 'unique élément de la fibre en j.

Je remercie J. Dixmier pour sa patiente lecture du manuscrit et les conseils
qu’il m’a apportés et M. Duflo pour une suggestion trés utile. Pour la
rédaction définitive j’ai regu I'aide trés efficace de N. Berline. Les résultats
principaux de ce mémoire ont été annoncés dans [9).

Voici avec quelques détails techniques, 1’organisation du mémoire; les
notations principales suivent de prés celles de [4] et sont reportées aprés
I'introduction, dans notations.

Le chapitre I définit un idéal ¢ et un morphisme ¢ dans la situation suivante;
g est une algébre de Lie, n un idéal abélien de g, v un idéal g-invariant de
Um=Sn)et A une cloture algébrique de Fract S(g)/S(g)v.

Soient p I'application naturelle de g dans A et Hzx I'unique prolongement
A-linéairede pag ®,,K [S]; alors p; admet une polarisation résoluble, ce
qui permet de définir I'idéal I, R4 (»z) (¢f. notations), et t est caractérisé par
la propriété : ¢ est un idéal de U (g) Q)i A vérifiant ¢ ®AX-—41“ @A (7).

L’algébre U(g) XA/t est donc intégre et le centre de son corps de
fractions est A; alors ¢ est I’homomorphisme de I" dans A, tel que pour tout
zeT on ait z® 1—1® @ (z)=0 dans Fract U(g) Q. A/t.

Le caractére générique de I, o, % (1) sc transmet & ¢ et @, au sens suivant; il

existe une sous-S(g)/S (g) v-algébre de type fini E de A telle que pour tout
meSpecm E : le composé g — S(g)/S(g)v = E - E/m=k définit une forme
linéaire A, admettant une polarisation résoluble

I ()=t ®u A (U (®) R D) R E/m;

I’inclusion est une égalité sauf pour une partie maigre de Specm Z; soit ze I’
tel que {A,., ¢ (2) ) soit défini, alors z— @ (z)e I (A,,)/ U (g) v. Ceci montre que
¢ est un homomorphisme de Duflo généralisé; on en aura d’ailleurs, quand
ve Specm U (n), une formule explicite résultant de [8].
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IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 145

L’intérét de ¢ et ¢ est leur comportement naturel quand on change v en un
idéal contenant v et, dans le cas o v = ﬂ,eg vy w avec w € Specm U (n), quand
on passe au stabilisateur ) de w dans g. Ce dernier cas est étudié au chapitre II
ou I’on montre que les objets génériques associés a (g, v) d’une part et (b, w)
d’autre part se correspondent par induction comme en [7]. Pour cela on
introduit des homomorphismes de I dans I' (h) et de A dans A (h) compatibles
avec I'induction des idéaux et la restriction a Iy des éléments de g* annulant w.

Le chapitre III est consacré 3 1a démonstration des résultats annoncés au
début, qui se déduisent entre autre du lemme suivant : si g est algébrique et si
Z(g)=E(g), t est un idéal maximal de U (qg) ®, A; le principe général des
démonstrations est d’utiliser les compatibilités établies pour faire une
récurrence (¢f. I11. 5).

Notations

(1) Toutes les algébres de Lie considérées sont définies sur une k-algébre
unitaire intégre; soit I une algébre de Lie sur I’algébre K; alors on suppose
toujours que f est un K-module libre de rang fini; on note U (f) (resp. S(¥))
’algébre enveloppante (resp. symétrique) de f, f le K-module formé des
applications K-linéaires de f dans K. Si K est un corps algébriquement clos, A
un élément de t* admettant une polarisation résoluble, @ I’orbite de A pour la
représentation coadjointe, on note I,(A) ou I,(®) I'idéal induit de Duflo
canoniquement associé 4 A ou 4 @. L’ensemble des idéaux primitifs de U (f)
muni de la topologie de Jacobson est noté Prim U (f). Si go1, n, est I'unique
automorphisme de U (f) prolongeant I'injection X — X —1/2tr,, X defdans
U (). L’algébre symétrique S (t*) complété en I'idéal d’augmentation est notée
S(t*); c’est un anneau topologique dont le dual est S (¥) (/. [8]). Soient n un
idéal abélien de g et b un idéal de S (n); on note V' (b) I'ensemble des éléments de
¢* annulant I'idéal S (g) b de S(g) et V'’ (b) le sous-ensemble de V'(b) formé des
éléments dont la dimension de I’orbite pour la représentation coadjointe est
maximale (dans ’ensemble des dimensions des orbites des points de V' (b)); on
note aussi indice b la dimension du stabilisateur dans g d’un point de V' (b).

Soit n un idéal abélien de g et v un idéal g-invariant de S(n)=U (n).
On pose I'=(Fract U (9)/U (g)v);

A=(FractS(g)/S(9)v)’;
A une clbture algébrique de A;
A=FractS(g)/S(g)v,
“A une cléture algébrique de A.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



146 C. MOEGLIN

(2) En plus des notations introduites ci-dessus, on utilisera les notations et
conventions suivantes. Toutes les algébres considérées sont associatives et
unitaires. Soit T une algébre commutative; on note 1; 1’élément unité de Z,
Spec X (resp. Specm X) I'ensemble des idéaux premiers (resp. maximaux)de X.
On munit Spec £ et Specm T des topologies de Zariski. Si T est intégre, on
note Fract Z le corps des fractions de X. Soient Z un Z-module, Z une algébre
commutative et 3 un homomorphisme de  dans E; alors Z (X);, L Sestle E-
module obtenu par extension des scalaires de £ 4 E; quand il n'y a pas
d’ambiguité sur y, on le note Z (X); =. Si un groupe ,# opére dans X, on note
Z7" ’ensemble des invariants de X pour I’action de ,#. Soient a une algébre de
Lie et b un idéal de a; alors le groupe adjoint algébrique o/ de a opére
naturellement dans S (b) et b*. Les éléments de S (a) sont des fonctions définies
sur a*; soit aeSpecS(a); alors FractS(a)/a est I’ensemble des fonctions
rationnelles sur la variété des zéros de a (dans a*); pour tout s € Fract S (a) et
Aea*, (s, L) estla valeur de s en A quand elle est définie. Soient Z une S (a)-
algébre de type fini commutative, aeSpecmX et beSpecS(a) tels que
b=an S(a); on note A, ou A, I’élément de a* défini par la composition des
applications

a—-S(@->X->X/a=k.
Soient Q une k-algebre et p une application linéaire de a dans Q; on note p,
I'unique prolongement de p, Q-linéaire, de a (X), Q dans Q. '

Index des notations

INTRODUCTION. NOTATIONS :

Z*@.E@ @ @11} 1.1
SM, UM, S@Y) ind”(#(p). 1) 1.2
te .
d , 1.2
L), 1) gd D 14
:‘" P 1.4
q 1.4
r —_ X 1.4
a4 P, plg) LS
AA i(q) 1.6
indice b, ¥(b), V' (b) T'@, AW 1.6
1 ?@ 1.6
Aes Ap @, t 1.7
#a | @ L7
R Q) 1.8
B, pr L1 A7 1.8
B(), B(T) 1.1 7 1.8
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IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 147

w,q,9 .1 ¢ 11.6
‘b, T (), A®H) nm2 v 1.6
AB)AD)V n2 e 11.6
k4 I.2 r 1.9
> - m2 11.10
v, t(b) .2 V@), II.11
W, w( A I1.2  Systéme régulier
n II.2 (g, m, v, I, uy, sp) III.1
n II.4 C1,C2,...,C6 1.1
n 1.4
Chapitre I

. Idéal générique
Soient k un corps algébriquement clos, de caractéristique 0, non
dénombrable, g une k-algébre de Lie, n est un idéal abélien de g et v un idéal
g-invariant de S(n). Le morphisme générique est défini en 1.6 et I'idéal
générique en 1.7; l'algébre = (¢f. 1.4) n’a qu'un réle d’intermédiaire
technique.

I.1. Soit p I’application naturelle de g dans S(g)/S(g) v; quelle que soit la
S(g)/S(g) v-algébre intégre I, on note PR (u;) I’ensemble des sous-algébres
résolubles p de g (X), Z, telles que :

(a) les Z-modules p et (g (X), Z)/p sont libres;

(b) 1a sous-algébre p (X); Fract T est une polarisation résoluble de pg,.x
dans g (X), Fract X.

Pour tout Ae(g X Z)*, on note B(A) ou B(Z) (quand k=p,) la forme
bilinéaire de g (X), T définie par

BA)(X, Y)=A(X,Y]) ob X,Yeg®\I.
La sous-algébre de g (X), T qui est le noyau de B(3) est notée (g X I)*.

I.2. Soient ¥ comme en 1.1, g une sous-algébre de g ®,, Z, ® une
représentation de q dans un X-module M, r le noyau de # dans U(q). Soit
peSpecZ, tel que :

(a) les £/p-modules p R); (Z/p) et (8 X Z/p)/(» Q) Z/p) sont libres;

(%) 1e Z/p-module M (X); Z/p est libre.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



148 C. MOEGLIN

Alors M (X); Z/pest un sous-U (p (X); Z/p)-module pour la représentation
R X); Fract Z/p tensorisée par le caractére

1/2trace adyy @, e/t @ Fractz s
de plus™

U@ XZ/p) ®u(»®;:m (M ) Z/p)=ind” (M, p1g Qi Z/p)
est un sous-U (g ), Z/p)-module de
U (g ®k FraCt Z/p) ®L'(p ®Z FractZ/p) (M ®£ FraCt X/P)9

pour simplifier DI’écriture, on note ind (#(p), p1g) la représentation
correspondante de g ®,, Z/p et ind (r(p),p1a) son noyau dans
Ug ®, X /p); dans le cas ou X =k, ces notations coincident avec celles de ([4],
5.2.2et5.2.6).

I.3. LemME. — (i) soit T une S(g)/S(g)v-algébre intégre; quel que soit
Ae(@ Qi X)* tel que (A—pz)(M)=0, 0n a

diMpraes (8 i Fract £)'F™% > indice v;
(ii) pour la forme linéaire p,, on a
dim, (g ), A)** =indicev;
(iii) la restriction de I, d V' (v) est partout définie et continue; on a

U(gv= ﬂx- vim Iy (A).

(i) Soit Z’lasous-algébre de X engendrée par 1; et g (X),.1;. Alors I’ est une
sous S(g)/S (g)v-algébre, intégre, de type fini; soit A’ la.restriction de A a
g X X’; on a : rang B(A')=rang B()). Soit m’eSpecmX’;ona Z'/m’'=k et
A, € V(v); pour presque tout m’ e Specm X', on a rang B(A,,) =rang B(A') ([5],
1.4); on en déduit (i) car rang B(AL")=dim g—dim(g ®,, Fract X)*.

(ii) On reprend la démonstration de (i) avec Z=S(g)/S(g)v et A=p;.
Comme I’ensemble des éléments m € Specm X tels que A, € ¥’ (v) est un ouvert
dense de Specm X, il existe m tel que

dim g —indice v=rang B(A,,) =rang B(u; ) =rang B(u, ).

(iii) Soit n un idéal maximal de S(n) contenant v; alors d’aprés ([4],
1.12.14) tout élément A de V'’ (n) admet une polarisation résoluble p; on a

I\)=Kerind (A, p1g), -

TOME 108 — 1980 — N°2 ‘ . '



IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 149

d’aprés ([4], 10.3.3); et comme V’(v)cU nespecmsmye V' (n), 'application I
est définie dans V' (v); la continuité se démontre comme en ([4], 10.3.5) en
" remplagant d par 1/2(dim g+indicev). On peut supposer, de plus, que p
contient n, d’aprés [4], 10.3.1; ce qui montre immédiatement que I()\)
contient U (g)v. D’aprés [4], 10.3.8, U(g)n=(),cyw I (A) et donc

U(gv> ﬂneSpecmS(n)/n U(gn> n).e vl (A)2U(g)v;
d’ou (iii).

1.4. LemMe. — (i) 11 existe un élément x de S(g)/S(g)v—{ 0}, une sous-

S(g)/S (g) v-algébre E de A contenant x~! et deux E-modules libres petaq,
vérifiant :

(a) le (S(g)/S(g)v),-module = est de type fini;

(b) le corps Fract E est une extension galoisienne de degré fini de A et E est
stable par 'action du groupe de Galois de FractE sur A; ®

(c) onagX)E=p@Dq et p contient n (X), E;

(d) pour toute E-algébre intégre ', on a

dimg,,.s (6 X Fract £)"** =indicev,
P ®: Z'ePR(uz).

(i) Soit E' un sous-E-module de A tel qu’il existe yeS(g)/S (g)v—{O},
vérifiant y"1€E’, et E' est un E,.-module de type fini. Soit E"' la fermeture
intégrale de S(g)/S(g)vdans FractE'. Alorssi Ies conditions de (i) sont vérifiées
pour x, E, p et q, elles le sont aussi pour xy, Z", p X=E",  X= E".

(i) D’aprés le lemme 1.3 (ii) et ([4], 1.12.14 et 10.3.1), u; admet une

polarisation résoluble contenant n. Soit QcA une extension galoisienne de
degré fini de A, telle que PR (i, ) # @ et X la fermeture intégrale de S(g)/S (g) v
dans Q. Choisissons p, € PR (i) avec p, on et q; un supplémentaire de p,
dans g (X), ; alors il existe x; €Z — {0} tel que p, et g, soient de la forme
PRy Qetaq ®,; Q, ou p’ et q' sont des sous-Z, -modules libres
supplémentaires dans g Qi Z,,; soit x’ le produit des transformes de x, par le
groupe de Galois de Q sur A; alors x'=xjx;"' avec xj et
x3€8(g)/S(g)v—{0} et £, <Z,.. Utilisons le raisonnement de ([5], 1.4) :
soient (e, ..., e,) une base de g, M la matrice de B(Z,,) relativement  la
base (e; ®1, ...,e,Q1)de g ®,, Z.., 8 un mineur non nul extrait de M.
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150 ) C. MOEGLIN
Posons x=x;8 et E=X,. Soit X' une E-algébre intégre; on a rang
B(X')=dim g —indice v, d’'une part et d’autre part, on a
g @ FractZ'=p’ Q) FractZ'@q’ X); FractZ'.
Donc
' dimg s (6 i Fract £)'F* =indice v,
et

P ®,_ Fract ' € PR (e r)-

Alors x, E, p=p ®,-_ Eet q=q ®: répondent aux conditions du
lemme (i).

(i) Comme Z" est la fermeture intégrale de (S (g)/S (g) v),, dans Fract Z', et
comme (S (g)/(g) v)., est une k-algébre de type fini, (ii) est clair.

I.5. Soient x, E, p, q satisfaisant aux conditions du lemme 1.4 et
p=ind~ (uz, p1g). Pour tout idéal premier g de Z, posons :

p(q)=ind” (g, »p Q:E/qt9) (¢f1.2),

ainsi avec nos conventions, p=ind (uz,ptg X4 E) (en notations
classiques).

LeMME. — (i) soient q, et q, deux idéaux premiers de E tels que q, = q, et
a:Z/q, = E/q, '’homomorphisme canonique. Alors I’homomorphisme

a: U(g ®k E/qy) ®u(;®-5/q:) E/q1-U(g ®k Z/q,) ®U(v®-5/q,) =2/q,,

déduit de a entrelace les représentations p(q,) et p(qz) (Id Qi o) de
U@ ®xE/q,)-Ona:

Kerp(q1) Xz, /92 = Kerp(g,);

(ii) il existe une partie multiplicative dénombrable & de E—{01}, telle que

pour tout idéal premier de E ne rencontrant pas &, on a (en notant 7 Pimage
de & dans E/q) :

Ker p R (E/9)7 =Ker p(q9) Q)= (E/9)7 5
(iii) pour tout meSpécm Z,ona
Kerp(m)=1I(An);

TOME 108 — 1980 — N°2
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(iv) pour tout geSpecZ, on a

Ker P(Q)n U(9)= nn:q;meSpeunE IO".)’
(V)ona A
KerpnU(g)=U(g)v;

(vi) l'idéal Ker p (q) est comple‘temerit premier;
(i) Soit (ey, ..., e,) une base de g. Pour i=1 ou 2, les é&léments

et =(ey ... & Q= lz) Puir@z2/a0 12ra,
ou (v,, ..., v,)e N", forment une base du £/q,-module
U(g ®k 5/41) ®U(p®35/q,) E/q;.

Cela prouve que a est surjective.
Soit XeU(g) Qi 1z;0na

P(2)(X Q= 15,,)a(Er "
=(Xet ... e7 Q= lzy,) Quo@zaien laia, Pzra, Lz,

=a(p(q)(X ®=1z,,)8%

Par linéarité, on en déduit que pour tout Ye U (g) ®,‘ E/q,,0na
P(2)(Y Rx/q, 12/, ) aeY " =a(p(q)(Yey ™));
de plus, d’aprés la surjectivité de a :

Kerp(q:) ®s=/q, E/92 = Kerp(g2)-

151

v).

(ii) (Suivant une suggestion de R. Rentschler). Pour tout geSpecZ, on
- considére p(g) comme une application de U (g) X)xE/q dans End;, S(q)
([3], 2.2).S0it @~ (resp. @) I’algébre des opérateurs différentiels d’ordre infini
(resp. d’ordre fini) & coefficient polynomiaux sur q comme en [3], 13 (c¢f.
1.4, (i)). Soit leN, on note 9, D (X), E le sous E-module ensemble des

opérateurs différentiels d’ordre <I.

Soit le N; on note S, I’ensemble des éléments de S(q) de degré <letr,
I’'homorphisme de Z-module de 2~ dans 9,, défini par : soit De 2, alors
r,(D) est I'unique élément de 2,, tel que D —r, (D) restreint a S, soit nul. Avec
1.4,([3], 2.2) montre I'inclusion p (U (g ®,,E)/Ker p)c D ;onposep,=r;p
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152 . C. MOEGLIN

et on considére p, comme homomorphisme de Z=-modules de
U(g ®,‘ E)/Ker p dans 9,=Hom; (S,, S(q)); on note Y, le noyau de p,.

Soit se N; on note U* I'’ensemble des éléments de U (g @,‘ Z) de filtration
<s. On pose Yi=Y,n(U*+Ker p/Ker p). Montrons que I’'on a

(%) Nien (Yi Xz Fract £)=0,

soit ue (), .n Yi): Fract E; il est clair que (p Q) Fract E) () (S'R):
Fract Z)=0 pour tout [e N; d’ou (p @E Fract E) (u)=0. L’assertion résulte
alors de I’égalité Ker (p ®: Fract Z)=(Ker p) ®E Fract E entre sous-Fract
E-espaces vectoriels de U (g (X); Fract E) (c¢f. 1.4 et la définition de pen I.5).
On remarque que si I<!’,on a Y > Y} ; en outre, comme Y} ®_-_ Fract=
est un quotient de U*(X); FractE, on a dimg,,z Yj<oo. Avec (%), cela
montre qu’il existe /€N tel que Y;(X); Fract £=0. De plus U* est un =-
module libre; donc Y3, qui en est un quotient, est un E-module de type fini.
D’ou :
" (x%) soit seN; il existe leN et x,€eE{0} tels que Y; Q) E,, =0.
Soit se N, on choisit e N, x, € E vérifiant la propriété (xx) et de N tel que

déf
p1 U’ Hom; (S, S;) = H.Comme q est un E-module libre (¢f. 1.4), H est

un E-module libre. On pose H'=H/p,U*; comme H' est un E-module de
type fini, on choisit x;'e £— { 0 } tel que H,. soit un E,.-module libre. Alors on
pose x,=x.,x,’et

P ®z= Zx,

0— (U*+Kerp)/Kerp) ®: &, ——H, - H, -0

est une suite exacte de =, -modules libres.
Soit geSpec E tel que x,3q; on note X, 'image de x, dans =,. Aprés
tensorisation

© 0 ((U*+Ker p)/Ker p) X (E/9);,

P @z(E/q) X,

H, ®:(E/9)- H; Q=(E/9—0

est une suite exacte de (E/4);,-modules libres et non nuls.

On en déduit, a fortiori, la suite exacte suivante :
0— (U* @i E+Ker p/Ker p) X)= (E/9);,

PRz E/9)x,

———Endg,_ S() X E/9);,.
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D’apreés (i), il existe une surjection a® de
(U* @1 E+Ker p)/Ker p) ®x (E/4);,

sur _ (U‘@,‘_(E/q);'+Kcr p(q);,)/Kerp(q);, rendant commutatif Ile
diagramme
r@z(E/z

0—(U* @, E+Ker p/Ker p)® (2/9);, ——— Endee/y. SR (E/g),

(U* @ E/q+Ker p(g)/Ker p(9));, P(9) R/, (E/9);,

En faisant varier s et en notant % la partie multiplicative engendrée par
(%,);en> On en déduit, pour tout geSpecE ne rencontrant pas &, le
diagramme commutatif suivant :

0-(U (R E)/Ker p) Qs E/g)y 227 Ende - S(0) Qs E/a)s

UeRuE/D/Kerp() Rz, B2z p(R/, (E/9)7

On a donc
Ker p Q) (E/9)7 =Ker p(q) X/ (E/9)7 -

(iii) Soit me Specm E; alors, comme = est une k-algébre de type fini, on a
E/m=k; de plus A,eV°() et pXR:E/mePR (A,) (1.4, (i),
d’ou Ker p (m)=I1(A,,).

(iv) L’inclusionKer p(g)nU(8) < (us o I (A, résulte de (iii) grace a (i) (car
clairement Ker p (g)nU (g) = Ker p (q) ®E,q Z/m). Soient ue U (g) et u’,
u”eU (8 QuE/9) Quip@=z/a (E/9), tels que p(g) () u’=u"#0; il existe
me Specm E/q tel que u”’ ®- Z/m#0; d’aprés (i), u¢ I(A,,), d’ou I'égalité

=/q

Ker p (q)n U (g) = ﬂmeSpecmE/q I (xn)'
(v) D’apreés (iv), on a
Ker pN U (g)= ﬂmsSpecmE I()"n)

Alors (v) résulte de la continuité de I et du lemme I. 3, (iii) qui impliquent
que

nmeSpecmE I(xm)= mle V'(v) IM)= U(Q)V
(vi) L’égalité
Kerp(9)=U (g @i E/Q)nKerind~ (Hppys/,» P X FractZ/q1g)
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résulte de la suite exacte

0 (U @:E/9) Ruon: E/9)E/9
-U(g ®k Fract£/q) ®U(w R=FractZ/q) FractZ/q.

Alors (vi) est une conséquence de ([3], 1.4).

1.6. Pour tout geSpecmZ, on identifie p=S (g)/S (g)vng a un
idéal de S (g). On note ¥ (q) le sous-groupe de ¥ laissant p stable, i(g) I'inter-
section de Ker p(g) avec U (g), I'(q) le cceur de i(g) (c’est-a-dire le centre de

Fract U (g)/i (g)) et A(q)=(Fract S (g)/p)”®. Soit A (g) une cléture algébrique
de E/q (donc aussi de S(g)/P).

LeMME. — Soit g e Spec Z; pour tout z e I' (q) soit ¢ () z I'image canonique
de z dans

Fract (U (3 ®«E/9)/Ker p () = Fract (U (8 Ri A (@/I, g5 (M7p)-

Ona @ (9) zeT (q) et ¢ (q) est un homomorphisme deT (q) dans A (g). Soit
AeV'(E/q) on a (en particulier si q=0: soit Le V' (v))

z2—{9(@z,A>el (N)/i(g)

ou ze(U (g)/i (9))? (en particulier si g=0,z—<{ @ (q) z, AYel (A)/U (g)v).
Soient zeT (q)—{0} et A (g) une cloture algébrique de Fract £/q. On a

Ker p (@) ®x/, A (@=Ker ind™ (45, » R:=A @) 19).

Donc U (g X A (7))/Ker p(a) R/, A () st une A (g)- algébre primitive ([4],
. 10.3.3) contenant U (g X); E/g)/Ker p (g).

D’aprés ([4], 4.1.6) on a ¢(q) (z)eX(q). Montrons d’abord que
9 (9) (2)€S (9)/p puis que ¢ (q) ()€ A (q).

Soit ue U (g)/i (g) tel que uze U (g)/i (9)—{0}; on choisit dans U (g) des
antécédents u et 47 A u et uz. Par définition on a

(%) iz Q) 1z/e—4 @@ () zeKerp(g).
Soit yeGal (A (g)/S (g)/p) et supposons que @ (q)z#y. ¢ (q)z; alors il

existe une Z/g-algébre de type fini, notée Z’, telle que ¢ (g)z, v.¢ (g)z et
?(9)z—7 9 (g)z soient des éléments inversibles de E’.
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Soit meSpecm E’, on a, d’apreés 1.5, (ii) et (iii),

Ker p (9) Q= E' Q= E'/mcI(\a);

on en dedult avec (%), que ’on a

uz “((P (Q)z®- 1:/m)EI (xm)

et
uz—u ((P (q) 4 ®E li‘ly.m)EI()‘y.m)‘
Or
ot ¢(q):z ®s 15'/1.;.. =y.¢(q) z ®s lz/m
)"m.=xmns(mlp =)"7m
D’ou : _
(1) u((@(q) z—7.9 (9) 2 Q= E'/m)eI(L).

On remarque que, puisque E’ <A (q) est une S(g)/p-algébre de type fini,
’application me Specm E' = m(S(g)/p) € Specm S(g)/p estd’image dense.
(1) entraine que uel (A,,) et donc que
UE Npespeenz' 1 (hm) =1(g),
d apres 1.5, (iv) et la continuité de I; d’ou une contradiction. Donc
¢ (q) zeFract S (g)/p.

Supposons qu’il existe ye¥ (q) tel que yo (9) (2)#¢ (9) (2). Soit
yeS (g)/P—{0} tel que @(q)z, Yo (9)z et @ (g) z—Y@ (g)z soient des
éléments inversibles de (S(g)/p),. D’aprés les propriétés de Z(I. 4, (i)) il existe
un ouvert non vide ¥ de Specm (S (g)/p), tel que si meV, il existe n,
n'e Specm (2/q), vérifiant :nN(S(g)/p),=metn’n(S(g)/p), =y m;alors on
pose Z'=(Z/q), et on a, grace a 1.5, (ii), (iii) et a(x) :

uz—u (¢ (@) z Qe E'/n)el (Am)

et

° uz—u(p(q)z Qe E'/n) el (M)
r:

. 0@zX: E'/n'=y¢(9)z Q)= E'/n

€

IAp)=y.T(Ap)=1(Aym).
Cela entraine que :

u(@(@z-19(9)2) Qe E'/mel (L),
uel(An),
uen, ;IA,)=i(g),

d’otl une contradiction. Donc @ (q)ze A(g).
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