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CLASSES DE BERGMAN DE FONCTIONS HARMONIQUES
PAR

JACQUELINE DETRAZ (*)

RÉSUMÉ. — Soit Q un ouvert C1 de R" et p>0. Nous montrons que si une fonction
harmonique u dans Q a une dérivée dans une direction transverse à ôfl qui appartient à L ' (0), le
gradient de u est aussi dans 2.̂ (0).

ABSTRACT. — Let 0 be an open C1 set of R" and p positive. We show that if an harmonie
function u in 0 bas a derivative in some transverse direction to ôfî which belong to L'(îï), thé
gradient of u is aiso in L'W.

1. Le théorème de Riesz affirme que si une fonction u harmonique dans le
disque unité vérifie :

^•È*""'
P

d6<ao pour p>l

alors on a aussi :

supJ^re'8) ^e<oo.

Des extensions de ce théorème ont fait l'objet de nombreux travaux dont
l'étude des espaces H? du demi-plan R^. et des transformées de Riesz [3].

Plus généralement, si on considère un domaine f2 borné de R", dont la
frontière est C1 et une fonction u harmonique sur Q telle que sa dérivée dans la
direction normale à 8SÎ a une limite dans L p (8SI) pour p > 1, on démontre que
le gradient Vu de u a la même propriété ([8], [2]).

Ici, nous étudierons si l'appartenance à LP(Sî} de la dérivée dans une
certaine direction d'une fonction harmonique u entraîne que le gradient de u
est aussi dans LP{Sî), pour p>0.

(*) Texte reçu le 18 juin 1980, révisé le 29 septembre 1980.
Jacqueline DETRAZ, Université de Provence. U.E.R. de Mathématiques, 3, place Victor-Hugo,

13331 Marseille Cedex 3.
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260 J. DETRAZ

Ce problème a été abordé par HARDY-LITTLEWOOD [6] et par DUREN [1]
dans le cas des fonctions conjuguées sur le disque unité et par FORELLI-
RUDIN [4]. Les résultats que nous obtenons sont valables pour tout p > 0 et ne
font pas appel à la théorie des intégrales singulières contrairement au
théorème de Riesz et à ses extensions qui concernent des propriétés
d'intégrabilité sur 5îi. On note S(x) la distance d'un point x de Q à 8SÎ, et
pour p>0 et û€ R on définit :

L2(tî)= {/, mesurable sur tï, | \f{x)\py(x)dx<co ^

On notera :

\\f\\L:s([\fW\py(x)dx\llp si p^l

et :

ll/ILî-Jl/Wl^^x)^ si p<l.

Nous obtiendrons le théorème suivant :

THÉORÈME 1. - Soit îl un domaine borné à frontière C1 de R". Soit L un
champ de vecteurs unitaires sur £2, continu sur un voisinage de ôfl, transverse à
8SI en tout point de 5Î1. Soit p>0. Soir U une fonction harmonique sur 0 telle
que la dérivée 8U/3L =V 17.L est dans LS(Q) alors :

1° 17 appartient à £;-p(Q) si a-p> -1;
2° le gradient V 17 de U appartient à L ;(Q) si a> -1.
Dans la suite, C désignera indistinctement toute constante ne dépendant

que de n et p; A désignera toute constante ne dépendant que de n et p et de la
géométrie C1 des domaines considérés.

2. Résultats préliminaires

(A) Soit u une fonction harmonique dans un ouvert ft de R". Elle vérifie
alors les propriétés de sous-moyenne suivantes [3] :

(*) 1^)1^—f 1"001^R JBK
(**) IV«M1^7—f ^WdyK JBR
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CLASSES DE BERGMAN DE FONCTIONS HARMONIQUES 261

pour toute boule B, de rayon R, de centre x, incluse dans ti. On en déduit le
lemme suivant :

LEMME 1. — Soit u une fonction harmonique dans SI; alors :

l|VM||f^<C||u||^ pour tout û€R.

En effet, en utilisant l'inégalité (**) et le fait que si ycB^^^ alors :

^^(yxIsOc).

on a :

f \Vu(x)\PSa(x)dx^C f S^Oc) f \u\y)\^dydx
^ Jû JB^

<C f \u(y)\'y^(y) f dxdy^C S\u{y)\^y(y)dy.

(B) Soit p une fonction C1 positive, définie sur la boule unité fermée de
R""'1, nulle sur la sphère unité. On définit une « lunule » S dans R" par :

^{(^jOî-P^^p^xeR^.llxl^l}.

PROPOSITION 1. — Soit u une fonction harmonique sur S; soit p>0 alors :

^(^^-«(x.OII^^Alll"! 5l û>~L
11^ Ik;.,

Démonstration. — 1° Remarques :
(a) si 8(x, y) représente la distance d'un point (x, y) de S à 3S, on a :

p(x)-y^A6(x,y) si y>-p{^.

En effet, soit (x\ /==p(x')) un point de 3S on a :

p(x)-^<A|x-x'|+|p(x')-y|^A|(x.^)-(x',p(^))|.
i

d'où le résultat si y>Q.
Si:

_ / \
y>--y-, p(x)-y<C(p(x)+y)<A8(x, -y)»A6{x,y);

BULLETIN IX LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE IX FRANCE



262 J. DETRAZ

(b) si p^l, la proposition 1 est une simple conséquence de l'inégalité
suivante ([7], p. 245-246) :

J;s{^l/MI^<[^]'J^.|/(^A si a > — l ,

où l'on pose :
SUA=p(x), t=p(x)-p, s^p{x)-y et f(y)=—(x,y).
8y

On va donc maintenant se restreindre au cas p< 1.
2° Posons :

^=(1-2-»)^, fe>0,

\u(x, y)-u(x, O))^ r^i r1 |"-(x, p) dpT

au
^^^(^-^t-i)''811?^-^?^ gp^' P)

r^1 3u 1'
<CS (j'-PÏ^^up..^—^.^ dp

v >»-i

où-

où :

^C (pW-p^-^up^pJ—^.s) dp,
J 0 l05

^(P)=[Pi(p),P2(P)l avec pi(p)=sup(2p-p0c),0)
et :

P,(P)=£±^).

D'où en posant :
S^={{x,y),Q<y<p(x),\\x\\<l},

\ \u(x,y)-u(x,0)\''y(x,y}dxdy
Js^

^A^u(x,y)-u{x,0)\'{p(x)-y)'ldxdy

<A (pW-p^-'sup.^J^^s)ou. p /*P<»)TJ P
(p^-^^dxdp

r ^ p
^4 (P(^)-P)fl+psup^^ -<(;c>5) ^P si û>-l .
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CLASSES DE BERGMAN DE FONCTIONS HARMONIQUES 263

3° 8u/Q.y est harmonique, donc vérifie l'inégalité (*).
Prenons Jî=y(p(x)—p) avec y assez petit pour que :

Y(p(x)-p)^dist(J(p).ati).
Alors :

Aou, ,
sup,ej(p) ̂ , s) "(a,t) Axdt(p^-prj^p)!^ '

où D(x, p) est l'union des boules de rayon R, centrées aux ponts de J(p).
Si (a, t)eD(x, p) on a :

Pi(P)--K^<P2(p)+^
d'où:

p / p -R-A\x-v.\ ̂ p((x)~r^p(x)~p4^+A|jc-a|.

On peut choisir y assez petit pour que si (a, t)eD(x, p) on a :

,>-P^ et 0<A'<p(a)^<A.
2 P(x)-p

Alors si (a, t)eD(x, p), ô(a, t) vérifie l'inégalité de la remarque 1 (a) et de
plus (x, p) appartient à un ensemble £)'(a, t) de mesure <A [p(a)~ t]".

4° Si a > — 1 on a alors, d'après les deux paragraphes précédents :

f \u{x,y)-u(x,0)\''y(x,y)d>.(x,y)
Js»

<ALt>-(p(a)/2)

ou p ( r \
—(a,r) (p(a)-r)fl+^-B djc^ dadt
^ \JP'(«.O /

riôM p
<A .-(a,r) S^^^Odadr.

Par symétrie, on obtient la même inégalité pour S. = {(x, y), -p(x)<3/<0}
et donc le résultat cherché.

3. Démonstration du théorème 1

1 ° Soit À, une fonction définissant le domaine t l={Ç;^(Ç)<0}. Pour tout
Ç de ôtî et tout a positif assez petit, on considère le plan P perpendiculaire à la
direction L (Ç) trans verse à ôfï et passant par le point Ç ± a L (Ç) intérieur à SI
à la distance a de Ç. On note F le 1 /2 espace déterminé par P et contenant y.
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264 J. DETRAZ

Pour tout a assez petit, il existe une boule B de centre y de rayon A. a (A > 1 )
une fonction g positive, nulle au voisinage de Ç dont la norme V1 ne dépend
que de ft telles que :
- BnPcQ;

- si H eB n P alors (X-h^)(n)=0 si et seulement si yiç8B n P on pose
S+ (Ç)= {X.+^<0} n r et S. (Ç) le symétrique de S+ par rapport à P.

On déûnit alors la lunule S(Ç)=S+ (Ç) u S. (Q et on choisit a assez petit
pour que S(Q soit inclus dans Q.

Soit S une telle lunule, par un changement de variable linéaire, on se
ramène à la situation géométrique de la proposition 1, Oy étant l'image de
L (Ç) et on note / l'image du champ de vecteur L. y l'image de S s'écrit :

^{(^jO^eJ^.lljcll^; -p(x)<y<p(x)},

où la norme C1 de p ne dépend que de la norme C1 de X.
La fonction harmonique 17 est transformée en une fonction harmonique

sur y telle que 4f(x, 0) et V<»(x, 0) soit bornée (car S n Pctl).
2° Écrivons :

Êî.-t /I-T-ÏS^+T-I^Si ±^1 ^t"le'^7+2-<-lel^•

(a) Si a-p> —1 en utilisant le lemme 1 puis la proposition 1 on a :
fia/Il

l|V |̂L;<C|m .̂4 — -h||^(x,0)|^ C,^y \\L: 9

^(x, 0)étant^ borné donc dans L^p(y) si a-p> -1,17 sera dans L^p(y)
dès que ô^/ôy est dans £; \y\ Or :

^ .^I^IL111^^1'"11"1^^"7^11^811^16'11^ _
^ 37 ^[^^-Z^-sup^leJAl-sup^leJCII^^.O)»^,

Z- étant un champ de vecteurs continu au voisinage de 90. on peut choisir a
assez petit pour que la variation de l sur y vérifie :

MWl-Zr1^- sup^|e,|A>^,
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CLASSES DE BERGMAN DE FONCTIONS HARMONIQUES 265

8^/ôl étant dans L? (V) par hypothèse, on en déduit que ô^/8y et donc V V
est dans £;(^).

(b) Si û> -1 on pose u^S^/Sxsix^y) on a 3uJSy^SuJ8x^
En utilisant la proposition 1, puis le lemme 1 on a :

\\^(x,y)-u,(x,0)\\^A |"0 < A H M, ||̂  si i$n-l.
ll^* i.;.,

On en déduit que si u, est dans L;(^), V4^ est aussi dans L;(^), car
u,(x, 0) est borné donc dans L^y) or :

-3,- - D»i1 ̂ .(̂  0) ^ IIMi:[infVl-I:£?-A sup ̂ cj.

En prenant comme dans (û), a assez petit, on en déduit que M, et donc V ̂
est dans L^V).

3° y (Ç) étant un voisinage de Ç dans tî pour tout Ç de 3Q, il existe donc un
nombre uni de lunules d'union F tel que tî\Fsoit compact. En appliquant ce
qui précède à chacune de ces lunules, on déduit que 17 est dans L ;_-(F) si
û>p-l et V U est dans L^(V) si a> -1 ces fonctions étant bornées sur
0\K Le théorème est démontré. /

4. Compléments

(A) FONCTIONS HOLOMORPHES DANS C"

On obtient comme corollaire du théorème 1 le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Soit / == u + iv une fonction holomorphe dans un ouvert SI de
C" à frontière C1. Soit p>0 et a> -1 :

1° si fçL^,(Sï), f est dans L;(Q);
2° si u est dans L S(tl), / est dans L ;(tl).
En effet, dans ce cas |/'| = |V/| = |Vu| = |Vv|.
Si /' est dans L^p{Q), 8f/8L est dans £;+y(tl) pour tout champ de

vecteur vérifiant les hypothèses du théorème 1 et donc / est dans L;(Q).
Si u est dans L;(Q), |V/| = \Vu\ est dans L^y(û) d'après le lemme 1

donc / est dans L^(Q) d'après le théorème 1.
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266 J. DETRAZ

(B) CAS D'OUVERTS NON BORNÉS

On note F le demi-plan F= {(x, y); xeR", ^>0}.
On considère des systèmes de fonctions conjuguées F^MO, ..., u^) tels

que les fonctions u, sont harmoniques dans F et vérifient :

OU. OU, ^- ÔUf ,, ., .
T-1- = T-1 et £?=o7T' ^O (avec xo=}0•ôXj ôXi BXi

Pour p>0 on note B19 l'ensemble de ces systèmes tels que :

NFI^^oo

et y l'ensemble des fonctions harmoniques u telles que :

j luI^À^oo.

De façon parallèle aux espaces H1'(F) avec p> 1 [9], on peut énoncer le
théorème suivant :

THÉORÈME 3. - L'application de B" sur y qui à F=MO ... u, associe UQ est
un isomorphisme pour tout p>0.

1° Remarquons que toute fonction u de b9 vérifie (*), donc :

M^^-^fiMl^
••^Jr

u est borné dans tout demi-plan F y^ où F y^ == {(x, y}, y > ̂ i} pour tout ̂  et
u est dans U (F 3/1) avec p'>p on en déduit [9] :

(a) u est égal à l'intégrale de Poisson :

u(x,y^y)-C^ u(t,y^) _ ^ r^^dt,

(b) si on prend p'>sup(p, 1) on a :

sup^ \u(x,y)\pdx<co.
JR"JR"
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CLASSES DE BERGMAN DE FONCTIONS HARMONIQUES 267

2° (û) si F est dans B19 alors :

MX, y^y)^^ ̂ ^,^^2](n^i)/2 ̂  yi)dt, l^n

et F est déterminé de façon unique par Uç;
(b) réciproquement, si UQ est dans V, on déûnit u^ . . . ,«„ par les formules

ci-dessus.
Alors F=(uo, ..., u^) est indépendant du choix de y^ et appartient à

H p VYi} si p'>sup(p, 1) pour tout y^.
En particulier, u,(x, y) ->^co ° et donc :

r00 ou r °°1^(^ y)\ ̂  y-4^ p) dp^ |Vuo(x, p)dp.

Il s'agit de montrer que u, est dans L^F). La démonstration est analogue à
celle de la proposition 1. Indiquons simplement que pour p< 1 on établit en
posant ̂  == 2* y (k > 0) que :

r°°
I^-^^I^C P^'supp/^^IVuo^, Wdp.

J y
Comme on a :

supp^^pIVi^OI1' ^^-pf |u(x,^)|^X(x,r).
P Jjx-a|<p/4,p/4<t<2p+(p/4)

Le théorème de Fubini permet à nouveau de conclure.

(C) FRONTIÈRE NON RÉGULIÈRE

La condition C1 sur 8SÎ n'est pas nécessaire; le théorème 1 reste valable par
exemple si tl est un cube de R". Si 3SÎ est C1 par morceaux, on peut ne pas
obtenir les conclusions du théorème, par exemple dans le cas où 8S1 a des
points de rebroussement extérieurs, comme l'indique l'exemple suivant [5].

Dans C, considérons l'ouvert :

"-{(^O); -'O^——CXr^^l-
( 2 Z 2 J

Si le théorème 2 était valable, il existerait une constante F telle que pour toute

fonction holomorphe /=u-hw sur îl avec vd\^0 on ait :
Jn

(***) [ ^ ^ ^ r j u 2 ^ .
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268 J. DETRAZ

Posons alors :
/2\1/2

/,(z)-^(z)+w,(z)=i^j z<1^2,

I^^^J^^^I1^^2^^^^!/2^"1^"^"1'
f M^A- f i;̂ A,=Re f/î(z)rdrde

JQ JQ Jû
2f^^^2sm((2/n)-3)(r/2)^

"" n j o (2/n)-3

f/n^)
Jû

et de même | f^(z)rdrd9-^0.

On en déduit que :

vî L-i^X)2^
•?—-^oo et "——.s—————-^00.

ul WK
Jû J

D'où la contradiction avec l'inégalité (***) ci-dessus.
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