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Biilf. .W math. France.
109. 1^1. p. 297-330.

OSCILLATIONS DE SYSTÈMES HAMILTONIENS
NON LINÉAIRES. III

PAR

I. EKELAND (*)

RÉSUMÉ. - Dans cet article, on étudie des équations du type jc==Hp(jc,p)+/(r),
P= ~H'^{x,p)^-g(t), où le hamiltonien H est convexe et coercif en (x,p), pouvant d'ailleurs
croître très rapidement. On suppose T>0, on suppose/et g de période T, et on cherche des
solutions T-périodiques de l'équation. Si par exemple l'origine est un équilibre, H'(0, ())==(), on

ÇT
montre qu'il en existe pour T< 2 nw~1 et ( j/| +1 g | ) dt assez petit, où œ est la plus grande

J o
valeur propre de JT'(0,0).

ABSTRACT. - This paper studies équations of Hamiltonian type, x=H,,(x,p)+/(t),
P = - îï'x (•x» P) + 9 ( O» thé Hamiltonian H being convex and coercive in (x, p), and being allowed
very rapid growth. We are given some T> 0, we take/and g to be T-pcriodic, and we look for
T-periodic solutions. If for instance thé origin is an equilibrium, H ' (0,0) = 0, we show that such

solutions exist for T^îcœ"1 and (|1/(+|^| }dt sufficiently small, where (o is thé largest
J o

eigenvalue ofH"(0,0).

I. Introduction

Dans cet article, nous nous intéressons aux équations différentielles de
Hamilton :

W

dx, ÔH
' d t ^ ' Ô p ^ ^ lwn9

dpi -ÔH
,~ = -^—(t,x,p), l^i^n.

(*) Texte reçu le 24 avril 1980, révisé le 12 janvier 1981.
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298 I. EKELAND

II est bien connu que ces équations modélisent un grand nombre de
systèmes conservatifs de la mécanique ou de la physique. Les solutions
périodiques de ces équations représentent les oscillations possibles du
système.

Nous supposerons le second membre T-périodique en t, et nous
chercherons des solutions T-périodiques des équations (Jf). Dans le cas où le
système est voisin d'un système linéaire, par exemple dans l'étude des petites
oscillations au voisinage d'un équilibre, ce problème est traditionnellement
attaqué par des méthodes de perturbation, auxquelles sont attachés les noms
de LINDSTEDT et POINCARÉ ([9], [10]).

Ce n'est pas le point de vue que nous adopterons ici, puisque nous ne
supposerons pas le système (JÉ^) quasi linéaire. En d'autres termes, nos
résultats s'appliqueront aux grandes oscillations de systèmes fortement non
linéaires. La seule hypothèse d'importance que nous fassions sur le
hamiltonien H(t,x,p} est qu'il soit convexe par rapport à l'ensemble des
variables (x,p)eR2n, et tende vers +00 à l'infini.

La signification physique de ces hypothèses est claire lorsque le
hamiltonien est du type Jï(t,x,p)=(l/2)p2 + V(t,x), courant en mécanique
classique. Si l'on note x(t) le point où le potentiel atteint son minimum en x
à t fixé, on a la relation :

VxeJÎ", ( :c-(r)-x,^(t,x)^0,

soit (x-x(t\ jc)<0 en tenant compte des équations (^f). Ainsi, l'hypothèse
de convexité exprime que le système est soumis à des forces de rappel vers un
centre. C'est précisément ce type de systèmes qui est susceptible d'osciller.

Ce problème a été étudié précédemment dans les articles [4] et [5]. Le
premier étudie le cas où le hamiltonien est sous-quadratique, c'est-à-dire
majoré par une expression de la forme k(x2 +/?2)-hc, le second étudie le cas
où O^H(x,p)^K(x2+p2)9, avec a>l. Le présent travail étudie le cas
général, c'est-à-dire ne limite plus la croissance du hamiltonien H. Le résultat
principal est donné au paragraphe III; en voici une version simplifiée :

THÉORÈME. — Supposons le hamiltonien continu en (t,x,p), convexe et
coercifen (x,p). Supposons en outre que :

1 F7 f n2 1
j. Mm^pH{t,x,p)dt >Inf^ Max^^^o<t<r^(^^P)-y s2 ̂
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OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 299

Alors les équations (Jf) possèdent au moins une solution T-périodique, vérifiant
une certaine estimation a priori.

Au paragraphe IV on l'applique à divers cas particuliers : on retrouve le
résultat de [4] (proposition 1), on généralise le résultat de [5] (proposition 2),
et on établit des résultats nouveaux (propositions 3, 4 et théorème 6).

La méthode de résolution passe par un principe de moindre action dû à
F. CLARKE et l'auteur ([2], [3]), et exposé au paragraphe II. Pour l'étude du
problème stationnaire, on renvoie à [l], [3], [6] et [7] et à la bibliographie de
ces articles. .Le problème non stationnaire a été étudié par AMANN et ZEHNDER
[16], moyennant l'hypothèse que le hamiltonien H ( t , x , p ) soit équivalent à
une forme quadratique, indépendante de t mais de signe quelconque, quand
x2-^?2 -^ oo. Plus récemment, Bahri et Berestycki (non publié) ont
démontré l'existence d'une infinité de solutions T-périodiques distinctes pour
certains problèmes de type Jc+ V'{x)=f(t).

L'auteur remercie le référée anonyme pour une suggestion qui l'a conduit à
formuler le théorème III. 6.

II. Dualité

On munit l'espace vectoriel R2" de sa structure euclidienne habituelle, et
d'un opérateur linéaire a vérifiant :
(1) ^-o^cy-1.

On vérifie aussitôt que CT est une isométrie :

(2) ^(u^çR2», (au^au^^u^aau')^^),

(3) VuejR2", \au\^(au,au)112^\u\.

On se donne une fonction H:[0,7} xR211 ->• R, sur laquelle on fait les
hypothèses suivantes :

Vu fixé. la fonction t -» H(t,u) est mesurable.
la fonction / -»• H(t, 0) est intégrable,

V r fixé, la fonction u -»• H(t,u) est convexe,
(HO)

Vrfixé, Min{H{t,u) \ |u|=r} -^ + oo quand r-^ oo.

La fonction u -^ H{t, u) étant convexe et finie, est partout continue donc
sous-différentiable. On notera 8H(t,u) son sous-différentiel en un point
uçR2*. C'est une parlic convexe compacte non vide de R2", qui se réduit au
singleton { H ' ( t , u)} dans le cas où la fonction u -» H(t, u) est différentiable.
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300 1.EKELAND

On s'intéresse à l'équation différentielle :

(4) u(t)eaôH{t,u(t)) P.P.

Une solution de cette équation est une fonction absolument continue
M : [0,7] -»- J?2", telle que l'inclusion (4) soit vérifiée pour presque tout
t € [0, T\. On s'intéresse plus particulièrement aux solutions définies sur [0,7]
tout entier, et vérifiant la condition aux limites :

(5) «(0)=M(r).

Il s'agit de trouver des conditions suffisantes pour que de telles solutions
existent. Nous commençons, suivant une méthode de dualité due à
F. CLARKE et l'auteur ([2], [3]) par transformer le problème aux limites (4),
(5) en un problème variationnel.

On introduit, à t fixé, la fonction v -^ G (t,r), conjuguée de u -^ H(t,u)m
sens de l'analyse convexe :

(6) G(t,i;)=Sup,{(i/,r)-H(t,u)}.

On définit ainsi une fonction G sur [0. T\ x R2". à valeurs dans R u { -h x j .
Elle esi mesurable en /, et convexe semi-continue intérieurement en v (voir [S]
par exemple), et l'on a, en faisant u=0 au second membre de la formule (6) :

(7) V(r,r), G(t,r)^-Jf(r,0).

Nous faisons pour toute la suite l'hypothèse que voici :

(H2) il existe un voisinage ̂  de l'origine dans R2" tel que, pour tout î, 6 ̂ , la
fonction h^ : [0, T\ -»• R définie ci-après soit intégrable :

^(t)=G(t^).

La fonction i; -+ G{t,v) est continue, et donc sous-différentiable, à
l'intérieur de son domaine effectif D(t)= {v \ G(t,v)< -h oo }. Entre les sous-
différentiels de H et G, on dispose des relations de réciprocité de Fenchel :

(8) veôH(t,u) o ue8G{t,v),

l'une et l'autre appartenance étant caractérisées par la même équation :

(9) H(t,u)+G{t,v}-{u,v)^0.
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OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 301

On peut donc introduire un problème dit de Bolza en calcul des variations :
chercher les extrémales de l'intégrale :

(10) ^^(vW^vW+G^vit))}^,
J o C 2 J

parmi les courbes v : [0,1} ->• R211, fermées :

(11) v(0)^v(T).

De manière plus précise, on introduit le sous-espace vectoriel fermé £ de
^(O.r;^2») défini par:

(12) weE o \ w{t)dt=0.
J o

Bien entendu, on le munit de la norme induite :

(13) IMÎ IU )̂!̂ .
J o

On introduit un opérateur II :E -^ L°° (0, T, R2"). Par déûnition, w est la
primitive de w dont la valeur moyenne est nulle :

(14) ^(II«Q=w.

(15) | îlw{t)dt^0.
J o

On vérifie aisément que n est continu et commute avec CT. En intégrant par
parties, on obtient la relation :

(16) V(M;,u/)e£x£, f (w,IIu/)dr=-f (w',riw)A.
J o J o

On introduit ensuite deux fonctionnelles J et K sur l'espace £ :

f 7 1 1(17) J(^)= -(aw,nw)dr=-<nw,aw>^.^,
J o 2 2

(18) K(w)^\ G(t,w{t))dL
J o

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



302 I. EKELAND

La fonctionnelle J est une forme quadratique, Fréchet-différentiable sur £.
Sa dérivée en un point w e E est un élément J ' (w) du dual topologique £*. La
valeur de cette forme linéaire sur un point weEc.L1 est donnée par :

(19) <J'(w),w >(£.,£)==< -crnw,w>^^.

La fonctionnelle K de la formule (18) peut s'écrire :

K{w)= r[G(r,M;(r))+H(t,0)]A- S7 H(t,0)dt.
J 0 J 0

D'après l'hypothèse HO, la dernière intégrale est une constante finie.
D'après l'inégalité (7), l'intégrande entre crochets est positive. On a donc
affaire à un type de fonctionnelle qui a été beaucoup étudié, particulièrement
par Rockafellar ([11] à [14]). On renvoie à l'ouvrage [8], paragraphe VIII. 1,
IX. 2 et X.4 pour les principaux résultats les concernant. Notons pour
l'instant que K est une fonction convexe et faiblement semi-continue
intérieurement sur E.

Nous reformulons à présent le problème (10), (11 ) de la manière suivante :
chercher les minimums locaux de la fonctionnelle / : £ - ^ J î u { + o o } définie
par :

(20) I(w)=J(w)^-K(w).

Dans la suite, nous ferons constamment l'hypothèse que K^é + oo, c'est-à-
dire que K est finie en un point WQ^E au moins.

LEMME 1. — On suppose Kï -h oo. Si J admet un minimum local en un point
w e £, alors K est sous-différentiable en w et Von û, dans le dual topologique E*
d e E :

(21) J'(w)ç-ôK(w).

Démonstration. — 11 découle de l'hypothèse que :

(22) K{w)^I(wo)-J(w)<^oo.

Prenons un point quelconque we£, et notons w, le point courant du
segment joignant w à w :

(23) w^tw^(l-t)w pour 0<r<l .
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OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 303

Supposons d'abord K(uQ<-hoo. Comme K est convexe, on a
Â:(w,)<+oo pour O^r^l . On considère alors la fonction (p:[0,l] -^ R
déûnie par :

(24) (p(r)=J(u;,)+JC(^).

C'est la somme d'une fonction dérivable et d'une fonction convexe. Elle est
donc dérivable à gauche et à droite en tout point. Comme r==0 est un
minimum local, la dérivée à droite en zéro doit être positive, ce qui donne (en
notant d^ / d t cette dérivée à droite) :

(25) ^ç(t)=^J(^)+^K(w^O en t=0.

En conséquence ;

(26) d K(w,)^ - drJ(w,) en t=0.
dt dt

En utilisant de nouveau le fait que K (Wf) est une fonction convexe de la
variable réelle r, on obtient :

(27) K ( w ) - K ( w ) ^ d K ( w , ) en t=0.dt

En rassemblant (26) et (27), et en calculant la dérivée de J(w^) en t==0, on
obtient :

(28) K{w)^K(w)+(J'(w),w-w\^Ey

L'inégalité (28) est donc établie pour K {w) < -h oo. Si K (w) = -h oo, elle est
automatiquement satisfaite. Elle a donc lieu dans tous les cas. Ceci signifie
exactement que — J ' ( w ) est un sous-gradient pour K au point w, ce qu'il
fallait démontrer. •

Soit i : E -^ L1 (0, F; jR2") l'injection canonique et i* : L°° (0, T; R2") -^ E
sa transposée. D'après le théorème de Hahn-Banach, toute forme linéaire
continue sur E se prolonge en une forme linéaire continue sur L1, donc i* est
surjective.

Notons R2" le sous-espace de L°° formé par les fonctions constantes. C'est
l'orthogonal de E :

(29) we£ o <i;,w>^^=0, V^eJ?2".

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



304 I. EKELAND

On en déduit que i*~l(0)=R2n. On peut donc identifier :

(30) E ^ ^ L ^ / R 2 " .

LEMME2. — OnsupposeK^ + oo. Soit w^eL^/R2" un sous-gradient de K
au point weE, et u^eL00 un de ses représentants :

(30) w*={w*-ï,\î,€R2n}ŒLa).

Alors il existe ^çR2" tel que :

(31) w*(t)-ï,€ÔG{t,w{t)) p . p . sur[0,r|.

Démonstration. — Par hypothèse, on a :

(32) K{W)>K{W)+(W*,W-W\^E). Vwe£.

Ceci se traduit immédiatement par :

(33) K(w)^K{w)+(w*,w-w\^^, Vwe£.

Introduisons la fonction indicatrice 5^:L1 - ^ J î u { + o o } d e l'espace £.
Elle est définie par ô^(w)==0 si we£, et S^(w)= + oo si wiE.

Introduisons également la fonction K:L1 - » J R u { - h o o } définie par :

-- r•rJ 0
(34) K(w)-\ G(t,w(t))dt, VweL1 .

J 0

La formule (33) devient alors :
(35) (X+S^)(w)>(X+8^)(w)+<w^w~w>^^, VweL 1 .

En d'autres termes, w* est un sous-gradient de K + ô^ sur L1, au point w :

(36) w'lt6^(K+5£)(w).

D'après un résultat de J. P. AUBIN ([O], chapitre 14), une condition
suffisante pour avoir l'égalité :

(37) a(X+S£)(u?)=5X(w)+aÔ£(w), VweL 1

est que :

(38) 06lnt(domX-dom ô^).
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OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 305

Dans cette formule, Int désigne l'intérieur (au sens L1) et dom le domaine
effectif, c'est-à-dire l'ensemble des points où la fonction considérée est finie. Il
est clair que dom 8^==£.

Par abus de langage, notons R 2n le sous-espace de L1 (0, T\ R 2n) constitué
par les fonctions constantes. On sait que c'est un supplémentaire topologique
de £, c'est-à-dire que L1 ==£+JÎ2". Par ailleurs, l'hypothèse (H2) nous dit
qu'il existe un voisinage ^U de l'origine dans R2" tel que :

(39) V^e^, K(^)<+oo.

Ainsi, ^U—E est contenu dans dom K —dom S^, et c'est un voisinage de
l'origine dans L1. La condition (38) est donc satisfaite, et l'égalité (37) a lieu.
L'équation (36) devient :

(40) w*ç8K(w)^8^{w).

Mais on sait que :

(41) 8K(w)={w*eLCC(0. T; R2n)\w*(t)€ÔG(t, w{t))p.p.},

(A^\ as /-'. f ^ sl M^^(42) ^)={^« , ̂

En reportant dans l'équation (40), on obtient le résultat annoncé. •
Nous en déduisons la :

PROPOSITION 3. — Si K^ +00, et si w réalise un minimum local de la
fonctionnelle ï sur l'espace £, il existe une constante îyëR2" telle que :

(43) u(t)=anw{t)-1,

est une fonction lipschitzienne de t, vérifiant l'équation (4) et les conditions aux
limites (5).

Démonstration. — On applique le lemme 2, avec w * = — J ' ( w ) et
w*=—ar iw , grâce au lemme 1 et à la formule (19). On montre ainsi
l'existence d'une constante î^eR2" telle que :

(44) aTlw{t)-~S,e8G{t,w{t)) p.p.
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306 I. EKELAND

En posant u(t)=aTlw(t)-ï,, on définit une fonction MeZ.°°(0, F; R2"),
dont la dérivée-distribution u = — o w appartient aussi à £00 (0, F; R2"), et qui
vérifie :

u(F)-u(0)= aw(t)dt=0.
J o

L'équation (44) s'écrit alors :

(45) u(t)e8G(t, -aù(t)) p.p.

En utilisant la formule de réciprocité de Fenchel (8), on met cette équation
sous la forme équivalente :

-au(t)e8H{t,u(t)) p.p.

C'est le résultat désiré. •
Dans la suite, nous nous servirons d'une forme plus générale de ce résultat.

PROPOSITION 4. - Soit (p* : [0, oo] ->• R une fonction croissante et convexe.
On suppose que pour un certain ceR, il existe weE tel que I(w)< oo et que :

(46) [\*(\w(t)\)dt<c,
J o

(47) [w€£<?t [ (p'(t(|u;(0|)dt^c => J(w)^J(w).

Alors il existe une constante Ï^eR291 telle que :

u(t)=aTlw(t)-î,

est une fonction lipschitzienne de t, solution du problème aux limites (4) et (5).

Démonstration. — Le point crucial est l'inégalité stricte (46). Elle permet de
trouver une fonction feL1 (0, F; R) telle que :

(48) f(t)>^(\w(t)\) p.p. sur [0, F],

(49) \f{t)dt<c.
J o

On peut toujours supposer que (p*(0)=0 et /(0>c>0 presque partout.
Pour chaque re[0, F], définissons une boule fermée B{t) dans R" par la

TOME 109 - 1981 - N° 3



OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 307

condition :

(50) veB{t) o (p^lrD^/O).

Des conditions sur (p* il découle que c'est une fonction continue. Ainsi B {t)
est un voisinage de w{t) pour presque tout t. En outre, si on prend T| > 0 assez
petit pour que O$Û<T| implique que (p'lt(û)$e, on voit que B(t) contient la
boule de centre 0 et de rayon T| pour presque tout t. Définissons alors une
nouvelle intégrande G sur [0, T] x R2" par :

(51) G( t , t ; )=
G(t,v) si veB(t),

4-00 si viB(t).

Comme G satisfait l'hypothèse H2, il en sera de même de G : le voisinage ̂
de l'origine correspondant est donné par ^ = { Ç e ^ | | Ç | ̂  r|}.

On sait que G=(G*)* (à t fixé). En d'autres termes, la fonction v -» G (t, v)
est convexe conjuguée de la fonction u -^ H ( t , u) définie par :

(52) H(t, u)=Sup{(u, v)-G(t, v)\v€R2n}

=Sup{(u, iO-G(r, i;)|i?6B(t)}.

On a de même :

(53) H(t, u)=Sup{(u, r)-G(t, v^vçR2"}.

Les sous-gradients du premier membre sont les points du second membre
où la borne supérieure est atteinte. Appelons r (t) le rayon de B (t), solution de
l'équation ^>*(r(t))=f(t). On obtient aussitôt :

(54) [ve8H{t,u)ei\v\<r{t)] => [H(t, u)=H(t, u) et ve8H(t, u)].

En effet, le premier membre implique que v réalise un maximum local de la
fonction w-^(u, w)—G(t, w). Comme cette dernière est concave, ce
maximum est global.

On va montrer à présent que le nouvel hamiltonien H vérifie les hypothèses
HO. On a tout d'abord, en comparant les seconds membres des formules (52)
et (53) :

(55) ~H(t,u)^H(t,u)<+ao.
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308 I. EKELAND

La fonction H est donc partout finie. Elle est convexe en u et mesurable en t.
Montrons que, pour chaque t fixé, le minimum deff{t, u) sur la boule de
rayon r tend vers -h oo avec r.

Si tel n'était pas le cas, on pourrait trouver une suite u^^R2" telle que
| Mjk |-̂  -h oo et u (t, Mjk) -^ A < -h oo. Par compacité, on peut supposer que la
suite v^ = u^ | M^ | ~1 tend vers un vecteur v de norme 1. Pour chaque k fixé, on
aurait, la fonction H étant convexe en u :

(56) VX<|uJ, H(r, ?ii;,)^ -^H(t, Uk)+ fl- 7-̂ 7 p(^ 0)-
l^kl L l^kl J

D'où aussitôt :

(57) VX>0, W(/,^)-^(/,0) quand Â'-^x.

En particulier, H(f, ^i?)=jFf(r, 0) pour tout ^>0. Ceci est impossible
puisque H {t, u) a été supposé tendre vers -h oo avec | u \.

Pour achever de montrer que H vérifie l'hypothèse HO il ne reste plus qu'à
examiner la fonction r -» H (r, 0). On a déjà vu en (55) que :

(58) Jf( t ,0)<H(r,0) , Vre[0, T].

Pour obtenir une minoration, on se sert de la fonction ir de l'énoncé. On a :

(59) K(w)= ( G(t,w(0)A<-hoo.
J o

Par ailleurs, en comparant (48) et (50) :

(60) G(t, w(r))=G(t, w(r)), Vre[0, F].

Enfin, en se servant de la formule de Fenchel :

(61) H(t, 0)=Sup,{ -G(t, v)} ̂  -G(t, w(t))= -G(t, w{t)).

On a ainsi majoré et minoré H {t, 0) par une fonction intégrable. La
fonction t -^ H (r, 0) est donc elle-même intégrable, et on a vérifié l'hypothèse
HO pour la fonction H .
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Posons alors, pour chaque weE :

(62) K(w)= rG(r,w(r))^,
J o

(63) J(w)^J(w)+~K(w).

On a K (w) = X (ui) < -h oo, et l'hypothèse (47 ) nous assure que w minimise
la fonctionnelle 1 sur £ tout entier. Comme H vérifie l'hypothèse HO on peut
appliquer la proposition 3. On conclut donc à l'existence d'une constante
ïyçR2" telle que la fonction :

(64) M(t)=CTlIw(t)-i[,

vérifie les équations :

(65) û{t)ea8H(t,u{t)) p.p.sur[0,r],

(66) u(0)^u(T).

On a donc —au(t)eôH(t, u(t)), avec |—au(r) |= |w(r) |<r( r ) d'après
(48). Grâce à la formule (54), on conclut que :

(67) H(t, u(r))=îf(t, u(t)) p.p. sur [0. T],

(68) -aù(t}e8H(t, u{t)) p.p. sur [0, T].

Ceci termine la démonstration. •

III. EXISTENCE

Nous renforçons légèrement les hypothèses faites sur le hamiltonien
H : [0, T] xR^-^R au paragraphe précédent :

V M fixé. la fonction r -^ H { t , u} est mesurable;
la fonction t -^ H ( t , 0) est intégrable;

1 ; V r fixé. la fonction u -^ H{t, u) est convexe finie;
V r f i x é , r ~ 1 Min{J f ( t , u} \ |^ |=r}-»•+00 quand r-»-x.

Ceci implique que la fonction convexe conjuguée G de H est partout finie :

(1) V(r, i;), G(t, r)=Sup{(u, v)-H(t, u)\ueR2H}< +00.
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On posera, pour tout ÏyçR2" :

(2) ^(r)=G(r,^).

La fonction h^ : [0, T]-^ R est toujours mesurable. Nous faisons la même
hypothèse qu'au paragraphe précédent :

(H2) il existe un voisinage V de l'origine dans R2" tel que, pour tout ^ e ̂ , la
fonction h^ soit intégrable.

çT

Ceci assure bien entendu que X(0)= ho(t)dt est fini, et donc que
J o

K ̂  •+- oo. On pourra donc appliquer la proposition II. 4 pour caractériser les
solutions de l'équation différentielle.

(4) u(t)ea8H{t, u{t)) p. p. sur [0, T]

vérifiant les conditions aux limites :

(5) M(O)=U(T).

Introduisons une hypothèse supplémentaire :

(H3) Vs^O, 'Sup{H(î ,u) |0^r^r , |u |sS5}=<p(5)<+oo.

On a ainsi défini une fonction <p:-R+-^jR. Étudions d'abord ses
propriétés :

LEMME 1. — La fonction (p est convexe, croissante, semi-continue
inférieurement, et (p(5)/5 -^+00 quand 5-^+00.

Démonstration. — Définissons une fonction ^'.R^-^R par :

(6) x|/(u)=Sup{^(t,r)|0$^r,M^|u|}.

Il est clair que i|̂  (u) = <p ( | u |). Mais on peut mettre i|/ sous une autre forme :

(7) ^{u)=Sup{H{t,Au)\0^t^T,Aç^(Rn),\\A\\^l}.

II apparaît alors immédiatement que \|/ est l'enveloppe supérieure d'une
famille de fonctions convexes s.c.i. de u; elle est donc elle-même s.c.i.

En restreignant à une demi-droite issue de l'origine, on en déduit que (p est
convexe s. c. i. La croissance résulte immédiatement de la définition.
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On a (p (s) ̂  Sup { H (0, v) \ | v | = s}. D'après l'hypothèse Hl, il en découle
aussitôt que n>(s)/s tend vers -h oo quand 5 -»- •+• oo. •

Nous aurons également besoin des propriétés de la fonction conjuguée <p*
de (p :

(8) (p^^Sup^ûs-q^)}.

LEMME 2. — La fonction (p* est convexe, partout finie et continue. Sa
restriction aux a^O est croissante, et :

(9) (p* (û)/û -» + oo quand a -*• + oo.

Démonstration. — Le fait que (p*: .R-» .Ru{-hoo} soit convexe semi-
continue intérieurement résulte de la théorie générale. Pour û^O, on a
<p*(û)= —<p(0) puisque (p est croissante sur R+. Pour û>0, la borne
supérieure est atteinte au second membre de la formule (8), puisque
<p (5)/5 -> + oo quand 5 -+ 4- oo et que (p est s. c. i. On a donc <p* (a) < -h oo
partout. On sait que toute fonction convexe finie sur R est continue.

La croissance de (p* résulte de sa définition. Si b^û^O, on a bs^as pour
tous les 5^0, et donc H>*(b)^^*(a) en reportant dans la formule (8). On
notera que :
(10) (p^O^Sup^o-^^-^O).

Comme (p* est convexe, <p*(a)/û est une fonction croissante de û.
Montrons qu'elle tend vers +00 avec a. Si tel n'était pas le cas, elle
convergerait vers une limite finie / . Prenons alors s ̂ / , et cherchons (p (s) par
la formule de Fenchel (p (s) =(?*'" (s). On aurait :

(11) 5û-(p*(û)=û(s-<p*(û)/û)^û(5-/)
et donc :
(12) ^(^Sup^^-c?*^)} ^Sup^5-/)û=+oo,

ce qui contredirait l'hypothèse H3. D'où le résultat. •
D'après le critère de compacité de Dunford-Pettis ([15], 11.2), pour tout

réel c, l'ensemble :

(13) B(c)=Le£|r(p*(|w(0|)A<crcp-du^oD^ci
J o J

est une partie faiblement compacte de L1. Elle est non vide dès que
c^rMincp^-rq^O).
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LEMME 3. — Pour tout c > — (p (0) T, lu fonction J atteint son minimum sur
B(c} en un point Wç. On a :

(14) Mm{J{w)\weB(c)]^J(w,).

Démonstration. — Rappelons d'abord la définition de J :

(15) W=-|<anw,ir>^^.

Soit w^B(c) une suite minimisante :

(16) J{w^)^înî{J(w)\w€B(c)}.

Comme B(c) est faiblement compacte, on peut supposer, quitte à extraire
une sous-suite, que ir,, converge faiblement vers un w^ dans B{c) :

(17) ^n~^c P0111' <y(^ l,^GO).

On en déduit aussitôt que, pour tout t e [0, T] :

(18) ^(O- F wn(s)ds^ \ w,(s)ds=W(t}.
J o J o

En d'autres termes, les fonctions continues W^ convergent simplement vers
la fonction W sur [0, T]. Nous allons utiliser le théorème d'Ascoli pour
montrer que cette convergence est uniforme. Tout d'abord, il est clair que
B (c) est un borné de L1, et donc que la suite W^ est uniformément bornée sur
[o, n

Pour montrer que la suite W^ est équicontinue, nous allons utiliser une
autre caractérisation des parties faiblement compactes de L1. De manière
précise, pour tout e > 0, on peut trouver S > 0 tel que les conditions w € B (c) et
U(A)<Ô (où p est la mesure de Lebesgue) entraînent l'inégalité

\w(t)\dt<€.
JA

Ceci est une propriété d'intégralité uniforme que l'on trouvera par exemple
en [15], 11.2. Redémontrons-la pour la commodité du lecteur. Choisissons
d'abord d>Q assez grand pour que (p*(û)/ûr>2c/e pour tout a>d. Nous
avons alors, pour toute fonction weB(c), en notant D l'ensemble où
\w{t)\^d:

f \w(t)\dt^^ f ^(\w{t)\)dt^^c^^
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En prenant ô=£/2d et H(A)<8, on obtient la condition cherchée :

f \w(t)\dt^ f |w(t)|A-^(A)^+^=£.

Si donc on prend tç quelconque dans [0, T], et t vérifiant | r — ÎQ | <ô, on
obtient :

I^O^nOo^ir W,(s)ds $6.
IJ Io

La suite W^ est bien équicontinue. Elle converge donc uniformément, et il
en sera de même de la suite des IIWn, reliés aux W^ par une condition de
centrage :

nw^O^^O——f2W,(t)dt.
1 J o

Finalement :

(19) n w^ -^ n w, uniformément sur [0, T].

En reportant (17) et (19) dans la formule (15), et en tenant compte du fait
que la suite w^ est bornée dans L1, on obtient :

(20) J(wJ-^J(w,).

En comparant (16) et (20), avec w^ e B (c), on conclut que le point Wç réalise
le minimum. •

LEMME 4. — Pour tout c> — r<p(0), la valeur du minimum est :

T2 c
(21) J(w,)=- —a2 où a>0 vérifie (^(0)=-.

Démonstration. — Nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Il nous faut commencer par l'établir dans ce cas particulier.

Je dis que B{c) ne rencontre pas le demi-espace ouvert tï de E défini par :

(22) ^{wefKJ^.w-w^.^O}.

En effet, si on avait un weB(c)n fî, le segment [w, wj serait tout entier
contenu dans B (c) par raison de convexité, et la restriction de J à ce segment
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