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FORMULES DE JENSEN
EN PLUSIEURS VARIABLES

ET APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES
PAR

J.-P. DEMAILLY (»)

RÉSUMÉ. — En utilisant une généralisation à plusieurs variables de la formule de Jenscn, nous
démontrons de nouveaux lemmes de Schwarz dans C". La méthode repose sur une minoration
des nombres de LELONG d'un courant positif fermé. Nous en déduisons le théorème de
E. BOMBIERI sur les valeurs algébriques de fonctions méromorphes. ainsi que quelques résultats
nouveaux sur les zéros de polynômes dans C".

ABSTRACT. - Using a generalization in several variables of Jensen's formula, we prove new
Schwarz' Lemmas in C". Thé method rests upon a lower bound for LELONG numbers of closed
positive currents. As a conséquence, we find another proof of £. BOMBIERI'S Theorem on
algebraic values of meromorphic maps, together with some new results conceming zéro sets of
polynomials in C".

0. Introduction .

Étant donné un système de n-t-1 fonctions méromorphes d'ordre fini
/s=(/i, ...,/„+! ) dans C1', algébriquement indépendantes et vérifiant des
équations différentielles, les points algébriques de / sont situés sur une
hypersurface algébrique deC". Ce résultat, d'abord démontré par
T. Schneider et S. Lang dans le cas n= 1, a été étendu en plusieurs variables
par E. BOMBIERI [1] au moyen des estimations L2 de L. Hôrmander pour
l'opérateur S. La méthode de E. Bombicri, qui a été reprise et améliorée
ensuite par H. SKODA [8], fournit simultanément une majoration pour le
degré de l'hypersurfaœ. Le lecteur pourra consulter l'article récent de
P. LELONG [5] pour quelques compléments sur le sujet.

(*) Texte reçu le 9 février 1981. révisé le 23 mai 1981.
J.-P. DEMAILLY, Université de Paris-VI. Laboratoire d'Analyse complexe et Géométrie.
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76 J.-P. DEMAILLY

Le présent travail a pour but de démontrer le théorème de Bombieri sans
utiliser les estimations L2, grâce à une extension convenable de la formule de
Jensen en plusieurs variables. Cette extension (cf. §1) fait intervenir une
généralisation des notions de mesure trace, mesure projective, et nombre de
Leiong d'un courant positif fermé (cf. P. LELONG [4]). Lorsque la fonction
d'exhaustion q> de référence est approximée par une fonction homogène |̂/,
l'utilisation de l'égalité (i ffS Log ^)" s 0 fait disparaître le terme correctif de
convexité, et conduit à un lemme de Schwarz assez général dans C". Le lemme
ainsi obtenu nous permet de retrouver le théorème de Bombieri avec une
majoration différente, optimale pour 7î=2, du degré des hypersurfaces.

Le dernier paragraphe est consacré à l'étude des polynômes s'annulant sur
un sous-ensemble fini de C" (cf. M. WALDSCHMIDT [9] et [10]). Nous avons pu
prouver sous certaines hypothèses une conjecture de G. V. CHUDNOVSKY,
dont une démonstration partielle (pour le cas n = 2) a été annoncée dans [2}. A
notre connaissance, aucune preuve écrite ne semble toutefois avoir été publiée
à ce jour.

L'utilité des formules générales de type Poisson-Jensen m'a été suggérée
par un cours de M. H. SKODA, professé à l'Université de Pierre-et-Marie-
Curie en 1979. Je remercie vivement MM. Henri SKODA et Michel
WALDSCHMIDT pour d'utiles remarques qui ont contribué à améliorer la
rédaction du présent travail.

1. Formules générales de type Poisson-Jensen

Les résultats qui suivent sont classiques dans leur principe, et constituent
une généralisation naturelle de la méthode employée par P. LELONG [4] pour
prouver l'existence des nombres de LELONG d'un courant positif fermé. Nous
avons préféré cependant redémontrer toutes les formules, pour en donner une
version adaptée aux applications envisagées.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n > 1, <p une fonction
de classe C2, à valeurs dans l'intervalle ] - oo, R[, et exhaustive sur X. Pour
tous réels r < R et r^ < r^ < R, on pose :

B(r)={ze^;(p(z)<r}. 5(r)={zeX; <p(z)=r},

é(r)={z6^;(p(z)^r}.

B(r^ r^)={zEX; r, ̂  <p(z) < r^=B(r^)\B(r^
6(r^ r^{zeX; r, < <p(z)< r^^Ê(^)\Ê(r,).

TOMt: 1 1 0 - 1982 ~ N° 1



FORMULES DE JENSEN EN PLUSIEURS VARIABLES 77

Par hypothèse, tous ces ensembles sont relativement compacts dans X.
Lorsque r est une valeur régulière de (p, l'ensemble S(r) est une hypersurface
compacte de classe C2 de X, qui sera orientée canoniquement par la normale
extérieure Ap. On note enfin :

a=fô3(Z^<p) sur Rouvert {<p > 0},
• p=i'a5(p.

THÉORÈME 1. — Soit Tune forme de classe C2 et de bidegré (n —p, n —p) sur
X, 1 ̂  p ^ n. Si r^etr^O <r^ <r^< R, sont deux valeurs régulières de <p, on
a la formule :

(1) [ r 2 A f iô15T^^'1
J r, l jB { t )

=4 f rAp^A^cp
'2 JSO,)

- l p \ T^ P1»-1 Ai3q>-| TAO^.
''1 JS(r,} jB(r,,r,)

Démonstration. ~ On peut écrire :
<p=lim .̂̂  <p^ dans C2(X\ R),

où (p^ est une suite décroissante de fonctions de classe C00 dont les points
critiques sont non dégénérés. Quitte à effectuer un passage à la limite, on peut
donc supposer que (p est une fonction de classe C00 sans points critiques
dégénérés, de sorte que la formule de Stokes s'applique au domaine Ê(t) à
bord éventuellement singulier 8B(t)=S{t). Désignons par y\ l'injection
S{î} ̂  X (avec / > 0 dans toute la suite). Il est clair que :

/*5(p-h/* ?^=j*d^>^d{^ o/\)=0.
Un calcul immédiat fournit d'autre part :

i'33(p zô(p A 3(p
tt= ————— ~ ————2———?(p (p2

d'où y* a=/* P/r; il en résulte d'après la formule de Stokes :

[ ^TAp^1^ ^ d ( i 8 T ^ y 1 )
JB(t) JB(/)

= - f i S T ^ p^-^-^-1 [ iST^^1.
Js(0 Js{t)
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78 J.-P. DEMAILLY

On obtient donc :

f^f i^T\y-^-["dt.[ i8T.^
J r, t JB(I) J r, t JS(t)

=- idLog<p A 5TA a1'"1.
jB(r».r,)

Comme les formes de bidegré (w+1, n-1) et (w-1, w-h 1) sont nulles, il
vient:

idLogy A 5F A a^^fSLogç A or A a1'"1

=i3Logq> A ^TA a1'"1

=-rf(TA a1'"1 A î3Log<p)+rA a1'.

En utilisant à nouveau la formule de Stokes, la dernière intégrale s'écrit :

TA a1'"1 A î'3Log<p- rAo^,
JaB(r,.r,) jB(r,,r,)

expression qui est égale précisément au second membre de la formule (1),
compte tenu de l'égalité j* a =/* P/1. •

Les corollaires 1, 2, 3, 4 qui suivent sont des conséquences simples mais
fondamentales du théorème 1.

COROLLAIRE 1. - Soit Tun courant fermé (Tordre 0 sur X (i. e. dT^O et les
coefficients de T sont des mesures de Radon}, de bidegré (n—p, n—p\ Alors
pour tout ri, 7-2, 0 < ri < r^ < R, on a les égalités :

(2) ^ f ï A p ^ - f r A p ^ = f TA^.
12 JS^) rf Jy^ jB{r^r,}

(2) ~[ FAP^-- f TAp^f TA^.
^JB^) ^ Jfl(r») J^(r,.r,)

Démonstration. — La deuxième ligne se déduit de la première en
remplaçant r^, r^ par r-i +6, r^+e et en faisant tendre e vers zéro. Comme
dans le théorème 1, on peut supposer que q> est de classe C°° et que <p admet
r^r^ pour valeurs régulières (sinon écrire (psiimiç^ et appliquer le
théorème de convergence dominée). Si T est une {n—p, n—p) forme de

TOME 110 - 1982 - ?1



FORMULES DE JENSEN EN PLUSIEURS VARIABLES 79

classe C2, le théorème 1 fournit, après application de la formule de Stokes :

(3) ^ f T A p ^ - 4 f ^Ap^ f T A O ^
'2 Jfl(r,) '1 jB(r,) jB(r,,r,)

=r2^ f ^TAP1 ' -1--^ f ^Ap^A^
J r» r JB(Q ^ jB(r,)

+ -p rfTA P^"1 A 2'3(p.
r! jB(r.)

La conclusion résulte donc de l'affirmation suivante.
••^

LEMME 1. -- L'égalité (3) est vraie pour tout courant T de bidegré
(n-p. n—p) qui est d'ordre 0 ainsi que ses différentielles dT, iôST.

Démonstration. — En utilisant une partition de l'unité, on se ramène
aussitôt au cas où le courant T est à support dans une carte locale. Comme
tous les tenues de l'égalité (3) sont continus à gauche par rapport à r^, r^, il
suffit en fait de vérifier l'égalité (3 ) pour un ensemble dense de valeurs de r^, r^.
On observe que l'ensemble D des réels t>Q tels que 5'(/) ne soit pas
négligeable pour l'une des mesures coefficients de T, dTou iôîTesi au plus
dénombrable. Soit alors (p6) une famille de noyaux de convolution dans la
carte locale considérée. Appliquons l'égalité (3) à la forme régularisée F* p6;
il vient, en notant ^5^ la fonction caractéristique de l'ensemble B (r^):

f (T^p^Ap^frAh6*^^)] ^ [rAXa^si r^D,
Jair,) J J

car (XB(r.) P^* P6 converge simplement vers XB(r.) Pp sur le complémen-
taire de l'ensemble 7-négligeable S (ri).

On raisonne de même pour les autres termes (avec r^iD, tiD). •
On rappelle qu'un courant F de bidegré {n—p, n—p) est dit (faiblement)

positif si le (w, w)-courant :

/p T A Ui A MI A . . . A Up A Up,

est une mesure positive, pour tout sy sterne (u^u^ .. .,Up)de(l,0)-formesde
classe C00. Test alors un courant d'ordre nul. Le corollaire 1 entraîne
immédiatement le résultat suivant.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



80 J.-p. DEMAILLY

COROLLAIRE 2. — On suppose que la fonction Log <p est plurisousharmonique
sur rouvert {<p>0}. Alors, pour tout courant positif fermé T de bidegré
(n—p, n—p) sur X, la fonction positive :

,̂  f TA^,
' j B { r )

est croissante par rapport à r. En particulier, la limite :

lim,>o.^o4 f r A ^
' jB(r)

existe toujours.
Le corollaire 2 est classique lorsque J!f=C11, et

q^^z)2^ P+. . . -h|2j2 (P. LELONG [4]). On désigne alors par :

V
o;r= T A ——,-, la « mesure trace » de T,2~p\

VT.= _ . T A a^, la « mesure projective » de F,v-^r
de sorte qu'on a la formule :

——— f ^r- ——— f ^r= f ^
K ry jB(r,) ÎC ^1 jB(r,) jB(r,.r,)

avec la notation usuelle B (r) = {z € C"; | z | < r}.

Lalimitevr^slim^op!/^^2'' dar est appelée nombre de LELONG
Jfl(r)

du courant F au point 0.
Nous allons maintenant examiner le cas important p==n.

COROLLAIRE 3. — Soit V une fonction plurisousharmonique sur X, r^, r^ deux
valeurs régulières de (p. On a :

r^f ^^Ap-^lf Fp-^AiSq)
J ^1 * JB(I) ^2 Js(r,)

-^ f ^^A^ç-f ^a".
'1 JS(r,) jB(r,.r,)

TOME 110 - 1982 - ?1



FORMULES DE JENSEN EN PLUSIEURS VARIABLES 81

Démonstration. — Soit {Uj) un recouvrement de X par des domaines de
cartes Uj ccX, (x|̂ ) une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
{Uj\ (p}) une famille de noyaux régularisants à symétrie sphérique dans
l'ouvert Uj. On applique la formule (1) à la suite de fonctions C00 :

^L^-^P^

qui converge simplement vers V en décroissant. On raisonne alors comme
dans le lemme 1, en utilisant le fait que Vei dVsont dans L^c, et que le courant
positif iô~SV est d'ordre 0. Les détails sont laissés au lecteur. •

COROLLAIRE 4. — On suppose que toutes les valeurs critiques positives de (p
sont non dégénérées^ que la fonction Log <p estplurisousharmonique sur rouvert
{<p > 0}, et que la forme a" est identiquement nulle. Alors on a la formule :

r2 di r 1 f i r„ iôîv^y-1-^ \ vy-^iî^^^ \ yy-^iî^
J '•i ' JB(r) î vsvïf r\ Js(r,»

1
tn JB(/) ' r2 ̂  ' "^ r;J^

et la fonction ri—^l/r" Fp""1 A iî^ est croissante convexe par rapport à
Logr. ^

Démonstration. — La dérivée à gauche :

^- /1—f^r f ^PB" lA^(p\
Og^VjsCr) •/JLogr^r'1 J^

existe, et elle est donnée par l'expression :

1
— — f ^Ap"-1,
r jB(r)

qui est fonction croissante de Log r (corollaire 2). •
Dans C", si on choisit q> (z)=|z|2, on vérifie que :

a"=0,

iSîV^ p"-^ —A^.PB=2n-2(7l-l)!A^.^,

^^(P11-1 AiSq))^"-1^-!)!^,

où d^ désigne la mesure de Lebesgue dans C", et dS la mesure superficielle de
la sphère S(r)={zeCn,\z\^r}. L'égalité du corollaire 4 se transcrit donc

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



82 J.-P. DEMAILLY

sous la forme classique :

r-^f AF.^=———f VdS-———\ VdS.
J r, r jB{t) ' 2 JS(r,) 1 jB(r,)

2. Estimation des nombres de Leiong

Dans les applications à la théorie des nombres, nous utiliserons les
formules précédentes pour des courants du type :

T^^LogIFI,
7l

où F est une fonction entière. D'après l'équation de LeIong-Poincaré, Test le
courant d'intégration sur le cycle analytique défini par F; T est donc un
courant positif fermé de bidegré (1, 1).

Dans ce paragraphe, nous supposerons plus généralement que F est une
fonction analytique dans un ouvert Q de C"; la fonction plurisousharmonique
F sera le potentiel V^ Log | F | du courant r== (i/n) 89 Log | F |, et on choisira
pour <p une fonction du type :

^Z^iW
où les fonctions Fj sont analytiques sur tï. Dans ces conditions, il est aisé de
minorer le « nombre de LELONG généralisé », égal à la limite quand r tend vers
zéro de la fonction :

^U \n-l f rAp"- 1 .(Inr)» l ]s^
(fonction qui est croissante d'après le corollaire 2).

PROPOSITION 1. — Soit ZQ un point de tl, CD un voisinage ouvert de ZQ
relativement compact dans Q. On suppose que les fonctions F, F^, F^, ..., Fj^
s'annulent en ZQ aux ordres s, s^ $ s^ ^ ... < s^ et que le nombre :

Jî=inf^<p(z),
est > 0. Alors pour tout re]0, R[, on a :

nnr)^1 \ T^y^^s s, ... ̂  (1).
{^^r) Jfl(r)n<o

(1 ) Ces estimations sont en fait valables dans une situation beaucoup plus générale, et nous ont
permis d'encadrer les nombres de LELONG associés à l'image directe d'un courant positif fermé
(voir [3]).

TOME 110 - 1982 - ?1



FORMULES DE JENSEN EN PLUSIEURS VARIABLES 83

Démonstration. — Notons que d'après les hypothèses, l'ensemble
analytique {ze©; Fi(z)= ... =F^(z)==0} est compact, donc fini,, ce qui
entraîne N ^ n. Le résultat est clair pour n= 1. Dans le cas général n ̂  2,
nous procéderons d'abord à quelques réductions, et nous poserons Zo=0
pour simplifier.

Étape 1. — Soient P^, . . . , P^ les polynômes homogènes de degré ̂ i, ...,
j^ égaux aux parties principales des développements de Taylor de F^, ..., Fjv
au point 0. Il n'est pas restrictif de supposer que les polynômes Pi, ..., ?„
s'annulent simultanément au seul point 0.

En effet, les polynômes homogènes ?i, ...,?„ de degré s^, ..., ̂  qui ne
vérifient pas cette condition, constituent un ensemble algébrique A dans
l'espace C** des familles de coefficients. Il suffit donc de substituer à
FI , .... F, des fonctions F\, ..., F;, telles que | F} — Fj? | < e sur œ, obtenues
en approchant les parties principales de Fi, ..., F, par des polynômes
P\, ..., P\ dont le point représentatif est situé dans Cf\A.

On remplace <p par la fonction de classe C2 :

^OO-B.i \W\2^(C\z\Y^^ |F,(z)|2.

et on choisit les constantes :

^SUR,^) ——, r,==(^/7-e ^/n)2, e < J^,

de sorte que les conditions zeû), (pe(^)<^c entraînent <p(z)<r. Si l'on pose
Pe=iôô(pe, et si l'on fait tendre e vers zéro, le théorème de convergence
dominée montre que :

(2nh^\ ^APrl"r2-y^f ^P"^^nre) J{z€œ;<p.(z)<r.} H^r) jB(r)nœ

donc il suffit de démontrer l'inégalité pour le membre de gauche.

Étape 2. — Nous allons maintenant nous débarrasser des fonctions
^n+i» - • • > ^N*

Posons J^=inf,^ <p,(z), de sorte que R^Cv/^-s^)2^»- D'après le
corollaire 2, appliqué à la variété :

^{zeœiçjz)^},

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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(2np)'-JJ{260»;<p,(î)<
TAp;-1,

œ;<p,(z)<p;

est fonction croissante de p dans l'intervalle ]0, RJi, car la fonction Log <p^ est
plurisousharmonique. Vu les hypothèses sur les parties principales des

fonctions F[, ..., F;, F^, ..., F ^ , il est clair que :

E^ilF^zïl^CJzl^

(C\z\Y^^\F,(z)\2^C,\z\2s^e^C,\z\2s'+K,

avec des constantes Ci, €3, €3 > 0. Par suite, la fonction q>, est équivalente à
la fonction :

^-D-ilWl2'

lorsque | z | tend vers zéro. Comme Pc ̂  Yc = i ôô ̂  et comme le courant T est
positif, il en résulte :

^P-O^ 1 ! f T'Apr1

^^P^ J{z6a);<p.(z)<pj

-^p-o^ 1 , f rApr1
t271?} J{r6(û;<Mr)<p;

^"^^(Ïn^ f. rAyrl-V^/ip; j îreu.^^Xpj

£/ûp^ 3. — En définitive, on peut supposer que N=n, et que les parties
principales P^, ..., ?„ des fonctions F^, . . . , F, n'ont pas d'autre zéro
commun que 0. Dans ces conditions, on a le lemme suivant, qui est le point
crucial de la démonstration.

LEMME 2. — // existe un voisinage U de 0 dans œ, une boule euclidienne D de
centre 0 et de rayon ̂ /Rt<^/R dans C^, et un ensemble analytique VcD tels

TOME 1 1 0 ~ 1982 ~ ?1



FORMULES DE JENSEN EN PLUSIEURS VARIABLES 85

que l'application /=(FI, ..., FJ ^o^ u/î revêtement

U\rï(Y)^D\Y.

à s^ s^ ... ^^ feuillets.

Esquisse de démonstration du lemme 2. — Les hypothèses entraînent que le
point 0 est isolé dans la fibre/"l (0); l'existence du revêtement ramifié décrit
dans l'énoncé en découle {cf. par exemple R. NARASIMHAN [7]).

Il reste à montrer que le nombre de feuillets v vaut s^ s^ . . . .?„ (on notera
que v est constant au-dessus de la base D\ Y par connexité de celle-ci).
Effectuons à cet effet un « changement d'échelle », en remplaçant les
fonctions F ^ , . . . , F^ et l'application/par :

F,,o(z)=P,(z), F,.,(z)=^F,(5iz) si 0<|îi|^l.

/^(^l.îlî • • • » ^n,x)»

où le nombre complexe ̂  tend vers zéro. Le théorème des fonctions implicites
montre que v==v(À,) est localement constant au voisinage de ^=0, donc
indépendant de 'k. On est donc ramené à montrer que l'application :

p=(Pi, ....PJrC^C",

est un revêtement ramifié à s^ s^ ... s^ feuillets, lorsque le point (P^, ...,?„)
est dans le complémentaire Cd\A de l'ensemble algébrique A (pour la
définition de A, voir le début de l'étape 1). Il suffit d'observer comme ci-
dessus que lorsque (?i, ..., ?„) décrit C^ \ A, le nombre de feuillets v reste
localement constant; v est donc constant par connexité de C^N^A. Comme
l'égalité :

v=^i^ ... s^

est d'autre part évidente si l'on choisit Pj (z) = z^, la conclusion s'ensuit. •
Achevons maintenant la preuve de la proposition 1. On peut supposer que

l'ensemble/"1 (Y) du lemme 2 ne contient aucune composante irréductible
de l'hypersurface U n F"1 (0) : sinon modifier les fonctions F^, ..., F,, en
appliquant une « petite » rotation dans l'espace des variables (z^, . . . , zj et
raisonner comme à l'étape 1. Lorsque r<R' (./JR^ rayon de la boule D du
lemme 2), on peut effectuer le changement de variable :

w^{w,, ...,u;J=(Fi(z), ...,FJz));

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



86 J.-P. DEMAILLY

on obtient :

(2^ f ^'^(î^ f -^LogIFI A P"-1
v / ^B^na» l̂ ^ J^eC/VW^Xr} 7C

^rî—^rf -^LogiGlAîT-1
(2îcr)" J^^YîM^r} ^

^ __1__.
(2îirr1-1 -î-ôaLogIGlAn11"1,

Jlwl^r n

avec Tl=iôô|u?|2, G^sfl^/-1^) ^^t2)- La fonction G, qui est dé&nie
a priori sur D \ Y, est localement bornée au voisinage de Y, donc se prolonge
en une fonction analytique dans la boule Z>. On va minorer l'ordre
d'annulation q de G au point 0. On a vu plus haut (étape 2) qu'on avait :

I^I^L^ilWI2^!^
lorsque | z \ est assez petit; par suite | z | < €51 w |1/<" et :

\G(w)\^C^(\w\s/s^•••S^C^w\^s—sm-^

d'où ^>5Ji ... ^_i. La proposition 1 résulte de l'égalité classique :

F • - ''
^^rî^y^ -^LogiGlATi-^ç. •v-^n Jiioi^r^

Nous aurons besoin également du résultat suivant, qui se démontre de
manière analogue.

PROPOSITION 2. — Soient P, P^, P^, ..., P^ &5 polynômes de degrés
respectifs ô, 81 ̂ Ô2> ... >Sjy d!aw C11, ^h ^u^ la fonction :

^-Zî-JWI2»

wir exhaustive, et doit T^i/n ôô Log |P|, P=iôô<p. Alors :

l im^^î/y——^f TAP-^ÔÔ,...^.,.
^^r/ jB(r)
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Démonstration. — Les hypothèses entraînent que N^n. Posons :

w=(wi, ...,w,)=(Pi(z), ...,P,(z)),
<p,(z)= Iwl^te+^^i IP^)!2)1-',

P.=î (p., îi=i^|w|2.

Il vient :

(4) (2^^f ^Ap-^lim^o.^1^. f FAp-1,
t^71^ JB(D ^^J J<P.(2)<r.

où rg=inf^^)=^ (pg tend vers r quand e tend vers zéro.
D'autre part, le corollaire 2 montre que :

(5) r2—7^f ^APrl^ l im^+œîr2—y^f TAPr1 'i271^) J<p.(z)<r. (2"P) J<p.(î)<p

Soient maintenant MI, u^, . . . , u^ des formes linéaires en 2^, . . . , z^ telles
. que le système de (1, 1) formes positives :

idUj/\dïïj, l^j^n2,

constitue une base de l'espace vectoriel des (1, l)-formes. Si l'on procède
comme dans la démonstration précédente, on est amené à faire les hypothèses
supplémentaires (6), (7) qui suivent :
(6) Les parties homogènes de plus haut degré de n quelconques des
1+w-hw2 polynômes :

P, P^, ..., ?„, MI, ..., u^i,

n'ont pas d'autre zéro commun que le point 0 (sinon modifier légèrement
Pi, . . . , P ^ , M I , ...,^).
(7) II existe une petite constante c>0 telle que :

Z^n.llWI^M20",

(augmenter au besoin JV, et introduire des polynômes de degré §„ ayant de
petits coefficients).

Il est clair qu'on a des égalités de la forme :

Pc^+Z^i^)^^17/-
(8) Prl='nn~l+Z|/|+|J|•n-l.|J|>lÛJ.J(2)^/Aûfw,A^ArfM/,
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où la somme est étendue aux multi-indices croissants :

J={^.. . ,z,}<={1.2,. . . .7î}. J={7i,...../,}€:{ 1, 2.....^2}.

et où :

|/|=fc, ' |J|=/, rfu?j=rfu^A ... Aûfl^,

duj^du^ A ... A À^.

L'inégalité (7) entraîne :

,9. f l^l^d-Hzl2)6^-1,
ll^^l^^C.d+lzl2)6-^-1.

En vertu de la condition (6), on a de plus :

(io) i+iz^^a+M2)175-
et l'inégalité | w \2 < p implique :

(") ^^Z^il^l^C^l+p)176-.

D'après le lemme 2, l'application :

p : z=(z^, ...,z,)t-^=(Pi(z), ...,P^(z)),

réalise un revêtement ramifié de C" à ôi 82 ... 8, feuillets. De même, pour
tout couple de multi-indices J < = { 1, 2, ..., w}, J<={ 1, 2, ..., n2} tels que
1/1+1 J|=n-l, l'application :

(12) (z^, ..., zJ^(P(z), (u^en (M^À

est un revêtement ramifié de C" (à, disons, v^j feuillets). On obtient comme à
l'étape 3 de la proposition 1 :

(13) limsup^^.^———f FATT-1

^ nP> J».(»)<p

<lim^^ 1 f -33Logte|Aîi-1.
^"P) Ji-i^p "

où:

e^ï-n^-M^^).
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Comme | Q (w) | < [€5 (1 +1 w \ )l/6-]6ôl 6-, Q se prolonge en un polynôme de
degré ^<58i ... ô,.i, et on a donc classiquement :

(14) "^-^o—v^ f -^LogieiATr1^^ ... s^.
^Tlp; Jlwt^p 7l

II nous reste à majorer les termes correctifs issus de l'identité (8). On a, en
posant m^\I\2^\J\2 :

f T A ûj j (z ) dwj A dwj A diij A duj
•• i»'.l;Kp

r z1"'1'1 -<sup^jû^(z)|. —aaLog|p|
J<P.(2)<P n - - -

A flWj A dWj A <»4j A OUj,

car les courants 07ît) 88 Log |P| et f" dw^dw^duj^duj sont positifs;
l'utilisation du changement de variable (12), combinée à l'inégalité (11),
fournit :
F {m+l _

—— SS Log | P | A dWf A dwj A duj A d<j
J<p.(z)<p 7t

-L
(?/ A dwj A duj A d<j

^Vj j j ^dwj^dwj/^duj^duj
Jp-O.lwl^pjMl^C^d+p)1 ••

$v^(2îcp)m(2TcC^l+p)l/ô")IJI

Les inégalités (9), (10) et (11) entraînent d'autre part :

sup^<p|^(z)| ̂ [C, (C, (l+p)176")6-0-^1]1^,

on obtient donc (compte tenu de ce que |J | - ( - | J |=w—1):

(15) T/\a^j(z)dwj/\dwj^duj/\duj I ^C^d ^pr"1"'61'71.
J<P,(2)<P

La conclusion se déduit des lignes (4), (5), (8), (13), (14), (15). •
Les propositions l et 2 admettent les conséquences suivantes (corollaires 5

et 6), qui nous seront utiles ultérieurement.

COROLLAIRE 5. — Soient Fi, ..., F^ des fonctions holomorphes dans un
ouvert Q. de C", qui s'annulent respectivement aux ordres Sj ̂ 53 < ... <5/^ en
un point z^eO..
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On pose ^>(z}SY^»t\Fj{z)\2, P==i3ô<p, et on suppose donné un voisinage
ouvert œcctl de Zç tel que le nombre :

R=inf^<p(z),
soit >0. Alors pour tout re]0, R[ on a :

_--— P"^^ ' " s ^ .
\2.nr) jB(r)nœ

On voit que la quantité lim,. ̂  o î1 /(2 ît r)" - P" doit être considérée
jB(r)no»

comme une « multiplicité d'intersection » au point ZQ des cycles analytiques
définis par les fonctions Fp il resterait à en trouver une interprétation
géométrique précise.

Démonstration. - On identifie C" à Phyperplan 2n+i=° de C"^. On
pose :

F(z,, ...,2^i)=z^i, r=^Log|F|,
ît

^+1(^1» •••^n+l)=^l^ avec ^+i>^,

iKz)=^^|F,(z)|2, y=,a^.

Comme Test le courant d'intégration sur l'hyperplan C", il est clair que :

——f P"=——f T.r,(ïnr)" ]a(r}^ (ïnr)" J^x^,.....,.)ea)

et il sufl5t donc d'appliquer la proposition 1, avec 5= 1. •
En plongeant de même C" dans C"'4'1, la proposition 2 entraîne :

COROLLAIRE 6. — Soient ?i, ..., P^ des polynômes de degrés respectifs
81 > §2^ ... ^8^ dans C" tels que la fonction :

^-Z^ilWl2,
soit exhaustive et soit P=i ôô<p. Alors :

^r^coî,.—— f P^S^.-.S,.{^nr) j,(,)<r
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3. Un lemme de Schwarz dans C"

On considère comme précédemment une fonction entière F dans C", et des
polynômes P^P^ ..., Py de degré 8, dont les parties homogènes de plus
haut degré 61, Û2» • • • » QN admettent pour unique zéro commun le point 0. On
pose :

(p(z)=^Li|p,(z)|2, p=faa(p,

T=l-ôôLos\F\, |F|,=sup,^|F(z)|.
7l

Les formules de Jensen du paragraphe 1 permettent de minorer la quantité
Log|F|^/|F|^parlamassemoyenne du courant rrelativementàlaforme P.

THÉORÈME 2. — I I existe une constante Ce]0, 1] ne dépendant que des
polynômes Pi, ..., P^ telle que pour tout R^r^l on ait :

F $ f ^Apn-l^(25)BTtB-lLog^
J ̂  l J<p(î)</ l r l»'

Démonstration. — Procédons d'abord à une première réduction. D'après le
principe du maximum on a |F|,=|F(û)| avec |û|=r; effectuons une
dilatation de l'espace de manière à nous ramener à la situation dans laquelle
r=l ,û=0.

Posons : .
^(^-^ô^2^ ^-Z^iie^)!2.

P^=iô5<pa, y=ï33\|/,

F,(z)=F(rz+û), r,=-i-aaLog|Fj.
K

Pour tout R^r, l'inégalité du théorème 2 résultera de l'inégalité :
-C{R/r^ . /• i y i

T A^'^^S^^'^Off-^-^^0^-jn ^a^a ^0) ^ LOg .^ ^. »
J ^ l J<p.(2)</ \^a\v)\

soit, quitte à remplacer (F^, T^) par (F, T) et R par rRC"1725 :
(16) J, ^L^'-"^2^'"^'^-
pour tout R ̂  1; on choisira alors C~~ l /2&= 1 + Ci.
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Étape 2. — Pour établir (16), nous écrirons P;~1 sous la forme :

PS"1 =y"~1 + termes de degré inférieur

et nous décomposerons le premier membre de (16) en la somme de la partie
[Ku dt f

principale -^ TA y" l, et d'un certain nombre de termes
J i ' J+dX»

correctifs. Il est clair qu'il existe des constantes C^, .. .,C^ telles que :

(17) Izl^d+tMz))1/28,

(i8) cr^zi^vK^^izi"
(19) ^(zXq^^^d+lzl)"-1.

P^Y+Csd+lzl)"-3!!. où T\=i88\z\2,

(20) Pr^Y^'+Cod+lzl)2^1)»»-1)-1^-1,

(21) P^^d+lzl)2*"-1^-1^-1.

D'après (17) et (19), on a :

sup,.(,x,^(z)<sup^,,.,^(;)
</+C^(l+C2(l+/) l /2î)2î- l</+C8r l- l /2s,

ce qui donne :

r^'dt r
7 3-Ap;-1

J 1 ( J<p.(î)<t

<r"$f r.K-
J i t ^(zX/d+C,/-1^)

^ 1 ^ ^^^o^^f 7-Ap;-1,
J 1 l€ J^(2)<«

avec le changement de variable u= t (1 -hCg ^-1/28).
En combinant avec (20) on obtient le majorant :

r^" du r
(22) . rAY"-1^^,

J 0 J^X"
avec :

r^^'0 du r
(23) ^=C,o .TÎ^ rAp:-1,

J 1 l€ J^(z)<»'

TOME 1 1 0 - 1982 - ?1



FORMULES DE JENSEN EN PLUSIEURS VARIABLES 93

r^" du r(24) J,=C6 -ï (l-HzD^-^-^rArr1.
J i u J<k(2)<«

JE râpe 3. - La partie principale (premier terme de (22)) sera estimée à l'aide
du corollaire 4 et du lemme élémentaire qui suit.

LEMME 3. - y"=(f^ Log ^)"=0 sur C"\{0}.
En effet, la fonction ^ est homogène de degré 28; la forme y^iôô Log\(r

provient donc par passage au quotient d'une (1, Informe sur l'espace
projectif Pn-i=C"\^0} )/C*.

Le lemme 3 s'ensuit par raison de dimension. •
D'après le corollaire 4, il vient :

"c,^6 , /•
I u. [ T.r-1
J " J*(.Xu

0

-^R2^ f LogIFlY^A^
^(^9^ ) J<(»(z)-C,Jl»

-lim^o~4 f LogIFly"-^^.
^P J^(2)=p

L'homogénéité des polynômes Qj et les corollaires 5 et 6 entraînent que :

———.rf ^^^(^f YI1=5"'^ZTIf; J+(î)-» ^ZTIf; J,(r(z)</

où, sur l'hypersurface orientée {iKz)=/}, la forme volume y""1 AJ'ÔX|/ est
positive. En vertu de (18) on en déduit :(25) jrx.,./ '̂̂ 8'"1"^06^

Étape 4. — Estimation du terme correctif 1^ -\-l^.
Comme pour (25), on montre que :

(26) f^f TAn"-«<2Bx-lLog-^-.
J o ( J\^\l<t \^W\
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On vérifie aisément [cf. (18), (21), (23), (24)] qu'on a la majoration :
rc^" (»-i)(i-i/») ?

(27) I,+I^C^\ ——^-du\ TAn1-1

J 1 u JlzKC,̂ *

rc»^ ^ ç
^4 .̂ 72) T'ATT-1.

J i * Jm2^

[effectuer le changement de variable u^(tlC\^f\.
D'autre part, on peut écrire :

w J^I...,^An""<I^L.,^A''"".p-"r$f r..-.J p f Jl^2^
où pour tout couple (t, u) tel que r<p^u, on a (cf. corollaire 2) :

^rf rAn-^—f rAîi11-1.
• Jlîl^l M Jl^l^w

Intégrons les deux membres de l'inégalité avec le poids
rp2

1/Logp (du/u)x?:
J p

JJ r.T,-<——f^f r.,-.
f 'Jl,!^, LogPjp""J|.|'<«

n vient donc (cf. (26), (28)) :

(29) J^L,7^"'1
J__^-^f^f r.,"-

^Logp v 7jp/"J,,t.<.

^ c i6 . . m,
"Logp ' IF^I '

d'où ûnalement (cf. (22), (25), (27), (29)) :

(30) r^f rAp^fi+^W^Log1^.
Ji t J,.w<r \ LogJÎ/ IFiO)!
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Étape 5. - II ne reste plus qu'àfaire disparaître lefacteur(l +(Ci7/Log R))
pour rendre la formule (30) plus esthétique.

Comme la fonction t^ 1 / t ' 1 ' 1 TA p;-1 est croissante, l'expression
^ . J^x'

d t / t ' 1 TA ?;•1 est fonction convexe de la variable Log R.
J 1 J».(2)<^

On a donc :

W^r«i! rAB-'<r'"'*f r.p-^•tK ] , r},^""'- 'Ji <-J..,.,,, ''•

^c^)'28'-*---1^
d'après (30), avec Ci ==Cig e^\ L'inégalité (16) en résulte. •

Le lemme de Schwarz précédent est d'autant plus utile que les fonctions F,
PI, ..., P^ ont de nombreux zéros communs. En combinant le théorème 2
avec la proposition 1, on obtient ainsi la :

PROPOSITION 3. - Soient P^ . . . ,Pjv des polynômes de degré S de
C [z^, ..., zj, dont les parties homogènes de plus haut degré admettent pour
unique zéro commun t'origine. Il existe une constante C^\ ayant les
propriétés suivantes. Soit F une fonction entière dans C". Soit R^r^l et
w^ . . . , w^ des zéros deux à deux distincts de F, ?i, ..., P^ f ordre >s,
^FI , . . . , s^ respectivement, avec s^^s^ ̂ . . . $5^. Alors :

Log|F|,<Log|F|,-m"——^-Log-?-.
°,- ^^

Démonstration. — Les zéros communs aux polynômes ?i, P^, ..., P^
sont isolés. Il existe par conséquent des voisinages ouverts disjoints û)i,
^ - • - » ^m ^es points Wi, w^ ..., w^ tels que sup,g^ ^Pt2)^» où les
notations <p, P, T conservent la même signification que dans le théorème 2.
Lorsque r est assez petit, la proposition 1 montre que :

^L^'"
^-•i^L,,»., '̂-'»"5.---"---
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La minoration est donc vraie quel que soit r>0, ce qui entraîne :

F01" dt C CR26

- rAp"-1^^"-1^,...^.,^-,,-.
J r» r J<p(z)<( r

La proposition 3 résulte alors du théorème 2 (avec C\ = C~1/28). •
Soit maintenant S une partie quelconque de C". On note ©i (S) le degré

minimal des hypersurfaces algébriques qui contiennent S (s'il n'existe pas de
telles hypersurfaces, on pose <0i (S)= +00). Nous énoncerons un lemme de
Schwarz relatif aux fonctions qui s'annulent sur S.

COROLLAIRE 7. - Soit S une partie de C" et 8 un entier tel que 8 <(ûi (S). //
existe une constante C^l telle que si F est une fonction entière ayant en
chaque point de S un zéro (Tordre > t, on ait pour tout R^r^ 1 :

0(5+1). ..(ô+w-1). Jî
LogIFI^LogIFI^r-^——f^^———-Log^:.

Démonstration. — Notons :

_ /8+w-l\ (8+1)...(5^-1)m(8)=^ . r—^—'
la dimension de l'espace vectoriel C [z]^ des polynômes de degré < S dans C".
Un raisonnement élémentaire d'algèbre linéaire conduit au résultat suivant.

LEMME 4. — Onpeut trouverm=m(6)pointsw^,w^, ..., w^eSquinesont
situés sur aucune hypersurface de degré < ô. Il existe alors un unique polynôme
de degré <ô prenant des valeurs données aux points w^w^, ..., w^.

En effet les différentes formes linéaires sur C[z]ç définies par P^P(w),
w e S, s'annulent simultanément pour le seul polynôme P = 0 (par hypothèse
o)i(S)^ô). On peut donc trouver w==m(ô) formes (correspondant à des
points u?i, ..., w^eS) qui constituent une base de l'espace dual C [z]?. Les
affirmations du lemme 4 ne sont qu'une autre formulation de cette
propriété. •

En particulier, il existe des polynômes P^, ..., P^ de degré 8, s'annulant
aux points u^, ..., w^, et dont les parties homogènes de plus haut degré
forment une base de l'espace des polynômes homogènes de degré S. Le
corollaire 7 est donc conséquence de la proposition 3 en prenant w=w(8),
5= r, s^ =52=^... =^=1. •
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Nous pouvons améliorer l'inégalité du corollaire 7 moyennant des
renseignements supplémentaires sur la répartition des points de S. Si S est un
produit cartésien S=Si xS^ x ... xS, suivant les directions d'une base de
C", il est facile de montrer qu'on peut remplacer le nombre :

8(8-H)... (8^-1)
n!811-1

par tout entier 8 tel que :

8 ̂  û)i (S) = mini ̂  ̂  card S..

Nous supposerons ici que S contient un polytope complet à

w(8)= ( j sommets : autrement dit, il existe 8+n-l hyperplans

affines HjCzC", concourants n à n, d'intersections vides n+1 à n+1, et tels
que S contienne les sommets Wj du polytope (intersections des familles de n
hyperplans (H^j,Jcz{ 1,2, . . . ,8+w-l}, |J|=n). Cette hypothèse est
vérifiée notamment dans le cas û>i(S)^2, avec 8=2, w(2)=n-(-l.

Soit A, une forme affine définissant H^ et posons :

^== n^^»
pour toute partie 1 de {1, 2, ..., 8+w-1}. Il est clair que :

A,(w,)=0, si |J|=n, J^J,
Âj(w^0.

Les polynômes {Âj\,^ forment donc une base de l'espace des polynômes
de degré <8, de sorte que :

œi^l^l^})^.

On observe que le polynôme P^ Sm-n-*^/» l^k^n, a pour degré
8 + k — 1 et que P^ s'annule à l'ordre k en chaque point w/, il est aisé de vérifier
d'autre part que les parties homogènes de plus haut degré des polynômes
PI, ...,?„ n'ont pas d'autre zéro commun que le point 0. Posons
T = 8 (8 -h 1 ) . . . (8 -h n — 1 ); sfl'on applique la proposition 3 aux polynômes de
degré T :

PT/& pT/é+l pt/S+n-l
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avec m=m(ô), j=r, s^k^/S+k—l, il vient :

COROLLAIRE 8. — Soir S une partie de C" contenant un polytope complet à
/5+w-l\ - < „ „( j sommets. Il existe une constante €3^ 1, telle que si F est une

fonction entière ayant en chaque point de S un zéro (Tordre ^ /, on air pour tout
R^r^l :

LogIFI^LogIF^-r^t^Log^.n L/3 r

4. Nouvelle démonstration du théorème de Bombieri

Nous allons établir le théorème de BOMBIERI au moyen des lemmes de
Schwarz énoncés au paragraphe 3. Soit K un corps de nombres. On note
[K : Q] son degré, et on pose :

P::Q]]=[K:Q] si JCcR,

[[^:Q]]==^[^:Q] sinon.

THÉORÈMES. — Soient /i, ..., f p des fonctions méromorphes dans C", telles
que /i, .. ̂  fd(n <d^p) soient algébriquement indépendantes sur Q et
cT ordres finis pi, ..., p^. On suppose que les dérivations d / d z ^ , ..., d/dz^
appliquent Panneau K[f^ ...,/p] dans lui-même. Alors F ensemble S des
points zeC", distincts des pôles des f^ tels que (/i (z), ..., fp(z))€KP, est
contenu dans une hypersurface algébrique dont le degré ô vérifie la majoration :

.̂)̂ -.,,P^^^
Démonstration. — Si l'ensemble S n'est pas contenu dans une hypersurface

algébrique de degré <8, le raisonnement d'algèbre linéaire du lemme 4
montre qu'on peut trouver m=m(ô) points w^w^ ..., w^eS qui ne sont
situés sur aucune hypersurface de degré <S. Quitte à remplacer pi, ..., p^
par les nombres pi-h e, ..., p^ + e, on peut supposer p^>0et/j=^/^ avec :

l^l-H/^z^exp^lzl^+C^), l^y^ûf,
hj(wi,)^0, l^j^d, l^k^m.
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Les méthodes arithmétiques classiques (voir par exemple
M. WALDSCHMIDT [10], §5.4) permettent alors d'obtenir le résultat suivant.

\
LEMME 5. — // existe des constantes positives r. Ci, C^ et une suite (F() de

fonctions entières dans C" (où t décrit une partie infinie 3T de H) telles que :

(31) F, s'annule à F ordre t aux points w^w^, ..., w^;
(32) \F^(C,trt^;

( fd-n \l/(pi+...+P<)

(33) IFJ^C^. où R(t)^ ^l

La majoration du théorème 3 résulte aisément du corollaire 7 appliqué à la
fonction F = F, et à R^R(t), quand t-^ +00. •

Le théorème 3 entraîne en particulier l'inégalité :

,.(S)+"^ ,̂P^±£î :QB.

Ici encore, il est possible de faire mieux si l'on connaît plus précisément
l'ensemble S. Dans une première tentative de démonstration en plusieurs
variables du théorème 3, S. Lang a montré que si S contenait un produit
cartésien S^ x 5 2 x ... x S^ alors on avait :

co,(S, x ... xSJ=min^cardS,< pl ̂ ^ pd [[K : Q]].

D'une manière analogue, les corollaires 7 et 8 fournissent le résultat
suivant, qui semble ne pas avoir été établi à ce jour par la méthode des
estimations L2.

PROPOSITION 4. — Si w = = l , 2, ou si S contient un polytope complet à
/û) , (S)-hn—l\( ) sommets (en particulier si (ù^ (S)= 1, 2) alors :
\ n )

^(S)^n-l^,^[[X:Q]].
n d—n

II paraît naturel de conjecturer que ce résultat reste valable dans tous les
cas. La méthode de E. BOMBIERI, améliorée par H. SKODA [8], en donne une
bonne approche :

(34) ^^.•^[[X.-Q]].
n d—n
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5. Polynômes s'annulant sur une partie finie de C"

Soit S une partie finie de C". Suivant M. WALDSCHMIDT [9], nous noterons,
pour tout entier r>0, ©, (S) = degré minimum des polynômes P qui
s'annulent à l'ordre t sur S.

De la propriété de sous-additivité :

(o^(S)^(S)-hœ^(S),

résulte aisément l'égalité suivante, qui est une définition du nombre Sî(S)
(« degré singulier » de S) :

,^©i(S) ._ œ<(S)mf——— =hm^.^—— =tï(5).

En utilisant le théorème d'HoRMANDER-BoMBiERi-SKODA (H. SKODA [8])
M. WALDSCHMIDT [10] a démontré l'encadrement :

(35) <^)^(S)^.
t^ +yi— 1 »2

pour tout couple (t^ t^) d'entiers positifs; il a prouvé aussi le lemme de
Schwarz suivant.

PROPOSITION 5. — Soient S une partie finie de C" et 8 un nombre réel, e > 0. I l
existe un nombre réel positif r^ = y-o (S, e) tel que pour tout entier t > 0 et pour
toute fonction entière F dans C" ayant en chaque point de S un zéro d'ordre ^ t,
on ait : . p

Log|F|,<Log|F|^r(fl(S)-e)Log^

pour R^r^rQ.
J.-C. MOREAU [6] en a déduit un lemme de Schwarz analogue où le nombre

f(Q(S)-e) est remplacé par û)((S)- te. Si S est l'ensemble exceptionnel du
théorème 3, la proposition 5 montre que :

(36) tl(S)^ Bit——t^p: : Q]].
d—n

En observant d'après (35) appliqué à ^ = 1 que :

û>i(S)
ft(S)>
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on voit que (36) permet de retrouver la majoration (34).
G. V. CHUDNOVSKY [2] a conjecturé que l'on avait l'inégalité plus forte :

(37) Q^1^"-1,
n

et en a annoncé une démonstration dans le cas 72== 2, utilisant la théorie des
intersections. Les corollaires 7 et 8 vont nous permettre de démontrer ce
résultat sous les hypothèses plus générales de la proposition 4. Choisissons
pour fonction entière F un polynôme P de degré G)((S) qui s'annule à
l'ordre t en tout point de S. Fixons r et faisons tendre R vers -h oo. Il vient,
avec ô=cùi(S) :

. ^(S)(o^(S)+l)... (^(S)^n-l)
(ùt(s)ït——————n^(S)-1——————'

et en faisant à nouveau tendre t vers -h oo :

PROPOSITION 6. — Pour toute partie finie S de C", on a :

^o^œ,(S)(œ,)(S)+lL..(œ,(S)+^l)
"w——————niœ^S)"-1——————•

Si n == 1,2, ou si S contient un polytope complet à ( ï } sommets (en
\ n J

particulier si œ^ (S)= 1, 2) alors :

SKS)^1^"-1.
n

Observons que l'inégalité (37) ne peut pas être améliorée. En effet, avec les

notations du corollaire 8, lorsque 5 est un polytope complet à ( )
\ n )

sommets, le polynôme :
P=Ai A^ ... A§4.^_^, »

est de degré 8 4- n— 1 et s'annule à l'ordre n en tous les points de 5.
On peut se demander si plus généralement on n'a pas :

"^"•^
pour tout entier t>0, mais ce résultat semble inaccessible par les méthodes
précédentes lorsque jt> 2.
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