
BULLETIN DE LA S. M. F.

JEAN-PIERRE CONZE

EMMANUEL LESIGNE
Théorèmes ergodiques pour des mesures diagonales
Bulletin de la S. M. F., tome 112 (1984), p. 143-175
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1984__112__143_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1984, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1984__112__143_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Buli Soc. math. France,
112, 1984, p. 143-175.

THÉORÈMES ERGODIQUES
POUR DES MESURES DIAGONALES

PAR

JEAN-PŒRRE CONZE et EMMANUEL LESIGNE (*)

RÉSUMÉ. - On établit la convergence en moyenne des expressions

^^f(T^)s(S'x) ^ -^/(T^xïg^xïh^x)N n

sur un espace probabihsé muni de transformations T et S qui commutent et préservent la
mesure.

ABSTRACT. - We prove thé convergence in thé mean of thé expressions

^^f^x^S'x) and ^^fVxïg^x^hÇT^x)
N n

where T and S are two commuting measure-preserving transformations on a probability
spacc.

Introduction

Considérons un espace probabilisé (X, s/, n) et, sur cet espace, des
transformations mesurables T\, Ta,. . ., T^ commutant deux à deux et
conservant la mesure H. Soient /i, f^ . . . , / » des fonctions mesurables sur
X.
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144 J.-P. OONZE ET E. LESIGNE

Nous nous proposons d'établir, dans certains cas particuliers, la conver-
gence de moyennes de la forme :

(1) -̂o1 ti (T\x)f^ (T^x) ... /,(T;x).

Dans le cas d'une transformation, la convergence en moyenne et presque
sûre de ces expressions résulte du théorème ergodique de Birkhoff. Dans
le cas général, l'usage des moyennes données par (1), portant sur des
mesures de type diagonal, est apparu dans la démonstration due à H.
FURSTENBERG du théorème de Szemeredi. Cest en effet en prouvant que,
si/est une fonction bornée positive et non nulle, alors la limite inférieure
de

f /M1^1 f(Tïx)f(T^x). . . f(Tîx)dvi(x)
Jx /v

est strictement positive, que H. FURSTENBERG ([12]), puis H. FURSTENBERG
et Y. KATZNELSON ([3]) ont donné une version ergodique du théorème de
Szemeredi dans le cas de Z et dans le cas général d'un réseau. La méthode
développée par H. FURSTENBERG repose sur la notion de système dynami-
que à spectre discret généralisé. En utilisant l'étude de structure développée
par H. FURSTENBERG dans son article initial et par R. J. ZIMMER dans [6]
et [7], nous allons établir la convergence en moyenne de (1) dans les deux
cas suivants :

celui de deux transformations :

(2) ^^8(Tllx)h(Sllx)

et celui de trois puissances d'une même transformation :

(3) ~ Ê :o1 g (T^ x) h (T^ x) k (T"1 x).

Nous commençons par une présentation des outils et résultats utilisés :
^-modules, spectre discret généralisé et mesures produit conditionnelles.
Cette présentation est réduite au minimum et les résultats ne sont
qu'énoncés. Une description plus complète des notions définies et les
justifications détaillées des propositions se trouvent dans [4].
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THÉORÈMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 145

Nous démontrons ensuite successivement les deux principaux théorèmes
(th. 4 et 6). Ce sont ces théorèmes de convergence qui constituent des
résultats nouveaux. Leurs démonstrations sont présentées avec tous leurs
détails dans [4]. Il est à noter que la démonstration de la convergence de (3)
utilise la résolution d'une équation fonctionnelle, travail qui sera présenté
dans [5].

Nous n'obtenons donc finalement qu'une réponse partielle à la question
de la convergence de (1), mais, à partir de là, nous pensons qu'il devrait
être possible d'avancer dans la résolution du cas général.

NOTATIONS. - Quand toute ambiguïté sera écartée, l'expression de
moyenne 1/N^Jj... sera plus simplement notée 1/N^...

Étant donnés un espace X muni d'une transformation T et une fonction
/sur X, on note T/la fonction qui à xeX associe /(Tx).

Si (X, se, n) désigne un espace mesuré, on utilise les notations classiques
des espaces 1/00 munies des normes || ||y(pe[l, + oo]). Si E désigne une
partie de L2 (n), £1 désignera son orthogonal.

Quand X est un espace topologique, on note V(X) l'espace des fonctions
continues sur X.

Étant donnés un espace de probabilité (X, sf, n), une sous-tribu 9 de
si et une fonction intégrable/sur X, on note E (f | âf) l'espérance condition-
nelle de/par rapport à 9.

L «-modules

Dans cette première partie, nous définissons les «-modules et les opéra-
teurs correspondants et nous citons les propriétés que nous utiliserons par
la suite.

Considérons un espace probabilisé (X, .a/, n) tel que L2 (p) soit sépara-
ble. Soit « une sous-tribu de s/. On notera || . || et < ., . > la norme et le
produit scalaire dans L2 (n).

DÉFINITION 1. - Un 9-module est un sous-espace fermé V de L2 Qi)
vérifiant la condition suivante : si f 6 V et si 9 est une fonction 9-meswrable
et bornée, alors 9 fe K -

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



146 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

1. Bases

PROPOSITION 1. — Dans tout aï-module V, û existe une famille (e^ n^O)
vérifiant :

(i) n^m=>£(e,.ej^)»0.
(iï) il existe une fonction x-^n(x) définie presque partout sur X et à

valeurs dans M U { + oo } ^lle 9^ •'
E(\e^\B)(x)^\ si n<n(x)

et
£(|e,|2|B)Oc)=0 si n^n(x).

<r-
(iii) pour toutfeV,

lim^.^||/-S^.o£(e••/l^)•€"ll2=0
et

Hm^.^£(|/-^o£(i••/l^)•e»121^)a=o P ' P 9

De plus la fonction n(x) est indépendante de la famille (e^ç considérée.

DÊFiNmoN 2. - Une famille (e^ vérifiant les conditions (i), (ii) et
(m) de la proposition 1 est appelée une 9-base de V. Le âi-module V
est dit de ^-dimension finie si n(x) est fini presque partout. S'il existe
NeN U { +00 }, tel que n(x)s=N pour presque tout x, la famille (^)o<».<N
est appelée une 9-base orthonormée de V.

2. ^-opérateurs

DÉFINITION 3. — Soient V un ^-module et U une application de V dans
V. On dit que U est un 9'opérateur de V si U est linéaire et si, pour tout
feV et tout (p, S-mesurable et borné, on a

l7(<p/)=q>.l/(/).

DÉFINITION 4. - Un Si-opérateur U de V est dit âi-bomé s'il existe une
fonction a positive, S-mesurable et presque partout finie telle que, pour tout
f^V,

£(|l7/|2^»)<a.£(|/|2|^).

101^112—1984—1^2



THÉORÈMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 147

DÉFINITION 5. — Un a-opérateur U de V est dit B-compact s^il est
à-borné et vérifie : pour toute suite (/«)«^o dans v vérifiant S une part

mp^E(\f^2\a)<+ao p.p.
et ([autre part, pour tout g€ F,

lim,.^£(/..i"|^)=0 p.p.,

on a
lim^^£(|l//J2|^)=0 p.p.

Remarquons que l'on reconnaît ici la définition classique des opérateurs
compacts qui transforment les suites faiblement convergentes en suites
fortement convergentes.

PROPOSITION 2. — Si U est un a-opérateur B-borné de V et si (e,),^o
est une a-base de V, la fonction [̂  E ( \ U e. |2 | SI)}112 est indépendante
de la base choisie.

Cette fonction est notée N^(U).
Un 9-opérateur U est appelé un a-opérateur de Hilbert-Schmidt si N^ (U)

est presque partout fini. On montre que tout a-opérateur de Hilbert-Schmidt
est âl-compact.

3. Réduction des opéniteurs -̂compacts

DÉFINITION 6. — Soir U un a-opérateur a-borné de V.
— Un élément f de V est appelé une a-fonction propre pour U s'il existe

<p a-mesurable telle que U /= (p /.
— Une fonction B-mesurable (p est appelée une a-valeur propre pour U

s'il existe fe V, non nulle, telle que [7/==<p /
— Si <p est une a-valeur propre pour 17, on pose

E^{f€V\Uf^fet{^0} ^ { E ( \ f \ 2 \ a ) ^ 0 } }

E^ est un a-module, qui est appelé a-module propre pour U attaché à q>.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



148 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

DLSp généralisé

On reprend les hypothèses de la partie 1 et on suppose à présent
que l'espace X est muni d'une transformation T inversible, mesurable et
préservant la mesure H. On suppose également que la sous-tribu 9 est
stable sous T.

1. (âf, T)-roodules

DÉFINITION 7. -- Un S-module est appelé (9, T)»module s'il est stable
sous T.

On supposera dorénavant que le système (X, 9, H, î) est ergodique.
Sous cette condition tout (S, 7)-module admet une ^9-base orthonorméc,
car la fonction n(x) apparaissant dans la proposition 1 est ^-mesurable
et invariante sous T, donc constante presque partout. Soit V un
(S, T)-module de ^-dimension finie et (e^i^. une ^-base orthonormée
de F; il existe une fonction matricielle M(x) telle que :

— pour tout xçX, M(x) est une matrice (n, n) unitaire.
— M est une fonction ^-mesurable.

r^n
T^

=M.

^i
^2

P.P.

L^J
DÉFINITION 8. — l7n (S, T)»module est dit irréductible s'il ne contient

pas de sous'(S, Ty-module non trivial.
THÉORÈME 1. — Soit U un Si-opérateur de V. Si U est âl-compact et

auto-adjoint, il existe une suite (^), de Si-valeurs propres pour 17, telle que :

^=Kcr[7®(e,£^-

Les ̂  sont à valeurs réelles et la suite ( | ̂  | ) tend en décroissant vers 0,
presque partout.

Les 9'modules propres E^ sont de ^-dimension finie et sont deux à deux
orthogonaux.

TOME 112— 1984—?2



THÉORÈMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 149

PROPOSITION 3. — Soit V un (S, T)-module de ^-dimension finie et
(^ih^Kn une aï-base orthonormée de V. Soit M la fonction matricielle
âi-mesurable unitaire représentant T dans cette base.

On a équivalence entre :
(i) V est un (S, Ty-module irréductible.
(iï) Si A et N sont des fonctions matricielles 9-mesurables vérifiant

A(Tx)M(x)^N(x)A(x) p.p.,

alors A =0 ou A (x) est une matrice (n, n) inversible pour presque tout x.
(iii) Si A est une fonction matricielle 9-mesurable vérifiant

A(Tx)M(x)^M(x)A(x) p.p.,

alors A est une matrice scalaire constante,
Une fonction M vérifiant ces conditions sera dite âi-irréductible.

TL Spectre discret généralisé

DÉFINITION 9. — On dit qu'un élément f de L2^) est une (ai, T)-fonction
propre généralisée s'il existe un entier positif n et des fonctions ^'mesurables
<po,<Pi» . .. ,<P,-i tels que :

^/-E^.T'/

Le sous-espace fermé de L2 (n) engendré par les (S, T)-fonctions propres
généralisées est noté S (9, T).

PROPOSITION 4. — /(S, T) est le sous-espace fermé de L2^) engendré
par la réunion des (S, T^modules de S-dimension finie. Cest lui-même un
(S, T)-module et il s'écrit comme somme directe orthogonale d'une famille
dénombrable de (9, T)-modules irréductibles de 9-dimension finie.

Remarque. - La structure des systèmes (X, s/, H, 7) vérifiant
S (9, 7)==L2 (n) est étudiée dans [6]. Ce sont les systèmes qui sont isomor-
phes à une extension de (X 9, H, T) par un groupe compact.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



150 J.-P CONZE ET E. LESIGNE

IIL Mesure produit conditionnelle

1. Produit fibre

Considérons à présent un espace compact métrisable X, sa tribu boré-
licnnc s/ et H une probabilité régulière sur (X, s/}. Soit 9 une sous-tribu
de j^. On peut définir sur (XxX, s / ^ s t ) une mesure u0«H par :

pour tous A, A' es/,

H®^H(AxA')= fp(A|^)(x).P(^|^)(x)^(x).

L'espace (XxX, ̂  (g) ̂ , [i 0, n) est appelé le produit fibre de (X *î/, n)
par lui-même au-dessus de 9.

Restreinte 3i(XxX, S®S) la, mesure n0«H est la mesure diagonale.
Module cette mesure, on peut donc considérer S comme une sous-tribu
dej^®^.

Sï V ei W sont des ^-modules dans L2 (n), les fonctions de la forme
î?®waveci?6F, Edi?)2!^) borné, we iVetJEClwl 2 )^ ) borné engendrent
un sous-espace fermé de L2 (n 0«n) qui est un ^-module et qui sera noté
V®»W.

Soit à présent un homéomorphisme T de X, préservant la mesure p et
laissant stable la tribu 9. La mesure u0«H est alors Tx T-invariante, et
on a le résultat suivant :

THÉORÈME 2. - Les éléments Tx T'invarùmts de L2^®^) sont conte'
nus dans S (Si, 7)®^(^, 7).

L'outil fondamental pour la démonstration de ce théorème est le
théorème 1 sur la réduction des opérateurs ^-compacts. Voici, en résumé,
comment on procède :

Soit (e<)^o une ^-basc orthonormée de L2^). La famille (e^ï^ ̂ o
est alors une ^9-base orthonormée de L2 (n ®» H).

Si (peL2^®^), (p s'écrit

^L.^o^..^®^

où les (py sont -̂mesurables.
Supposons que <p soit Tx T-in variante et symétrique, c'est-à-dire que

<p^=(p^ n-presque partout

TOMEll2—1984—N°2



THÉORÈMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 151

On considère alors le ^•opérateur U de L2 (n) dont la matrice dans la
S-base (e^ est [<pj. En d'autres termes, si/eL2^), on pose

^L.^o^-^l^)-^
Formellement cet opérateur s'écrit

l//^)=£lq)(x..)./(.)|^](x).

Le fait que (peL2^®^) assure que 17 est un ^-opérateur de Hilbert-
Schmidt. De plus, q> étant symétrique, U est autoadjoint. On peut donc
appliquer à l'opérateur U le théorème 1 .

L2 (n)=Ker U © (®»^o ̂ x«) °ù 1e5 ̂ x,sont ̂ es ̂ -modules propres pour
U, de ^-dimension finie.

Le fait que (p soit Tx T-in variante entraîne que 17 et T commutent En
utilisant les propriétés de la suite de ^-valeurs propres (^), on en déduit
alors que les E^ sont des (S, 7)-modules et donc que, pour tout n,
E^S(^T).

D'autre part, sachant que Ker (^(©n^o^x»)1» on a :

q>€(C^o E^ ®<i(®^o E^.

Finalement on arrive bien à ce ̂ (^9, T)^^f(9^ 7).

2. Mesure produit conditionneUe

Nous reprenons ici une définition due à H. FURSTENBERG.
Soit (X^ s/i, ^), 1=1,2,.. . , fc des espaces probabilisés. Pour tout i,

soit âii une sous-tribu de s/^
DÉFINITION 10. — Une probabilité v sur (X^ x X^ x . . . x X^

jî/i ® sf-i ® . . . ® ja/k) est appelée mesure produit conditionnelle si :
a) la projection de v sur X^ est ̂ (i^ 1,2,. . ., k).
b) pour tout //€L°° QI(), (i= 1,2, . . ., k) on a :

\fi(xi) • ../k(Xk)dv(xi, . . .,JCk)

= f£(/i|^i)^i)--- ^(A|^(^)<Mxi,...,Xk).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



152 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

Une étude des propriétés d'une telle mesure est faite dans [4]. Nous
nous limiterons ici à renoncé du théorème principal. Ce résultat figure
dans [2].

THÉORÈME 3. — Soient (X^, sé^ n,, T(), f= 1, . . ., k, des systèmes dynami'
ques mesurés réguliers. Pour tout i, soit Si une sous-tribu de s/^ stable sous
T, et telle que (X,, 9^ ̂  T;) soit ergodique.

Soit v une mesure produit conditionnelle sur le produit des k espaces. On
suppose que v est 7\ x . . . x T^-invariante.

On a alors :
Les éléments 7\ x . . . x T^-invariants de L2 (v) sont contenus dans

€(9^ 7\)®^(^ ^)®. . .®^0»k, 7,).

En d'autres termes, si (^?),^o est une Si-base orthonormée de S(9^ T(),
tout élément 7\ x . . . x T^-invariant de L^v) est contenu dans le
âfi 0 ̂ 2 ® • • • ® âS^-module engendré par

{^[1®. . .®^k|nl, . . .,^0}.

Remarque. — Ce théorème généralise bien sûr le théorème 2, mais sa
démonstration ne présente pas de grande difficulté quand le théorème 2
est acquis.

IV. Convergence de l/N^T^gS^h

1. Le théorème de convergence

THÉORÈME 4. - Soient (X, s/, n) un espace probabilisé et T, S deux
transformations inversibles mesurables de X qui commutent et préservent n.
Alors, pour tous g, heL2^), la suite (1/N^Jj T"^Snh)^>o converge en
moyenne.

Nous allons commencer par préciser et établir ce résultat dans un cadre
plus restrictif.

PROPOSITION 5. — Soient X un espace compact métrisable, s/ sa tribu
borélienne et n une probabilité régulière sur (X, s/). Soient T et S deux
homéomorphismes de X qui commutent et préservent H. On suppose de plus

TOME 112—1984—?2



THÉORÈMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 153

que Faction du groupe engendré par T et S sur (X, se, ^i) est ergodique.
Désignons par â9 la tribu des événements TS"1-invariants. On a alors,
pour tous g, h € L2 (n),
si ge[S(S, T)]1 ou si he[S(S, S)]1 alors (1/N^ T^S^) converge vers
0 en moyenne (1)
et si geS(S, T) et h€S(S, S\ alors (\/N^TngSnh) converge presque
partout (2).

Démonstration de la proposition 5. — Commençons par établir (1).
Fixons une suite (fn)n>o dans L°°(H) vérifiant ||/N||oo^l P0111' tout ̂

et une suite croissante d'entiers (N^^o.
Si ^ est une fonction continue sur Xx X, posons

^ W = L 00. ̂  E ̂  (T11 ̂  S" x) du (x).

Pour toute fonction ^eV(XxX), on peut extraire de (N^) une sous-
suite (Nk) telle que (^W)k>o solt une suite convergente.

Si D désigne une partie dénombrable dense de V(XxX), on peut par
un procédé diagonal, extraire de (N^) une sous-suite {Ni) telle que
(^WkW)k>o solt une sulte convergente pour tout ^eD. Sachant que
l^wWl ^ l l ^ l l o o » on en déduit, en utilisant le critère de Cauchy que
(^ (x|0) converge pour tout ^ 6 V (X x X).

Posons M^)=lim^«^W. On a |M^)|^|H|oo» pour tout
^eV(XxX), et À. est donc une forme linéaire continue sur V(XxX),
autrement dit une mesure régulière sur (Xx X, s/ ® s/\ Par construction,
\ est Tx T-invariante. D'autre part, si u, vç^(X), on a :

|).(u®p)|=lim^^| [fH,(x)—^u(T'tx).v(Snx)d^(x)
\ J ^k

^lim^^—1; [\u\(Tnx).\v\(Snx)dvi(x)
Nk J

=lim^ ̂  f1 -^ | u | (TS^T x). | v | (x)dyi(x)
J ̂

d'après l'invariance de H sous S.
Cette dernière expression est égale, d'après le théorème ergodique, à :

f£(|u||^)(x).|r|(x)dH(x),

c'est-à-dire à H ®^ H( | u | ® | v \ ).

BULLEHN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



154 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

Ainsi, pour u, veV(X), on a

|MKxtO|$n(8^n(|M|<8)H).

On en déduit successivement que si ̂  est une fonction continue positive
sur Xx X, on a | À,(x|r) | ̂ U ®^(40» puisque, si A est un borélien de XxX,
ona|^(A)|^n®^n(A).

En particulier, on a ^«U®^H.
Soit q> la densité de \ par rapport à H®^ Ces deux mesures étant

Tx5-in variantes, q> est TxS invariante module ^®^n. D'après le
théorème 3, on en déduit que q>€^(^9, T)®^/(^, S).

Pour toutes fonctions continues u, v sur X, on a :

lim^^ f fH,(x)—^u(THx).v(Smx)d^(x)
J x ^k

V(^y).u(x).v(y)d(vi®aVi)(x,y).
Jzxjr

On en déduit aisément, grâce à la densité de V(X) dans L2^), que,
pour tous g, h 6 L2 (n),

lim .̂, f/^M-E^^x).»!^^)^^)
JX ^k

as | V(x,y).g(x).h(y)d(yi®^)(x,y).
Jx^x

Fixons g, h dans L2^) et supposons que ge[f(SI, 7)]1 ou
A€[^(^, S)]\ Sachant que <pe^(^, 7)0«^(^, 5), on en déduit que

lim^^ f/^(x).—E^(Tïlx).A(S l lx)d^(x)=0.
Jjr ^k

Ceci étant vrai pour une suite (N^ extraite d'une suite (N^) arbitraire, on
a en fait :

lm^^!f^(x).l_^g(THx).h(Sllx)dvi(x)^

La suite (fj^) étant arbitraire, on peut la choisir de façon que

fn^ÎT-g.S-h» ^T-g.S^h

TOMEll2—1984—N°2



THÉORÈMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 155

On obtient ainsi la convergence en moyenne vers 0 de
(1/N ̂  T" g S" fc)jy>o et (1) est donc établi.

Montrons à présent (2)
Soient V, un (S, D-module irréductible de ^-dimension finie, et W, un

(9, S)-module irréductible de ^-dimension finie. Soient (ft)i<«r ct

(^)i^<« des ^-bases orthonormées de, respectivement, V et W. Nous
allons commencer par étudier le cas où ̂  et A vérifient :

g(x)=a(x).g^(x) et h(x)^b(x).h^(x) (3)

où û et b sont ^-mesurables.
Soient M et N les fonctions matricielles unitaires ^-mesurables telles

que

et

"?r

A.

\":
A.

=M.

=JV.

~?r:
gr

"AX"

; .

-*.-

Posons

et
M00 (x)=M (r11-1 x). M (T""2 x) . . . M(x)

]^^(x)-N(SII~lx).N(SII''2x) . . . N(x)
on a

] ^ ^ ( x ) ^ N ( T ' l ~ l x ) . N ( T ^ 2 x ) . . . N(x)
car N est ^-mesurable.

Notons S» la sphère unité de C* et w^ la mesure de Lebesgue sur S^
Considérons la transformation R de Xx S y x S y définie par :

R (x, Y. Z)=(Tx, M (x). Y, JV (x).Z).

La mesure n ® w^ ® m, est Jî-invariante.
Posons

^PyOc, y,Z)=û(jc).fe(x).^.z^ pour l^ f^r et l<;^s,

où l'on note y=(^i,. . ., Yr) et Z^=(zi,. . ., z^.
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Le théorème crgodique de Birkhoff assure la convergence n 0 m, 0 m,-
presque partout de la suite (1/N^.J ^v (Rlt ̂  y» z)»-

En développant l'expression 1/N ̂ ^ Vy (Jî" (x, 7, Z)), on peut la met-
tre sous la forme ̂  ̂ ^ ^^ *?;}. y (x). ̂ . z,.

Les <^?;^N sont ^-mesurables et convergent H-presque partout quand
N tend vers l'infini.

En substituant (g^ . . . ,^) à Y et (fci,. . ., fc,) à Z, on constate que

^EnN:ol(^"(afr)•^^•sll^s=^l^^•^•4

Or, d'après (3),

^^T^ab^g^h^^^T-g.S-h.

On en déduit que la suite (1/N^ ̂ llgSllh) converge presque partout.
Si on choisit à présent des fonctions g et h qui sont sommes finies de

fonctions de la forme indiquée dans (3), cette convergence est encore
vérifiée. Or, d'après les propositions 1 et 4, les fonctions g (resp. h) qui
sont de telles sommes forment une partie dense (au sens L2) de S (9^ T)
(resp. de^O»,S)).

On fixe g de cette forme et, pour hef(S, S) on pose :

R (A, x)=lim sup^. ̂  - +00 ^Z^o1 S (T" x). h (S" x)N 4

-^^ol8(THx).h(Sllx) .

Du fait que R(h, x)=0, pour presque tout x, pour une famille dense de
fonctions h dans S (9, S), on déduit, par une suite de majorations simples,
que R(h, x)=0 pour presque tout x, pour tout heV(B, S).

On obtient ainsi la convergence presque sûre de

( l/A^ (T" x). h (S" x)) pour tout h e S (S, S).

En fixant h dans S (9, S), on établit ensuite, par le même argument, la
convergence presque sûre de ( l/N^g (T" x) h (S" x)) pour tout g € S (9, T).
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Nous avons achevé ainsi la démonstration de (2), et donc de la
proposition 5.

Démonstration du théorème 4. — On se place, dans un premier temps,
sous les hypothèses de la proposition 5. Soient g, hçL2 (n). D'après l'inéga-
lité de Schwarz, on a

i / 1 \^2 / 1 \112

^T-^^T-H.) .(^1»12) .

Les suites (l|N^T'l\g\2) et (l/N^S-lfc)2) convergent en moyenne et
sont donc équi-intégrables. On en déduit que (l/N^TUgSHh) est une
suite équi-intégrable et donc qu'elle converge en moyenne dès qu'elle
converge presque partout

D'après (2), pour tout geS(9, T) et tout hef(âi. S), la suite
(\/N^TngSnh) converge donc en moyenne.

Finalement, en utilisant (1) et par bilinéarité, ceci entraîne la convergence
en moyenne de (l/N^^ T'gS^) pour tous g, heL2^).

Pour établir le théorème 4 dans toute sa généralité, nous devons encore
écarter deux hypothèses : l'une sur l'ergodicité du groupe de transforma-
tions et l'autre sur la nature topologique du système considéré.

Dans un premier temps nous ne supposons plus que le groupe F
engendré par T et 5 agit de façon ergodique sur (X, «B ,̂ n).

On peut alors désintégrer la mesure H au-dessus de la tribu des événe-
ments invariants par ce groupe F. On obtient ainsi un facteur (Y, .X, v)
de (X, se, n) et une famille de mesures (Hy)yer sur W *^)te^ ̂ w *•

— pour tout yeY, Uy est invariant sous T et S, et le système
(X, s/, Uy, F) est ergodique.

— si/est une fonction n-intégrable, alors, pour v-presque tout y, /est
Uy-intégrable et on a :

f / (x) dn (x)= f f / (x) d^(x) dv(y).
Jx JyJx

Si g, heL2^), alors g, heL2^) pour presque tout y et donc, d'après
la proposition 5, la suite (1/N^ T^gS'h) converge dans L1 (Hy).
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On a donc» pour presque tout y,

lim^M-^«ff -^g(Tllx).h(S'lx)
J v J x rf

-—^oi8(Tllx).h(Snx) d^(x)dv(y)»0.
M

c'est-à-dire :

^f -^g(Twx).h(Sllx)
Jx ri

-l^l8(Tnx).h(S'lx)\dvi(x)»0.

lim-N. M

— ^ T^M-l

M4

Autrement dit, la suite (1/N^ T ' g S ' h ) converge en moyenne.
Le résultat souhaité est ainsi établi sans l'hypothèse d'ergodidté.
Plaçons-nous à présent sous les hypothèses générales du théorème 4.
Fixons g, h dans L2 (n). Posons

8Hsal{\9\^]'8 ct h^l^h^^.h

et considérons la sous-algèbre de L" (n), stable par conjugaison, engendrée
par:

{7^5^ r^fcJneNet^eZ}.

Cette algèbre peut être représentée comme l'espace des fonctions conti-
nues sur un espace compact métrisable S. Cette algèbre étant stable sous
T et S, ces transformations induisent des opérateurs multiplicatifs et
inversibles de ^(!), et donc des boméomorphismes T et S de S. La.
probabilité n induit une mesure de Radon H sur S, et g, h correspondent
à deux éléments g et K de L2 (p).

Finalement, la convergence dans Z^OO de la suite ( l / N ^ T ' l g S H h ) est
équivalente à la convergence dans L1^) de la suite (l|N^TIIgSIIR) et
nous sommes ainsi ramenés à la situation précédente.

Le théorème 4 se trouve donc^ démontré.
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2. Étude de la limite de (1/N^ T^g T^h)

Considérons un espace compact métrisable X, muni de sa tribu boré-
lienne sS et d'une probabilité régulière n.

Soit T un homéomorphisme de X qui préserve p et dont l'action sur
(X, sS, n) est totalement ergodique, i. e. tel que T et toutes ses puissances
agissent de façon ergodique sur (X, s/, H). Les fonctions propres pour T
dans L2 (n) engendrent une sous-algèbre A de L00 (n), stable par conjugai-
son. La fermeture Sr de A dans L°° (n) est de la forme L2^ ̂  où <f est
une sous-tribu de s/, stable sous T. Le système (X, V, H, 7) est un système
ergodique à spectre discret et est donc isomorphe à une rotation sur un
groupe compact abélien. En considérant le groupe dual de ce groupe et
risomorphisme, on constate que l'on peut trouver une famille orthonormée
maximale (e^o de fonctions propres pour T dans L2^), telle que
{ Ci | i^O} forme un groupe multiplicatif. Dans ces conditions, on a :

THÉORÈME 5. — Pour tous entiers p, q, pour tous g, fceL2^), la suite
(1/N^Jj T^g T^/O^X) converge en moyenne vers :

L. ̂ 0. ef.^.l<^ ̂  >• < ̂  e. ̂ -^

Démonstration du théorème 5. — La convergence de la suite
(1/N^ T^g T^h) est assurée par le théorème 4. La tribu â9 qui intervient
dans la démonstration du théorème 4 est ici celle des T^^-invariants et
est donc triviale, d'après l'hypothèse de totale ergodidté. On a donc
S(âl, 7^)=^, 7^)=^.

D'après la proposition 5 on sait que, dans la limite de
(l/N^T^gT^h), seules les projections de g et h sur ^7. apportent une
contribution. Ces projections sont, respectivement, E(g\V) et E(h\V}.

On a :

lim^ZT^.T^]

=lim î f -1-I; T^ (E (g | <^)). T^ (E (h \ <€)} 1
|_ N J

^lim^r^ET1"1^^!^).^11^^!^)] (4)

La famille (e^o est une base orthonormée de S^
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Notons p, la valeur propre pour T attachée à e<. Soient i, je N. On a :

l™^£^e,.r<"^limr^S(Pf-PP"]^-^

f 0 si pf.p^l.
"U.^ si pf.pj=l.

Si ̂  et A sont des combinaisons linéaires finies des e,(i^0), on en déduit,
en développant l'expression :

^-^^^TV9t^T^h»^^^^(g,e^.(^e,>.e,.e,

On vérifie finalement que, par densité, cette formule se prolonge à tous
les g, h éléments de Sj et, tenant compte de (4), le théorème 5 se trouve
démontré.

V. Convergence de l/N^T^g. T^h. Vk

1. Le théorème de convergence

Considérons un espace probabilisé (X, ja/, n) muni d'une transformation
mesurable inversible T, préservant VL On suppose que le système
(X, cî/, H, T) est totalement ergodique, c'est-à-dire que T et toutes ses
puissances agissent de façon ergodique sur (X, «o/, p). On a alors le résultat
suivant :

THÉORÈME 6. — Pour tous entiers p, q, r et pour tous g, h, k eL00 Qi), la
suite (1/N^.J T^g. T^h. r"'k)jy>o converge en moyenne.

Remarques. — Nous nous contenterons d'étudier le cas où /?=!, 9 =2
et r= 3. Le cas général se traite de façon similaire.
- Si g, fc. fceI^Oi), la suite (l/N^r^T^fcT^k^x) est bornée.

La convergence en moyenne entraîne donc la convergence dans tous les
Z^(p€[l, +oo[).

— Psar les mêmes arguments que dans la démonstration du théorème 4,
on se ramène à la situation topologique suivante : X est un espace compact
métrisable; *c/ est sa tribu borélienne; y. est une probabilité régulière et T
est un homéomorphisme. Nous nous plaçons dorénavant dans ce cadre.
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Pour l'étude de cette convergence, nous devons introduire un nouveau
type de spectre généralisé. Cest celui défini par L. M. ABRAMOV dans [1].

Désignons par 3 la plus petite sous-tribu de s/ rendant mesurables les
éléments propres pour T. On sait que L2^ SS)^S^ où f^ désigne le
sous-espace fermé de L2 00 engendré par les éléments propres. On notera
comme précédemment {^| i>0} une base orthonormée de S^ formée
d'éléments propres pour T et formant un groupe multiplicatif.

NOTATION. — Sj désignera le sous-espace fermé de L2 (n) engendré par
les éléments f de L2 (n) vérifiant Tf^efoùe est une fonction propre pour
T, de module constant 1.

On vérifie sans peine que fy est un (3, 7)-module et que la projection
orthogonale d'un élément de L00 (n) sur f^ est encore dans L°° (n). Une
étude plus précise de ces fonctions propres généralisées est faite dans [4].

Les deux points fondamentaux de la démonstration du théorème sont :

(5) pour^keL00^),

g^T)1

ou
he(W ^ ^£ T^g^h^k -^ ̂  OdansL^n)
ou
ke(W

(6) pour toutg6L°°(H)n^ tout keL^OOn^ tout keL^OOn^T3»

—E r11^ T^hT^k converge n-presque partout.

Nous devons commencer par introduire une mesure produit conditionnelle
v sur Xx Xx S et étudier les éléments TxT2xT3 invariants modulo v.

2. Une mesure produit conditionneik

PROPOSITION 7. - /I existe une probabilité régulière v sur XxXxX
vérifiant :

(i) pour tout ^ continue sur Xx Xx X,

vW=lim^ . „ ̂ :j j^Oc, T" x, T2" x) ̂  (x).
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(iï) pour tous f, g, h 6 L2 (n), /® g 0 h est v'intégrable et

vC/®^®^^^/^).^^)^^1).

(iii) pour tous f € Z/0 (n) et g, h e L2 (n),

v(f®g®h)»îm^^^^!f(x).g(Tmx).h(T2Hx)d^(x).

(iv) v est une mesure produit conditionnelle sur le cube du système
(X, *o/, n) muni de Ja sous-tribu 9.

(v) v est T x J ^ x J^-invariante.

Démonstration de proposition 7. — (i) Désignons par

V(X)^V(X)®V(X)

le sous-espace de V(X3) engendré par les fonctions de la forme u 0 v 0 w
où u, r et we^CX). Ce sous-espace est bien sûr dense dans ^(JC3). Si

^Z^i^^^^w^w^w'
on pose

vW- FF»! "̂  - +00 -S.'o1 f"' (x)-l?' (T11 x)- ̂  (T2ÏI Jc) ̂  M

=lim^. ̂ oo^E^o1 J^ Tllx' T2^)^^).

Cette limite existe bien d'après le théorème 4. On obtient ainsi une
forme linéaire positive sur V(X)®V(X)®V(X) qui est continue, car
|vW|<||x|f||^ pour tout ^€^(X)^V(X)(S^(X). Par densité, cette
forme linéaire se prolonge donc en une forme linéaire positive continue
sur ^(X3). On obtient ainsi une probabilité de Radon sur X3, notée
encore v.

On vérifie aisément que l'on a, pour tout ^fç^(X3),

vO|0=lim^^-E fvOc, T-x, T2Hx)dvi(x).

Le résultat (i) est ainsi établi. -
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La démonstration du (ii) est détaillée sans [4]. En voici le schéma : on
commence par montrer que l'expression

L^^x^x^"1)
a bien un sens pour tous /, g, h € L2 (n).

On établit que :

IL^o <f^i><8^î x^r1) 1 < ll/llî. Mî. 1 1 * 1 1 2 .
On remarque ensuite que le théorème 5 et le point (i) impliquent que,

siu, v, we^CX),

v(u ® t?<g) w)= ]̂  < "» ̂  >• < 0» e!2 >• < w» e^l >•

Grâce enfin à un lemme de théorie de la mesure on arrive au résultat (ii).
Le résultat (iii) est une conséquence immédiate de (ii) et du théorème 5.
D'après (i), les trois projections de v coïncident avec n. D'autre part,

(C()^o est une base de ^^ et donc» d^P^ (")> scules interviennent dans
la valeur de v(/ ® g ® h), les projections de /, g et h sur f^

En d'autres termes :

v(/®^®h)=v(£(/|^)®£fe|^)®£(^|W

La mesure v est donc bien une mesure produit conditionnelle et le fait
qu'elle soit Tx T2 x T^-invariante se lit sur (i).

Ceci conclut la démonstration de la proposition 7.
Nous sommes à présent amenés à étudier les éléments rxT^xT®-

invariants de L2 (n).
La principale difficulté de cette étude réside dans la résolution d'une

équation fonctionnelle qui sera présentée dans [5]. Nous nous limiterons
ici à l'énoncé du résultat :

PROPOSITION 8. — Soit G un groupe abélien compact à base dénombrable.
Soit a un élément de G tel que F application ^-»g+a soit une rotation

ergodique de G.
Soit H une application mesurable de G dans les matrices unitaires de

dimension d. On suppose que cette fonction matricielle est irréductible pour
la rotation par a (cf. II-l). _
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On suppose que : à tout P dans G sont associées une fonction matricielle
F? te) et une constante de module 1, À^ telles que :

— Fp fe) est une matrice carrée de dimension d, fonction mesurable de g.
— pour tout peG, Fp^O.
— À^ est une fonction mesurable de P.
— ;wur tout P€G, on a

^.Hfe+P).Fpfe)=Fpfc+a).Hfe)

pour presque tout g € G. On a alors :
H est nécessairement une fonction scalaire (c1est-à-dire d= 1) cohomologue

au produit d'une constante et d'un caractère de G.
Autrement dit, il existe une fonction m, mesurable et de module 1, sur G,

un caractère y de G et une constante 6 de module 1 tels que :

H(g)ss6.j(g).m(g-^a).m(g) pour presque tout g e G.

A l'aide de cette proposition 8, nous voulons établir le résultat suivant

PROPOSITION 9. - Tout élément Tx t1 x 7e-invariant de L2 (v) appartient
à S'T 0, STÏ 0« /r3-

Démonstration de la proposition 9. — Remarquons tout d'abord que
ST 0« ^T2 €)« Sr3 désigne une sous-espace de L2 (v) qui est bien défini
car v est une mesure produit conditionnelle et les Sji sont des
(ai, T)-modulcs (pour plus de détails, voir [4]).

La probabilité v étant une mesure produit conditionnelle Tx T2 x T3-
invariante, le théorème 3 nous affirme que tout élément TxT^xT6-
invariant de L^v) appartient à f(SI, T)®^(^, ï^)®^(^, 7°). (On
peut voir qu'en fait f(Si, T)^f(S. T^/O», 7e)). Un élément / de
L2 (n) sera dit ^-bomé si E ( \ f |21 S) 6 L00 (n). On peut voir sans difficulté
que, si /, g et h sont des éléments ^-bornés de L2^), alors /®^<8 h
définit bien un élément de L2 (v).

Nous allons à présent énoncer et démontrer deux lemmes.

LEMME 1. - Soit q> un élément TxT^x 7e-invariant de L^v), et soient
/, g, h des éléments 9-bomés de L2 (n).

Supposons que, dans L2 (v), <p et / ®g ® h ne sont pas orthogonales. On
a alors : pour toute suite croissante d'entiers (n^^o» tt existe M, o, w
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fonctions continues sur X telles que,

lim sup^ +« sup^oK^/-^ ^>1 >0'
lim sup^ +,0 sup^o I < ï^-^ ̂  > 1 >°'

et

lim supk ^ +„ sup^o | < Tûllk fc-w» ̂  > I >°-

Preuve du lemme 1. - Soit (n^x) une suite croissante d'entiers.
Supposons que : pour tous u, r et weV(X),

(7) lim, ̂  ̂  fu (x) v (y) w (z) f(T^ x)

xg^^ y) h (7^"» z) dv (x, ̂ , z)«0

L'espace V(X)^V(X) ̂ V(X) est dense dans L2 (v); en effet cet espace
est dense dans V (X3) pour la nonne uniforme, V (X3) est dense dans L2 (v)
pour la norme de L2 (v) et la nonne de L2 (v) est dominée par la norme
uniforme.

D'autre part, pour tout x^eL2^), on a la majoration

1 ^(x,y,z)f(T^x)g(T^y)g(T3^z)dv

<IM|L2j|/®^®fc||l2(v)

car v est Tx 7^ x T -̂invariante.
Ces deux remarques permettent d'étendre (7) à tous les éléments de

L2^), c'est-à-dire : pour tout ̂ eL2^

lim^^ ^(x,y,z)f(T^x)g(T2^y)h(T3^z)dv^O.

En appliquant ceci à <p et en utilisant l'invariance de <p et de v par
Tx 7^ x T3, on en déduit :

Sv{x.y,z)f(x)g(y)h(z)dv^
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ce qui est contraire à l'hypothèse. On a donc : il existe «, v et wçV(x)
tels que,

\u(x)v(y)w(z)f(T^x)g(T2^y)h(T3^z)dv

ne tend pas vers 0 quand k tend vers + oo.
On se fixe un tel triple! (u, v, w). On a alors :

limsup^^ ^u(x)v(y)w(^)f(T^x)g(Jû^y)h(Tï^z)dv >0

c'est-à-dire, d'après la proposition 7 (ii),

l™ supk -. ., „ | ̂ ^^ < T'Y. u, e, >

x< T .̂r. e? >.< T^.w, e<-1 > | >0.
Or:

IZ^o < T<lt/-^ ^ < > - < ^l>k^-^ ̂  >•< T^fc.w, er1 > |

^II^^^I^II^A.wlli.sup^oK^/.u,^»

^ll^llr hiloo. ll&lli. ||w||«.sup^o|<^/.u.e<>|.

On a donc :

lim sup^ +„ sup^o | < r^/.u, e, > | >0

et de la même façon,

lim sup» ̂  +^ sup^o | < ̂  S - ̂  e1 > | >0
et

lim sup^ +„ sup^o | < ^"k *.w, e( > | >0

le lemme 1 est ainsi démontré.

LEMME 2. ~ Soit V un (ai, TV-module irréductible dans L2^) et soit
(/i> • • • » / i » ) w^ Si-base orthonormée de K

Supposons que, pour toute suite croissante Sentiers (n^o» il existe
ue^(X) telle que

"m sup^ +„ sup^o | < T"»/i.u, C( > | >0.
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Alors V est de Si-dimension 1 et est engendré par une fonction propre
généralisé /o vérifiant r/o=y /o où y est une fonction propre pour T, de
module 1. Autrement dit, on a V <= S'-r.

Preuve du lemme 2. — La transformation T est représentée, dans la
aï-base (/i , . . . , /p), par une matrice unitaire ^-mesurable M. Autrement
dit, on a :

7i /i
T .M.

/, î,

On notera

M^OO^Mcr^jO.Mtr11--2^)... M(x)
et

M<">(x)=(m;̂ ^

Dans la aï-base considérée, la matrice M^ représente la transformation
T".

Fixons-nous une suite croissante d'entiers (n^^o-
Par hypothèse, il existe ue^(X)te\ que

lim su?» -. +„ sup^o | < T^/i • "> ^ > | >0-

On peut donc trouver un e>0, une suite (n^) extraite de (n^) et une
suite (i\) d'entiers tels que, pour tout k,

|<rv,.M,^>|>e>o.

Considérons la suite ((^.M^^o» ^ etant unitaire et les e, étant
normées, les coefficients des matrices de cette suite sont bornés par 1 dans
L2wf _

On peut donc en extraire une sous-suite (^A^^^k^o ^ converge
faiblement (au sens de la convergence faible de chaque coefficient dans
L2 (n)) vers une matrice F.

^=(ûu)i<i.^r ûî L2^) et ||ûy||2^1.

On a :

e> |< T<f,.u, e^\ = lEf., < <./,.«, 04 > |
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qui converge, quand k tend vers l'infini, vers |Sf«i </r M, a\i > |. On en
déduit que F^O.

Nous avons ainsi montré que Af est une matrice ^-irréductible telle
que : quelle que soit la suite croissante d'entiers (n^o (m P®"1 en extraire
une sous-suite W\>Q et on peut trouver une suite d'entiers (l'Dj^o ̂
(e<.. Af^) admette une limite faible non nulle F.

Le système (X, S, H, 7) est un système dynamique ergodique à spectre
discret; il est donc isomorphe à une rotation ergodique ^-» g-h a sur un
groupe compact abélien G. L'espace L2 Qi) étant séparable, G est à base
dénombrable. L'isomorphisme peut être choisi de façon que le groupe
[e^i^O] soit envoyé sur le dual de G. Cet isomorphisme permet de
transporter la situation précédente sur le nouveau système : M est envoyé
sur une matrice H irréductible, e, est envoyé sur un caractère Y( de G.

Soit peG. On peut trouver une suite croissante d'entiers (n^^o ^lo
que n^a ̂ k -. +œ P dans G.

On extrait de (n^) une sous-suite (n^^o ct on choisit une suite d'entiers
(Q^o de faiçon qm (e^. A^^)^ converge faiblement vers une matrice
Fp non nulle. Fp est une matrice à coefficients dans L2 Qi). Par l'isomor-
phisme, on a :

La suite (Y^.^^t^o converge faiblement vers une matrice JPp non
nulle, à coefficients dans L^ (G).

D'autre part, on a pour tout ne M,

H00 (Tx). H (x)»H (T11 x). H00 (x).

On en déduit que, pour tout Je,

(8) [^.^^te+^.fl^^^C^.flte+n^^.^.H^fe)

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite
(74 (°0)k^o converge vers une constante de module 1, notée Xp.

Les différentes suites apparaissant dans l'égalité (8) sont convergentes :
— la suite (74 H^ converge faiblement dans L2 (n),
— la suite (y^(a)) converge dans les scalaires,
— la suite (JFf(^-hn;a)) converge vers H(g+P) au sens de la norme

dansL2^).
Les coefficients de ces différentes matrices étant bornés par 1, on

constate aisément que l'on peut passer à la limite dans l'égalité (8) et on
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obtient :

J?p ÙT+oO.ff fe)=^.H fe+P).^ te).

Précisons que ceci a été obtenu pour tout P et pour presque tout
.̂ Cest l'équation fonctionnelle étudiée dans la proposition 8. La seule

hypothèse figurant dans cette proposition et non vérifiée ici est le fait que
^p dépende mesurablement de P. Nous ne détaillerons pas ici la cons-
truction qui permet de s'en assurer, reposant sur le principe selon lequel
les différentes suites successivement extraites doivent « dépendre » mesura-
blement de P. On suppose donc la mesurabilité de .̂p acquise.

On a alors, d'après la proposition 8, ^=1 et H est cohomologue au
produit d'une constante et d'un caractère de G.

Ceci entraîne, d'après l'isomorphismc des systèmes (G,^-^+a) et
(X, «a/, p, 7) : ̂ = 1 et M est cohomologue à une fonction T-propre.

Le ^-module V est donc de ^-dimension 1 et on a

M(x)»j(x)m(Tx)m(x)

( y est une fonction propre pour Têt | y | = 1
[ m est ^9-mesurable et [ m | = 1.

On a

/, (Tx)»M (x) f, (x)»y (x) m (Tx) m (x) f, (x).

Posons /oss w ,/i.
Le ^-module V est engendré par /o ®t on a Tf^y /o- L® lemme 2 est

ainsi démontré.
Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition 9.
Soit <p un élément Tx T2 x T^-invariant de L^v). Comme nous l'avons

remarqué au début de ce paragraphe, on a :

<p6/0», T)®^0», T^)®^^», 7 )̂.

Le ̂  (g) ̂  ® ̂ -module S (ai, T)®^S(âi, T^)®^^», 7^) est somme
directe orthogonale de sous-espaces de la forme V^ ®^ V^ ®^ ^3 où F^,
Fa et ^3 sont respectivement des (9, T)-, ( ,̂ 7^)-, (ai, T^-modulcs irré-
ductibles de ^-dimension finie.

Supposons que <p^(Fi ® V^ (g) F3)1.
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Soit (fj)i^j^ feji^m<< et Wi^t des ^-bases orthonormales de,
respectivement, V^ V^ et ^3.

{^•^®^.^®^3.*i|i\,i2>4^0, l</^r, l<m<s, 1^/^t}

engendre V^ 0, ̂  ®^ ̂ 3 comme sous-espace de L2 (v).
Donc il existe ï'i, »2» ^3» J» m et ^te^ Que

<pet^.^®e^.^®^.h,

ne sont pas orthogonales.
D'après le lemme 1, ceci entraîne que, pour toute suite croissante d'en-

tiers (n»)^o> il existe u, v, weV(X) tels que

lim supk -. +00 sup^o | < T^ (e^./}). u, ^ > | >0,
lim sup»-. +co sup^ol < ̂ "k^.^.i?, e.> | >0,

et
lim sup»^ +,0 sup^o I < ^<lk O^-'1')-^ e' > 1 >0-

Or

< T"» (e,, /^.u. e, > =p?î < T~ ̂ .u. ̂ .^>

d'où

lim sup» -. +« sup^o | < T"* ̂ . u, ^ > | >0.

Et de la même façon,

lim su?» ̂  +00 sup^o I < T^m- ̂  ̂ > 1 >°
et

lim supk-. +00 sup^o | < î^^.w, e(> | >0.

D'après le lemme 2, que l'on peut appliquer à T mais également à 7^
et à 7e, car elles sont ergodiques, on en déduit que V^ c: S^ V2 c ̂ r2

et ^3 c ̂ y3.
On a donc î^i ®^ ̂ 28)^3 c: /T®^^2®^^3- Finalement on a

montré que, dès que <p n'était pas orthogonale à Vy ®^» V^ ®^ ^3, on
avait ^i ®^, ̂ 2 ®^ ^3 c ̂ r ®^^r2 8^/r3-
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On en déduit que la projection de <p sur l'orthogonal de
ST^^S^I 0^^7.3 est nulle, c'est-à-dire que (p 6^7.04 ̂ 7.2 (g), ̂ 7.3. Ceci
achève la démonstration de la proposition 9.

Pour établir le théorème 6, nous allons commencer par démontrer (5)
et (6).

3. Démonstration de (5)

Cette démonstration se fait suivant les mêmes idées que celles dévelop-
pées pour établir (1).

Nous voulons démontrer que, pour tous g, h, fceL00^), si ge^r)1 ou

si hç(STi)1 ou si ke(/7.3)1, alors la suite (l|N^THgTtHhT^llk)^
converge vers 0 en moyenne.

Pour ce faire, fixons-nous une suite (fn)n>o dans L"^), vérifiant
[[ fyf\\ <1, et une suite croissante d'entiers (N^^ç. 0° considère la suite
de mesures de Radon définies par, pour ^çV(X3),

^ W- ^£^o1 JA, M x ̂  (T" x, 7^ x, 7^ x) dvi (x).

Quitte à extraire une sous-suite (Ni) de (N^), on peut supposer que
linik „ +00 ̂ W G^ste pour tout ^eV(X3). Notons M^IO cette limite. En
remarquant que, si u, y, we^CX),

\^(u^v®w)\^—^ !\u\(THx)\v\(JÛHx).\w\(Tïnx)dvi(x)
Ni, J

et que, d'après la proposition 7,

lim^^^sfiuKT^). \v\(^ÛHx)

x [ w | (T1311 x) d\3i (x)=v ( | « | ® [ i ? | ® | w | ) ,

on constate que la mesure de Radon ^ est absolument continue par rapport
à la probabilité v.

Soit (p la densité de \ par rapport à v. Ces deux mesures étant
Tx T2 x T^invariantes, q> est Tx T2 x T^-invariante module v. D'après la
proposition 9, on sait donc que <p 6 <^r 0^^7.2 ®^^3.
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On vérifie, par densité de V(X) dans L2^) que, pour tous g, h,
keL00^), on a:

l"nk-^-£f^W^(^"x)fc(^l•x)t(Te"x)dH(x)
2Vfc J

= (v(x,y,z)g(x)h(y)k(z)dv(x,y,z).

Finalement si gc^f'r)1 ou ̂ (/j^)1 ou fc€(^j.3)-S cette dernière expres-
sion est nulle (on utilise encore ici le fait que v est une mesure produit
conditionnelle).

Les suites (fn) et (N^ ayant été choisies arbitrairement, le fait que

lim,̂  (f^(x)-^l8(T?x)h(J^x).k(^x)d^(x)»0
J ^k

entraîne que

^N^^(\^^8(THx)h(Tt9x)k(^x) dn(x)=0.

Et (5) se trouve ainsi établi

4. Démonstration de (6)

Nous voulons montrer que si geL^OOn^r, si fceI^OOrWyi et si
k eL" (p) H <?r3, alors la suite des moyennes

l^T^r^fcT^k

converge n-presque partout
ST est le sous-espace fermé de L2^) engendré par les fonctions g

vérifiant Tgssyg avec y propre pour Têt de module 1.
Supposons que

Tg^y^g avec Tyi=ûiYi et a^eC

J^h^y^.h avec T^Yi^^-^ ct ^^
T^k^y^.k avec 7^73=03.73 et a^eC.
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On a alors :

T'g^'-^.-fi.g

T^'h^'-^.'^.h

^"k»a"3<-^2 .T"3.k.
Et donc :

^S T" g 1^ h 79- k = ̂  (ai a, aa)^-1'/2 (y^ Y, ̂  ̂ .

Notons

et
a^c2"6' où b(6[0, 1[

yiO^e2""^ où o,(x)6[0,l[

lI;?(T"x)h(rl"x)k(rl"x)
JV

s= J.y^2l^i((fcl+t2+»3)"«*•-l)/2)•»•<<»l(«)+<l2(x)•ho3(x))l»)o A fc

la moyenne ̂ g (T" x) A (T2" x) k (7^ x)

est donc de la forme

^e^^^^g.h.k.

Si u ou y (x) est irrationnel la suite un2 -h v (x) n est équirépartie modulo 1
etI/N^^^^.^O.

Si u et r(x) sont rationnels la suite un2+v(x)n est périodique modulo 1
ct l/N^^e2^^2^^^ converge.

On voit ainsi quel/N^ T^g^h^k converge n-presque partout.
Par trilinéarité, on voit qtfil en est de même pour toutes fonctions g, h

et k qui sont combinaisons linéaires finies de fonctions de la forme
précédente (8).

LEMME 3. - Soient £1, E^ et £3 des sous-espaces de L°°(H) tels que
pwr tout geE^ tout heE^ et tout keE^ l/N^'r'gT^hr^k converge
^presque partout.
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Notons E^ la fermeture de £< dans L2 (n) (i= 1, 2, 3). On a alors : pour
tout g6L00 (n) n E^ tout h€L°° oo n ̂ 2et twt ^€LCO 00 n ^3»

— ̂  r" g 7̂ " A 7^111 converge ^-presque partout.
N

Preuve du lemme 3. — Soient h et k fixées, respectivement, dans E^ et
£3. PourgeL2^), posons

R (g, x)=lim sup^ . ̂  -̂o1 ^ (r11 x) * (rlïl ;c) k (rî";c)

- ̂  E '̂o1 S (r" x) A (^ x) k (7^ x)

On vérifie que si g, g'eL2^), alors R(g+g\ x)^R(g, x)^R(g\ x) et,
en utilisant le théorème ergodique, que

Jlte.x)<2.||fc||..||k||,. 11^1),.

Par hypothèse, on a R(g^ x)==0 pour tout geE^.
Les deux inégalités précédentes permettent d'afirmer que ceci s'étend à

tout^e£i.
Autrement dit, la suite (1/N^ T^g T^fc ï^fe) converge presque partout

pour tout^eE^.
En fixant g dans J?i 0 L00 (n) et k dans £3, on établit de la même façon

la convergence de cette suite pour tout heE^.
Enfin, en fixant g dans E^ OL"^) et A dans £3 nL00^), on établit

de la même façon la convergence pour tout keE^
Le lemme 3 est ainsi vérifié.
(8) et le lemme 3 permettent finalement de conclure : pour tout

^e^rOL00^), tout he^nL00^) et tout fee^j.aHL00^), la suite
( 1 IN ̂  T" g f1" h T^" k) converge H-presque partout
Ceci achève la démonstration de (6).

Fin de la démonstration du théorème 6. — Si g, fc, k €L00 (n), on a

^T-g^h^k |̂HU|A|UHL.

D'après cette majoration uniforme de la suite, si l/N^THg^iillhT3'lk
converge n-presque partout, alors la convergence a également lieu dans
^00.
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Si l/N^TIIgTiuhTQHk converge dans L^n), alors la convergence a
également lieu dans tout L^OA) pour l^p< 4- oo.

On a donc, d'après (5), pour tous g, h, fceL00^), si geS^ ou si
fc 6 ̂  ou si k € ̂  alors 1/N^ T" T2" A T3" k converge vers 0 dans U (n).

On a également, d'après (6), pour tout geL9^)^^ ^ui
AeL^aon^ et tout keL^OOn/r^ l/N^THgT211hTSHk converge
dans L^n).

On sait que les projections sur S fi et S^ d'un élément de L°° (n) sont
encore dans L°° (n).

Par trilinéarité, on obtient donc bien finalement. Pour tous g, fc,
k eL°° (n), 1/N^ T^ ̂ h^k converge dans I/(n) (1 <p< + oo).

Le théorème est ainsi démontré.
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