BULLETIN DELA S. M. F.

JEAN-PIERRE CONZE

EMMANUEL LESIGNE
Théoremes ergodiques pour des mesures diagonales

Bulletinde la S. M. F., tome 112 (1984), p. 143-175
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1984__112__ 143 0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1984, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1984__112__143_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
112, 1984, p. 143-175.

THEOREMES ERGODIQUES
POUR DES MESURES DIAGONALES

PAR

JEAN-PIERRE CONZE et EMMANUEL LESIGNE (*)

RESUME. — On établit la converienoe moyenne des expressions

SEIT0EE )« HoL £ (T ) g (T* X)h(T™x)

N
sur un espace probabilisé muni de transformations T et S qui commutent et préservent la
mesure.

ABSTRACT. — We prove the convergence in the mean of the expressions

1 ~- 1 w-
¥ reo S (T"X)g(S"x)  and -ﬁﬂ.,'f(T"x)x(T"x)h(T"x)

where T and S are two commuting measure-preserving transformations on a probability
space.

Introduction

Considérons un espace probabilisé (X, &, p) et, sur cet espace, des

transformations mesurables T;, T,, ..., T,, commutant deux & deux et
conservant la mesure p. Soient f, f5, . . ., f; des fonctions mesurables sur
X.

(*) Texte regu le 8 mars 1983.
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144 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

Nous nous proposons d’établir, dans certains cas particuliers, la conver-
gence de moyennes de la forme :

(1) % 1L (TR £ (T3) . . . fi (T3

Dans le cas d’une transformation, la convergence en moyenne et presque
sire de ces expressions résulte du théoréme ergodique de Birkhoff. Dans
le cas général, 'usage des moyennes données par (1), portant sur des
mesures de type diagonal, est apparu dans la démonstration due a H.
FURSTENBERG du théoréme de Szemeredi. Cest en effet en prouvant que,
si f est une fonction bornée positive et non nulle, alors la limite inférieure
de .

j f(x)hl, M1 L (TR £(T3) . . . £(Tix)du(x)
X

est strictement positive, que H. FURSTENBERG ([12]), puis H. FURSTENBERG
et Y. KaTzneLsoN ([3]) ont donné une version ergodique du théoréme de
Szemeredi dans le cas de Z et dans le cas général d’un réseau. La méthode
développée par H. FURSTENBERG repose sur la notion de systéme dynami-
que a spectre discret généralisé. En utilisant I’étude de structure développée
par H. FURSTENBERG dans son article initial et par R. J. ZIMMER dans [6]
et [7], nous allons établir la convergence en moyenne de (1) dans les deux
cas suivants :

celui de deux transformations :
1 «N-
2 ﬁz’f_; g (T"x)h(5"x)
et celui de trois puissances d’une méme transformation :

3 % N 8 (TP x) h (T*™ x) k (T™ x).

Nous commengons par une présentation des outils et résultats utilisés :
#-modules, spectre discret généralisé et mesures produit conditionnelles.
Cette présentation est réduite au minimum et les résultats me sont
qu'énoncés. Une description plus compléte des notions définies et les
justifications détaillées des propositions se trouvent dans [4].
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THEOREMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 145

Nous démontrons ensuite successivement les deux principaux théorémes
(th. 4 et 6). Ce sont ces théorémes de convergence qui constituent des
résultats nouveaux. Leurs démonstrations sont présentées avec tous leurs
détails dans [4]. Il est 4 noter que la démonstration de la convergence de (3)
utilise la résolution d’une équation fonctionnelle, travail qui sera présenté
dans [5).

Nous n’obtenons donc finalement qu’une réponse partielle a la question
de la convergence de (1), mais, & partir de 13, nous pensons qu’il devrait
étre possible d’avancer dans la résolution du cas général.

NotaTions. — Quand toute ambiguité sera écartée, I'expression de
moyenne 1/N ..N - ol ... sera plus simplement notée 1/NY ...
Etant donnés un espace X muni d’une transformation T et une fonction

fsur X, on note T fla fonction qui & xe X associe f (T x).

Si (X, o, p) désigne un espace mesuré, on utilise les notations classiques
des espaces L” (i) munies des normes || ||, (»€[1, + )). Si E désigne une
partie de L2 (u), E* désignera son orthogonal.

Quand X est un espace topologique, on note € (X) I'espace des fonctions
continues sur X.

Etant donnés un espace de pr'obabilité (X, o, p), une sous-tribu & de
& et une fonction intégrable fsur X, on note E (f |Q) I’espérance condition-
nelle de f par rapport a &.

L %-modules

Dans cette premiére partie, nous définissons les #-modules et les opéra-
teurs correspondants et nous citons les propriétés que nous utiliserons par
la suite.

Considérons un espace probabilisé (X, o, p) tel que L? (p) soit sépara-
ble. Soit # une sous-tribu de &. On notera || . || et { ., . ) la norme et le
produit scalaire dans L? ().

DEFINITION 1. — Un ®-module est un sous-espace fermé V de L*(p)
vérifiant la condition suivante : si f € V et si ® est une fonction 8-mesurable
et bornée, alors @ feV. -
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146 1.-P. CONZE ET E. LESIGNE
i. Bases

ProPoSITION 1. — Dans tout #-module V, il existe une famille (e,, n>0)
vérifiant :

(i) n#m=E(e,.e,|#)=0,

(ii) il existe une fonction x — n(x) définie presque partout sur X et a
valeurs dans N'U { + o0 } telle que :

E(|e,|*|B) (x)=1 si n<n(x)
et
E(|e,|*|B) (x)=0 si n=n(x).
(ili) pour tout f eV,

limy - 4o || f~ Touo E €n-S|B) . €]l =0
et
limy + +o E(|f~ Zeo EEa- S| B). e | 9)=0 p.p.
De plus la fonction n(x) est indépendante de la famille (e,),; o considérée.

" DEFINITION 2. — Une famille (e,) vérifiant les conditions (i), (ii) et
(iii) de la proposition 1 est appelée une B-base de V. Le #-module V
est dit de B-dimension finie si n(x) est fini presque partout. S’il existe
NeN U { + o}, tel que n(x)=N pour presque tout x, la famille (e,)o<n<n
est appelée une ®B-base orthonormée de V.

2. #-opérateurs

DEFINITION 3. — Soient V un #-module et U une application de V dans
V. On dit que U est un B-opérateur de V si U est linéaire et si, pour tout
S €V et tout o, B-mesurable et borné, on a

UeSf)=¢.U(N)

DEFINITION 4. — Un ®-opérateur U de V est dit B-borné s’il existe une
Jonction a positive, #-mesurable et presque partout finie telle que, pour tout
fev,

E(JUf*|a<a.E(| f|*| D).
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THEOREMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 147

DEFINITION 5. — Un @-opérateur U de V est dit #-compact s’il est
B-borné et vérifie : pour toute suite (f),5o dans V vérifiant d une part

sup, E(| £,|?|®)<+o p.p.
et d autre part, pour tout ge 'V,
]iml" +¢>E(f.'g_|g)=o P-P.

ona
lim, . . E(|US,[2|#)=0 p.p.

Remarquons que I’on reconnait ici la définition classique des opérateurs
compacts qui transforment les suites faiblement convergentes en suites
fortement convergentes.

ProPOSITION 2. — Si U est un ®-opérateur B-borné de V et si (€,)n30
est une B-base de V, la fonction [Y_E (|Ue,|* | )" est indépendante
de la base choisie.

Cette fonction est notée Ng(U).

Un ®-opérateur U est appelé un 8-opérateur de Hilbert-Schmidt si Ng(U)
est presque partout fini. On montre que tout #-opérateur de Hilbert-Schmidt
est #-compact.

3. Réduction des opérateurs #-compacts

DEFINITION 6. — Soit U un #-opérateur B-borné de V.

— Un élément f de V est appelé une ®-fonction propre pour U s’il existe
@ #B-mesurable telle que U f=o f.

— Une fonction 8-mesurable @ est appelée une B-valeur propre pour U
s’il existe fe V, non nulle, telle que U f=o f.

— Si @ est une R-valeur propre pour U, on pose

E,={feV|Uf=ofe{o=0}c {E(|f]?|#)=0}}
E, est un #-module, qui est appelé B-module propre pour U attaché d @.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



148 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

IL Spectre discret généralisé

On reprend les hypothéses de la partic I et on suppose a présent
que I'espace X est muni d’une transformation T inversible, mesurable et
préservant la mesure p. On suppose également que la sous-tnbu R est
stable sous T.

1. (#, T)-modules

DEFINITION 7. — Un #-module est appelé (@, T)-module s'il est stable
sous T.

On supposera dorénavant que le systéme (X, @, u, T) est ergodique.
Sous cette condition tout (#, T)-module admet une #-base orthonormée,
car la fonction n(x) apparaissant dans la proposition 1 est #-mesurable
et invariante sous 7T, donc constante presque partout. Soit V un
(®, T)-module de #-dimension finie et (e), <,<, une #-base orthonormée
de V; il existe une fonction matricielle M (x) telle que :

— pour tout xe X, M (x) est une matrice (n, n) unitaire.

— M est une fonction #-mesurable.

T ,
:ez =M. e:z p-p-
Te, e,

DerINTION 8. — Un (@, T)-module est d:t irréductible s’il ne contient
pas de sous-(@, T)»-module non trivial. :

THEOREME 1. — Soit U un @®-opérateur de V. Si U est B-compact et
auto-adjoint, il existe une suite (\,), de ®-valeurs propres pour U, telle que :

V=KerU® (®,E,).

Les A, sont a valeurs réelles et la suite (|\,|) tend en décroissant vers 0,
presque partout.

Les #-modules propres E, sont de #-dimension finie et sont deux d deux
orthogonaux.
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THEOREMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 149

PROPOSITION 3. — Soit V un (®, T)-module de B-dimension finie et
(e)1<icn uUne RB-base orthonormée de V. Soit M la fonction matricielle
R-mesurable unitaire représentant T dans cette base.

On a équivalence entre :
(i) V est un (B, T)-module irréductible.
(ii) Si A et N sont des fonctions matricielles 8-mesurables vérifiant

A(Tx)M(x)=N(x) A(x) p.p.,

alors A=0 ou A (x) est une matrice (n, n) inversible pour presque tout x.
(iii) Si A est une fonction matricielle 8-mesurable vérifiant

A(Tx) M(x)=M(x)A(x) p.p.

alors A est une matrice scalaire constante.
Une fonction M vérifiant ces conditions sera dite R-irréductible.

2. Spectre discret généralisé

DEFINITION 9. — On dit qu’un élément f de L? (n) est une (®, T)-fonction
propre généralisée s’il existe un entier positif n et des fonctions #-mesurables
Po> P1s> - - -» Py tels que :

T f=Y®T/f

Le sous-espace fermé de L?(n) engendré par les (®, T)-fonctions propres
généralisées est noté &(B, T).

PROPOSITION 4. — & (@, T) est le sous-espace fermé de L?(u) engendré
par la réunion des (8, T)-modules de #-dimension finie. Cest lui-méme un
(@, T)-module et il s’écrit comme somme directe orthogonale d’une famille
dénombrable de (B, T)-modules irréductibles de #-dimension finie.

Remarque. — La structure des systtmes (X, &, p, T) vérifiant
& (R, T)=L2 () est étudiée dans [6]. Ce sont les systémes qui sont isomor-
phes 4 une extension de (X, @, i, T) par un groupe compact.
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150 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

ITL. Mesure produit conditionnelle

1. Produit fibré

Considérons a présent un espace compact métrisable X, sa tribu bore-
lienne &f et p une probabilité réguliére sur (X, o). Soit # une sous-tribu
de &f. On peut définir sur (X x X, o @ o) une mesure p @q | par:

pour tous 4, A’e o,
H@gu(AxA)= IP(A | @) (x). P (4" | B) (x) dps (%)

L’espace (X x X, of ® o, 1 ® o 1) est appelé le produit fibré de (X, &, p)
par lui-méme au-dessus de &.

Restreinte 3 (X x X, # ® #) 1a mesure u @ g p est la mesure diagonale.
Modulo cette mesure, on peut donc considérer # comme une sous-tribu
de o ® .

Si V et W sont des #-modules dans L? (), les fonctions de la forme
v@wavec veV, E(|v]|*|®) borné, we W et E(|w|?|®) borné engendrent
un sous-espace fermé de L? (u @ o 1) qui est un #-module et qui sera noté
Va4 W.

Soit & présent un homéomorphisme T de X, préservant la mesure p et
laissant stable la tribu 4. La mesure p @ g est alors T x T-invariante, et
on a le résultat suivant :

THEOREME 2. — Les éléments T x T-invariants de L* (1 ® g 1) sont conte-
nusdans £ (B, T) Rg& (R, T).

L’outil fondamental pour la démonstration de ce théoréme est le
théoréme 1 sur la réduction des opérateurs #-compacts. Voici, en résumé,
comment on procéde :

Soit (e));5, une 4-base orthonormée de L? (). La famille (e, ® ¢ ;>0
est alors une 4-base orthonormée de L2 (4 @ 4 p).

Si peL? (k@ gqW), @ s'écrit

?=3, 509, ;-a®¢

ou les @;; sont #-mesurables.
Supposons que ¢ soit T x T-invariante et symétrique, c’est-a-dire que
@y =@; u-presque partout.
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THEOREMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 151

On considére alors le #-opérateur U de L?(u) dont la matrice dans la
@-base (e)) est [¢,]. En d’autres termes, si f € L? (), on pose

Uf=Y, ;50 9y-E(fe;|B).e.
Formellement cet opérateur s’écrit
Uf(x)=Elo(x,.).f(.)|#](x).

Le fait que € L? (u ® o) assure que U est un #-opérateur de Hilbert-
Schmidt. De plus, ¢ étant symeétrique, U est autoadjoint. On peut donc
appliquer a I'opérateur U le théoréme 1 .

L*(w)=Ker U @ (®,50 E;) ot les E,_ sont des #-modules propres pour
U, de #-dimension finie.

Le fait que @ soit T x T-invariante entraine que U et T commutent. En
utilisant les propriétés de la suite de 4#-valeurs propres (1,), on en déduit
alors que les E, sont des (4, T)-modules et donc que, pour tout n,
E,ce&@T.

D’autre part, sachant que Ker U=(®,530E, )", ona:

PE(Duz0 E) ®a(Dazo E)-
Finalement on arrive bien & pe& (B, T) R4 (B, T).

2. Mesure produit conditionnelle

Nous reprenons ici une définition due @ H. FURSTENBERG.

Soit (X, o, n), i=1,2, ...,k des espaces probabilisés. Pour tout i
soit 4, une sous-tribu de «,.

DEFINTION 10, —  Une probabilité v sur (X;xX,x...xX,,
A, A, ®...R ) est appelée mesure produit conditionnelle si :

a) la projection de v sur X, est W, (i=1,2, .. .,k).

b) pour tout fie L (u), (i=1,2,...,k)ona:

J'fn X)) .. i(x)dv(xy, ... x)
=js(f,|a,)(x,>... ECfi| B ) dv (5 - o ).
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152 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

Une étude des propriétés d’une telle mesure est faite dans [4]. Nous
nous limiterons ici & 'énoncé du théoréme principal. Ce résultat figure
dans [2].

THEOREME 3. — Soient (X,, &, w, T), i=1, . . ., k, des systémes dynami-
ques mesurés réguliers. Pour tout i, soit B, une sous-tribu de &, stable sous
T; et telle que (X,, B, w;, T) soit ergodique.

Soit v une mesure produit conditionnelle sur le produit des k espaces. On

suppose que v est Ty x . . . x T,-invariante.
On a alors :
Les éléments T, x . . . x T-invariants de L* (v) sont contenus dans

(2, T)®E (2, T)Q...Q8 (B, T

En dautres termes, si (€]),», est une ®B-base orthonormée de & (®,, T,),
tout élément T, x ... x T,-invariant de L>(v) est contenu dans le
2, %2,®...R R,-module engendré par

{1 ®...@ek|ny,...,n20}.

Remarque. — Ce théoréme généralise bien sir le théoréme 2, mais sa
démonstration ne présente pas de grande difficulté quand le théoréme 2
est acquis.

IV. Convergence de 1/NY T"gS"h

1. Le théoréme de convergence

THEOREME 4. — Soient (X, o/, n) un espace probabilisé et T, S deux
transformations inversibles mesurables de X qui commutent et préservent .
Alors, pour tous g, he L*> (n), la suite (1/N Z..N:ol T"gS"h)y- o converge en
moyenne.

Nous allons commencer par préciser et établir ce résultat dans un cadre
plus restrictif.

PrOPOSITION 5. — Soient X un espace compact métrisable, &/ sa tribu
borélienne et p une probabilité réguliére sur (X, o). Soient T et S deux
homéomorphismes de X qui commutent et préservent p. On suppose de plus
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que Taction du groupe engendré par T et S sur (X, o, p) est ergodique.
Désignons par & la tribu des événements TS~ '-invariants. On a alors,
pour tous g, he L? (),
si ge[€ (B, D]* ou si he[€ (B, S)]* alors (1/N Y. T"gS"h) converge vers
0 en moyenne (1)
et si ge&(B, T) et he& (A, S), alors (1/N z T"gS"h) converge presque
partout (2).
- Démonstration de la proposition 5. — Commengons par établir (1).
Fixons une suite (fy)y»o dans L (u) vérifiant || fy||», <1 pour tout N,
et une suite croissante d’entiers (Ny); s o-
Si y est une fonction continue sur X x X, posons

A (¥)= f I . %z\m" x, 8" x) dit ().

Pour toute fonction Yye¥ (X x X), on peut extraire de (N,) une sous-
suite (N;) telle que (Ay; (¥))i> o Soit une suite convergente.

Si D désigne une partie dénombrable dense de € (X x X), on peut par
un procédé diagonal, extraire de (N,) une sous-suite (N;) telle que
(An; (W))k>o soit une suite convergente pour tout YyeD. Sachant que
|An(¥)| < ||¥|lo» on en déduit, en utilisant le crittre de Cauchy que
(An; (V) converge pour tout Y€€ (X x X).

Posons A(V)=lim, ., Ay (¥). On a |A(¥)|<|V¥|. pour tout
Ye¥€(XxX), et A est donc une forme linéaire continue sur € (X x X), -

autrement dit une mesure réguliére sur (X x X, of ® «f). Par construction,
A est T'x T-invariante. D’autre part, si u, ve€¢(X), on a :

A (u®v)| =lim, ., 4 If,,;(x). %Zu(T'x).v(S'x)dp.(x)
k

<lim, . “,%ZJ|u|(T"x).|v|(S"x)dp(x)
k

=lim, . ., J—I:;Zlul(m")'x)-lvI(X)du(x)

d’aprés I'invariance de p sous S.
Cette derniére expression est égale, d’aprés le théoréme ergodique, a :

[equime . piome
Cest-a-dire d p @ (|u|® |v]).
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154 J.-P. CONZE ET E. LESIGNE

Ainsi, pour ¥, ve¥(X), on a
|[AMuxv)| < p@qn(|u|®]|v]).

On en déduit successivement que si { est une fonction continue positive
sur Xx X, on a |A(¥) |<p ® 41 (¥), puisque, si A est un borélien de X x X,
on a|A(4)| <L @gn(4).

En particulier, on a A<p @41

Soit @ la densité de A par rapport 3 p ® . Ces deux mesures étant
T x S-invariantes, ¢ est TxS invariante modulo p®gp. D’aprés le
théoréme 3, on en déduit que pe& (R, T) R4 € (X, S).

Pour toutes fonctions continues u, v sur X, on a :

lim, - +,,J J 0. = T (T* ). (5% %) ds (9
P ¢ k

=J' (% 2).4().0 ) d (2 Dak) (x, ).
XxX

On en déduit aisément, grice a la densité de € (X) dans L?(y), que,
pour tous g, he L? (p),

ﬁmx-.mJ— Iui (%). -;,—,Zg(T"X)-h(S'X)du(x)
D ¢ k

=j ?(%).2().h(0) d(1 ®ap) (% y).
XxX

Fixons g, h dans L?*(u) et supposons que ge[€(®, T)]* ou
he[& (R, S)}*. Sachant que pe&(#, T) R4 & (B, S), on en déduit que

um.m,j Sy ). %zg(r'x).h(s- x) dp (x)=0.
X k

Ceci étant vrai pour une suite (N;) extraite d’une suite (N,) arbitraire, on
a en fait :

. 1
limy ., .o jfu (x). Ezg (T* x). h (S" x) dp (x)=0.
La suite ( fy) étant arbitraire, on peut la choisir de fagon que

1 1
=Y T"g.S"h= |- T"g.5"
v NZ g NZTgSh
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THEOREMES ERGODIQUES POUR DES MESURES DIAGONALES 155

On obtient ainsi la convergence en moyenne vers 0 de
(1/N Y, T" g S" h)y»o et (1) est donc établi.

Montrons 3 présent (2)

Soient V, un (@, T)-module irréductible de #-dimension finie, et W, un
(@#, S)y-module irréductible de #-dimension finie. Soient (g);<i<, €t
(h)), <j<s des @-bases orthonormées de, respectivement, V et W. Nous
allons commencer par étudier le cas ou g et h vérifient :

g(x)=a(x).g(x) et h(x)=b(x).hx) )

ou a et b sont #-mesurables.

Soient M et N les fonctions matricielles unitaires #-mesurables telles
que

&1 &1
T|:| =M.
&, &,
et
h, h,
S|:|=N.|":
h, h,
Posons
M® (x)=M(T" 'x).M(T" *x) ... M(x)
et
N® (x)=N($""'x).N(S""?x)... N(x)
ona

N®(x)=N(T"'x).N(T" 2x) ... N(x)
car N est 8-mesurable.

Notons S, la sphére unité de C* et m, la mesure de Lebesgue sur S,.
Considérons la transformation R de X x S, x S,, définie par :

R(x, Y, Z)=(Tx, M (x).Y, N (x). 2).

La mesure p ® m, ® m, est R-invariante.
Posons
¥,;(x,Y,Z)=a(x).b(x).y;.z; pour 1<i<r et 1<j<s,

oulonnote Y=(y,,...,y)et Z=(2y,...,2)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



156 J-P. CONZE ET E. LESIGNE

Le théoréme ergodique de Birkhoff assure la convergence p ® m, ® m,-
presque partout de la suite (1/N Y020 ¥, (R" (x, Y, Z))).

En développant I'expression 1/N Y™~ ol ¥, (R* (x, Y, Z)), on peut la met-
tre sous la forme 3, €k€r, 1€1€1 OF 5 v (X)-Ye- 20

Les @f} y sont #-mesurables et convergent p-presque partout quand
N tend vers I'infini.

En substituant (g,, . - .,8,) & Yet(h,,...,h)a Z, on constate que
% YN s (T"(ab).T"g,.S"hy=Y, , ¥k} y.g. b

Or, d’aprés (3),
1 N T"(ab).T" g, 5" h;= 1 N e T"g.5"h.
N N

On en déduit que la suite (1/N), T" g S"h) converge presque partout.

Si on choisit & présent des fonctions g et h qui sont sommes finies de
fonctions de la forme indiquée dans (3), cette convergence est encore
vérifiée. Or, d’aprés les propositions 1 et 4, les fonctions g (resp. h) qui
sont de telles sommes forment une partic dense (au sens L) de £ (®, T)
(resp. de & (&, S)).

On fixe g de cette forme et, pour he & (A, S) on pose:
. 1 -
R, x)=Hm supy, ur - +o | Laso £ (T"%).h (5" x)
1 -
_Hzr_olg(T"x).h(S'x) .

Du fait que R (h, x)=0, pour presque tout x, pour une famille dense de
fonctions h dans £ (@, S), on déduit, par une suite de majorations simples,
que R (h, x)=0 pour presque tout x, pour tout he € (B, S).

On obtient ainsi la convergence presque sire de

(1/NY.g(T"x).h(S"x)) pour tout he & (A, S).

En fixant h dans & (®, S), on établit ensuite, par le méme argument, la
convergence presque siire de (1/NY_ g (T" x) h(S" x)) pour tout ge & (®, T).
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Nous avons achevé ainsi la démonstration de (2), et donc de la
proposition 5.

Démonstration du théoréme 4. — On se place, dans un premier temps,
sous les hypothéses de la proposition 5. Soient g, he L? (). D’aprés I'inéga-.
lité de Schwarz, on a

1/2

1
—YT"gS"h
INZ 8

<(3Emier)” (FEsInr)

Les suites (1/NY. T"|g|?) et (1/NY,S"| h|*) convergent en moyenne et
sont donc équi-intégrables. On en déduit que (1/NY. T"gS"h) est une
suite équi-intégrable et donc qu’elle converge en moyenne dés qu’elle
converge presque partout.

D’aprés (2), pour tout ge&(®, T) et tout he& (A, S), la suite
(1/NY, T" g S" h) converge donc en moyenne.

Finalement, en utilisant (1) et par bilinéarité, ceci entraine la convergence
en moyenne de (1/NY"_ T"g " h) pour tous g, he L* ().

Pour établir le théoréme 4 dans toute sa généralité, nous devons encore
écarter deux hypothéses : I'une sur I'ergodicité du groupe de transforma-
tions et I'autre sur la nature topologique du systéme considéré.

Dans un premier temps nous ne supposons plus que le groupe I'
engendré par T et S agit de fagon ergodique sur (X, &, p).

On peut alors désintégrer la mesure p au-dessus de la tribu des événe-
ments invariants par ce groupe I'. On obtient ainsi un facteur (Y, £, v)
de (X, o, p) et une famille de mesures (), .y sur (X, &) tels que :

— pour tout yeY, p, est invariant sous T et S, et le systéme
(X, o, p, I) est ergodique.

— si fest une fonction p-intégrable, alors, pour v-presque tout y, f est
K,-intégrable et on a :

J' S (x)dp (x)= _[ J S (x) dp, (x) av ().
X YJX

Si g, he L2 (p), alors g, he L (i) pour presque tout y et donc, d’aprés
la proposition 5, la suite (1/NY, T*g S" h) converge dans L' ().
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On a donc, pour presque tout y,

lim,.,,,,..ﬂ,J‘I 1 "_"o'g(T"x).h(S"x)
YJX N
R
- H2;:‘_(,‘g(T"x).h(s"x) dp, (x) dv (y)=0.
c’est-a-dire :
limn..~+mf Lyt g (2. h(s" %)
N

- ;1{_2:.-_0, g(T*x).h (8" x) | dp (x)=0.

Autrement dit, la suite (1/N}, T" g S" h) converge en moyenne.

Le résultat souhaité est ainsi établi sans I’hypothése d’ergodicité.
Plagons-nous 3 présent sous les hypothéses générales du théoréme 4.
Fixons g, h dans L? (). Posons

&=l <n-&8 et hy=1{x 1 <n-h

et considérons la sous-algébre de L™ (u), stable par conjugaison, engendrée
par :

{T?S*g,, T?S*h,|neNetp,qeZ}.

Cette algébre peut étre représentée comme I'espace des fonctions conti-
nues sur un espace compact métrisable X. Cette algebre étant stable sous
T et S, ces transformations induisent des opérateurs multiplicatifs et
inversibles de € (X), et donc des homéomorphismes T et § de X. La
probabilité p induit une mesure de Radon p sur X, et g, h correspondent
a deux éléments g et i de L2 ().

Finalement, la convergence dans L' () de la suite (1/NY. T"gS"h) est
équivalente a la convergence dans L! () de la suite (1/NY. T"gS*h) et
nous sommes ainsi ramenés a la situation précédente.

Le théoréme 4 se trouve donc-démontré.
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2. Etude de la limite de (I/NZ TPgT™h)

Considérons un espace compact métrisable X, muni de sa tribu boré-
lienne & et d’une probabilité réguliére p.

Soit T un homéomorphisme de X qui préserve p et dont l'action sur
(X, o, p) est totalement ergodique, i. e. tel que T et toutes ses puissances
agissent de fagon ergodique sur (X, &, p). Les fonctions propres pour T
dans L?(u) engendrent une sous-algébre A4 de L™ (), stable par conjugai-
son. La fermeture &, de 4 dans L™ (u) est de la forme L?(u, ¥) ou € est
une sous-tribu de &, stable sous T. Le systéme (X, €, u, T) est un systéme
ergodique a spectre discret et est donc isomorphe a une rotation sur un
groupe compact abélien. En considérant le groupe dual de ce groupe et
I'isomorphisme, on constate que I’on peut trouver une famille orthonormée
maximale (e),», de fonctions propres pour T dans L2(u), telle que
{e;|i=0} forme un groupe multiplicatif. Dans ces conditions, on a :

THEOREME 5. — Pour tous entiers p, q, pour tous g, he L? (n), la suite

(1/N Z:': 01 TP g T"h)y-, converge en moyenne vers :

Z." j;o.,f_.’:l <g’ ei>'<hrej>'ei'ej'

Démonstration du théoréeme 5. — La convergence de la suite
(1/NY. TP g T*" h) est assurée par le théoréme 4. La tribu # qui intervient
dans la démonstration du théoréme 4 est ici celle des TP~ %-invariants et
est donc triviale, d’aprés I’hypothése de totale ergodicité. On a donc
E(B, TH=8(R, T)=6;.

D’aprés la proposition 5 on sait que, dans la limite de
(1/NY, T™g T* h), seules les projections de g et h sur &, apportent une
contribution. Ces projections sont, respectivement, E (g|€) et E (h|€).

Ona:

limLx[INZ T""g.T""h]
=lim,_:|:%z T""(E(gl‘f)).T"(E(h]‘f))]
=lim,.,.[lﬁ2 T™ (E(g|¥).T" (E (hlff))] @)

La famille (e;);5 o est une base orthonormée de &1.

©
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Notons p; la valeur propre pour T attachée a e, Soient i, jeN. On a :
1 . 1
hmiz T"e‘. T”ej=hm NZ(D{.p”. e‘.e_,

={ 0 si pf.pJ#l
e.e; si pf.pj=1

Si g et h sont des combinaisons linéaires finies des e, (i>0), on en déduit,
en développant I'expression :

. 1 -
llmn-»a»ﬁ N.ol T™g.T" h= Zi, J*0, .fa.,-c<&€¢>-<hae;)-eu¢1

On vérifie finalement que, par densité, cette formule se prolonge & tous
les g, h éléments de &, et, tenant compte de (4), le théoréme S se trouve
démontré.

V. Convergence de 1/NY T™g.T™h. T"k

1. Le théoréme de convergence

Considérons un espace probabilisé (X, &, p) muni d’une transformation
mesurable inversible T, préservant p. On suppose que le systéme
(X, o, p, T) est totalement ergodique, c’est-a-dire que T et toutes ses
puissances agissent de fagon ergodique sur (X, &, p). On a alors le résultat
suivant :

THEOREME 6. — Pour tous entiers p, q, r et pour tous g, h, ke L™ (p), la
suite (1/N ":ol TP™g.T™h. T™k)y, o converge en moyenne.

Remarques. — Nous nous contenterons d’étudier le cas ou p=1, g=2
et r=3. Le cas général se traite de fagon similaire.

— Si g, h keL®(p), la suite (1/NY. T"g T**h T3 k)y>, est bornée.
La convergence en moyenne entraine donc la convergence dans tous les
LP(pe[l, +oof).

— Par les mémes arguments que dans la démonstration du théoréme 4,
on se raméne a la situation topologique suivante : X est un espace compact
métrisable; & est sa tribu borélienne; p est une probabilité réguliére et T
est un homéomorphisme. Nous nous plagons dorénavant dans ce cadre.
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Pour I'étude de cette convergence, nous devons introduire un nouveau
type de spectre généralisé. Cest celui défini par L. M. ABraMov dans [1].

Désignons par & la plus petite sous-tribu de o rendant mesurables les
éléments propres pour T. On sait que L2(y, #)=&y, ol &, désigne le
sous-espace fermé de L? (1) engendré par les éléments propres. On notera
comme précédemment {e;|i>0} une base orthonormée de &, formée:
d’éléments propres pour T et formant un groupe multiplicatif.

NOTATION. — &7 désignera le sous-espace fermé de L* () engendré par
les éléments f de L (u) vérifiant T f=ef ou e est une fonction propre pour
T, de module constant 1.

On vérifie sans peine que &7 est un (@, T)-module et que la projection
orthogonale d’un élément de L (1) sur &7 est encore dans L® (u). Une
étude plus précise de ces fonctions propres généralisées est faite dans [4].

Les deux points fondamentaux de la démonstration du théoréme sont :

(5) pourg, h, ke L™ (),
ge(ep)*
ou 1
he(&r2)' )} = ;Z T"gT*hT*k -y . ,,0dans L' (n)
ou
ke(&p3)*

(6) pour tout ge L™ (u) N\ &7, tout he L™ (W) N €72, tout ke L™ (p) N &73,
% Y T"g T*h T* k converge p-presque partout.

Nous devons commencer par introduire une mesure produit conditionnelle
vsur Xx X xS et étudier les éléments Tx T2 x T2 invariants modulo v.

2. Une mesure produit conditionnelle

ProposITioN 7. — Il existe une probabilité réguliére v sur XxXx X

vérifiant :
(i) pour tout V¥ continue sur X x X x X,

v(y)=limy +Q% ":(: f\ll(x, T* x, T?" x) dp (x).
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(ii) pour tous f, g, he L?> (n), f® g ® h est v-intégrable et
v(f®e®h=Y,,<fie).{ged.(het).

(iii) pour tous f e L= (u) et g, he L* (),
V(f®g®h)=lim~-.+.,hl, ":.,‘_[f(x).g(r'x).h(T"x)du(x).

(iv) v est une mesure produit conditionnelle sur le cube du systéme
(X, o, p) muni de la sous-tribu &.

(v) v est Tx T? x T3-invariante.
Démonstration de proposition 7. — (i) Désignons par
CEXR€CX)R€¢(X)

le sous-espace de € (X3) engendré par les fonctions de la forme u@ v @ w
ol u, v et we¥ (X). Ce sous-espace est bien sir dense dans € (X°). Si

V=YY" Q@ weé(X)®€(X)®¥(X),

on pose

v(y)= Y, limy m% iy j u, (x). 0, (T" x). w; (T?" x) dp (x)

=limy ., m% s f\l!(x, T" x, T?" x) dy (x).

Cette limite existe bien d’aprés le théoréme 4. On obtient ainsi une
forme linéaire positive sur €(X) ® € (X) ® €(X) qui est continue, car
[viy) | < ||¥]|lo pour tout Ye¥(X)® € (X)® € (X). Par densité, cette
forme linéaire se prolonge donc en une forme linéaire positive continue
sur €(X%). On obtient ainsi une probabilitt de Radon sur X°, notée
encore v.

On vérifie aisément que ’on a, pour tout Y% (X3),
v(¥)=lim, _ +Q%zij, T* x, T x) dy ().

Le résultat (i) est ainsi établi. —
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La démonstration du (ii) est détaillée sans [4]. En voici le schéma : on
commence par montrer que I'expression

Zg;o(ﬁei><g’eiz><hsei-l>

a bien un sens pour tous f g, he L2 ().
On établit que :

|Ziso< fe><getdCher Y| < Sz llgllz- 1Al

On remarque ensuite que le théoréme 5 et le point (i) impliquent que,
si u, v, we¥(X),

vu®o®w=Y,  ued.{ve ). {we ')

Gréce enfin 4 un lemme de théorie de la mesure on arrive au résultat (ii).

Le résultat (iii) est une conséquence immeédiate de (ii) et du théoréme 5.

D’aprés (i), les trois projections de v coincident avec p. D’autre part,
(e);»0 est une base de £ et donc, d’aprés (ii), seules interviennent dans
la valeur de v(f ® g ® h), les projections de f, g et h sur &.

En d’autres termes :

V(f®g®hN=V(E(f|MNSEE|MHREh|F).

La mesure v est donc bien une mesure produit conditionnelle et le fait
qu’elle soit T x T2 x T3-invariante se lit sur (i).

Ceci conclut la démonstration de la proposition 7.

Nous sommes a présent amenés a étudier les éléments T x T2 x T°-
invariants de L2 ().

La principale difficulté de cette étude réside dans la résolution d’une
équation fonctionnelle qui sera présentée dans [5]. Nous nous limiterons
ici 4 ’énoncé du résultat :

ProPOSITION 8. — Soit G un groupe abélien compact a base dénombrable.

Soit o un élément de G tel que T'application g — g+ o soit une rotation
ergodique de G.

Soit H une application mesurable de G dans les matrices unitaires de

. dimension d. On suppose que cette fonction matricielle est irréductible pour
la rotation par a (cf. 1I-1).
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On suppose que : a tout B dans G sont associées une fonction matricielle
Fy (g) et une constante de module 1, Ay telles que :

— Fy(g) est une matrice carrée de dimension d, fonction mesurable de g.
— pour tout BeG, Fp#0.

— Ay est une fonction mesurable de .

— pour tout BeG, on a

Ay.H (g+P).Fy (8)=Fp (g+a). H (8)

pour presque tout g€ G. On a alors :

H est nécessairement une fonction scalaire (¢’ est-d-dire d=1) cohomologue
au produit d’une constante et d’'un caractére de G.

Autrement dit, il existe une fonction m, mesurable et de module 1, sur G,
un caractére y de G et une constante & de module 1 tels que :

H(g)=8.7(g).m (g+a).m(g) pour presque tout geG.
A T'aide de cette proposition 8, nous voulons établir le résultat suivant.

PROPOSITION 9. — Tout élément T x T? x T®-invariant de L? (v) appartient
08y Rply2 Ry &

Démonstration de la proposition 9. — Remarquons tout d’abord que

T ®g €72 ® 4 &3 désigne une sous-espace de L2 (v) qui est bien défini
car v est une mesure produit conditionnelle et les &7 sont des
(@, T)-modules (pour plus de détails, voir [4]).

La probabilité v étant une mesure produit conditionnelle T x T® x T®-
invariante, le théoréme 3 nous affirme que tout élément T x T2 x T°-
invariant de L?(v) appartient 4 £(®, T) ®4& (®, T®) @4 & (B, T%). (On
peut voir qu'en fait &£(®, T)=& (B, T?>)=& (R, T°)). Un élément f de
L?(p) sera dit #-borné si E(| f |*| #)e L™ (). On peut voir sans difficulté
que, si f, g et h sont des éléments #-bornés de L?(p), alors f @ g® h
définit bien un élément de L2 (v).

Nous allons & présent énoncer et démontrer deux lemmes.

LeMME 1. — Soit @ un élément T x T x T®-invariant de L? (v), et soient
1. 8 h des éléments B-bornés de L? ().

Supposons que, dans L?(v), @ et f ® g ® h ne sont pas orthogonales. On
a alors : pour toute suite croissante dentiers (n),»o, il existe u, v, w
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Jfonctions continues sur X telles que,

lim sup, ., 4+ S“Pmol( T™ f.u, e;)l >0,
Hm Sup, - 4+« SUP;z0 | { T2 8.0, €, )| >0,
et

lim sup, ., 4 SUP;30 | { T*™ h.w, ¢, )| >0.

Preuve du lemme 1. — Soit (n,),»o une suite croissante d’entiers.
Supposons que : pour tous u, v et we¥€ (X),

M lim, . 4 Iu(x)v(y)W(Z)f(T"x)

xg (T** y) h (T** 2) dv (x, y, z)=0
L’espace € (X) ® € (X) ® € (X) est dense dans L2 (v); en effet cet espace
est dense dans € (X°) pour la norme uniforme, € (X°) est dense dans L2 (v)

pour la norme de L?(v) et la norme de L?(v) est dominée par la norme
uniforme.

D’autre part, pour tout Y€ L?(v), on a la majoration

l f V(x,y2) f (T x) g (T*™ y) g (T?™ z) dv
S| Vll2wmll f @@ b2,

car v est T x T2 x T®-invariante.

Ces deux remarques permettent d’étendre (7) a tous les éléments de
L? (v), c’est-a-dire : pour tout Yy e L?(v),

lim, . 4o J“ll (x,y,2) f (T™ x) g (T*™ y) h (T*™ z) dv=0.

En appliquant ceci & @ et en utilisant I'invariance de ¢ et de v par
Tx T? x T%, on en déduit :

I‘P (x,9,2) f(x) g (y) h(2) dv=0,
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ce qui est contraire & I’hypothése. On a donc : il existe u, v et we¥€(x)
tels que,

J-u x) () w @) f(T™x) g(T?™ y) h(T>* 2) dv

ne tend pas vers 0 quand k tend vers + co.
On se fixe un tel triplet (1, v, w). On a alors :

lim Sllpt; + o

fu X)v(P)wE) f(THx)g(T*™ y) h (T>™ z) dv| >0

C’est-a-dire, d’aprés la proposition 7 (ii),
ﬁm sup; - + o |Z(;o < T-'f.!l, ei)
x(T*™g.v,e}>.{ T h.w, ¢! )| >0.
Or:
| Yp0 CT™fu,>.(T?™g.v, €2 >.{ T h.w, e')|
<||Tmg.o|,. || T h.w|,.supze | T™f.u, ¢,) |
<llgla- lollo- N 8llz- I wllo-supizo | < T™fow &> |-
On a donc :
lim sup, . 4 SUP;z0 | T™ f.u, & )| >0

et de la méme fagon,

lim sup, _, 4, SUP;3o l (T™g.v, e‘)l >0
et
lim sup, . 4o SUP130 | T*™ h.w, ¢, )| >0

le lemme 1 est ainsi démontré.

LeMME 2. — Soit V un (@, T)-module irréductible dans L? () et soit
(f1> - - -, f,) une B-base orthonormée de V.

Supposons que, pour toute suite croissante d entiers (my),»o, il existe
ue¥€(X) telle que

lim sup, _, 4+, SUPi>0 |<T™f,.u, ) | >0.
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Alors V est de #-dimension 1 et est engendré par une fonction propre
généralisé f, vérifiant T fo=1 f, ou y est une fonction propre pour T, de
module 1. Autrement dit, ona V c &7.

Preuve du lemme 2. — La transformation T est représentée, dans la

@-base (f,, . . ., f,), par une matrice unitaire #-mesurable M. Autrement
dit, on a :

N N
T|:| =M.|:
S 18
On notera ;
M® (x)=M (T" 'x).M(T" " %x)... M (x)
et

M®™ (x)= (m:")l €1, j&pr

Dans la #-base considérée, la matrice M™ représente la transformation
Y
Fixons-nous une suite croissante d’entiers (n,),; o-
Par hypothése, il existe ue € (X) tel que
lim Sup, . 4o SUPsz0 | < T™ fy.u, € )| >0.

On peut donc trouver un €>0, une suite (n;) extraite de (n,) et une
suite (i,) d’entiers tels que, pour tout k,

| < T"f,.u e, >| >e>0.

Considérons la suite (¢, . M™),,,, M étant unitaire et les ¢; étant
normeéses, les coefficients des matrices de cette suite sont bornés par 1 dans
L? ().

On peut donc en extraire une sous-suite (e M@, qui converge

faiblement (au sens de la convergence faible de chaque coefficient dans
L?(p)) vers une matrice F.

F=(ap, <1, jsp ayel?(w) et " au":S L

e |(THfiu e =Y, <m¥.fi.ue )|
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qui converge, quand k tend vers P'infini, vers |Y7_, {f;.% 6,,>|. On en
déduit que F#0.
Nous avons ainsi montré que M est une matrice #-irréductible telle

que : quelle que soit la suite croissante d’entiers (n,),» o On peut en extraire
une sous-suite (n;'),>o €t on peut trouver une suite d’entiers (ip),so tels
(e;,- M) admette une limite faible non nulle F.

Le systéme (X, 4@, p, T) est un systéme dynamique ergodique a spectre
discret; il est donc isomorphe i une rotation ergodique g — g+ sur un
groupe compact abélien G. L’espace L?(p) étant séparable, G est a base
dénombrable. L’isomorphisme peut étre choisi de fagon que le groupe
{e]]i=0} soit envoyé sur le dual de G. Cet isomorphisme permet de
transporter la situation précédente sur le nouveau systéme : M est envoyé
sur une matrice H irréductible. e, est envoyé sur un caractére vy, de G.

Soit BeG. On peut trouver une suite croissante d’entiers (n,),5, telle
que n,a =, _, ., P dans G.

On extrait de (n,) une sous-suite (n}),5, €t on choisit une suite d’entiers
(i3> o de fagon que (EE.M““),,O converge faiblement vers une matrice
Fy non nulle. Fy est une matrice 4 coefficients dans L? (u). Par I'isomor-
phisme, on a :

La suite (y;,. H®),,, converge faiblement vers une matrice F, non
nulle, & coefficients dans L, (G).

D’autre part, on a pour tout neN,

H® (T x).H (x)=H (T" x). H® (x).
On en déduit que, pour tout k,
(8 lvi- H*) @ +0). H (8)=7; (@). H (g+n", ®).[v; . H"P] ()

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite
(7, (@))x» o converge vers une constante de module 1, notée A,.

Les différentes suites apparaissant dans I'égalité (8) sont convergentes :
— la suite (y,, H*) converge faiblement dans L? (),

— la suite (y_,'. (o)) converge dans les scalaires,

— la suite (H (g+n; a)) converge vers H(g+p) au sens de la norme
dans L2 (p).

Les coefficients de ces différentes matrices étant bornés par 1, on
constate aisément que I'on peut-passer a la limite dans I'égalité (8) et on
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obtient :
Fy(g+a).H (g)=Ay.H g+P). Fy (2).

Précisons que ceci a été obtenu pour tout f et pour presque tout
g. Clest I'équation fonctionnelle étudiée dans la proposition 8. La seule
hypothése figurant dans cette proposition et non vérifiée ici est le fait que
Ay dépende mesurablement de . Nous ne détaillerons pas ici la cons-
truction qui permet de s’en assurer, reposant sur le principe selon lequel
les différentes suites successivement extraites doivent « dépendre » mesura-
blement de B. On suppose donc la mesurabilité de A, acquise.

On a alors, d’aprés la proposition 8, p=1 et H est cohomologue au
produit d’'une constante et d’un caractére de G.

Ceci entraine, d’aprés I'isomorphisme des systémes (G, g »>g+a) et
(X, o, b, T): p=1 et M est cohomologue a une fonction T-propre.

Le #-module V¥ est donc de #-dimension 1 et on a

M (x)=7 () m (Tx) m()

oul? est une fonction propre pour Tet |y| =1
m est @#-mesurable et |m| =1.

H(Tx)=M () f; (x)=7 (x) m (Tx) m(x) f; (x).

Posons fo=m. f,.

Le #-module V est engendré par f, et on a T fo=Y f,. Le lemme 2 est
ainsi démontre.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition 9.

Soit @ un élément T x T2 x T-invariant de L2 (v). Comme nous I’avons
remarqué au début de ce paragraphe, on a :

PEE (B, T)Rgl (B, T) Rl (A, T°).

Le #®@ 2 ® #-module &(@, T) Qo€ (B, T*) @4 & (B, T°) est somme
directe orthogonale de sous-espaces de la forme V, ®4 V,®4 V; 01 V,,
V, et V, sont respectivement des (@, T)-, (@, T?)-, (#, T*)-modules irré-
ductibles de #-dimension finie.

Supposons que p¢(V, ® V, ® V3)*.
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Soit (fD1<jcr E@mismss € (A); <1<, des B-bases orthonormales de,
respectivement, V,, V, et V,.

{eil'j}®elz‘gn®elg'hllin iz: i3>0, IQSP‘, ISMSS, lS’ét}

engendre V, ® 4V, ® 4 V3 comme sous-espace de L2 (v).
Dong il existe i,, iy, i3, j, m et | tels que

pete, . fi®e,.8.Qe;,.h

ne sont pas orthogonales.
D’aprés le lemme 1, ceci entraine que, pour toute suite croissante d’en-

tiers (n), 5 o, il existe u, v, we € (X) tels que
lim Sup, - 4 SUP;3o | T™ (e, - /) -1 € ) | >0,
lim sup; .. 4+ S“P»o‘ (T (€y-8w) -0V, ;) ‘ >0,

et
lim sup, ., +» SUPia0 l (T (es;-h)-w, ¢ > | >0.

{T™ (e, f)-w &> =pi{ T™ fj.u, €.,
d’ou
im sup, - 4o SUP;z0 | < T™ fj. 1 € ) | >0.

Et de la méme facon,

lim sup; ., 4 SUPiz0 l (Tng..v,e) I >0
et
lim sup, ., 4, SUP;30 | { T°™*h;.w, &) | >0.

D’aprés le lemme 2, que 'on peut appliquer & T mais également & T*
et a T°, car elles sont ergodiques, on en déduit que V, c &%, V, < &72
et V< &7

On a donc V,ReV,®aV:c 8rRe872 ®af73. Finalement on a
montré que, dés que ¢ n’était pas orthogonale 4 V, @4V, ®4V;, on
avait V, R@eV,Re Vs c €1 @e872 Qg7
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On en déduit que la projection de ¢ sur lorthogonal de
8T @a872 ®e873 est nulle, Cest-d-dire que pedT ®g 872 ®g&73. Ceci
achéve la démonstration de la proposition 9.

Pour établir le théoréme 6, nous allons commencer par démontrer (5)
et (6).

3. Démonstration de (5)

Cette démonstration se fait suivant les mémes idées que celles dévelop-
pées pour établir (1).

Nous voulons démontrer que, pour tous g, h, ke L™ (), si ge(£7)* ou
si he(€72)* ou si ke(£73)*, alors la suite (1/NY T"gT*"hT* k)y>o
converge vers 0 en moyenne. '

Pour ce faire, fixons-nous une suite (fy)y>o dans L*®(u), verifiant
| fwll <1, et une suite croissante d’entiers (N,),»o. On considére la suite
de mesures de Radon définies par, pour Yy e ¥ (X3),

Ay, (W)= %Zf:;' qu. (x) x ¥ (T*x, T x, T x) dp (x).

Quitte a extraire une sous-suite (N;) de (N,), on peut supposer que
lim, _, , ., Ay; (V) existe pour tout ¥ €€ (X?). Notons A () cette limite. En

remarquant que, si u, v, we¥€ (X),

1
| Ay, u®v@ W) | < ﬁz-’-lul(T"x)lvl(T"'x)J w | (T* x) dp (x)

k

et que, d’aprés la proposition 7,

. 1 n

lim, _ +w—zj|u|(T"x). |v] (T%" x)

N,

x |w|[(T"x)dp(x)=v(|u|®@|v|®]|w]|),
on constate que la mesure de Radon A est absolument continue par rapport
a la probabilité v.

Soit ¢ la densité de A par rapport a v. Ces deux mesures étant
T x T* x T*-invariantes, ¢ est T x T2 x T°-invariante modulo v. D’aprés la

proposition 9, on sait donc que €T ® 4872 ® 58 73.
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On vérifie, par densité de €(X) dans L?(u) que, pour tous g, h,
keL®(n),ona:

lim, +mEITZIfNL (x) g (T" x) h (T** x) k (T** x) dpt (%)
k

= J.tp x»,28(xX)h(») k() dv(x,y, 2)

Finalement si ge(&£7)* ou he(&52)* ou k e(£73)*, cette derniére expres-
sion est nulle (on utilise encore ici le fait que v est une mesure produit
conditionnelle).

Les suites (fy) et (N,) ayant été choisies arbitrairement, le fait que
. 1 -
limy - 4o ffn'. (). Zato” 8 (T x) b (T x). k (T x) dp (x) =0
k
entraine que

limN-0+¢)J‘

Et (5) se trouve ainsi établi.

%Z:'IJ g (T"x) h (T x) k (T** x) | du (x)=0.

4. Démonstration de (6)

Nous voulons montrer que si geL® (W) N\ &7, si he L (W) N &2 et si
ke L™ (n) N &73, alors la suite des moyennes

1
Ly rrgrennonk
NZ g

converge p-presque partout.
&5 est le sous-espace fermé de L?(p) engendré par les fonctions g
vérifiant Tg=1y g avec y propre pour T et de module 1.
Supposons que
Tg=vy,.8 avec Ty,=a,y, et a,eC
T h=y,.h  avec T?y,=a,.y, et a,eC
Tk=vy,.k avec T®y;=a,.y; et a,eC.
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On a alors :
Trg=a}"~ V2 2 ¢
T h=a}""V2 vy}.h
T k=a}""V2 3.k
Et donc :

1 1 -
'&.2 T"gT*hT*k = —A—rZ (a; a3 a3)" "~ V"2 (1, 1, 7,)" ghk.

Notons
ai=e2 xib; 0“1 biG[O, 1[

et
Y (x)=e**"® ou o,(x)€l0, 1

%{Zg(T' x) h (T*" x) k (T®* x)

_1 T e2ri b1+ by (a- 1D+ (re; @ras Mg f k
N

la moyenne % Y & (T" x) h (T*" x) k (T*" x)
est donc de la forme
%z ez:i(uzﬁ-u(x)n)g.h.k‘

Si u ou v(x) est irrationnel la suite un? + v (x) n est équirépartie modulo 1
et 1/NZe2"“"'z*""‘"" PN +00-

Si u et v(x) sont rationnels la suite un®+v (x) n est périodique modulo 1
et I/NYN ) e2rieal+om conyerge.

On voit ainsi quel/N Z T"g T®>" h T*" k converge p-presque partout.

Par trilinéarité, on voit qu’il en est de méme pour toutes fonctions g, h

et k qui sont combinaisons linéaires finies de fonctions de la forme
précédente (8).

LeMME 3. — Soient E,, E, et E, des sous-espaces de L™ (p) tels que
pour tout geE,, tout heE, et tout keE;, 1/NY, T*"g T>**h T*"k converge

p-presque partout.
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Notons E, la fermeture de E; dans L?(p) (i=1, 2, 3). On a alors : pour
tout ge L* (WN E,, tout he L* (@) N E, et tout ke L (W) N E,,

1\1]2 T*"g T>*h T** k converge p-presque partout.

Preuve du lemme 3. — Soient h et k fixées, respectivement, dans E, et
E,. Pour ge L? (), posons

R (@, %)=l supy,u - +o | v Zhco & (T ) h (1% ) k (%)

_ _;72:;;‘;'(1-:;)};(7“" Xk (T*x)]|.

On veérifie que si g, g’e L2 (p), alors R(g+g’, x)<R(g, x)+R (g, x) et,
en utilisant le théoréme ergodique, que

R x)<2. ||hllo- % ]le- l£]l.-

Par hypothése, on a R(g, x)=0 pour tout geE,.

Les deux inégalités précédentes permettent d’afirmer que ceci s’étend a
tout gekE,.

Autrement dit, la suite (1/N}, T*g T*" h T** k) converge presque partout
pour tout geE,.

En fixant g dans E; M L™ (p) et k dans E,, on établit de la méme fagon
la convergence de cette suite pour tout he E,.

Enfin, en fixant g dans E, N\ L*®(u) et h dans E, N L™ (), on établit
de la méme fagon la convergence pour tout ke E,.

Le lemme 3 est ainsi vérifié.

(8) et le lemme 3 permettent finalement de conclure: pour tout
ge&r N L™ (), tout hefr2 N L™ (p) et tout kedr3 N L™ (n), la suite
(1/NY, T"g T**h T®" k) converge p-presque partout.

Ceci achéve la démonstration de (6).

Fin de la démonstration du théoréme 6. — Si g, h, ke L® (1), on a

1 "
NoTeT"hTk| < |lgllo |l [l & |-

D’aprés cette majoration uniforme de la suite, si 1/NY T"g T>"h T*"k

converge p-presque partout, alors la convergence a également lieu dans
L (w).
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Si 1/NY T"g T>**h T*k converge dans L' (p), alors la convergence a
également lieu dans tout L? (i) pour 1<p< + o0.

On a donc, d’aprés (5), pour tous g, h, keL®(n), si ge&5 ou si
he &7 ousi ke&ps, alors 1/NY. T" T®" h T** k converge vers 0 dans L” ().

On a également, d’aprés (6), pour tout geL®(u)N &% tout
heL®(p) N &7 et tout ke L® (W) N &73, 1/NY. T"g T**h T*"k converge
dans L?(p).

On sait que les projections sur &5 et &3 d’'un élément de L* (i) sont
encore dans L™ (p).

Par trilinéarité, on obtient donc bien finalement. Pour tous g, h,
keL® (), 1/NY T"g T*" h T*" k converge dans L? (i) (1<p< + c0).

Le théoréme est ainsi démontré.
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