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Sur les nouvelles formules de MM. Seidel et Stern, concernant
les nombres de Bernoulli; par M. Epouarp Lucas.

(Séance du 16 avril 1880.)

M. Seidel a donné, le premier, des nouvelles formules fort re-
marquables sur les nombres de Bernoulli (*). Ces relations se
distinguent de celles que I'on connaissait jusqu’a présent en ce
qu’elles ne contiennent qu’un certain nombre de coefficients au
lieu de les contenir tous. M. Stern a généralisé les résultats de
M. Seidel en donnant des relations qui ne renferment que les
nombres By, Byr_s, ... jusqu'a B,_; ou B,_s,, s étant un nombre
positif ou nul, inférieur a r; on retrouve les formules de M. Seidel
pour s = o.

En s’appuyant sur le calcul symbolique et sur les formules que
j'en ai déduites, M. Radicke, professeur 4 Bromberg, a trouvé
une démonstration trés simple, qu’il vient de m’adresser, des
formules de M. Stern. Considérons la série des quantités

Ugy Uyy Uy, Ugy ooy Upy «o.
formons une seconde série de quantités
Stu,, Stu,, Stuy, Stuy, ..., Stu,,

au moyen de la relation

St Up == Up —+ Upya s
formons ensuite la série
S?uy, S?u,, Stu,, Stuz, ..., Stu,, ...
au moyen de la relation
S2u, =8, + Sty = Upyy + 22Uy + Uy,
et ainsi de suite, de Lelle sorte quel’on a, en général,

J —_— —1 —1
St Uy == S» u, + Sy Upsys

(') Sitzungsberichte der math.-plys. Classe der kénig. békm. Academie der IV is-
censchaften. Prag, 1857,
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et aussi la relation
SPu, = u,\p+ PrUpsp—1 + Prlnip—s + o Pplas

dans laquelle py, p,, ..., pp désignent les coefficients de la puis-
sance p du binéme. On peut donc écrire la formule précédente
sous la forme symbolique

(1) SPu, — u™(u+1)P,

dans laquelle on remplacera les exposants de u par des indices.
D’autre part, on tire successivement

SPu, — Sp+ty, , —SPu,_,,

SPu, = SP+*y, , — 2S8P+u, ,+SPu, ,,

SPu, = SP+ru, — n SPH*+ly, . ..+ —1)"n,SPu,
ou, symboliquement,
(2) SPu, = SP(S +1)"u,,
dans laquelle on remplacera les exposants de p par des indices.
Mais on tire de la formule (1)

SPuy=(u—+ 1)?,

et, en transportant dans l’équation (2),
(3) SPu, = (u+1)P(&+1—1)%;
on tire encore de la formule (1)
(4) Sy = ur(u + 1)1,

Les formules (3) et (4) subsistent pour des valeurs quelconques
des quantités uo, uy, u,, .... Posons, en général, u,=B,, en
désignant par B, le nombre de Bernoulli défini par la relation

zn

z 2!
~ :eBz=B°+B‘—+B’__+..._f_Bn_____*_...;
e*—1 1 1.2 1.2...0

on sait que I'on a, symboliquement,

B;pii =0, [(B+1)?Ptl=p,
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et, pour p 3 2,
(B—I—l)"-——BP:O.

Cela posé, nous distinguerons deux cas suivant que p - n sera
pair ou impair; dans le premier cas, on tire de {3) et (4)

SPB, —S"B, = o,
et dans le second cas
SPB, + S"B, =o.

Par conséquent, en se servant de la formule (1), on obtient
(5) BP(B+1)"= (—1)P+"B"*(B + 1)~.

Cette relation importante contient toute la premiére classe des
formules données par M. Stern; en supposant, plus particuliére-
ment, p=n-1,ona

(6) B"+(B +1)" + B*(B+1)"*'=o0;

on retrouve, pour les diverses valeurs de n,les formules de M. Sei-
del. Ainsi, pour 2= 6 et pour n=17, on a

13B|=+ 55B‘o+ 27B8 -+ Bs:(),
15B,, + 91 By; + 77By+9B; = o.

Posons maintenant
up, = (2P —1)B,;

on a, symboliquement,

SPuy=(2B+1)? — (B +1)?;
I'équation (3) devient alors

Sy = (4B 1) (BT — 1) — (B o (BT — 1)
D’autre part, on tire de 'équation (4)
S"u, = 2P BP(2B +1)" — B?(B+1)",

et I'on a la relation

(2B+1)P+ (2P — 2)B? —o.
On a donc, pour p + n pair, la formule

SPu, + S*u, = o,
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et, pour p -+ n impair,
SPu,—S"u,=o;

par conséquent, il en résulte

2PB?(2B+1)"—B?(B—+1)*
+(—1)P*"*[2"B*(2B +1)» — B*(B + 1)P] = o.

(7)

Cette relation correspond au second groupe de formules données
par M. Stern, et, pour p = n ~+1, on retrouve les formules de
M. Seidel. Au moyen de I'identité

(24 1)g—rg=rgy,
on déduit la formule
(8) (22* —1)By, 475 (27~ — 1) Bypg + 74 (22" — 1) By, 4+ ... =0,
et,pourn=6etn=7,

455B,,+ 1705B,,+ 425B; + 7B;— o,
5461B,, + 28665B,, -+ 11935B;, + 595B, = o.

Posons encore
P,= 2(211 - I)Bn;

la formule ( 7) peut s’écrire
(9) PP{P 4 1)"+ (—1)P**P*(P +1)’ = o,
et, pour p=n-+-1, la formule devient, pour n >,
(10) P"(P + 1)"=o.
Lesnombres P sont donnés, comme onsait, par le développement

— 2z z 22 z"
=P Pp—+4+Py— ... 4+Ppy —m— +. ..
1+é€° i e e L T

il résulte immédiatement de la formule (10) que ces nombres sont
entiers et impairs. Ce résultat important est dd a8 M. Genocchi (*).

(') Annales de Tortolini, t. 111, p. 395-405. Rome, 1852.



