
BULLETIN DE LA S. M. F.

SALOMON OFMAN
d′d′′ et d′′-cohomologies d’une variété compacte privée
d’un point. Application à l’intégration sur les cycles
Bulletin de la S. M. F., tome 113 (1985), p. 241-254
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1985__113__241_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1985__113__241_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bull. Soc. math. France,
113, 1985, p. 241-254.

d ' d " ET <T-COHOMOLOGIES D'UNE VARIÉTÉ COMPACTE
PRIVÉE D'UN POINT. APPLICATION
A L'INTÉGRATION SUR LES CYCLES

PAR

SALOMON OFMAN (*)

RÉSUMÉ. - Après [02] et [04]. on continue ici l'étude de la à' <T-cohomologie. Cela
permet de résoudre un problème d'Andreotti-Norguct : déterminer les formes différentielles
^"-fermées avec singularité en un point, dont l'intégrale est nulle sur tout diviseur.

ABSTRACT. ~ After [02] and [04], we continue hère thé study of thé ^-cohomology. Wc
use thé results to solve a problem of Andreotti-Norguct: to précise thé 3-closcd differential
forms with smgularity on a point, whosc intégral on cvcry divisor is zéro.

Introduction

Soit Z une variété analytique complexe (lisse et connexe) de dimension
complexe n, s/^9 (respectivement Jf, 0, S¥) le faisceau des germes de
formes différentielles <^00 de type (r, s) (respectivement de fonctions pluri-
harmoniques, de fonctions holomorphes, de formes différentielles holomor-
phes de degré 5) sur Z, C^_i (Y) l'espace des cycles analytiques compacts
de dimension (n— 1) de Y ouvert de Z. On note

^i.n-i.y)- Ke^(^)>-lt>>-l(y)^ ^(Y)}
d' ^-2f "-^V)®^ ^"-1. "-^y)

( * ) Texte reçu le 11 mai 1984. révisé le 20 mars 1985.
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242 S. OFMAN

et

A^y)^

Ar(Z)=

^"(Y)
d'à" .fl^-^-^y)

^r(Z)
^'^-^^(Z)'

où ^y'5 est le faisceau des germes d'hyperf ormes (formes différentielles à
coefficients hyperfonctions) de type (r, s) de Z et ^'(Z) ses sections à
support dans X. Ces groupes s'obtiennent aussi comme groupes de cohomo-
logie de faisceau [04], mais cette dernière propriété n'est pas indispensable
pour la compréhension du présent mémoire.

Dans [A-N] est définie une application

po^-^y,^--1)^0^,.^,^

(respectivement po : ̂ ~1( "~1 (Y) -^ H° (€„-1 (V), Jf )); si Z est une variété
algébrique projective et Y le complémentaire d'un point 0 de Z, il est
montré que la suite

(1) ^-^y.Q"-2)^^-^,^1)-^0^,..^, 0)

est exacte (resp. l'application po est injective) modulo la classe des espaces
vectoriels de dimension finie. Dans [03] on montre que po est en fait
injective et on donne une condition suffisante pour que la suite (1) soit
exacte.

Le but de cet article est de calculer sous des conditions générales le
noyau de l'application naturelle: H " ' 1 (V, Q""1)-^ r'~1' "^(Y) qui à
une forme différentielle rf^-fermée associe sa classe dans V ^ ' l * n - 1 (Y).

Ce résultat, en fait indépendant du contexte ci-dessus, permet de montrer
que la condition suffisante de [03] est aussi nécessaire et, qu'en l'absence
de toute condition, l'obstruction à l'exactitude de (1) est exactement un
espace vectoriel isomorphe à H° (Z, tl2). Le cas où Z est une surface
analytique est traité dans un premier chapitre. En effet d'une part la
démonstration est plus simple et d'autre part les résultats sont plus géné-
raux.

Remarquons enfin que [A-N] démontre en fait l'exactitude de (1) (resp.
l'injectivité de Po) modulo la classe des espaces vectoriels de dimension
finie pour Y complémentaire dans Z d'une sous-variété X intersection

TOME 113 - 1985 - ?3



à' rf" ET d^-COHOMOLOGIES... 243

complète de codimension ç+1 et que [04] a précisé le noyau de ?o dans
ce même cas; on espère généraliser prochainement à cette situation les
résultats du présent mémoire.

Chapitre 1
Cas d'une surface analytique complexe

(lisse et connexe)

(A) Soit dimcZ=2, 0 un point de Z, Y==Z\{ 0 }.

LEMME 1. - Si H°(Z, îi2)^ alors la suite

(*) H1 (V, G) ̂  H1 (Y. Q1) ̂  V1-1 (Y)

est exacte.

Démonstration. — Soit (pecpeH^y, Q1); i(<p)=0 équivaut à
(p=d'a+d"P où a et P sont des formes différentielles <îfoo sur Y resp. de
type (0,1) et (1,0); alors <T(X induit une classe dans
H°(r, f^H^y, O^H^Z, O^^O d'où ^a=0 et (peJH^y, d?).

PROPOSITION 1. — Soit Z une surface analytique complexe. La suite

0 ̂  H^o ^ (Z, 0) -1 H^o » (Z, ti1) ̂  Hfo, (Z, ft2)

est exacte.
d

Démonstration. — Soient ^'sKertO'-^O1'*'1], l/ un ouvert de Z conte-
nant 0 isomorphe à un polydisque de C2, F=l/ \{0}. Des suites
exactes :

(1) O^C-^-^-^O,

(2) 0 ̂  ̂  -^ Q1 -* S1 =tl2 -̂  0,

on tire l'exactitude de :

(3) 0 -. H1 (K, (P) ̂  H1 (V, ̂ 1) -. 0.
(4) H°(y, n1) ̂  //°(^ n2) -. w1 (^ ^1) -. w1 (^ n1) -^ //1 (^ n2).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



244 S. OFMAN

De la commutativité de :

H1(F, G)
^ ^

H^V.S1) ̂  H^V^Sl1)

et de risomorphisme (3) on tire l'exactitude de :
d, ^

^(^n1)^^0^,»2)^^1^,^)^^1^,^1)^^1^,^2),
(5) H°(V, Cî^-H0^ Q1) et H°(V, O2)^0^, O2);

soit ^çH°(V, tl2), dx=0 implique x=^X avec rf'x^O d'où d^ est
surjective autrement dit d^ est injective.

La proposition résulte immédiatement de la commutativité de :

H1^, 0) S Hfo^l/, C?) S H^^Z, C?)
^ i' f

H1 (^ n1) ̂  H^o^i/, o1) S ̂ (z, n1).
(B) On suppose désormais que Z est compacte et a son premier nombre

de Betti pair.
Soient fc1'J = dim^ ̂  (Z, tî1), b^àm^H^Z, C) et i l'application

naturelle : H1 (Y, tT) -^ ^'(Y).

LEMME 2. - On û Je5 isomorphismes : V 1 ' 1 (Z)^H1 (Z, n1)^1'1 (Z).
Démonstration. — (1) L'application 7^ A1 '1 (Z) -» jff1 '1 (Z) est surjective,

^^(Z) étant le sous-espace de /^(Z, C) représentable par des formes
différentielles de type (1,1) d-fermées. Mais fl^'^Z) s'identifie à
^(Z.O1) dans la décomposition de Hodge de H2(Z,C)[G] d'où
7: A1 '1 (Z) -^ H1 (Z, tî1) est surjective. Elle est aussi injective :

(pi.^e o (p1-1^^0-1^0)^^0-1^'?1-0

et^a^^^P^^O

alors d'après la décomposition : H1 (Z, C)=H° (Z, Q1) C ^1 (Z. <9)

on a a0'1^'/^0'1, P1'0^^-^'0.

avec
<f^==^^=rf^=^Ç=0 d'où <p=<f<r(g-/).

TOME 113 - 1985 - N0 3



à' d" ET d^-COHOMOLOGIES... 245

Alors par dualité, on a

V^ÇZ^H^Z.SÎ1) [01].

THÉORÈME 1. — L'espace dH1 (Y, Q) est un sous-espace vectoriel de Ker i
de codimension b2'0.

Démonstration. — Du diagramme commutatif :

H^(Z,a1)^ A^(Z)
^-^r

Hfoî(Z.tî2)

[où d, est induit par la différentielle et j est l'application naturelle qui à
une classe de

A 2.2 /7\_ ^{b}(z)A{oî(z)-" d-d^^zy
associe sa classe de d"-cohomologie à support dans { 0 } ], on
tire :Kerdi c Ker^ ce qui équivaut à : dH^^Z, (P) ^ Kerdi (prop. 1)
(l'inclusion inverse est triviale).

On considère alors le diagramme commutatif où les lignes horizontales
sont exactes

0^^(Z, 0) ̂  H1 (Y, 0) ^ H^(Z, 0) ̂  ^(Z, (9)^0
[ d [ d ^ [ d

(A) O^H^Z^^H^Y^^^H^^n^H^Z^^^O
i1" '̂ < r" i'i

^^(z) - ^^(n - A^(Z)
et r est induit par l'isomorphisme H1 (Z, O1)^ Y 1 ' 1 (Z) (lemme 2).

Soit (peKen, ^i 5i q>=ôi i (p=0=>3i (p=rf9 (prop. 1), d'où Fon a :

S^ç+^a.S^eJ^y,^)),

où J^ est égal à b°'2 et les p^j forment une base de ^(Z, 0)). Alors, on
a :

d9=^2(p+^^a^

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



246 S. OFMAN

OÙ
9y=^ et p^ Qj=dp^=0

(décomposition de Hodge) d'où 9y=5i <pj et di 9^=^i<i^==0;
on en tire Kp-r^-r^^.e V1'1 (Z) et x|^6H1 (Z, îî1)).

Soit <p^=<p^-ri ̂  alors :
1° (p;.€Ken;
2° ^ (p'=5i <i>j=9^ les 9^ sont linéairement indépendants comme image

par l'application linéaire injective d d'un système libre, les <p} forment donc
également un système libre de H1 (Y, tî1);

3° les (<p;) et dH1 (Y, 0) forment une somme directe : soit

^Ï^^-à^EH^Y^))

alors
^<i>=:EÎ=l^9J=al^=^29=ZÎ=la^^

d'où

^[^-Z!=i^]=o'

^-E^iaA-0'^0^1'-—^ et <i)=a

Soit alors (peH1 (Y, ft1) telle que (peKeri et <p l((p}); on a :

rf^^<p=0 => 5i<pelmd => ai<i)=^2(p+d^,^îx^S^

o Bi(<P-^)=E^ia,ai(p; o (p-^(p-Z^ia,(p;.€Kerai

<^ (p-^-^^a.cp-rivKvl/eH^Z,^1)),

d'où l'on déduit

l(ç-d(P-^.laJ^)=o=lrl^=r^

et ^ = xl/' = 0 ( injectivité de r [04])

d'où <p=d(p+ ^«ia^<i>j=^<P»

les (<?,) formant une somme directe avec dH1 (Y, €), on a :

Kenc^H^y, ̂ ec^e... ec<pk.
TOME 113 - 1985 - N 3



à' d" ET <T'-COHOMOLOGIES... 247

L'inclusion inverse étant évidente, on tire :

KenWff^y, ^ ) © C < p ' i ® . . . ©C^

avec k = fc°'2, mais risomorphisme :

(H2 (Z, Û?)ysJy°(Z, ti2) donne b^^^dimc/^Z, ft2)

et le théorème est démontré.

COROLLAIRE 1. — La suite

W H1 (Y, G ) -. H1 (Y, t21) ̂  ^ll1 (V)

^sr exacte si et seulement si le genre géométrique b2'0 de la surface Z est
nul.

(C) Nous allons donner un exemple de construction naturelle d'une
classe d'obstruction à l'exactitude de(^).

Nous considérerons ici pour simplifier le cas où ZssT^, tore complexe
à deux dimensions et nous étudierons plus en détail la situation générale
dans un article ultérieur.

1. Définition. — Soit Z une variété analytique complexe. On appelle
(r, ^-courant de Dirac au point 0 de Z un courant de type (r, s) à support
{0 } et d'ordre zéro.

Remarque. — Si T est un (0, M)-courant de Dirac en 0, il existe une
carte U contenant 0 munie de coordonnées holomorphes (Zi, . .., 2,), dans
laquelle T A dz^ A . . . A dz^=k6o où Sç est le courant de Dirac (de
degré maximal) e n O e t f c e C — { 0 } .

A toute forme différentielle (p de type (r, s) ^'-fermée dans un ouvert Y
de Z, on associera sa classe de rf^-cohomologie <p dans H5 (Y, fY).

2. On suppose désormais Z=T^.
On a les suites exactes transposées :

(1) O ^ H Ï ( r ^ , ^ ) ^ H l ( J ^ - { 0 } ^ )

^^(T^^rr^^-o
(H o-^cr^n2)-^1^-^},^2)

»2 ^2^ H°({O }, n2)^ H°(T^ n2) <-o.
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



248 S. OFMAN

PROPOSITION 2. - Soit T un (0,2)-courant de Dirac en 0; T définit une
classe t dans H^o} (Ji^ Q ) ^ul ^appartient pas à Im 8^

Démonstration. - D'après l'exactitude de (1), il suffit de montrer que
p^T^O. Soit /=dzi A dz^ une 2-forme différentielle holomorphe sur Ta,
où (zi, z^) sont des coordonnées sur le revêtement universel de T^, et U
un ouvert contenant 0 muni des coordonnées (zi, z^) en sorte que dans
U, T A dzi A dz2=k.So. On a :

^r(/)=r(r2/)=rAdz,AdZ2(l)=^0,

vu Fisomorphisme H^}^, ̂ )^Hfo)(l7, û?).
On considère alors le diagramme commutatif (A) où 7=1^— { 0 } et

on note T-=dT et Tia classe de (T-cohomologie de Tdans H^o}^^ ^1)-

PROPOSITION 3. — II existe une forme différentielle (p de type (1,1) dé-
formée dans T^ — {0 } vérifiant :

(i) ^<i>=r;
(ii) (peKerf;

(iii) (p^Cr^O}.^).
Remarque. — La propriété (i) contraste avec la conclusion de la

proposition 2 qui exprime que T ne peut pas s'écrire sous la forme ô^ ^i.
Démonstration. - (i) et (ii) On a ^i t=0 car t est d-exacte et d'autre

part /?i t=dp^ TssO car p^ ̂  admet un représentant T=Cdz^ A dz^ où
C est une constante complexe. Il existe donc (peH1^--^},^1) telle
que 5 i<p=Te t de plus d'après la commutativité de (A) : 3i°i(<p)=0. Il
est clair alors (au besoin en ajoutant une forme différentielle <f'-fermée
dans Z tout entier et en utilisant l'isomorphisme 0 que l'on peut choisir
<p dans Ker i.

(iii) Supposons que ^edH1 (T^- {0 }, 0), il existe une forme différen-
tielle y (resp. Y) ^-fermée (resp. ^00) dans J ^ - { 0 } de type (0,1)
(resp. (1,0)) telle que Fon ait : ̂ >=dfy+d/fyf et d(r-8^)=0.

Soit alors g une 2-forme différentielle holomorphe dans un polydisque
U contenant 0, g étant d-fermée est d-exacte dans U; il existe a forme
différentielle <^00 dans U de type (1,0) telle que g=da et

(r-ô^}(g)^d(r^ô,y}(^)^0

et d'après l'isomorphisme (H°({0 }. ft2)/ ̂  H^o » (T^, ^), on a : 7'=^ y
contrairement à l'hypothèse.

TOME 113 - 1985 - N° 3
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(D) Nous allons donner quelques exemples et contre-exemples relatifs
à l'exactitude de (^) :

1. Exemples :
surfaces réglées, surfaces d'Enriques, surfaces bielliptiques, surfaces de

Hopf, surfaces de Godeaux.

2. Contre-exemples :
surfaces K3, tores complexes (dans ces deux cas dHII~l(Z\{0},(9} est

un hyperplan de Ker i).
On peut aussi choisir des surfaces algébriques pour lesquelles la codimen-

sion dans Ker i de dHl(Z\{0}, 0) est aussi grande que l'on veut : il
suffit de considérer les surfaces de Fermât de P^ d'équation homogène :
A^+r'+z^r^o.

(E) On note po l'application : H1 (Y, ft1)-^ H°(C,(Y), 0) (resp. po :
V1^ (Y) -» H°(C^ (Y), Jf)) induite par intégration sur les courbes comple-
xes compactes de Y des formes différentielles de type (1,1) [03].

COROLLAIRE 2. — Soit Z une surface complexe algébrique projective.
Alors Ker po est un sous-espace vectoriel de Ker i de codimension fc2'0.

Démonstration. — Si (pe<p€H1 (Y, Q1) s'écrit: (p^'a-h^T'P alors
(peKerpo (car tout cycle analytique définit un courant d'intégration d-
fermé), et inversement

<p e Ker po => i (<p) e Ker po o i (<p) = 0 [03] => Ker po = Ker i.

COROLLAIRE 3. — Soit Z une surface algébrique projective. La suite :

(^) H1 (Y. 0 ) ̂  H1 (Y, O1) -^ H° (Ci (7), 0 )

est exacte si et seulement si Z est de genre géométrique zéro.

On tire immédiatement des exemples et des contre-exemples à l'exacti-
tude de (*^) à partir de ceux découlant du corollaire 1 : la suite ( * * }
est exacte par exemple pour les surfaces réglées, elle ne l'est pas pour les
tores algébriques ou les surfaces de Fermât de P^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



250 S. OFMAN

Chapitre II
Cas d'une variété analytique complexe

(lisse et connexe)
de dimension complexe n^2

On considère toujours 0 un point deZet V=Z\{ 0}.

PROPOSITION 1. — Soit Z une variété analytique de dimension complexe
n ̂  3. La suite

H^)(Z, ty-3)^;'^, Qr-^^H^^ W)^H\o^ t2")

est exacte.

Démonstration. — La suite est clairement un complexe. Soient :

(0) 0^ ^° ^ 0 ^ ^ -.0,
(1) 0-^ ^1 -. Q1 ^ ^2 -^0,

^ ! '. *. '• '

(n-2) O-^"-2-^11'2-^11"1-^
(„-.!) O-^^11"1^^!11-1^ ^n -^0,

où ^°=C et ^^O" car saturé en dz.

Soit 17 un ouvert de Z contenant 0, isomorphe à un polydisque de C".
De l'exactitude de (k) : 0 -^ ̂  ̂  ft* ̂  ̂  1 ̂  0, on a :

Hîo2^/, ft1) -. ̂ ^(^ ̂ k+l) - H^} (U, ^k) - ̂ o? (^ Qk)-

Les deux termes extrêmes étant nuls, on en déduit un isomorphisme :

H^d/^^^H^dJ^^

et ainsi par récurrence sur {k) :

H^([/, ^w+k-2)^H^?(^ ^)=0

d'après Hartogs.

L'exactitude des suites (n—4), . . .,(0) donne les isomorphismes :

H^(U^n~3)^H^(U^''-^^..^H^2(UX)^0

TOME 113 - 1985 - N 3
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et de même

H^(U, a"•-2)^^o2(U, ̂ ••-3)s ... &H2^l(U, C)=0.

Les suites (n-3), (n-2) et (n-1) donnent alors l'exactitude de :

(a) O^H^(U,3r'l-3)^H^(U,Sr-3)^H^(U,3r'-2)-0,

(b) O^H'^^(U,^'-2)^H'^o)(U,a'-2)-^H9^^(U,3r''-l)^0,

(c) Q-^HH^o^U,3r'-l)^H'^^(U,Si''-ï)^H^^U,3r').

En regroupant les suites (û), (b) et (c), on tire l'exactitude de :

Hm^o,(u,sî''-3)^H^(u,a'-2)^^^^(u,sr-l)i.H^(u,fy).

THÉORÈME 1. — Soit Z une variété analytique compacte de dimension
complexe n vérifiant :

(i) //'(Z.tî^aA^Z),

(ii) Toute p-forme holomorphe sur Z est à-fermée (p=2,3).

Soit i Fapplication naturelle : H"~l (V, tî""1) -- V~ l•" -1 (Y).

Alors <W~ l (Y, tî""2) est un sous-espace vectoriel de Ker i de codimension
complexe b2'0.

Démonstration. — (i) On considère le diagramme commutatif où les
suites horizontales sont exactes :

0 -» H ' - 1 (Z, tî"-2) ̂  H"-1 (Y, ft"-2) ̂  H^^(Z, Î2"-2) ̂  H"(Z, tî"-2) ̂  0
^ i' 1" i"

0 -> H"-1 (Z, n""1) ̂  H""l (V, n""1) -^ H7o>(Z, t2"'l) -^ H"(Z, îl'1-1) -»0
u' ^s. r fi

^.-i."-i(Z) ^ ^'-••"-'(y) - Arb"i(Z)

On a : H'~l (Z, tT- ̂ siH1 (Z. tl1))' S(A*-1 (Z))' (hypothèse), d'où l'iso-
morphismeW'tZ, fr-^sV'1-''1 (Z).

Cet isomorphisme permet de définir l'application r :
//"-'(Z.ty-1)-»^-1-"'^^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



252 S. OFMAN

De la commutativité de

^(Z,^1)-! A^)(Z)
^^^i

H;̂ (Z,n")

et de la proposition 1, on a : dHfo^ÇZ, Q""2) -=> Ker^i. Soit

<p e Ker i, d^ ô^ <p = 5'i i q> = 0

^ ^<p=d9 (eeH^^Z,^11-2)) (prop. 1)

=> 5i(i)=^2$+^ZÎ=ia,^

où ^=fc n ~ 2 • n =fc 2 • o et les p^j forment une base de ^"(Z, ti""2); on pose
6^=d9^. On a un diagramme commutatif :

Hîo^ty1-3)^1^,^-3)
^ ^

^(Z,^-2)^1^,^-2)

d'où Fon tire :^^a,9,=0 o ^(£î=i a,8j) =0

<> Z^8,6dH;o,(Z.ty-2) (prop.1)

^ ^2(Z^lOC^,)6^^o^Z,01l-3)=^3H^ï(Z,OW-3)=0

^ZÎ.i^P2(S,)=0 o a,=0 O'e{l , . . .^}) ;

les 6^ forment donc un système libre de H]*^(Z, 0"~1).
(ii) Le reste de la démonstration est alors identique au cas d'une surface.

On a

Pi 6^.==0 => 6j=8^ <p̂ . et i (p^=r ̂ ;

on pose de même (p^.=<p^—ri ̂ . Alors (p^eKen et les ((p^) forment un
système libre.

Soit

^==Z^i^q>;=dç

TOME 113 - 1985 - N° 3
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on a successivement

5i(p=^2(p=Z^a,^.

^^-E^ia.e.e^o^Z,^-3) (prop. 1)

P2(8^^^)-Ï^P2(^

a,=0 C / e { l , . . . , k } )

d'où les (<p^) et dHn~l(Y, O""2) forment une somme directe.
Soit <p appartenant à Ken orthogonal aux (<p^), on a :

^(periH;^(Z,îy-2) => ^<i>=^$

+^£^1°^ ^ ^^-E^iO^^i^
fr, l|/=rl|/=r/^'=0 => x|/==0[04] o ç=d<p

=<- Ke^f=^n- l(y,Qn- :2)eCq)l©... ©Cç».

THÉORÈME 2. — Soit Z une variété kàihérienne compacte de dimension
complexe n; alors d H " ' 1 (Y, ft""2) est un sous-espace vectoriel de Ken de
codimension b2'0.

Démonstration. — Z vérifie l'hypothèse (ii) du théorème 1 (toute forme
holomorphe est harmonique) et on a H1 (Z, Q1)^ V1-1 (Z)sA1-1 (Z) [02].

COROLLAIRE 1. — Soif Z une variété kàihérienne compacte; la suite

(1) JT-^y, O''-2)-^1'-^,^-1)-^-1-"-^

^5t exacte si et seulement si fc2'0:^.

COROLLAIRE 2. — Soif Z une variété algébrique projective;
dH'1'1 (Y, tî""2) esf un sous-espace vectoriel de Kerpo rie codimension
(complexe) b2'0.

COROLLAIRE 3. — Soir Z algébrique projective. La suite :

(2) ^^(y,^-2)^^-^,^"-1)-^0^.^, 0}

est exacte si et seulement si ^^ssO.
Démonstration. — po est injectif [03] d'où <pe/r~1 (Y, O""1) est dans

Kerpo si et seulement si i((p)=0.
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EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES A L'EXACTITUDE DE LA SUITE (2)

1. Exemples :
Z=P,[B];
Z = G ^ k [03], où G,̂  est ^a grassmanienne des k-plans de

C'"(n=k(w-k)).

2. Contre-exemples :
Les tores algébriques en toutes dimensions (la codimension dans Ker po

de dH" ~1 (T^ \ {0 }, ft" ~ 2) étant n (n -1 )/2 si Z = T, est un tore de dimen-
sion n).
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