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Sur Uextension du théoréme de Descartes; par M. Ep. Lucas.

(Séance du 2 avril 1880.)

M. Laguerre a donné, derniérement, dans les Comptes rendus
des séances de I’ Académie des Sciences et dans les Nouvelles
Annales, quelques considérations nouvelles et fort importantes, au
point de vue pratique, pour la séparation des racines des équations
algébriques; notre but est de présenter une démonstration élémen-
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taire qui permet d’introduire dés maintenant dans I'enseignement
le théoréme de M. Laguerre.

1. Désignons par f,(x) un polynéme ordonné par rapport aux
puissances décroissantes de x,

Sm(2) = Apx™ + Ay a™t 4 Ay 2™ A2+ Ay,

et considérons les expressions

ft‘)('”) = A,,
.fl('r) = on -+ Ah
(1) So(x) = Apz? 4+ Az + Ay,

Sn(Z)=Agz™ 4 Ayt . A,

On calcule facilement les valeurs des polyndmes fo(x), fi (x), .
fm(x) pour une valeur donnée de x, par voie récurrente, puisque
I'on a

Solx) =z fp—y(x) + Ap.

2. Les polyndémes en x que nous venons de considérer sont
obtenus dans le quotient du polyndme proposé par un binéme
x —a; on a, en effet, 'identité

Sm

(2) f-;———'”i'rcz =t fi e 2 2 e g+ o
dans laquelle f,, fi, ..., fm_1, fm désignent les résultats que I'on
obtient en remplagant x par a, dans les polynémes (1).

De méme, on calcule facilement le quotient de f(x) par le pro-
duit (x —a) (x — b) au moyen de l'identité

fle) _ fl=) _ (a—20)f(=)

r—a r—2b (r—a)(x—b}’

dans laquelle on suppose a et b inégaux.
On calculerait de méme le quotient de f(x) par

(2 —a) (2= b) (= —c)

pour des valeurs inégales entre elles de a, &, ¢ au moyen de
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I'identité

Sl _ S(x) _ (b—e)f(x) .
(r—a)(z—10) (t—a)(e—c) (z—a)(lx—0b){x—c)

et ainsi de suite.

3. Lemme de Segner généralisé. — Le lemme de Segner sert
de base a la démonstration du théoréme de Descartes; on le géné-
ralise de la facon suivante. Si f(x) désigne 'expression

M

T —a

Az™ 4 Ba"' +Cx™*+ ... 4+ Kz + L+

’,

dans laquelle M désigne une constante positive ou négative, le
nombre des variations contenues dans le produit (x — b) f(x),
mis sous la forme

4

A+l Bam - Camt 4. .+ K2+ L+ M+

b
xr — «a

surpasse d’'une unité au moins et toujours d'un nombre impair le
nombre des variations de la suite

A,B,C .., K, L M

si I'on suppose b > a et b positif.
En effet, la suite des coefficients de f(x)

A,B C ....,K, L, M
devient, aprés la multiplication,
A, B—0bA, C—¥bB, ..., L—bK, M— 0L, (a—b)M.

Le dernier terme a le méme signe que — #M, puisque I'on suppose
a < b, de sorte que la démonstration du lemme généralisé est
absolument semblable a4 la démonstration ordinaire donnée dans
les Cours.

4. Tatorime pe M. Lacuerre. — Dans une équation algebrique
fu(x)=o0, le nombre des racines positives plus grandes que a
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ne peut surpasser le nombre des variations de la suite
(3) fo(”)v fl(“)’ fzz(“)v ey fm(ﬂ)i
et, quand il est moindre, la dzﬁb’rcnce est un nombre pair.

On démontre ce théoréme dela méme maniére que le théoréme
de Descartes, en mettant préalablement f,(x) sous la forme (2).
En particulier, pour @ = o, on retrouve le théoréme de Descartes.

Remarque I. — Si la suite des fonctions (3) ne présente que
des permanences, le nombre a est une limite supérieure des racines
positives.

Remarque II. — Si dans I'équation f,, () = o on remplace x
1 . . . , . .
par -, on obtiendra une limite supérieure du nombre des racines
x

de I'équation f,(x) = o comprises entre o et a en appliquant le

3 \ N ’ . 1
théoréme de M. Laguerre a I'équation f7, (—): o, pour la valeur
x
1
X = —-
a
Exemrpre I. — Soit I'équation

ful®) =% — 5a* —16a% 41222 —gxr — 5 =0,
Jm\ 9

considérée par M. Petersen et par M. Laguerre.
Pour x =1, ona la suite

r, —4, —20, —8, —17, — 22;

donc l'équation a une seule racine réelle plus grande que l'unité.
* ra r b 7 I

En appliquant le procédé i la transformée en —s on n’a que des
x

permanences; ainsi 'équation proposée n’a qu’'une seule racine
positive.

Exemrre II. — Soit I'équation
e 2 — 2t — 42—+ 1=—o0,

considérée dans le Zraité d’ Algébre supérieure de M. Serret
(p- 313). La substitution x = 1, par le commencement ou par la
fin, dans le premier membre, fait voir qu'il n’y a pas de racines
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réelles supérieures & 'unité et qu'il y en a deux au plus entre

. N { s e
o et 1; mais I'équation en - s’écrit
X
[.1:5 +xlr+ 1) (r—-lﬂ (e—1)+1=0,

et ne peut avoir de racine plus grande que 1; donc la proposée
n’a pas de racines positives. Dans la transformée en — ,

8 — -t 22+ 1=o0,
la substitution de & =1 par le commencement ou par la fin montre
qu'il n'y a pas de racines plus petites que 1 et qu'il y en a deux
au plus plus grandes que 1; mais, en I’écrivant sous la forme

(2*— ) (x—1)+ 2P+ 2 +1=0,

on voit qu'il n’y a pas de racines plus grandes que 1; donc la pro-
posée a toutes ses racines imaginaires.



