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DISTRIBUTIONS CONIQUES SUR LE CONE DES
MATRICES DE RANG UN ET DE TRACE NULLE

DE

SuaiMm BEN FARAH et LoTr1 KAMOUN (*)

RESUME. — Nous caractérisons les fonctions moyennes sur le cone E = {£ €
Mp(R) | rg(€) = 1 et tr(¢) = 0} (n > 3) qui s’identifie & ’espace homogene
SL(n,R)/MN ou MN est un sous-groupe fermé de SL(n,R). Ce qui nous a permis,
dans le cas n = 3, de déterminer toutes les distributions coniques sur =.

ABSTRACT. — We characterize the orbital functions on the cone E = {¢ € M, (R) |
rg(¢) = 1 and tr(¢) = 0} (n > 3) which identifies with the homogeneous space
SL(n,R)/MN where MN is a closed subgroup of SL(n,R). This permits us, in the
case n = 3, to determine all the conical distributions on =.

Introduction

Les distributions coniques ont été introduites par S. HELGASON [6]
qui les a définies sur ’espace des horocycles d’un espace symétrique
riemannien et les a déterminées dans le cas du groupe de Lorentz SOy (1, g).
MEeN CHaANG Hu [7] en donne une description dans le cas ou l'espace
symétrique riemannien est de rang un. Egalement dans le cas de SOq (1, q),
les distributions coniques ont été étudiées par K. HARzALLAH [5] et
A. STRASBURGER [12].

J. FarRAUT et K. HARZALLAH [2] ont défini et déterminé les distributions
coniques dans le cas de ’espace symétrique pseudo-riemannien isotrope
de rang un O(p,q)/ O(p — 1,q). Ce sont des distributions définies sur le
cone isotrope de la forme quadratique associée au groupe O(p, q).

Dans cet article, dont les résultats ont été annoncés dans [1] et [8], on
considére le cone = des matrices carrées réelles, d’ordre n. > 3, de rang un
et de trace nulle. = est un espace homogene associé a ’espace symétrique
pseudo-riemannien non isotrope de rang un SL(n,R)/GL(n — 1,R). On

(*) Texte recgu le 11 janvier 1990, révisé le 12 juin 1ggo.
S.B. FARAH, L. KAMOUN, Université du Centre, Faculté des Sciences, Departement de
Mathématiques, 5019 Monastlr, Tunisie
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252 S. B. FARAH ET L. KAMOUN

définit les distributions coniques sur = d’une fagon analogue & [2]. Dans le
cas ou n = 3 nous donnons une description compléte de ces distributions.

1. Le c6ne = des matrices de rang un et de trace nulle

Pour tout entier n > 3, on considére le groupe de Lie semi-simple
connexe, G = SL(n, R) et le cone

= ={¢ e Ma(R) | rg(6) = 1 et tx(6) =0},

ou d’une fagon générale My (R) désigne ’espace des matrices réelles
a k lignes et k colonnes. G opére transitivement sur = par conjugaison
g-€&=g€g~". Soit

0 0 1
J=(0 I, 0] eM.(R).
1 0 0

On définit un automorphisme involutif o : G — G par o(g) = JgJ.
Le sous-groupe des points fixes de o est :

a p b
H= {g =% h tq]| tel que det(g) =1, h € M, _3(R),
bopoa p,g € R 2 et a,bER}:

ot d’une facon générale *A est la transposée de la matrice A, un élément
de RF étant considéré comme une matrice ligne. H est isomorphe a
S(GL(1,R) x GL(n — 1,R)).

La différentielle de o, notée encore o, est 'automorphisme de l'algebre
de Lie g = sl(n,R) défini par (X)) = JXJ. Soit g = H d q la
décomposition symétrique de g définie par o. Soient

1 0 O
L=|0 0 0 J]eq e 2A=R-L
0 0 -1

2 est un sous-espace de Cartan de (g,0). Soit p la forme linéaire sur
définie par pu(AL) = A pour tout A dans R. Les sous-espaces propres de

ToME 118 — 1990 — ~° 3



DISTRIBUTIONS CONIQUES SUR SL(3,R)/M N 253

ad L associés respectivement & +1 et +2 sont

0 0
g"=¢|0 0 ’q|oupgeR*?),
(38 )arecn]
0 a
g = 0 0 |otaeR};
0 0

g7 " =0(g") et g7 =o(s).

o0 oo

Posons 9 = g“ @ g?* et N = o(n) = g~* @ g—2*. Ce sont des sous-
algebres de Lie nilpotentes de g.

Soient A, N et N les sous-groupes de Lie connexes de G correspondant
respectivement aux sous-algebres de Lie A, 9t et N. Alors,

expt 0 0
A=<a;=1| 0 I, o 0
0 0 exp(-t)

(
1 p a+i3pg
N={n(e,p,q)=(0 I, t ,ola€R et p,ge R"2},
1

0 0

out€eR ), aveca; - a; = azys;

avec n(a,p,)n(e/,p',¢) =n(a+o' +3(p-¢ -9 @), p+7,0+7);

1 0 0
N =< a(a,p,q) = tq I, O0lota€R etpqgeR"?
a+%p-q p 1

avec
(o, p, (a0 ¢) =nla+a' +5(p-¢ -9 -q@),p+0,9+d);

n—2
P a= ) p;g
j=1

Le centraliseur de A dans H est le sous-groupe de G,

A 00
M={<0 h 0) tel que A € R* et h € GL(n — 2,R),
0 0 A avec A2 det(h) = 1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



254 S. B. FARAH ET L. KAMOUN

0 01
M normalise N et M N est le stabilisateur du point & = {0 0 0 |,
pour ’action de G dans =. 0 00

Le cone Z s’identifie alors & I’espace homogéne G /MN. MN est
unimodulaire donc Z posséde une mesure G-invariante qu’on notera d¢.

Soit £ € Z, alors il existe a = (a1, 4, a,,) et b = (b1, B, b,) dans R™ \ {0},
A et B sont dans R" 2, tels que £ = *abet a-b = 0. a et b ne sont pas
déterminés de fagon unique, mais si € = tab = ta’d’ alors il existe A € R*
tel que o' = Aa et b’ = (1/A)b.

Soit u l’application de = dans R définie par u(§) = tr&€°, u est MN-
invariante et C'*°.

ProrposiTioN 1.1. — Les orbites du groupe MN dans = sont :

{A°} ou A eR*, E,={€€E tel que u(§) =t} out€R,
01 = {€ € E tel que e,£ =0 et E'ey # 0},
Q2 = {€ € E tel que en # 0 et E'ey =0},
Iy ={¢="abe Eq tel que A #0 et B =0},
Iy ={¢ ="ab€ Eq tel que A=0et B#0},

[1]

etsz’n24onaenplus,l":{{:tabEEoo telqueA;éOethéO} qui
est une orbite lorsque n > 4 et réunion de deux orbites lorsque n = 4, ot
Zo0 = {€ € E tel que e, =0 et Eley =0} et {e;; 1 <i < n} est la base
canonique de R". []

L’ouvert =* = J; 4, =t est dense dans E. L'ouvert des points réguliers
de uest 2 = Z* U Q; UQy et Pensemble des points critiques de u est
Zoo =TUT; Uy UR*-£0.

Soit £* = *¢%; on a u(masn - £€*) = exp(—2t) pour tout m € M,
n € Nett e R Pour £ € Eonaée€ MAN - & & u(€) > 0 et
£€ MAN - (—-¢*) & u(é) < 0.

D’autre part, MAN-£* = AN -£* ce qui montre que AN -£*UAN -(—£*)
est un ouvert de Zariski donc dense dans =.

L’expression de la mesure G-invariante sur = dans cet ouvert est
donnée par

1
/ GEEDY /A /N flan(e,p,q) - (~1)'¢*] dtdadpdg,

ot f € C.(E).

ToME 118 — 1990 — ~° 3



DISTRIBUTIONS CONIQUES SUR SL(3,R)/M N 255

On considére maintenant l’application ¢ de = dans Z définie par
Y(€) = JEJ. ¢ est un difféomorphisme de = et vérifie (AN -£*) = AN -£°
et P(AN - (—€*)) = AN - (—£€°) ce qui montre que AN - £° U AN - (—¢9)
est aussi un ouvert dense de = et ’expression de la mesure d{ dans cet
ouvert est

/f )dé = Z//fatnap,q)( 1)%¢°] dtdadpdg.

2. La fonction moyenne
L’application u : AN - £€° — R vérifie
u(aii(a,p,0) - €°) = exp(=2t) [1(p - 0 - 0].

L'ouvert AN -£°U AN - (—£°) rencontre toutes les M N-orbites dans = et
la différentielle de u dans 'ouvert AN - £° est :

deu = exp(—2t)(~2u(€) exp(2t), ~20, 11 (P q), .-, San—2(p - 0),
3PP q),. -, 3Pn2(p- q))

ot = as7i(e, p, q) - £°.
L’application u est une submersion surjective de Z’ sur R. Alors, d’aprés

un théoréeme de HArisH-CHANDRA ([4], p. 192), il existe une application
M : D(Z') — D(R) linéaire continue surjective et vérifiant,

Vf € D(E') Vg € D(R / F(©)g(u(E)) dé = /R.Mf(z)g(a:)dz

L’application M se prolonge & toutes les fonctions intégrables sur =, et
si f est intégrable M f est définie presque partout et est intégrable sur R;
de plus si f est dans D(E) alors M f est C™ sur R* et & support compact.

Dans ce paragraphe on se propose de trouver les développements
asymptotiques des fonctions M f au voisinage de £ = 0 et de donner
un théoréme qui les caractérise.

Si on identifie AN - €0 & R? x R*"~? on aura,

@y [ eswe)de

= / / f(t, a, D, q) g(exp(_zt)[%(p ' q)2 - a2]) dtdadpdq
R2 JR2(n-2)

= / glx) M f(z)dz  ou g € D(R) et f € D(AN - £°).
R

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



256 S. B. FARAH ET L. KAMOUN

La restriction de u & AN - £° est la composée
R? xR2"2) B, g2 xR 22, g2 B, R

Oﬁ Bl(t>aapaq) = (t,a» %p : (1), BZ(t5a,u) = (t3a2 - u2), et Bg(t,.’E) =
—exp(—2t)z.

Chaque B; est C'*°-surjective, submersive dans un ouvert dense, dont
le complémentaire est de mesure de Lebesgue nulle. On munit les
différents R* qui apparaissent ci-dessus des mesures de Lebesgue corres-
pondantes. Alors chaque B; définit une application moyenne N; (étendue
aux fonctions intégrables & support compact) et P’application M est la
composée N3 oNz0N 71, en vertu de la transitivité de 'opération image
directe des distributions & support compact par une application C*®. On
a alors, pour f dans D(AN -£%) et z #0:

M f(z) = / (N2 o Ny f)(t, — exp(2t)z) exp(2t) dt.
R

Pour étudier I’application M il nous faut étudier les applications N

et 3. L’idée est d’utiliser les résultats de TENGSTRAND [13] (voir [4] pour

le cas m = 1) que ’on va rappeler en les formulant un peu différemment.

Soit @ une forme quadratique sur R*™ de signature (m,m); m > 1;
pour toute f € D(R*™\{0}) il existe une fonction N f € D(R) telle que
Pon a pour toute ¢ € D(R),

L. Q@) sz = [ coN sy
On considere I’espace H.,, des fonctions ¢ sur R* qui s’écrivent sous la
forme ¢ = o + N1 ol g et 1 € D(R), n(t) = Y (¢)t™! si m est pair
et n(t) = t™ ! Log|t| si m est impair, ol Y est la fonction de Heaviside.
L’espace H,, est muni d’une topologie limite inductive d’espaces de
Fréchet; ’application A/ se prolonge en une application continue et
surjective de D(R®™) sur I’espace Hp,.

On revient maintenant a 1’étude des fonctions N'; et Ns.

Soit Uy = R? x R* "~ \ R? x{0} I’ouvert des points réguliers de Bj ;
il existe donc une application linéaire continue et surjective N'; de D(U1)
sur D(R?) telle que pour toutes f € D(U;) et g € D(R®) on a,
@y | o(t,a, 1p- ) f(t,,p, @) dtdadpdg

R2 x R2(n-2)
=/ g(t,a, u) N1 f(t,a,u)dtdadu.
R3
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DISTRIBUTIONS CONIQUES SUR SL(3,R)/MN 257

Soit D(R?, H,,_2) I’espace des fonctions C* sur R? & support compact
et a valeurs dans I’espace H,,—2 [11]; il s’identifie & I’espace des fonctions ¢
sur R? x R* qui s’écrivent sous la forme :

"p(t7 «, u) = SOO(ta a, U) + 7)(“)901 (ty «, U)

ol o et 1 € D(R®), n(w) = Y (u)u™ 3 sin est pair et n(u) = v 3 Log |u]
si n est impair.
LEMME 2.1. — L’application N1 de D(R? x R*"~?)) dans D(R?, H,_2)
est linéaire continue et surjective. :
Démonstration. — On identifie espace D(R? x RX™?)) 3 D’espace

D(R?, D(R*™?)), le lemme est donc une version vectorielle du théoréme
de Tengstrand. |[] ’

B, est sans point singulier dans I'ouvert U; = R>\R x{0}; il existe
donc une application Ny : D(U2) — D(R?) linéaire continue et surjective
telle que pour toutes f € D(Uz) et g € D(R?) on a,

(I1.3) ./R3 g(t,a® —u?)f(t,a,u)dtdadu = /R2 g(t,v) Ng f(t,v)dtdv.

LEMME 2.2. — Pour toute fonction f € D(R3), la fonction Ny f est
dans D(R,H;) et Uapplication N» de D(R?) dans D(R,H,) est linéaire
continue et surjective. []

On est donc amené & caractériser ’image de D(R2,’Hn_2) par M. La
formule (I1.3) se récrit & ’aide d’un changement de variables

N f(t,) = / e v,u)\/uiz—"ﬂ

ol ft(aau) = %(f(t,a,u) + f(t, —a,u)).
Posons fi(t,a,u) = Y(u)u"3¢p(t,a,u) si n est pair et fo(t,a,u) =
u" 3 Log |u|p(t, a,u) si n est impair; avec ¢ € D(R?). On a,
\/_____ un—S
N t,v :/ ( u? + v, u) ——=du
(N2 f1)(t,v) Z:Ev>0 ‘Pt( )m
et

un—B

V2
i%”>0\/u_2tl——v[(pt( u +11,u)

+ o (Vu? + v, —u)] Logudu.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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258 S. B. FARAH ET L. KAMOUN

On suppose, pour t et « fixés, que la fonction u — (¢, a,u) est nulle hors
d’un petit voisinage de l’origine.

n—3

u
(N2 f1)(t,0) = /32;11))0 o (VU2 + v,u) N du

n—3

u
+ Vu? +v,u) —=—=d
JCv'wt( ! v u) u? +v Y

ot Iy ={ueR; u?+v>0et0<u<1}

La premiére intégrale est une fonction C* sur R? et & support compact ;
donc N3 fi admet la méme singularité que la deuxiéme intégrale.

un-3
/;V @t(\/u2+v,u)ﬁdu =

1 g2r+s
S 7T 5o O OTsscslo) + Wil
2r4s<i -8

o Irs(v) = [ u®(u?+v)"" /2 du et Wi(v) est de classe C**! au voisinage
de v =0.

LEMME 2.3. — Pour i et j dans N on a :

i) I10(v) = —}vLog|v| + JvLog[l + (1 +v)/2] + 3 (1 +v)'/?;

11) 110( )= (1/28)(1 +v) 12 4+ [(2i — 1 /2z]vL 10(v);

iii) Ii(v) = [1/(20 + 1)](1 +v) /2 = V() [1/(2 + 1)] v} (v)V/2;
Lij(v) = [1/(2 + D] (1 +v)*+ /2 — [(]—z (20 + 1)) Liy1,5—2(

COROLLAIRE 2.4. — Pour i et j dans N on a :
i) I,',gj(v) = Ci’ij-j Log |’U| + Wi,j (1)) ;
ii) Li2j41(v) = CF;Y (0)v"H (0)!/2 + Vi 5(v),
o C;j, C;; sont des nombres réels non nuls et ot W;;, Vi ; sont des
fonctions C*® dans un petit voisinage de l'origine. |[|

Ce corollaire montre que ’on a, au voisinage de v =0
b b

(N2 f1)(t,v) = po(t,v)

+ ,U(n—4)/2 Log IUI 01 (t, ’U) + Y(v)v(n—‘i)/?\/fl_) Z CJ (t)v]
J

avec

1 a2(r+s)<pt
0).
ng st (n=4)/2 (97)1(2s)! Ha?rOu2s (0,0)
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Dans le cas ou n est impair on a

[cpt(\/u2 +v,u)
+ ot (Vu + v,u)] Log u—r

______du+(0 t.v
Vu2+’U 0( ’ )
2 82(T s)(pt

= Z< (21_)' (25)! Ha2T Ou2s (07 0) JT,S+(n—3)/2(v) + (p[)(t, 1)) + ut(v)’
r+s8<i

Waf)to) = [

Iv n—3

ot us(v) est de classe C?**1 au voisinage de v = 0, o € D(R?) et
Jij(v) = / u? (u? +v)* (/2 Logudu.
Iy

LEMME 2.5. — Pour tous i et j dans N,
Ji(®) = Di o™ Jo,o(v) + Log [v]61,5(0) + i (v)
ot D; ; sont des constantes non nulles et 6; ;, 1; ; € D(R).
LEMME 2.6. — Au voisinage de v =0, on a
Joo(®) = = [(Log|v])? + 272Y (v)] + 6(v) Log o] + ()
ou 8 et ¢ € D(R).
Ce lemme montre que ’on a

(N2 f2)(ta ’U) = <)OO(t’ v) + v(ﬂ"_S)/2 Log I’U[ ©1 (ta U)

+ [(Log [v])? + 27r2Y(v)] p(n=3)/2 Z d;(t)v*
avec i
) 1 62(T+s)4ﬂt
4i(t) = = 3 2Drarn-92 Gy eyt Bz &0

r+s=1

Soit K; (3 = 1 ou 2) ’ensemble des fonctions ¢ sur R* qui s’écrivent
sous la forme :

@(x) = po(z) + p1(z)log |z| + ni(x)p2(z)

ol 7;(z) = Y(2)z(»H/2(z)1/2 si n est pair et ou n;(z) = [(Log|z|)? +
(—1)27%Y (2)]2("=3)/2 si n est impair; ¢y, 1 et 2 € D(R).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



260 S. B. FARAH ET L. KAMOUN

Il revient au méme de dire que ¢ € K; ou de dire que :
i) ¢ est C™ sur R* et ¢ nulle hors d’un compact
ii) il existe deux suites de nombres (Ay) et (By) telles que pour tout
entier N la fonction z — ¢(z) — Log |z| S, Az — ni(z) Zszlo Byx*
soit de classe C™ dés que N > m ol N' = N — 1(n — 4) si n est pair et
N’ =N — £(n — 3) si n est impair.

Pour tout k¥ € N*; on munit l’espace K; x = {¢ € K;;suppp C [k, k]}
d’une topologie d’espace de Fréchet définie par les semi-normes py n,m, gr
définies ainsi :

i) Soit § € D(R); 6 = 1 au voisinage de 0 et suppé C [k, k]; pour
N et m entiers; N > m,

Do, N,m(®)

= sup
T

d\m . N i N' ‘
(&;) [cp(m)—O(a:)(LoglﬂZAiw +m(m)ZBja:J)”.

i=0 §=0

ii) Pour r € N'; g-(¢) = |4,] + | B

La topologie de l’espace K, ainsi construite est indépendante du
choix de §. On munit ’espace K; de la topologie limite inductive des
espaces K; .

- PropOSITION 2.7. — L’application Ny : D(R2,Hn—2) — D(R,K1) est
linéaire continue surjective.

Démonstration. — L’étude des fonctions Ny fi et N5 fo nous a montré
que pour toute f € D(R?, H,_3), la fonction Ny f € D(R,K;). On utilise
le théoréme de Borel généralisé aux fonctions & valeurs dans D(R) et le
LEMME 2.2 pour montrer que Ay est surjective. Pour la continuité on
utilise le théoréme du graphe fermé. Supposons que la suite (f,,) converge
vers f dans D(R*,H,_2) et la suite (Ny(f,)) converge vers ¢ dans
D(R, K1) ; pour toute v € D(R?) nulle dans un petit voisinage de R* x{0} ;
la suite ((y o Bg)fr) converge vers (y o Bs)f, or (o By)fr, € D(Us) donc
YN2(fn) = Na(y0 By) fn converge vers No(yo By)f d'ott y Ny f =y et
par conséquent ¢ = N5 f. Le graphe de l’application N3 est fermé; elle
est donc continue.

Maintenant on est en mesure d’annoncer le théoréme suivant :
THEOREME 2.8. — L’application M : D(AN - £°) — K, est linéaire

continue et surjective.

ToME 118 — 1990 — ~° 3



DISTRIBUTIONS CONIQUES SUR SL(3,R)/M N 261
Démonstration. — Pour toute f € D(AN - £°), (N2oN1)f(t,v) =
@o(t,v) + ¢1(t,v) Log |v] + 71 (v)pa(t,v), ol wo,¢1 et 2 € D(R?). Alors
M f(z) = o(z) + ¥1(z) Log |z| + m(z)y2(z), avec
Yo(z) = /R [po + 2t(p1 + p2)] (¢, — exp(2t)x) exp(2t) dt,

i(z) = /Rs01 (t,—exi)(2t)x) exp(2t)dt et
Po(z) = /R<p2 (t,exp(2t)z) exp((n — 1)t) dt;

donc ¥, et Y5 € D(R).

On utilise les mémes arguments que précédemment pour montrer que
M est continue et surjective de D(AN - €°) sur ;. [

Il nous reste & prolonger ’application M & D(AN - (—£%)). Si on
identifie 'ouvert AN - (—£°) & R® x R2™2) on aura pour g € D(R) et
f € D(AN - (=€)

/ M f(2)g(z)dz = / O F©g(u©) de
AN-(—£9)
- / F(=)g(~u(e) de
AN -£9

= / M f(2)g(~2)dz

/.Mf—z z)dz,

ot f(¢) = f(=¢); f e D(AN - ).
Le prolongement de M & D(AN - £°) montre que M se prolonge aussi
A D(AN - (—£°)) et que 'image de D(AN - (—£°)) par M est I’espace K.

On considére maintenant ’espace X = K; + K2 ; une fonction f est
dans K s’il existe @g, 1,02 et p3 € D(R) telles que si n est pair,

f(@) = po(2) + 1 () Log |z] + Y (2)z" /% (2)! 25 ()
+Y (=) 2 (—2)' 25 ()
et si n est impair,
2
f(x) = po(2) + p1(z) Log |z| + (Log|z]) " pa(z) + ¥ ()ps(2).
THEOREME 2.9. — L’application M admet un prolongement d D(Z) et

c’est une application linéaire continue et surjective de D(Z) sur K.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



262 S. B. FARAH ET L. KAMOUN

Démonstration. — 11 existe un nombre fini d’éléments n; € N; i € I
tel que 2 = AN - (££*) U e i (AN - (££°)). Le théoréme est donc une
conséquence du THEOREME 2.8.

3. Distributions M N-invariantes

Soit M’ la transposée de M, pour toute T' dans D’'(R), la distribution
M'T est M N-invariante. Si U est un ouvert de = on notera D',y (U)
I’espace des distributions M N-invariantes sur I.

el

M' : D'(R) —» Diyn(E") n'est pas surjective. En effet, posons = =
=*UQ; (i = 1 ou 2); c’est un ouvert dense de = ne contenant pas de point
critique de u. Zf UZ), recouvre Z'. Soit T la distribution sur Z' définie par

!

M f(0) sisuppf CEj,
(T, f) = . iy
0 si supp f C =5.

T est une distribution M N-invariante sur =’

M'(D'(R)).

ProposiTiON 3.1. — L’application M' : D'(R) — D'y n(E]) est un
isomorphisme.

n’appartenant pas 3

Démonstration. — £; est un plongement régulier de R dans Z). L’ap-
plication ¥; : MN x R — Z| définie par ¥;(mn,t) = mn - £(t) est
une submersion surjective (voir [9]). Le résultat annoncé est alors une
conséquence du théoreme de la page 196 de [4].

ProrosiTion 3.2

o Toute distribution sur R se prolonge en une forme linéaire continue
sur K.
=

o Toute distribution M N -invariante sur =] se prolonge en une distri-
bution M N -invariante sur =.

Démonstration. — Soit Sy € D'(R). Considérons x € D(R) telle que
x = 1 au voisinage de 0. Alors xSy est & support compact. Soit m son
ordre. Pour toute ¢ € K il existe des constantes A;(¢), Bi(p) et Ci(p)
telles que la fonction,

N N’
2= ¢(a) = [Loglel 3 4i(0)e’ + () Y- Bile)a’
=0 =0 N’

+M@Zam4
1=0
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soit de classe C™ lorsque N > m, avec

N = N —(n—4)/2 sin est pair,
T\ N- (n—3)/2 sin est impair;

Y(z)y/z sin est pair,
p(z) = {

(Log|z])* sin est impair;

Y(-z)v/—z sin est pair,
Y(z) si n est impair.

et p2 () = {

Posons

N ) N'
(5.0) = (Suv = x{ 1082l Y- do)e’ + () Y- Biti)e
1=0 i=0 N’

#1a(@) 3 Cilplet} ).

1=0

S convient. Soit maintenant T' € D), n(Z}), il existe or € D'(R) telle
que T = M'op. Soit St un prolongement de o7 en une forme linéaire
continue sur K. Alors Ur = M’ St convient. []

ProrosiTioN 3.3. — Soit T une distribution M N -invariante sur Z.
Alors, T = M'S+® o S est une forme linéaire continue sur K et ¢ est
une distribution M N -invariante sur = d support dans )y = Qy U Zgg.

Démonstration. — La restriction de T & l'ouvert Z} étant une dis-
tribution A N-invariante sur Zj, se prolonge en une distribution MN-
invariante sur =, notée M’ S, ou1 S est une forme linéaire continue sur K.
11 est clair que ® = T — M’ S est une distribution M N-invariante portée

par ﬁz. D

Dans la suite nous supposons que n = 3.

Il résulte de la ProrosiTioN 3.3, que la connaissance des distribu-
tions M N-invariantes portées par (1, entraine celle de toutes les distribu -
tions M N-invariantes sur =.

Pour déterminer les distributions M N-invariantes portées par {2y, on
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utilisera les deux cartes de = définies par les applications suivantes :

R?\{0} xR? —— =

a
(a,b; w,2) > | —aw—bz | (w1 2),
b
2 2 =
R°\{0} xR* —— =
T
(m,y; u,v)—» Y (uvl).
—Tu —Yv

On appelera D; et D; respectivement les domaines de ces deux cartes.
D; U D, recouvre 2. On désigne par A I'opérateur différentiel qui, dans
la carte de domaine Dy, s’exprime par

82 82

A= Ox0u + ayav.

Si T est une distribution sur Z portée par Qs alors elle est compléte-
ment déterminée par ses restrictions aux ouverts D; et Dy. On appelera T
(resp. T?) la restriction de T & D; (resp. D2). Considérons la distribution
définie sur = par,

dt.

(Lse, f) = /R F(t€°)(sgnt)* [¢|*/2F? i

La distribution L. est portée par la droite R*-£° qui est incluse
dans D5. Dans la carte D,

Loc = (sgnz)°|z|*’? @ 6 @ § ® 6.

THEOREME 3.4. — Soit T une distribution M N -invariante portée
par Q. Alors T est portée par Zo et est donnée par
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mo
T, = Za,l ®6M 6N @1,

r=0

no
To=Ty® dQ6®6+ Z Ar(arLr,O + 137‘L’I’,1)

r=0

+c0[1®(Pfﬁ®6®6+6®6®Pf|vil)]

mo
+ZCTA2T{$TL0g|xI REIRERE

= —mr®(Pfl®6®6+6®6®Pf—l—)]
|yl |v]

(s

mo J ;
] 1 z" . . A
2, J ‘ (2r—3) & §(1) & §(2r—3)
+T§=1 c E (C%E 2T_j+k) 57 ®6 6V ®6

j=1 k=1
avec Ty € D'(RY), a,,ar, By, ¢, € C,mg,ng € N.

Démonstration
(1) La restriction de T ¢ Dy : T est portée par le fermé de D;, w = 0.
Alors, d’apres le THEOREME 36 de [11], T} est une somme localement finie

de la forme Ty = Y61 ® S; oit S; € D'(R*\{0} x R).
L’invariance de T par N nous donne les équations aux dérivées par-
tielles suivantes :

0 0 5 0 0 _
[(2wa+bz)£ +wb% —wia —wza] T, =0,

oTy
et W =0-
L’invariance de T par M nous donne 1’équation aux dérivées partielles
et la condition qui suivent :
0 0 0 0
(0 * 35~ vy ~755) T = 0
VF € D(D,) {T1, F(-a,—b, —w, —z)) = (T1, F(a,b,w, 2)), ce qui entraine
que l'on a
1
ko
+Y 0,106 @8 @1.
§=0
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2) La restriction de T a Do : T est portée par le fermé de Dy, u = 0.
Alors, T, est une somme localement finie de la forme Tp = ¥, 6((1]2) ® Sj,
ou S; € D'(R*\{0} x R).

L’invariance de T par N nous donne les équations aux dérivées par-
tielles suivantes :

3} 0
(v +us )T =0,
3} . 0 0
[(2zu+yv)£ +uya~y —was - uv%]Tg =0,
0 0 0 5 0 _
et [vxa—x+(uw+2yv)a—y—uv%—v —a—v]TQ—O.

L’invariance de T' par M nous donne 1’équation aux dérivées partielles
et la condition qui suivent :

VF € D(D2) <T27F(x7 _y,U,—”)) = <T2,F(1',Z/,U,U))-

Nous déduisons de ces équations que pour tout compact de D, il existe
un entier ko tel que
ko—j+1
ko—j+1 0% IH1S; -0
Yy Oxko—i+1
pour tout j € N et, dans le cas ou la variable z ne s’annule pas,

ko—j+1Q.
pFo—i+1 a S;

dgkog1 = 0
pour j > 1 dans l'intérieur du compact.
Ce qui entraine que, lorsque y # 0,
ko—j
S]‘ = Z f ® B, ;
p=0
avec B, ; € D'(R* x R) et, dans le cas ol z # 0,
ko—j ko—j
Si=> 4,;86P 6P+ Y a?®B,;
p=0 p=0

avec A, ; € D'(R*) et B, ; € D'(R?).
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