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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES
DIMENSIONS DES COVARIANTS
PAR

MicHEL BRION ET JACQUES DIXMIER (*)

RESUME. — Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et soit
A = @n>0 Apn une k-algébre graduée intégre de type fini, avec Ag = k -1 et
A, # 0 pour n assez grand. Soient G un groupe réductif sur k, e son élément neutre,
A Pensemble des classes de représentations rationnelles simples de dimension finie
de G, 0 I’élément trivial de dimension 1 de A. On suppose que G opeére fidelement
rationnellement dans A par automorphismes gradués. Pour A € A, soit my , la
multiplicité de A dans A,. Soit X la variété affine irréductible sur k définie par A.
Le groupe G opere dans X. Pour simplifier ce résumé, supposons que mo,, # 0 pour n
assez grand, que l'orbite générique de G dans X soit fermée et que le stabilisateur
générique d’un point de X soit trivial. Alors my ,/mo, — dim A quand n — oo.
Cela généralise un résultat de R. Howe, relatif au cas ot G est fini. Supposons que G
soit la complexification d’un groupe de Lie compact connexe K. Soit ¥ le caractere,
convenablement normalisé, de K opérant dans An,. Alors ¢, — €. (masse de Dirac
en e) au sens des distributions quand n — oo.

ABSTRACT. — Let k be an algebraically closed field, of characteristic O,
A= @n>0 An a graded k-algebra which is finitely generated and a domain, with

Ag = k-1 and A, # 0 for n big enough. Let G be a reductive group over k, e its
unit element, A the set of classes of finite dimensional rational simple representations
of G, 0 the trivial element of dimension 1 of A. Assume that G operates faithfully and
rationally in A by graded automorphisms. For A € A, let my , be the multiplicity
of A in A,. Let X be the affine irreducible variety over k defined by A. The group G
operates in X. To simplify this abstract, assume that mg,, # 0 for n big enough, that
the generic orbit of G in X is closed, and that the stabilizer of a generic point of X
is trivial. Then my n/mo,n — dim X as n — co. This generalizes a result by R. Howe,
which concerns the case where G is finite. Assume that G is the complexification of a
connected compact Lie group K. Let 1, be the character of the representation of K
in A, with a suitable normalization. Then, as n — 00, ¥n — € (Dirac mass at e) in
the space of distributions on K.

(*) Texte regu le 27 décembre 1990, révisé le 14 mars 1991.
M. BRION, Institut Fourier, Grenoble et J. DIXMIER, Paris, France.
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218 M. BRION ET J. DIXMIER
1. Introduction

1.1. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit
A=@,-,An une k-algebre graduée de type fini, intégre, avec 49 = k-1,
A # Ay. Par un changement de graduation, on peut supposer que
pged{n | A, # 0} = 1; alors A, # 0 pour n assez grand. Nous nous
placerons désormais dans cette situation.

1.2. — Soit G un groupe fini qui opére fidelement dans A par auto-
morphismes, en laissant stable chaque A,. Soit p, la représentation de G
dans A, ainsi définie. Dans [3], R. HOWE a étudié la structure de p,, pour n
grand. Pour éviter, dans cette introduction, des complications techniques,
supposons que le centre de G soit trivial. Alors, quand n — oo, p, tend
vers un multiple de la représentation réguliére de G (cf. [3], p. 378, corol-
lary pour un énoncé précis et plus général).

Nous allons étendre le résultat de R. HOWE au cas ou G est réductif.

2. Le résultat principal

2.1. — Pour les notions et les propositions générales de 2.1 et 2.2, on
renvoie & [4] et [6]. Les notations k, A, A, sont celles de 1.1. On pose :

> Ay=Acn

p<n

Soit G un groupe réductif sur k, d’élément neutre e. On note A ’ensemble
des classes de représentations simples rationnelles de dimension finie de G.
Pour tout A € A, on note d()\) la dimension de A. Soit 0 la classe de la
représentation triviale de dimension 1 de G. On suppose que G opere
fidelement dans A par automorphismes gradués, et que, pour tout n € N,
la représentation p, de G dans A, est rationnelle. Pour A € A, soit mj ,
(resp. my, < ») la multiplicité de A dans A, (resp. A.,), et soit A(A) la
composante isotypique de type A de A. On a dim A(X),, = my nd(X).

Soit X la variété affine irréductible sur k définie par A. Le groupe G
opere régulierement dans X (autrement dit, Dlapplication naturelle
G x X — X est un morphisme au sens de la géométrie algébrique). On
considere la condition suivante :

* L’orbite générique de G dans X est fermée.

Soit H le stabilisateur dans G d’un point générique de X. Supposons (*)
vérifiée. Alors H est réductif. Pour tout A € A, on note py la multiplicité
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DIMENSIONS DES COVARIANTS 219

de X dans l'algebre k[G/H] des fonctions régulieres sur G/H (G opere
dans G/H par la représentation réguliere). Par réciprocité de Frobenius,
Py est la dimension de ’espace des vecteurs H-invariants dans ’espace
de A. On considere aussi la condition suivante :

(**) L’orbite générique de G dans X est fermée et H = {e} .

Si G est fini, la condition (**) est vérifie.

2.2.— On notera B I'algebre A® des éléments G-invariants de A, et d sa
dimension de Krull. Soit B,, = BN A,,. Supposons (*) vérifiée et montrons
que B # By.

Supposons B = By. Comme les éléments de B séparent les orbites
fermées de X, la condition (*) entraine que X se réduit & une orbite. La
structure graduée G-invariante de A entraine ’existence d’un point fixe
de G dans X, que nous noterons w. Donc X = {w}, d’ou A = Ay, cas
exclu. Cela prouve notre assertion.

Soit S ’ensemble des n € N tels que B,, # 0. Alors S est un sous-
semi-groupe de N pour 'addition, non réduit & {0}. Soit ng le pged des
éléments non nuls de S. Alors S contient tous les multiples assez grands
de ng. Il existe une constante ¢ > 0 telle que dim B,, ~ cn®~! pour
n € noN, n — oo (cf. par exemple [3], p. 377). Evidemment, dim B,, =0

1y r n+mno—1
pour n ¢ noN. Si 'on pose mg , = Zp:n mo.n, o0 & donc
my, ~cn?™ ! quand n — oo .

)

Les notations de 2.1 et 2.2 seront employées dans tout 1’article.

LEMME 2.3. — Soient k, A, G comme en 2.1, vérifiant (*). Alors, pour
tout A € A, on a

My, <n/Mo,<n — P quand n — 0o .
a) Le B-module A()) est de type fini, et sans torsion. Montrons que :
(1) Le rang du B-module A()) est égal & prd(X).

Soit m : X — Y le quotient par G. Montrons qu’il existe un ouvert non
vide Yy de Y tel que pour tout y € Y, le rang du B-module A()) est
la dimension de k[r~!(y)]()) (la composante isotypique de type A dans
'algebre des fonctions réguliéres sur m~!(y)). L’assertion (1) en résulte,
car 7~ !(y) ~ G/H pour tout y dans un ouvert non vide de Y;.
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220 M. BRION ET J. DIXMIER

Soient fi,..., fr dans A(A), linéairement indépendants sur B, avec
r = rggA(N); on note M le B-sous-module de A(\) qu’ils engendrent.
1l existe f € B\ {0} tel que fA(X) C M. Montrons que

Yo={yeY|f(y) #0}

convient.

Choisissons y € Yy, et notons m ’idéal maximal de B défini par y. Alors
k[m=1(y)](A) = A(N)/mA(N). Pour tout u € A()), notons % son image
dans A(\) = A(M)/mA()). Les éléments f,...,f, sont linéairement
indépendants dansvxr/\); sinon, il existe by,...,b. dans B tels que
i1 bifi € mA(X) et que (par exemple) b; ¢ m. Alors

f-Y bifi € fmAQ) C mM,

=1

donc fb; € m, contradiction. Par suite dim M = r. Puisque fA(A) C
M c A()) et que fA(X) = A(X), on conclut que dim A(N) = r.

b) Choisissons fi, f2,..., fpaan) € A(A), homogenes, linéairement
indépendants sur B. Soit M le sous-B-module de A()) engendré par les f;.
Puisque le B-module A(X)/M est de torsion, sa dimension de Krull est
au plus (d — 1), d’ot dim M ,, ~ dim A(A) < , quand n — oo. De plus,

pad(A) n

dimM., = Z ZdlmBm ai

i=1 m=0

ol g; = deg f;. On en déduit que, quand n — oo,

mx, <n dim A(A) <n ~ prdim B,

= d(A)

LEMME 2.4. — Soient k, A, G comme en 2.1, vérifiant (*). Pour tout

A €A, soitm) ,, = ZZIZ" Y n la multiplicité de X dans Z"+n" Y4,

Alors m\ . /mg , — px quand n — oo.
Rappelons (2.2) 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que
(2) my, ~cn® ' quand n — co.
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DIMENSIONS DES COVARIANTS 221

De méme, comme A()\) est un B-module de type fini, sans torsion, il
existe une constante ¢’ > 0 telle que

(3) mh , ~cn®"! quand n — co.

)

(A défaut de référence explicite pour ce résultat connu, citons le lemme 1.4
de [5], qui 'entraine facilement). D’aprés (2) et (3), on a :

My, <n/Mo, <n = €' [c.

Compte tenu de 2.3, on a ¢'/c = p,, d’ou le lemme.

2.5. — Soit F ’ensemble des g € G tels que p,(g) soit scalaire pour
tout n. Alors p,(F) commute & p,(G) pour tout n, donc F est un sous-
groupe central de G. Pour tout n, on a p,|F = x,-I, ol x,, est un caractére
de F', bien défini si A, #0.Si A, #0et A, #0, 0n & Xpmtn = XmXn-

Sin €S, ona B, #0, et F opére trivialement dans B, donc x, = 1.
Soit ny le pged des n tels que x, = 1. On voit que ng est un multiple de
ng et que tout X, est d’ordre fini, de sorte que F' est fini.

2.6. — En général, ng # ng. Toutefois :

PROPOSITION. — Soient k, A, G comme en 2.1. On suppose que l’orbite
générique de G dans X est fermée et que le stabilisateur générique de
G X k* dans X est central (’action de k* dans X est définie par la
graduation de A). Alors ng = ny.

a) On note P(X) la variété projective associée au “céne” X. Mon-
trons que F' est le noyau de 'opération de G dans P(X).

Si g € F, g opere trivialement dans P(X). Réciproquement, soit ¢
un élément de G opérant trivialement dans P(X). On peut trouver un
entier e > 0 tel que A®) =: >, Ane soit engendré par A(le) = A..
Puisque P(X) = Proj A(®), g opére scalairement dans chaque Al = Ane.
Comme A est intégre, g opére scalairement dans chaque A, (cf. [3], p. 375,
lignes -1 4 -4). Donc g € F.

b) Soit 2 une orbite de G dans X ; notons Y l’adhérence de k*(2
dans X. Soient F(Y), no(Y), ny(Y) le sous-groupe de G et les entiers
associés & la k-algébre graduée k[Y]. Montrons que, pour toute orbite
assez générale, on a F = F(Y), ng = no(Y), ny = ni(Y). Puisque k[Y]
est un quotient de A, on a, si ) est assez générale :

A, #0<=k[Y], #0 et AZ #0 <= k[Y]¢ £0.
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222 M. BRION ET J. DIXMIER

D’ou ng = no(Y), et ny = nj(Y) pourvu que F = F(Y). On a évidemment
F C F(Y).Soit g € F(Y'). Alors g laisse fixe tout point de P(Y). Par suite,
g est central dans G si Q est générique, donc g € F d’apres a).

¢) On est donc ramené au cas olt k*§2 est dense dans X, avec ) fermée
dans X. Soit z € Q. Posons

I'={(g,t) € G xk*| gz = tz}.

L’image de Papplication T' — k* : (g,t) — ¢ est finie (sinon w € @ = Q);
c’est donc un groupe fini cyclique, dont on note v ’ordre. On a

k(Y)G — k(G % k*)I‘xG

ou I opere dans G x k* par translations & droite. Donc k(Y)¢ ~ k(k*)T
est engendré par une indéterminée homogene, de degré . Puisque A® est
graduée et a pour corps des fractions k(Y)¢, on a v = ny.

D’autre part, I' est central dans G x k*, donc
F={geG|3tek" telque (g,t)el}~T.
Soient p € A, et g € F. Alors, pour tout z € Q, on a
(9-9)(2) = p(g7"2) = t"p(2)
et par suite :
F opere trivialement dans A, <= n est multiple de ~.
Ainsi, ny = v = ng.

2.7 Remarque. — Lorsque G est fini, les hypotheses de la PROPO-
SITION 2.6 sont vérifiées. En effet, avec les notations précédentes, le
stabilisateur générique de G dans P(X) opere trivialement dans P(X),
donc est central dans G.

2.8. — Soit x le caractere de F' dans A, 11 pour n assez grand.
Soit £ € {0,1,2,...,ng — 1}. Alors Xpn;4¢ = x! pour n assez grand. En
particulier, x est d’ordre nj.

Soit k[G/H], le sous-espace vectoriel de k[G/H] formé des éléments
sur lesquels F' opere suivant le caractere x’. Ce sous-espace est G-stable.

On a
ng—1
kIG/H) > €D kIG/H],
=0
et le quotient est de dimension finie. Si A € A, A | F' est un caractére x
de F. Soit A, ’ensemble des A € A tels que x» = x¢. Alors \ apparait
dans k[G/H]; si et seulement si A € Ay.
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DIMENSIONS DES COVARIANTS 223

THEOREME 2.9. — (Cf. 2.1 pour les notations k, A4, G, py; 2.2 et 2.5
pour les définitions de ng et ng; 2.8 pour la définition de A,.)

On suppose vérifiée la condition (*). Soient £ € {0,1,...,ny — 1} et
A € Ag. Soit mY . la multiplicité de X dans A, + Angny + Anyony +- +
An+n0——n6
(i) Sin#{ mod ng, on amy, =0 pourn assez grand.

(i) Sin = £ mod ny, on a m’in/(z;ﬁzo'lmo,p) — py quand
n — 00.

L’assertion (i) est évidente. Compte tenu de (i), ’assertion (ii) résulte
de 2.4.

COROLLAIRE 2.10. — ( Mémes notations qu’en 2.9.)
On suppose vérifiées les hypothéses de la Proposition 2.6.
Soient £ € {0,1,...,m9 — 1} et A € Ay.

(i) Sin#{ mod ng, on a my,, =0 pour n assez grand.

(i) Sin = £ mod ng, on a m,\,n/(ZZIZO_Imoyp) — pn quand
n — oo.

Cela résulte de 2.6 et 2.9.
(En particulier, pour G fini, on retrouve le résultat de HOWE.)

2.11. Remarque. — Soient k, A, G comme en 2.1, vérifiant (*). Soit
A€ A Alors :

A apparait dans A <= X apparait dans C[G/H].

En effet, < résulte de 2.9. Réciproquement, soit f un élément non nul
de A(X). Alors il existe au moins une orbite générique §? dans X telle que
F1Q#0, et f|Q s’identifie & un élément non nul de C[G/H] de type A.

2.12. — Dans cette section, on suppose G connexe; alors A est un
monoide (pour le produit de Cartan). Soit R la Z-algebre de A. Un élément
de R est une somme finie 5 ay e* ol les ) appartiennent & Z.

Soit ‘H la G-série de Hilbert de A au sens de [2]. On a donc H =
YisolAilz’, ot [4;] € R est la classe du G-module A;. On sait (cf. par
exemple [2], chap. 1) que :

Py(z) + Pi(z)e* + Py(z)e?? + - _
(]_—;L‘O‘)(]_—:EB)-”(]_—.T'YQ/“) 1—2z e#’)...

(4) H=
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224 M. BRION ET J. DIXMIER

D’une maniére précise, H = N'/D, avec
N = Z P\(z)e* (somme finie, P\ € Z[z]);
A€A
D= H Dy (produit fini);
A

Dy = H(1 — g™ e!)  (produit fini).

La série de Poincaré de B est alors :

(5) Py(z)/Dy = Py(z)/ H(l — ™),

PROPOSITION 2.13. — On conserve les notations de 2.12 et [’on suppose
vérifiée la condition (*). Alors, pour tout A € A, Uentier Py(1) est un
multiple de Py(1).

La dimension de Krull d de B est aussi le nombre de facteurs 1 — g™
figurant dans (5). D’apres [8],si H = Y, H,(z)e, il existe une constante
¢ > 0 indépendante de A telle que

my, <n ~ cn® liml(l — z)¥H,\ ().
xr—

Compte tenu de 2.3, on a donc, avec une autre constante c’,
Z P,\(l)eA
¢ ZpA ==
X [I2
A#0
ZPX(l)e’\ =c (ZpAeA) H(l — M),
A A#0

ou les m) sont certains entiers > 0. Comme py = 1, la comparaison des
termes en e” donne ¢’ = P,(1). On a donc ’identité :

S Per = R (Y me) [T - eH)™
A A#£0

qui entraine la proposition.

2.14. — Le nombre P, (1) est la somme des coefficients de Py. La PRO-
POSITION 2.13 a été observée empiriquement par SYLVESTER ([9], p. 48)
dans les cas suivants : G = SL(2,C), A = C[V;] ou V] est I’espace des
formes binaires de degré ¢ muni de I’action naturelle de G, 2 < i < 10
ou i =12.
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DIMENSIONS DES COVARIANTS 225
3. Cas des groupes compacts

3.1. — On conserve les notations du § 2, et 'on suppose G connexe.
Soient § une sous-algebre de Cartan de Lie (G), et h ’espace vectoriel
réel engendré par les poids des représentations de G. On identifie tout
élément A\ de A a son plus grand poids, de sorte que A € h§ et que 'on
peut parler de la norme ||A|| de A.

Soient U un sous-groupe unipotent maximal de G, et AV I’ensemble
des éléments U-invariants de A. Alors AV est une sous-algebre de type fini
de A. Pour tout X € A et tout n € N, soit AY  I'ensemble des éléments
de AU de poids A, de sorte que AY est multigraduée de type A x N.
Ona: Af\ =B.

Soit (fi,...,fr) une suite finie d’éléments multihomogenes de AV qui
engendrent la B-algebre AV, Soit f; € A on peut supposer pu; # 0
pour 1 <3 <r.

U .
Hiymi?

Une partie I de {1,2,...,7} sera dite distinguée si ’ensemble des p;,
ou i € I, est contenu dans un demi-espace homogene ouvert de b§. Soit D
I’ensemble des parties distinguées de {1,2,...,7}. Si I € D, on choisit une
forme linéaire ¢y sur b telle que wr(u;) > 0 pour tout 5 € I.

Pour tout J € D, on choisit (aq,...,a,) € N tel que Y./, a;pu; = 0,
a; = 0 pour 7 € J, pged(a;) = 1. Soit C = sup(a;), la borne supérieure
étant prise sur tous les ¢ et tous les (ai,...,a,). Pour I € D, soit P(I)
I’ensemble des a = (ay,...,a,) € N tels que a; < C pour 7 ¢ I. Soit

P =U;ep PU).

LEMME 3.2. — Soit 8 = (f1,...,8r) € N". Alors  est somme d’un
élément de P et d’un élément (y1,...,7,) de N" tel que

mip ey = 0.

C’est évident pour 8 = 0. On raisonne par récurrence sur 3y +-- -+ 3.

Soit J l’ensemble des i € {1,...,7} tels que B; # 0. Si J est distingué,
on a 3 € P(J) C P. Supposons J non distingué. On a une relation
ajpy + -+ +ar-p = 0 avec des a; € N non tous nuls tels que pged(a;) = 1,
a; = 0 pour ¢ ¢ J, et a1,...,a, < C. Si B; > a; pour tout 7, on écrit
(8:) = (a;)+(B; —a;) et Pon applique ’hypotheése de récurrence a (3; —a;).
Sinon, il existe un élément de J, disons 1 pour simplifier les notations, tel
que 0 < B < ay. On écrit 8 = y+68 avec v = (61,0, ...,0). L’hypothese de
récurrence appliquée & § donne § = e+ avece € P. Ore = (0,¢3,...,6,);
comme 8 < C,ona~vy+e=(01,62,63,...,6,) EPet B=(y+e)+(
vérifie le lemme.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



226 M. BRION ET J. DIXMIER
LEMME 3.3. — Pour tout @ = (aq,...,a,) € N", posons

— f01 fQ2 Oy
Ma —J1 2 T € AEalp,,,Ea ng*

Alors

= ZBMO,.

a€P

Siajpuy +--appu, =0,0n a M, € AY = B. 1l suffit alors d’appliquer
le LEMME 3.2.

PROPOSITION 3.4. — On suppose vérifiée la condition (*). Il existe des
constantes o > 0 et § > 0 telles que

man < o(1+[[AP)(1 +ntt)
pour tout X et tout n.
D’apres 3.3, on a

Y ¥ s

I€D aeP(I)

= Z Z Bn—Ealn;M

IeD aeP(I,\)

d’ou

ot P(I,)\) est I'ensemble des a € P(I) tels que Y;_; a;u; = A. Donc il
existe une constante k > 0 telle que

n=dim AY, <kn?"' )" card P(I, ).
I€D
Sia€ P(I,\),ona:
(Z Oéz') (mln er( ,uz < (Z azul) =1 ()\ — Zaiﬂi)
i€l igl

<o) +C > ler(p)]
ig

Donc il existe une fonction affine i1 sur hj telle que
ae PN = Y a; <N,
i=1
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DIMENSIONS DES COVARIANTS 227

Par suite, card P(I,A) a une croissance polynomiale en |||, d’ol la
proposition.

3.5. — Dans la suite du § 3, on prend k£ = C. Soit K un groupe de Lie
compact connexe, d’élément neutre e. On suppose que K opere fidélement
dans A par automorphismes gradués. Par complexification, on obtient un
groupe réductif G opérant dans A, auquel on va appliquer ce qui précéde.
On suppose vérifiée la condition (*).

LEMME 3.6. — Il existe des constantes p > 0 et a > 0 telles que

n+ng—1 n+no—1
Z map < p(1+ (M) (1 + Z mO,p)
p=n p=n

pour tout n et tout A.

Cela résulte de 2.2 et 3.4.

PRrROPOSITION 3.7. — Soient A, K comme en 3.5, vérifiant (*¥*).

Soit ¢y, le caractére de la représentation de K dans Zn+"° ! Ap. Soit
d, = dlm(zz+20 Y A,)K. Soit e, la masse de Dirac en e sur K. Alors,
quand n — 0o, on a dnlwn — €. au sens des distributions.

(On identifie les fonctions sur K a des distributions grace & la mesure
de Haar normalisée de K. Pour certaines propriétés utilisées dans cette
preuve, cf. par exemple [1], §8.)

a) Soient A € A, et 1) le caractere de A | K. La multiplicité de A
dans C[G] est dim A = y(e). Soit 7, la multiplicité de 1, dans .
D’apres 2.4, on a r,/d, — ¥,(e) quand n — co. Donc

(AT, 62) = /wn 0 (9)dg = dz ' — Pa(€) = (eer ).

Soit D(K) le sous-espace dense de C°(K) (espace des fonctions
centrales indéfiniment différentiables sur K) formé des combinaisons
linéaires finies de caracteres. D’apres ce qui précede,

(d Y, ) — (e, ¥) pour tout ¢ € D(K).

b) Soient ¢ € C®(K) et ¢ > 0. On a ¢ = ¢’ + ¢" avec ¢’ €
C>¢(K), ¢" orthogonale aux fonctions centrales, ¢(e) = ¢’(e). Ensuite,
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©' = \ca Br¥x ot la famille (8))xea est & décroissance rapide. 11 existe
une partie finie Ay de A telle que, avec les notations de 3.6 :

SR A+INE) Selp, (3 B )(e) <e.

A\Ao A\A()
Alors ‘
(42180, Y )| it 37 1B (1+ IXI7) (1 + d)
A\Ao A\Ao
<2p ) 1B (T+ %) < 2e.
A\Ag

Pour n assez grand, on a, d’apres la partie a) de la preuve,
\(d#%,Zﬁwo - <€e,ZﬂA¢A>I <
Ao Ao

Alors, pour n assez grand,

|<d;1'$na90>_<567§0>l=1 1¢n390> 567‘19 |
< {<d;%zn,zﬁm> - <se,zﬂm>|
+ (i T, 32 B + (s 3 Bren)|

A\Ao A\Ag

< 4e.

Donc d; ', — €. au sens des distributions, ce qui prouve la proposition.

3.8. — Dans ’énoncé 3.7, on ne peut pas remplacer la convergence au
sens des distributions par la convergence au sens des mesures. En effet,
soient z,y des indéterminées et A = Clz,y], avec la graduatlon usuelle.
OnaX—C2 Soit K = T, avec e -z = ¥z, e .y = e~¥y, d’on
une action de K dans A par automorphismes. On a G = C*, Paction de

A /\91 . La condition (**)

est vérifiée. On ang = 2, 2w, = e(PTD0 f enif .. 4 e=(n+1)i0 Dgpreg
la théorie des séries de Fourier, 1, ne tend pas vers €, au sens des mesures.

A € C* dans X étant définie par la matrice

3.9. — On laisse au lecteur le soin de généraliser 3.7 au cas ou la
condition (**) est remplacée par (*), et ot 'on considére le caractere
de K dans A, + An+ng + o4 An+n0—n6'
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4. Une remarque sur le résultat de R. Howe

4.1. — La proposition suivante est une conséquence directe du résultat
de Howe, et n’utilise pas ce qui précede.

PROPOSITION 4.2. — Soit Z un groupe simple complexze conneze.
Soit M lensemble des classes de Z-modules simples de dimension finie,
identifié a l’ensemble des poids dominants de Z.

Soit G un sous-groupe fini de Z de centre {e}. Pour toute classe de
représentation irréductible X de G et tout p € M, soit myy la multiplicité
de A dans p | G. Soit 0 la représentation triviale de dimension 1 de G.

Alors myy /myo — dim X quand ||p|| — oo .

Soit U un sous-groupe unipotent maximal de Z. Soit A = C[Z/U].
Alors A est une algebre de type fini integre, et A s’identifie a @, ¢ de
telle sorte que A devienne multigraduée de type M (cf. par exemple [7],
th. 3). L’action naturelle de Z dans A conserve la structure d’algebre
multigraduée.

Le théoréme de Howe s’applique (il faut observer que la preuve de
HoWwE, faite dans le cas gradué, s’adapte au cas multigradué considéré
ici). D’ou la proposition.

4.8. — Ainsi, lorsqu’on prend une “tres grande” représentation simple
de Z, sa restriction a G est “a peu pres” un multiple de la représentation
réguliere.
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