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FIBRES DE RANG DEUX SUR UNE COURBE,
FIBRE DETERMINANT ET
FONCTIONS THETA, II
PAR

ARNAUD BEAUVILLE (*)

RESUME. — Soit My ’espace des modules des fibrés semi-stables de rang 2, de
degré d et de déterminant fixé sur une courbe C. Le groupe de Picard de M, est
engendré par le fibré déterminant £. Soit V' I’espace des fonctions théta du second
ordre sur la jacobienne de C; I’espace HO%(My, £) s’identifie & V. Nous définissons
des homomorphismes S?V — H%(Mo, £2) et A2V — HO(My, L), qui sont bijectifs
lorsque C n’admet pas de théta-caractéristique spéciale. Nous construisons a l’aide des
théta-caractéristiques de C des bases de HO(Mo, £2) et H°(M1, L), et calculons les
homomorphismes ci-dessus dans ces bases.

ABSTRACT. — Let My be the moduli space of semi-stable vector bundles of rank 2,
degree d and fixed determinant on a curve C. The Picard group of Mg is generated
by the determinant bundle £. Let V be the space of second order theta functions on
the Jacobian of C'; the space H®(My, L) is canonically isomorphic to V. We define
homomorphisms S2V — H%(Mo, £2) and A2V — HO(My, L), which are bijective
when C has no special theta-characteristic. We construct bases for H°(Mo,£?)
and H%(M;, L) in terms of the theta-characteristics of C, and compute the above
homomorphisms using these bases.

Introduction

Soit C' une surface de Riemann compacte de genre g. On associe a C,
pour chaque paire d’entiers (r,d) avec r > 1, une variété projective M, 4
qui parametre les fibrés holomorphes semi-stables sur C, de rang r et
de degré d, de déterminant fixé (la notation officielle est SUc(r,d)). Une
construction naturelle de fibré déterminant permet de définir sur cette
variété un fibré en droites positif £; tout fibré en droites sur M, 4 est un
multiple de £ [D-N].

(*) Texte recu le 17 octobre 1990, révisé le 4 mars 1991.
A. BEAUVILLE, Université de Paris-Sud, Mathématique, Bat. 425, 91405 Orsay Cedex,
France.
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260 A. BEAUVILLE

Les espaces de sections H°(M,. 4, £*) ont recu récemment une attention
considérable de la part des physiciens, en liaison avec la théorie conforme
des champs et les polyndmes de Jones [W]. Dans le cas d = 0, une formule
remarquable pour leur dimension a été proposée par E. VERLINDE [V];
je n’arrive pas & savoir s’il en existe une démonstration mathématique.
Elle est étendue dans [T] aucas r =2,d = 1.

Dans cet article, nous continuons 1’étude entreprise dans [B] de ces
espaces dans des cas trés particuliers (r = 2, k = 1 ou 2), du point de
vue de la géométrie des espaces de modules. Nous nous bornons désormais
au cas des fibrés de rang 2; nous omettrons 'indice r dans la notation.
L’espace M, est isomorphe a My si d est pair, & M; si d est impair.

On a mis en évidence dans [B] un isomorphisme canonique (& un scalaire
pres) de H%(My, L) sur Pespace V des fonctions théta du second ordre
sur la jacobienne de C. Nous considérons ici les espaces H°(My, £?)
et HY(My,L£). On a

dim HO( Mo, £2) =2971(29 +1) et
dim H°(M,, L) = 2971(29 - 1).

La premiere égalité est un cas particulier de la formule générale de Ver-
linde; une démonstration rigoureuse en a été annoncée par A. BERTRAM.
La seconde est démontrée dans [L]. Le but de cet article est d’expliquer
les égalités

2971(29 + 1) = nombre de théta-caractéristiques paires de C
= dim S?V,

2971(29 — 1) = nombre de théta-caractéristiques impaires de C
= dim A?V.

On associe d’abord & une théta-caractéristique x paire (resp. impaire)
un diviseur D sur My (resp. M), formé des fibrés E tels qu'’il existe une
fleche non nulle E — E ® k de trace nulle. On montre (§ 1) que D, est le
diviseur des zéros d’une section d,, de H°(M, £?) (resp. H°(M,, L)), et
que ces sections forment une base de H°(My, £) dans le cas impair, et de
H°(M,, £?) dans le cas pair.

On construit ensuite des homomorphismes

©0 :S2V—>HO(M0,,C2), (p;:A2V—>HO(M1,£)

(le second dépend du choix d’un point p de C). Ces fleches sont des
isomorphismes, sauf dans des cas spéciaux liés a ’annulation en 0 de
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FIBRES DE RANG DEUX ET FONCTIONS THETA, II 261

fonctions théta ou de leurs dérivées. Elles font correspondre la base (d,)
de H%(My,L?) (resp. de H°(M;y,L)) & la base naturelle (&) de S?V
(resp. A2V) formée de vecteurs propres sous I’action du groupe de Hei-
senberg.

Cette étude fait appel & des propriétés relativement fines de la variété
de Kummer de C, qui se plonge naturellement dans M, mais aussi,
aprés désingularisation, dans M; (§3). Ces propriétés sont établies dans
IAppendice. On y résume aussi quelques applications de la théorie de
Mumford, telles que la décomposition de S?V et A2V sous I’action du
groupe de Heisenberg : ces résultats sont bien connus, mais je n’ai pas
trouvé de référence adéquate.

Certains des résultats exposés ici sont assez anciens; ceux qui concer-
nent le cas impair doivent beaucoup a des conversations avec
M.S. NARASIMHAN et S. RAMANAN. C’est une discussion avec N. HITCHIN
qui m’a incité & rassembler ces idées un peu éparses; je veux le remercier
de 'intérét qu’il a manifesté pour ces remarques.

0. Notations et rappels

0.1. — On considére dans cet article une courbe C' projective et lisse
sur C, de genre g > 2; on note J sa jacobienne. Si F' est un fibré sur C,
on note parfois h°(C, F'), ou simplement h°(F'), la dimension de ’espace
vectoriel H°(C, F).

Pour A € Pic(C), on désigne par M, P’espace des modules des fibrés
semi-stables sur C, de rang 2 et de déterminant A. C’est une variété
projective, dont le groupe de Picard est isomorphe & Z (cf. [B]); on
note £, le générateur ample de Pic(M,). On écrira simplement My,
Lo lorsque A = O¢ , et My, Ly, lorsque A = O¢(p) (p € C).

0.2. — Rappelons la définition de £ lorsque deg(\) est pair (loc. cit.).
Soit N un fibré en droites sur C, de degré g — 1 — % deg()); soit Ay la
sous-variété réduite de M, formée des classes de fibrés E pour lesquels
H°(C,E®N) n’est pas nul. Alors Ay est un diviseur de Cartier dans M
et 'on a £y =2 O(Ay).

0.3. — Une propriété importante du faisceau Ly est liée a la notion de
fibré déterminant, que nous allons rappeler dans ce contexte.! Soient S
une variété intégre et F un fibré sur C x S. Notons r et g les projections
de C x § sur C et S respectivement. Le fibré déterminant det Rq.(F)

! Contrairement & [B], j’ai adopté ici les conventions de [K-M], qui sont parfaitement
naturelles mais conduisent hélas dans notre situation & des signes désagréables.
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262 A. BEAUVILLE

est défini de la maniere suivante [K-M] : Rq.(F) est représenté dans la
catégorie dérivée D(S) par un complexe de fibrés

0-FE-5F-0;

on note det Rg,(F) le fibré en droites det(E) ® det(F)~!. Il ne dépend
pas du choix du complexe représentant Rg.(F).

Supposons de plus que % soit un isomorphisme au point générique de S :
ce sera le cas si la restriction F; de F a C x {s}, pour s général dans S,
satisfait & hO(F;) = h}(F,) = 0. Alors detu est une section non nulle
de (det Rq«(F))™!; son diviseur est noté — div Rg.(F). Son support est
I’ensemble des points s de S tels que h°(F;) > 1; sa multiplicité en un
point s de S est toujours au moins égale & h?(F;).

0.4. — Soit maintenant h un morphisme de S dans M, et £ un fibré
de rang 2 sur C x S, possédant la propriété suivante : pour tout point s
de S, le fibré &; est semi-stable de déterminant X et sa classe dans M
est égale & h(s) (nous dirons, pour abréger, que £ est un fibré de Poincaré
sur C' x S relativement & h). Avec les notations de (0.2), le faisceau h* L)
est alors isomorphe & [’inverse du fibré déterminant det Rg.(€ ® r*N).
Si le diviseur Ay ne contient pas h(S), son image réciproque par h est
le diviseur —div Rg.(£ ® r*N). On a mult,(h*Ayx) > h%(€s ® N) pour
tout s € 5.

0.5. — Les conventions pour les espaces et fibrés projectifs sont celles
des EGA : si V est un espace vectoriel, la notation P(V') désigne 1’espace
des hyperplans de V'; si E est un fibré vectoriel sur une variété S, on
note P(E) le fibré projectif dont la fibre en un point s de S est P(Ej).

1. Diviseur associé a une théta-caractéristique
Pour tout fibré E sur C, nous noterons Endo (E) le sous-fibré de End(E)
formé des endomorphismes de trace nulle. Conformément & 1’Appen-
dice (A.2), nous appellerons théta-caractéristiqgue de C un fibré en droites
sur C tel que %% = K.
LEMME 1.1.

a) Soit E un fibré de rang 2 sur C, et soit k une théta-caractéristique
de C. On a

dim H(C, Endo(E) ® ) = deg(E) + h°(k) (mod 2).

b) Si F' est un autre fibré de rang 2 sur C, de méme déterminant
que E, on a

dimHom(E,F ® k) = deg(E) (mod 2).
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FIBRES DE RANG DEUX ET FONCTIONS THETA, II 263

Comme Hom(E, E ® k) est somme directe de H°(C,Endo(E) ® k) et
de H(C, k), lassertion a) résulte de b).
Prouvons b). L’application u +— A%u

Hom(E,F ® k) — Hom(A’E,A>(F® k)) = K¢
est une forme quadratique séparante sur le faisceau Hom(E,F ® k), &
valeurs dans K¢. D’aprés [M2], la dimension (mod 2) de Hom(E, F ® k)
est alors invariante par déformations de E et de F. Il suffit donc de
démontrer b) lorsque E et F sont de la forme L & M, avec L et M dans
Pic(C). On a alors

dimHom(E,F®«) =2h°(k) + A (k@ LO M) + R (k® L' ® M)
=x(k®L®M™") (mod2)
=deg(E) (mod2). []

1.2. — Soit k une théta-caractéristique de C. Nous désignerons
par D,(f) la sous-variété réduite de M, formée des classes de fibrés E
pour lesquels H°(C,Endy(E) ® k) n’est pas nul; s’il n’y a pas d’ambiguité
sur A nous la noterons simplement D,. En vertu du LEMME 1.1, elle est
égale & ’espace M, tout entier lorsque h°(x) et deg()) n’ont pas la méme

parité. Nous ne considérerons donc les variétés D,(f) C M, que lorsque
h%(k) = deg(\) (mod 2).

Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant.

THEOREME 1.2. — Soient X un élément de Pic(C) et k une théta-
caractéristique de C. Notons F le faisceau L3 si deg(\) est pair, Ly si
deg(\) est impair. Il existe une section non nulle d, de HO(My, Fy) telle
que D, soit le diviseur des zéros de d,. Lorsque k parcourt ’ensemble des
théta-caractéristiques telles que h®(k) = deg()\) (mod 2), les sections d,
forment une base de H'(My, Fy).

Le fibré F est 'unique élément de Pic(M ) tel que F, 2 soit isomorphe
au fibré canonique de M, (cf. par exemple [D-N]); c’est d’ailleurs sous
cette forme qu’il apparait dans la démonstration.

1.3. — La clé de celle-ci est de considérer les images réciproques
des §ous-variétés D, sur certaines variétés abéliennes associées & C. Soit
7 : C — C un revétement étale double (connexe) de C. Il lui correspond
un fibré en droites 7 sur C tel que n? = O¢. On notera o linvolution de C
qui échange les deux feuillets du revétement.
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264 A. BEAUVILLE

LEMME 1.3. — Soit M un fibré en droites sur C~’, et soit Kk une théta-
caractéristique sur C.
a) Si h%(C,k®mn) #0, Uespace H'(C,Endo(m, M) ® k) n'est pas nul.
b) Si h°(C,k ®n) =0, il existe un isomorphisme canonique

H(C,&ndo(m. M) @ k) 5 H(C,M @ 0* M~ @ 1*k).
Considérons ’isomorphisme canonique
Homo,, (meM, 7. M) — m, Homo,, (m*m. M, M).

Le déterminant de n,M est isomorphe & Nm(M) ® 7, donc celui
de 7*m, M & M ® o* M. Par suite le noyau de ’homomorphisme canonique
7*m«M — M est isomorphe & o*M. On en déduit une suite exacte

0— Oz — Homog (T*m. M, M) — M ®c*M~" -0,
d’ol, par application de 7, et produit tensoriel avec k,
(14) 0-n®Kk — Endo(mM) @k — T (M @ oc*M ' @ %K) — 0.
Le lemme en résulte aussitot. []

1.5. — La variété de Prym P = Prym(C, C) est Pimage de 'endomor-
phisme 1 —o* de J (6’) La polarisation principale de J (5) induit sur P le
double d’une polarisation principale. Plus précisément, soit N un fibré en
droites sur C tel qu’on ait Nm(N) = K¢ et que h%(V) soit pair; le divi-
seur Oy sur J(C) formé des fibrés L tels que H°(C,L ® N) # 0 induit
sur P le double d’un diviseur réduit =y, et celui-ci définit la polarisation
principale de P. ~ B

Soit A € Pic(C); choisissons un élément A de Pic(C) tel que
NmA = A ® 7. Pour tout élément L de P, l'image directe m, (L ® A)
est un fibré de rang 2 sur C, de déterminant \; on vérifie comme dans
[B, lemme 1.2] qu’il est semi-stable. L’application L — 7, (L ® A) définit
donc un morphisme h de P dans M.

LEMME 1.5. — Supposons h®(k) = deg()\) (mod 2).
a) Si h°(C,k®n) # 0, le diviseur D,; de M contient h(P).
b) Si hO(C,k @ 1) = 0, le faisceau N = A ® o* A~ ® n*k satisfait
@ Nm(N) = K¢g et h%(N) = 0 (mod 2); on a (ensemblistement)
h~Y(Dy) = 25 (En).
c) La sous-variété D, est distincte de M.
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FIBRES DE RANG DEUX ET FONCTIONS THETA, II 265

L’assertion a) résulte du LEMME 1.3 a).

Si M et R sont deux fibrés en droites sur C, avec Nm(R) = K¢,
on déduit de [M2] la relation h°(M ® o*M~! ® R) = h°(R) + deg(M)
(mod 2). Sous ’hypothése b), on a h®(7*k) = hO(k), d’ott

RO(N) = h%(n*k) + deg(A) =0 (mod 2).
Pour tout L € P, le LEMME 1.3 fournit un isomorphisme canonique

H(C,Endy(n.(L® N)) @ k) = H(C,L* ® N).

L’assertion b) en résulte.

La théta-caractéristique « étant donnée, on peut trouver n € J, tel que
h%(k ® n) = 0; choisissant A comme ci-dessus, on déduit alors de b) que
D, est distincte de My. []

1.6. — Notons r et ¢ les projections de C' x M sur C et M respecti-
vement. Il n’existe pas nécessairement de fibré de Poincaré sur C' x M,
mais il est bien connu qu’il existe toujours un fibré Endy sur C x M,
possédant la propriété universelle suivante : étant donnés une variété S,
un morphisme A : S — M, et un fibré de Poincaré £ sur C x S relati-
vement & h, le fibré (1¢,h)* Endy est isomorphe & Endy(E) (cela résulte
par exemple du lemme de descente 2.3 de [D-N]). Notons D, le diviseur
— div Rq.(éndg ®r*k) (0.3). On a par construction D,, = (D,)red, de sorte
que Dy et D/ sont des diviseurs de M.

LEMME 1.6. — Avec les notations de (1.5), on a h*D!, = 25(2Ey).
Choisissons un faisceau de Poincaré £ sur C x P, normalisé de fagon

que Nm(L) = Ocxp. Notons r et g les projections de C x P sur C et P
respectivement, 7 et g celles de C x Psur C et P, et 7’ le morphisme
(my1p) : Cx P — C x P. Le fibré £ = 7, (L ®7*A) sur C x P est un fibré
de Poincaré relativement & h; on déduit de la suite exacte (1.4) une suite
exacte

0— 71" (n®K) — Endo(E) @ 1"k — (L2 @ F N) — 0,

d’oll un isomorphisme Rg.(Endo(£) ® *k) — R, (L2 ® 7*N).
L’égalité des diviseurs déterminants associés entraine le lemme. []
LEMME 1.7. — On a D;, = 2D, D, € |F,| et h*D,, =25 En.
Un calcul facile, basé sur le théoréme de Grothendieck-Riemann-Roch

et sur Pégalité c¢;(Endy) = 0, montre que 1'élément det Rg.(Endy @7*N)
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266 A. BEAUVILLE

de Pic(M,) est indépendant de N € Pic(C). Prenons N = O¢ :
le faisceau g¢.(Endy) est nul, tandis que R'q.(Endy) s’identifie au fibré
tangent Trq, (cf. [B, proposition 3.3]). Ainsi O(D.) est isomorphe au
fibré anti-canonique K;}A ; autrement dit, on a D!, € I]-'fl

Puisque h°(C,&Endo(E) ® k) est pair pour tout fibré E de M,
(LEMME 1.1.a)), les composantes de D!, apparaissent toutes avec une mul-
tiplicité > 2 (0.4). Si deg()) est impair, la relation D € |£2| implique
donc D, = 2D, et D, € |£,|. Si deg()) est pair, la relation D!, € |£}] im-
plique ou bien D), = 2D, et D,, € |£2|, ou bien D!, = 4D, et Dy, € |L,];
mais le LEMME 1.6 montre que D) est le double d’un diviseur réduit,
ce qui exclut la seconde possibilité. La derniere formule résulte alors du
LEMME 1.6. [

1.8. — Nous avons donc démontré la premiere partie du théoreme;
comme la dimension de 'espace H°(M,,F)) est égale au nombre des
théta-caractéristiques de méme parité que deg(A), il suffit maintenant de
prouver que les sections d) sont linéairement indépendantes. Considérons
une relation linéaire Ya.d, = 0 dans H°(M,,F)), ou k parcourt l’en-
semble des theta—caracterlsthues de méme parlte que deg()\) Fixons un
revétement 7 : C — C et un faisceau inversible A sur C' comme ci-dessus.

Supposons d’abord deg(A) impair. Notons ¥, I’ensemble des théta-
caractéristiques impaires telles que h%(x ® ) = 0. L’application

ki Ne =A@ A @'k,

restreinte & 1, , est injective. Par suite, les diviseurs E, correspondant
a deux éléments distincts de ¥, sont distincts, et ils different par une
translation par un point d’ordre 2 de P. Les diviseurs 2% Ey,, pour
k € ¥, , sont alors linéairement indépendants (PROPOSITION A.8). Il
résulte donc du LEMME 1.7 qu’on a a,; = 0 pour tout x € ¥, . Il suffit pour
conclure d’observer qu’étant données une théta-caractéristique impaire &
et une théta-caractéristique ' telle que h%(xk’) = 0, le fibré en droites
n=r" @~k satisfait & k € 9.

Si deg(A) est pair, le raisonnement précédent permet seulement de
conclure qu’on a a,h*d, + axgnh*d.gn = 0 pour toute théta-caractéris-
tique paire  telle que h%(k ® n) = 0. Mais si en outre h%(k) > 2, on a
h*d.gn = 0 et h*d, # 0 d’apres (1.5), d’ou a,, = 0. On en déduit comme
ci-dessus que a, est nul pour toute théta-caractéristique paire k vérifiant
ho(k) > 2.

1.9. — Il reste & traiter le cas h°(k) = 0. On peut supposer A = O¢
(cf. remarque 1.11 ci-dessous). Toute théta-caractéristique x sur C définit
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FIBRES DE RANG DEUX ET FONCTIONS THETA, II 267
un diviseur théta ©, sur la jacobienne J de C (A.2). Soit 7 le morphisme
de J dans My qui associe & L la classe du fibré semi-stable L @ L~!.

LEMME 1.9. — Soit k une théta-caractéristique paire. Si h%(k) = 0, on a
i*D,, =2%0,; si h%(k) # 0, le diviseur D,; contient i(J).

On aéndo(L® L) =0c @ L?>® L~? et par conséquent
i(L) € Dy <= A% (k ® L*) + h°(k ® L™2) + h%(k) > 1.

Cette inégalité est toujours vérifiée si h°(k) # 0; dans le cas contraire elle
équivaut & L? € O,, cest-a-dire L € 2% ©,. Comme les diviseurs i* D,
et 2% O, appartiennent tous deux au systéme linéaire |40, (cf. LEMME 1.7
et [B] ), on en déduit le lemme. []

1.10. — Comme les diviseurs 2% O, sont linéairement indépendants
(PROPOSITION A.8), le LEMME 1.9 entraine a, = 0 pour toute théta-
caractéristique x avec h(k) = 0; cela achéve la démonstration du

théoréme. []

1.11 Remarque. — Soient A, p, v trois éléments de Pic(C) tels
que ¢ = A ® v2. L’application E — E ® v définit un isomorphisme
u : My — M,. Pour toute théta-caractéristique x de C, on a
alors u*D(,J‘) = D,(f‘). 11 suffit en effet (compte tenu du THEOREME 1.2) de
vérifier ’égalité ensembliste, et celle-ci résulte directement de la définition.

2. L’espace H°(M,, L3)

Dans ce paragraphe et le suivant, nous utilisons pour la jacobienne J
de C les résultats et notations de I’ Appendice; en particulier, £; désigne le
faisceau 0;(20), ou O est un diviseur théta symétrique quelconque sur J,
et V I'espace H°(J, L ). Rappelons d’autre part qu’on note M, ’espace
des modules des fibrés semi-stables sur C, de rang 2 et de déterminant
trivial, et Lo le générateur ample de Pic(My).

2.1. — Commengons par rappeler les résultats de [B] dont nous aurons
besoin. Soit 7 le morphisme de J dans M, qui associe & un fibré en
droites L la classe du fibré L & L~ (1.10). Il définit par passage au
quotient un plongement de la variété de Kummer K de J dans M. Le
faisceau 1* L sur J est isomorphe a L, et ’homomorphisme de restriction
H%(Mg, Lo) = HO(J, L) =V est bijectif. Le systéme linéaire |Lo| définit
donc un morphisme ¢q : My — P(V).

Soit k une théta-caractéristique de C. Pour tout fibré E de My, le
diviseur : -

6x(E) = {L €J|H(C,E®Kk®L) #0}
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appartient au systeme linéaire |L£;|; on définit ainsi un morphisme
55 H Mo - Iﬁjl = P(V*).

D’autre part on associe & x un élément ¢, de V ® V, qui définit un
isomorphisme ¢, : V* — V (A.5 et A.6). Le diagramme

P(V)

®o
7
\PW*)

(2.2) M,

est commutatif; il induit par restriction & J le diagramme (6) de I’Appen-
dice.

Soit E un fibré de My ; soit A, (E) la sous-variété réduite de M, définie
par

Ag(E)={Ge Mo | W(C,E®Kk®G) > 1}

LEMME 2.3. — AL(E) est un diviseur du systéme linéaire |Lo|; son
image réciproque i*A,(E) sur J est égale d 6,(E).

Prouvons la premiere assertion. En remplacant Mg par un revétement
convenable, on peut supposer qu’il existe un fibré de Poincaré & sur
C x My. Notons r et ¢ les projections de C x My sur C et My. La
sous-variété A (E) coincide ensemblistement avec le diviseur déterminant
Al(E) := —divRg.(£ @ r*(E ® k)). Le théoréme de Riemann-Roch
entraine que le fibré O(A/ (E)) est indépendant de I’élément E de My ; il
est donc isomorphe & (det Rg.(€ ® k))~2 = L3. Pour tout fibré G de My,
le nombre h°(C,GR® E®Qk), égal & dim Hom(G, E® k), est pair en vertu du
LEMME 1.1.b); par suite toutes les composantes de A} (E) apparaissent
avec une multiplicité > 2 (0.4). Ceci implique Al (E) = 2A4(E) et
AK(E) € l‘c0|

11 suffit dés lors de prouver la seconde assertion ensemblistement. Soit
L € J; pour que le fibré L ® L~ appartienne & A.(E), il faut et il suffit
que l'un des deux espaces H*(C,E® k ® L) ou H'(C,E® k ® L™!) ne
soit pas nul. Comme ces deux espaces ont méme dimension, cela équivaut
AH(C,E®Kk®L)+#0, cest-d-dire L € 6.(E). []
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Le LEMME 2.3 assure que le diagramme suivant est commutatif :

Considérons le diagramme

s2v 20, HO(My, £2)

H°(J,L%)

ol p:S2H(J,L;) — HO(J, L%) est ’homomorphisme de multiplication.
On a u(&) = 0si h%(k) > 2, et u(€x) = 6,(2-) & un scalaire non nul pres
si h(k) =0 (A.9).

PROPOSITION 2.6.

a) Soit k une théta-caractéristique paire de C. A un scalaire non nul
pres, on a

Ppe =di et i*dg=0,(2) si h%(k)
ol =0 et i*dy =0 si. hO(k)

0;
2

vV

b) L’image de i* est contenue dans H(J, L%)T.

c) Les homomorphismes ¢f et u ont le méme noyau. Ils sont injectifs
si et seulement si toutes les théta-caractéristiques paires de C vérifient
h%(k) = 0 (c’est-a-dire si aucune théta-constante de C' ne s’annule).
Dans ce cas les homomorphismes o} : S?V — H%( Mg, L3) et i* :
H%( Mo, L3) — H°(J,L2)* sont bijectifs.

Comme les sections d, forment une base de H°(M,,L2) (THEO-
REME 1.2), la proposition décrit complétement les homomorphismes du
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