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DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE PENNER
SUR LA COMPOSITION DES TWISTS DE DEHN
PAR

ALBERT FATHI (*)

RESUME. — Nous démontrons le théoréme suivant de Penner : si (y1,...,7k) et
(61,-..,6¢) sont deux multicourbes qui remplissent une surface orientée, tout composé

en les twists de Dehn positifs D,,,..., Dy, et négatifs Dgll,..,,Dgzl autour des

courbes y1,...,vk,01,...,0¢, qui contient au moins une occurence de chacun d’entre
eux, est pseudo-Anosov. La démonstration que nous en donnons ne repose pas sur une
théorie du réseau ferroviaire dual. De plus le représentant, dans la classe d’isotopie,
que nous construisons est conjugué au pseudo-Anosov par une semi-conjugaison qui
n’a qu’'un nombre fini de préimages non-réduites & un point.

ABSTRACT. — We prove the following theorem due to Penner : if (y1,...,7k)
and (61,...,61) are two multicurves filling an oriented surface, every composition of
positive Dehn twists D, ,..., D, and of negative Dehn twists Dé_ll, ceey Dgt
the curves vy1,...,7k, 61,-..,6¢, which contains at least one occurence of each of them,
is pseudo-Anosov. Our proof does not rely on any theory for the dual train-track.
Moreover, we construct a representative in the isotopy class that is semi-conjugate to
the pseudo-Anosov representative by a semi-conjugacy with only a finite number of
preimages which are not points.

! around

0. Introduction et rappels

Pour la suite, nous considérons une surface M compacte, connexe,
de genre > 2 et orientée. Nous renvoyons a [FLP] pour la plupart des
définitions. Nous faisons les rappels suivants essentiellement pour fixer les

notations.

(*) Texte recu le 10 janvier 1991, révisé le 6 janvier 1992.
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468 FATHI (A.)

On note par S(M) 'ensemble des classes d’isotopie de courbes sim-
ples de M non homotopes a ( ou a une composante du bord. Puisque M
est orientée, pour v dans S(M), on peut définir le twist de Dehn posi-
tif D, autour de v comme classe d’isotopie de difféomorphismes. Le twist
négatif autour de v est bien siir I'inverse du twist positif. On note S'(M)
I’ensemble des classes d’isotopie de sous-variétés compactes de dimension 1
de M dont aucune composante connexe n’est homotope & 0 ou a une com-
posante du bord. Un élément I' € S§'(M) peut donc étre identifié & une
suite (Y1,..-,Yk) OU Y1,..., 7% € S(M) et i(yn,ve) =0,1 < h, ¢ < k. Une
famille {n1,...,n,} d’éléments de S(M) remplit la surface M, si pour
toute classe v € S(M) il existe un 7; tel que i(v,n;) # 0; de manieére
équivalente [Fa, Th. 3.4, p. 133] la famille {m,...,n,} remplit la sur-
face si, pour tous représentants ey, ..., e, de n1,...,7,, les composantes
de M \ U;Z] e; sont, soit des disques ouverts, soit des anneaux (semi-
ouvert) dont le bord est une composante du bord de M.

Le théoréme suivant est dii & PENNER [Pe] :

THEOREME. — Soient I' = (y1,...,7%) et A = (é1,...,6;) dans
S'(M), ot M est une surface compacte conneze et orientée. Supposons
que {Y1,- -, Vks01,...,60} remplissent M. Alors, tout composé en les
twists de Dehn positifs autour des courbes dans T' et en les twists de Dehn
négatifs autour des courbes dans A, qui contient au moins une occurence
de chaque courbe dans {v1,...,7k, 61,-..,06¢}, définit une classe d’homoto-
pie de difféomorphismes qui contient un difféomorphisme pseudo-Anosov.

Nous nous proposons de donner ici une démonstration qui n’utilise pas
la théorie des réseaux ferroviaires. En particulier, nous ne faisons pas appel
a une théorie du réseau ferroviaire dual.

Notre démonstration est, en esprit, plus proche de la démonstration de
TuUrsTON du fait que le composé de twists autour de deux courbes, qui
remplissent, est pseudo-Anosov. Nous utilisons la structure plate définie
par I' et A pour choisir des représentants affines par morceaux des twists.
Une analyse directe montre les propriétés d’allongement des courbes. Le
théoreme de classification de Thurston permet de conclure. Dans la suite,
nous donnons une représentation matricielle qui permet de calculer les
coefficients de dilatation. Nous montrons aussi que les représentants affines
par morceaux dans la structure plate sont pratiquement pseudo-Anosov.

Ce qui suit peut aussi se faire pour une surface & bord. Pour plus de
clarté, nous supposerons que OM = ().

Ce travail n’aurait jamais vu le jour sans l'intéret que lui a témoigné
Frangois LAUDENBACH. Je le remercie pour cela aussi.
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DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE PENNER 469

1. La structure plate associée a deux multicourbes

Soient T' = (v1,...,7) et A = (61,...,6;) deux multicourbes qui
remplissent M. Choisissons des représentants c; € v;, j = 1,...,k et
dp € 6p, h =1,...,¢ qui minimisent les intersections géométriques, i.e.

#(cindj) =1i(v,65), #(ciNen) =1i(vi, ) =0

et de méme #(d; Ndi) =4(8;,6x) = 0.

Comme dans [FLP, exposé 13, IIL.1, p. 245], on définit une structure
plate sur M pour laquelle les feuilletages mesurés associés a I'" et A
apparaissent, respectivement, comme le feuilletage mesuré horizontal H
et le feuilletage mesuré vertical V. De plus, les c; sont des feuilles lisses
de H et les d;, des feuilles lisses de V.

Cette structure plate est obtenue en recollant des carrés de coté de
longueur 1, ayant chacun deux cotés horizontaux et deux cotés verticaux.
Le feuilletage H (resp. V) représente donc I' (resp. A) dans MF(M).

Cette structure plate donne une métrique et une mesure des angles en
chaque point, y compris les points singuliers. En un point singulier p,
I’angle total autour de p est nm ou n est le nombre de séparatrices
du feuilletage horizontal (ou vertical). Remarquons que les feuilletages
horizontaux et verticaux sont partout orthogonaux.

Les géodésiques de la métrique plate sont constituées de segments rec-
tilignes (lisses) qui se joignent en des singularités. En une telle singularité,
les deux angles découpés par la géodésique sont > 7. Toute classe d’ho-
motopie de chemins & extrémités fixées contient une unique géodésique de
cette structure plate. On peut consulter [St] au sujet des géodésiques de
ces structures plates; remarquons, toutefois, que nous n’utilisons pas la
méme convention pour mesurer les angles aux points singuliers.

Si m € M est un point régulier de la structure plate, on peut trouver
une carte locale (U, z,y), ou U est un voisinage de m et z,y : U — R sont
deux fonctions numériques, telle que n — (z(n),y(n)) soit un difféomor-
phisme préservant 1'orientation de U sur un voisinage de 0 dans R? qui
envoie m sur 0 et tel que le feuilletage mesuré horizontal (resp. vertical) y
soit donné par la 1-forme fermée dy (resp. dz). Si (V, X,Y) est une autre
telle carte, on a X = —x et Y = —y dans U N V. Il en résulte que le cone
positif

Cy(m) ={veT,M | dz(v)dy(v) >0}

(resp. le cone négatif C_(m) = {v € T, M | dz(v)dz(v) < 0}) est bien
défini au point régulier m de la structure plate. Chacun de ces cones est
composé de deux secteurs (voir figure 1). En un point singulier, de la
structure plate, on peut aussi définir les “cones positifs” et négatifs de
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470 FATHI (A.)

maniere analogue. En une telle singularité, un cone a n secteurs, ol n est
le nombre de séparatrices du feuilletage horizontal (ou vertical). Autour
d’un point, les secteurs positifs et négatifs alternent.

cone positif cone négatif
Figure 1.
Pour chaque j = 1,...,k, il est possible de représenter la classe d’iso-

topie du twist de Dehn positif autour de ; par un homéomorphisme T},
qui est affine sur I’anneau de feuilles horizontales paralleles & c; et est
lidentité ailleurs (figure 2). De la méme fagon, pour chaque h =1,...,¥,
il est possible de représenter la classe d’isotopie du twist de Dehn posi-
tif autour 6, par un homéomorphisme S, qui est affine sur ’anneau de
feuilles paralleles a dj, et est identité ailleurs.

Figure 2. Le support de T; est l'anneau de feuilles homotopes a c;.

Le lemme suivant est évident :

LEMME 1.1. — Les homéomorphismes T et Sy sont affines par mor-
ceauz. De plus, limage par T; (resp. S;') d’un secteur du cone positif au
point m de la structure plate est contenue dans un secteur du céne positif
au point Tj(m) (resp. S, '(m)). De méme, limage par Tj_1 (resp. Sh)
d’un secteur du cone négatif en m est contenue dans un secteur du céne
négatif au point Tj"l(m) (resp. Sp(m)).

TOME 120 — 1992 — ~° 4



DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE PENNER 471

2. Chemins positifs ou négatifs

Rappelons qu'un chemin ¢ : [0,1] — M (ou ¢(0) = ¢(1)) est C! par
morceaux, s'il existe une suite ag = 0,ay,. .., a, = 1 telle que ¢ soit C! sur
chaque intervalle fermé [a;,a;41],7 = 0,...,n — 1. Pour un tel chemin, le
vecteur tangent a droite et le vecteur tangent a gauche existent en chaque
point. Bien str, il sont égaux sauf peut-étre aux points c(a;),i =0,...,n.

DuriNtTION 2.1 (Chemin positif). — Un chemin ¢ est appelé positif si :
(i) c’est un chemin C! par morceaux;

(ii) en chaque point, le vecteur tangent & droite et 'opposé du vecteur
tangent a gauche au chemin sont contenus dans des secteurs différents du
cone positif.

Un chemin strictement positif est un chemin positif tel que les vecteurs
tangents a droite et & gauche au chemin sont contenus dans I'intérieur du
cone positif.

Les chemins négatifs et strictement négatifs sont définis d’'une manieére
analogue.

Remarquons qu’un chemin strictement positif (resp. négatif) est quasi-
transverse a la fois au feuilletage horizontal et au feuilletage vertical.

En fait, les chemins que l'on utilisera par la suite seront géodésiques
par morceaux dans la structure plate.

LEMME 2.2. — Soient o et 3 deux chemins homotopes a extrémités
fizées. Supposons que o est strictement positif (resp. négatif), on a :

(i) le chemin B n'est pas strictement négatif (resp. positif) ;
(ii) si le chemin [ est une géodésique de la structure plate, alors (3 est
strictement positif (resp. négatif).

Preuve. — On peut supposer que « et 3 sont distincts.

Démontrons (i) par ’absurde : supposons que 3 soit strictement négatif.
Dans le revétement universel de M, nous pouvons trouver un disque D
dont le bord est réunion de deux segments «; et (i, respectivement,
contenus dans des relevés de « et 8 au revétement universel. Remarquons
que, si nous regardons un point d’intersection de «; et (31, nous voyons
qu’au moins un des deux feuilletages horizontal ou vertical possede une
feuille qui entre dans le disque. Si cette feuille n’aboutit pas & une
singularité dans 'intérieur du disque, elle recoupe le bord. On obtiendrait
alors un disque avec un bord qui serait réunion d’un morceau de feuille
et d’un segment quasi-transverse au feuilletage, mais ceci est impossible,
[FLP, p. 77]. Si la feuille aboutit & une singularité, on peut trouver une
feuille proche qui conduirait & la méme contradiction que ci-dessus.
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472 FATHI (A.)

Pour démontrer (ii), commencons par le cas ol le chemin § contient
un morceau f d’une feuille horizontale. Dans le revétement universel de
M, nous pouvons trouver un disque D dont le bord est réunion de deux
segments ay et (31, respectivement, contenus dans des relevés de « et 3
au revétement universel,et ou (37 contient un morceau d’un relevé de f.
Comme les deux angles d’une géodésique formés en un point singulier
sont > m, il n’est pas difficile de trouver dans le revétement universel un
disque D’ C D dont le bord est composé de 2 morceaux, un des deux
étant inclus dans « et I'autre contenu dans une réunion de feuilles et de
points singuliers du feuilletage horizontal. Mais ceci est impossible, car
« est quasi-transverse au feuilletage horizontal. De méme, on aboutit a
une contradiction dans le cas ou la géodésique [ contient un morceau de
feuille du feuilletage vertical.

Pour finir la démonstration, il reste & examiner le cas ou (3 contient
une singularité s ¢ «, est strictement positif d’un c6té de s et strictement
négatif de 'autre coté. Dans le revétement universel de M, nous pouvons
trouver un disque D dont le bord est réunion de deux segments aj
et (1, respectivement, contenus dans des relevés de a et 3 au revétement
universel, et ou ; contient un relevé § de s. Puisque les deux angles
formés par 3 en s sont > 7 le disque D contient une paire de secteurs
adjacents en §, I'un positif et 'autre négatif. Le bord de la réunion de ces
deux secteurs consiste en une paire de séparatrices et une singularité d’un
des feuilletages horizontal ou vertical. Si on prolonge ces séparatrices en
une réunion de feuilles et de singularités, comme plus haut, on trouve une
contradiction. []

LEMME 2.3. — L’image par T; ou par S,:l d’un chemin positif (resp.
strictement positif) est un chemin positif (resp. strictement positif). De
méme, limage par Tfl ou par Sy, d’un chemin négatif (resp. strictement
négatif ) est un chemin négatif (resp. strictement négatif).

Preuve. — Ceci suit du LEMME 1.1, []

LEMME 2.4. — Soient o un chemin contenu dans une feuille du fewil-
letage horizontal (resp. vertical) sauf éventuellement pour ses extrémités
qui peuvent étre des singularités. Si H est un composé en les T; et les S, L
alors, soit H(«a) est contenu dans la méme feuille du feuilletage horizontal
(resp. wertical), soit H(c) est homotope & extrémités fixées a un chemin
strictement positif.

De méme, soit H™1(a) est contenu dans la méme feuille du feuilletage
horizontal (resp. vertical), soit H=1(c) est homotope a extrémités fizées
a un chemin strictement négatif.

Preuve. — Par le LEMME 2.3 et le fait que les T} préservent chaque

TOME 120 — 1992 — ~° 4



DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE PENNER 473

feuille du feuilletage horizontal, il suffit de considérer le cas ou H = S, L
Si Sy ! n’est pas lidentité sur «, le chemin Sy (@) est composé de
segments rectilignes (pour la structure plate) consécutifs py, - - -, p, avec ps
strictement positif ou ps horizontal, deux segments consécutifs n’étant pas
du méme type. De plus, si nous nous regardons une paire de segments
consécutifs, le segment strictement positif est contenu, pres du point
d’intersection, dans le secteur du cone positif qui n’est pas adjacent au
segment horizontal.

3\

Figure 3.

On se trouve donc dans une situation comme celle illustrée sur le coté
gauche de la figure 3. Sur le coté droit de la figure 3, nous montrons
comment remplacer les segments horizontaux pour obtenir un chemin
isotope strictement positif. []

LEMME 2.5. — Soit H un composé en les T; et les S,;l et a une
géodésique de la structure plate. Si, pour un n > 0, le chemin H"(«)
est homotope a extrémités fizées a un chemin contenu dans une feuille du
feuilletage horizontal (resp. vertical), alors soit H™ () et o sont contenus
dans la méme feuille du feuilletage horizontal (resp. vertical) soit o est
un chemin strictement négatif.

De méme, si, pour un n > 0, le chemin H " () est homotope a
extrémités fizées a un chemin contenu dans une feuille du feuilletage
horizontal (resp. vertical), alors soit H-™(a) et a sont contenus dans la
méme feuille du feuilletage horizontal (resp. vertical) soit « est un chemin
strictement positif.

Preuve.— Appelons 3 le morceau de feuille homotope & H™(«). Les che-
mins « et H~"(03) sont homotopes & extrémités fixées. Par le LEMME 2.4,
soit H™™(F) et @ sont contenus dans la méme feuille, soit H~"(3) est
homotope a extrémités fixées & un chemin strictement négatif. Dans le
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474 FATHI (A.)

premier cas & = H~"(() par unicité des géodésiques dans une classe d’ho-
motopie & extrémités fixées, et dans ce cas @« = H "(8) et H"(a) = 8
sont dans la méme feuille. Dans le second cas, le chemin « est homotope
a extrémités fixées a un chemin strictement négatif; par le LEMME 2.2, la
géodésique « est elle-méme strictement négative. []

Introduisons les notations suivantes. Si « est un chemin C! par mor-
ceaux, nous notons £ (a) (resp. £,(a)) la variation de o pour la mesure
transverse associée au feuilletage horizontal (resp. vertical) et £ () la
somme £ (@) + £y(a).

Il est bien connu [FLP, p. 79] que si a est quasi-transverse aux
feuilletages horizontaux et verticaux alors, pour ¢ = v, h ou s, ¢;(«) est le
minimum des ¢;(83) pour 8 homotope & « avec extrémités fixées. C’est le
cas, en particulier, pour « strictement positif ou strictement négatif.

LEMME 2.6. — Si @ est un chemin positif (resp. négatif) et H est un
composé en les T (resp. T]-_l) et les S; ' (resp. Sp), on a:

éh(H(a)) > lp(a), £, (H(a)) >l (), L (H(a)) > ls(a).

De plus, si « est strictement positif (resp. négatif) et n’intersecte en son
intérieur aucune séparatrice horizontale ou verticale, on a

soit H(a)=a, soit {s(H(a)) > l(e) + min(ly(a), by(a)).

Preyve. — Il suffit de le démontrer dans le cas o H est un 7 ou un Sp,.
Auquel cas, c’est évident. []

ProrosITION 2.7. — Soit H un composé en les T; et les S;l et
soit v une classe d’isotopie, non triviale, de courbes fermées simples
dans M. Appelons o la réunion des segments positifs (resp. négatifs)
contenus dans c, la géodésique fermée pour la structure plate dans la classe
d’homotopie de . On a :

YneN, i(H"(3),H) > G(H @), (H"(7),V) > € (H"())
(resp.
VneN, i(H"(7),H)>h(H (), i(H"H),V)>l6H "(a).)

Preyve. — L’argument est standard. On se place dans le revétement N
de M, dont le m est infini cyclique et engendré par H"(7y). On

releve H™(c) en une courbe fermée H"(c).

TOoME 120 — 1992 — ~° 4



DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE PENNER 475

Remarquons, pour simplifier la suite, que H™(c) est une courbe simple.
En effet, il est bien connu que ¢ se releve en un courbe simple ¢ dans le
revétement Ny de M, dont le m; est infini cyclique et engendré par +.
De plus, par la théorie des revétements, on _peut relever H™ en un
homéomorphisme H":N; — N. Or m(é) = H"(c).

Le relevé H"(a) de H™(«), contenu dans H™(c), est réunion de deux
parties a et b, ou a est composé de segments rectilignes transverses
au feuilletage horizontal et b est réunion de segments de feuilles et de
singularités du feuilletage horizontal. On a ¢,(H"(c)) = ¢x(a). Par le
LEMME 2.5, une feuille lisse du feuilletage horiz/(lr/ltal, qui coupe a en
son intérieur, ne peut pas recouper la courbe H"(c). Il en résulte que
la réunion R des relevés des feuilles du feuilletage horizontal qui passe
par a est une réunion de bandes infinies, deux & deux disjointes, qui joint
les deux bouts du cylindre N. La somme des longueurs transverses pour le
feuilletage horizontal des bandes contenues dans R est évidemment 5, (a).
Toute courbe fermée d non homotope a 0 dans N doit traverser au moins
une fois chaque bande dans R, puisqu’une telle bande joint les deux bouts
du cylindre N. Il en résulte que ¢5(d) > ¢,(a) pour toute courbe fermée
non homotope & 0 dans N. Ceci finit la démonstration puisque i(H™ (), H)
est le minimum des ¢,(d) pour d courbe fermée dans N dans la classe

d’homotopie de H™(c). []

3. Bon mot et expansivité

DeériNiTION 3.1. (Bon mot). — Un bon mot est une composition en
les T; et en les S, 1 qui contient au moins une occurence de chaque T et
une occurence de chaque S, L

LemMME 3.2. — Si H est un bon mot et a est un chemin strictement
positif, alors, pour tout n >0, on a £s(H" 1 (a)) > £,(H™ ().

Si 3 est une feuille fermée lisse ou une connection entre deuz singula-
rités du feuilletage vertical, alors H(3) est un chemin positif qui contient
un sous chemin strictement positif.

Preuve. — FEcrivons H = GsGs_1---Gq, ou chaque G; est de la
forme T; ou S, !. Puisque H"(«) est aussi strictement positif, il suffit
de démontrer la premiere partie dans le cas n = 0. Soit sg le premier
entier s tel que I'anneau ouvert ou G, n’est pas l'identité intersecte .
Un tel sg doit exister puisque les G4 contiennent au moins une occurence
de chaque Tj et de chaque S,:l. On a Gsy—1---Gia = a. Le LEMME 2.6
appliqué a l'intersection de a avec l'anneau ou G, n’est pas l'identité
donne {,(H(a)) > £s(Gsy () > £s(a).
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La démonstration de la seconde partie est presque la méme. []

LEMME 3.3. — St H est un bon mot et a est un chemin strictement
positif, alors pour tout n assez grand H"(a) intersecte la réunion des
séparatrices horizontales ou verticales.

Preuve. — Si c’est faux, alors pour une infinité de n, on obtient par 2.6,
o soit H""!(a) = H"(a);
o soit £(H" () = £s(H™ () + min[¢,(H™()), £, (H™ ()]

Par 3.2, la premiéere alternative n’a pas lieu. Par 2.6, on a

min[64 (" (a)), € (H" ()] = min[64(a), ,(a)] > 0,

d’olt lim,— 400 €s(H™(a)) = 4o00. Mais, le chemin strictement posi-
tif H™(«) étant transverse aux feuilletages horizontal et vertical, des
que £p(H™(a)) ou £,(H™(c)) est 1, il doit couper au moins deux sépa-
ratrices. []

ProrosiTioN 3.4.— St H est un bon mot et a est un chemin strictement
positif (resp. strictement négatif), alors

: n _ : -n —
nllrl},—loo bs(H™ () = +o0 (resp. nkg—loo l(H (@) = 400).

Preuve. — Soit K un entier positif. Il suffit de montrer que pour n
assez grand ¢;(H™(a)) > K. Découpons a en 2K + 2 intervalles deux
a deux disjoints. Par le lemme précédent, pour tout n assez grand,
chacun de ces intervalles intersecte soit une séparatrice verticale soit une
séparatrice horizontale. On en conclut que pour n fixé assez grand soit le
chemin H™(«) intersecte (K +1) fois la réunion des séparatrices verticales,
soit il intersecte (K + 1) fois la réunion des séparatrices horizontales.
Puisque H™(a) est quasi-transverse aux deux feuilletages, on a soit
ly(H™ (o)) > K, soit £,(H"(a)) > K (si le chemin H"(c) entre par
un bord d’un anneau de feuilles compactes du feuilletage horizontal ou
vertical, il doit sortir par I'autre bord). []

4. Démonstration du théoréme

Montrons que, pour tout bon mot H et toute classe v d’homotopie de
courbes simples fermées de M, on a :

Jim [i(H" (), H) +i(H"(7), V)] = o0
ou lim [i(H "(v),H) +i(H "(y),V)] = oo.

n—oo
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