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EQUATIONS FONCTIONNELLES,
COUPLAGES DE PRODUITS GAUCHES ET
THEOREMES ERGODIQUES POUR
MESURES DIAGONALES
PAR

E. LESIGNE (¥)

RESUME. — On étudie certaines propriétés ergodiques des systémes dynamiques
mesurés qui sont des extensions isométriques abéliennes de systémes & spectre discret.
On démontre pour ces systéemes un théoréme ergodique ponctuel du type «( récurrence
multiple ). On définit pour ces extensions une notion d’irréductibilité. Sous cette
condition d’irréductibilité, les couplages d’extensions ont des propriétés remarquables.
Si cette condition n’est pas satisfaite, le systéme étudié est un facteur d’une translation
sur un quotient compact de groupe nilpotent.

ABSTRACT. — We study some ergodic properties of measure preserving dynamical
systems which are abelian isometric extensions of discrete spectrum systems. We prove
for these systems a pointwise ergodic theorem of the type « multiple recurrence). We
define for these extensions an irreducibility condition. Under this condition, the joinings
of extensions have good properties. If this condition is not satisfied, the system appears
as a factor of a translation on a compact quotient of nilpotent group.

Introduction

On désigne par (X,+) un groupe compact abélien métrisable et
connexe, par T : x — = + « une translation ergodique de X.

Si (G,-) est un groupe compact abélien métrisable, on appelle cocyle
de X dans G toute application mesurable de X dans G. Si ¢ est un tel
cocycle, on lui associe un systeme dynamique mesuré

S, = (X x G,B(X) ® B(G),mx ® mg,T,),

(*) Texte regu le 22 janvier 1992, révisé le 11 septembre 1992.
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316 E. LESIGNE

ol B(:) et m désignent respectivement les tribus boréliennes et les pro-
babilités de Haar des groupes considérés, et ot la transformation T, est
définie par T, (z,9) = (z + o, 9 - o(2)).

Nous allons établir des liens entre propriétés ergodiques du systeme S,
et propriétés du cocycle .

Nous commencerons par rappeler des définitions usuelles et des résul-
tats connus.

On notera U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1.

DerFiNiTION 1. — Le cocycle ¢ est dit ergodique si le systéme S, est
ergodique.
DEFINITION 2. — Le cocycle ¢ est dit faiblement mélangeant si il est

ergodique et si les spectres ponctuels de T, et T sont les mémes, ou —
de facon équivalente — si les seules fonctions propres pour I'action de T,
sur L2(X x G) sont les produits d’une constante et d’'un caractére de X.

DerFINITION 3. — Le cocycle ¢ est appelé un cobord si il existe une
application mesurable 9 de X dans G telle que

p=v%oT -~ (p.p).

Le cocycle ¢ est appelé un quasi-cobord si il existe g dans G tel que ¢ - g
soit un cobord.

ProposITION 1 (cf. [A]). — Soit ¢ un cocycle de X dans G.

a) @ est ergodique si et seulement si il n'existe pas de caractére non
trivial o de G tel que o o ¢ soit un cobord (de X dans U).

b) ¢ est faiblement mélangeant si et seulement si il n’existe pas de
caractére non trivial o de G tel que o o ¢ soit un quasi-cobord (de X
dans U).

Voici la premiere définition originale.

DEriNiTION 4. — Un cocycle ¢ de X dans G sera dit irréductible si,
pour tout caracteére non trivial o de G,

{t € X :oo0p(x+1t)/oop(x) est un quasi-cobord (de X dans U)}

est négligeable.

REMARQUE. — Les cing notions introduites dans les définitions précé-
dentes dépendent bien str du choix de a dans X ; nous devrions parler
par exemple de cocycle a-irréductible. Nous nous en dispenserons quand
il n’y aura pas d’ambiguité sur le choix de la translation sur X.
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COUPLAGES DE PRODUITS GAUCHES 317

L’étude de la condition d’irréductibilité est développée dans la suite.
On y démontre en particulier que si ¢ est un cocycle de X dans U tel que,
pour un ensemble non négligeable de valeurs de ¢, le cocycle p(z+t)/p(z)
est un quasi-cobord, alors le systeme dynamique S, est facteur d’une
translation sur un quotient compact de groupe nilpotent. Dans le cas
ou X est le tore de dimension 1, cette condition sur ¢ entraine que le
systéme dynamique S, est & spectre quasi-discret.

Remarquons que si ¢ est un cocycle de X dans U, I’ensemble
{t e X : p(z +1t)/p(z) est un quasi-cobord }

est un sous-groupe de X, stable sous la translation T, et mesurable
(PROPOSITION 2). Si cet ensemble est non négligeable, il est donc égal & X.

EXEMPLES :

a) Les exemples immédiats de cocycles non irréductibles sont les
cocycles affines, ou les cocycles ne différant d’un cocycle affine que par
un cobord, c’est-a-dire les cocycles ¢ de la forme

p(z) = p(z) - p()

ol p est un homomorphisme de X dans G et ¢ est un quasi-cobord.
H. FURSTENBERG et B. WEIss ont remarqué les premiers qu’il existe des
cocycles non irréductibles qui ne sont pas du type précédent ; ils ont noté
le role important joué par les structures nilpotentes dans ce probléme (voir
le paragraphe II).

b) Quand X est le tore T = R/Z, on peut donner des exemples de
cocycles en escalier qui sont irréductibles, grace au travail de J.-P. ConzE
présenté dans [C]. Examinons le cas o G = U. On a alors, d’apres [C] :
pour tout entier k > 2, pour presque tous «,ti,...,tk,a1,...,a; dans T,
le cocycle ¢ en escalier admettant ¢1,ta,...,t; comme points de discon-
tinuité et prenant les valeurs e%7® .. e%™% est a-irréductible. Une
condition suffisante d’irréductibilité peut étre donnée par des conditions
diophantiennes sur «,t1,...,tk,a1,...,a;. Par exemple (en notant, pour
tout réel z, ||z|| = infpez |z — n|) : si @ et ¢t sont dans [0,1] et véri-
fient «il existe une suite strictement croissante d’entiers (k,) telle que
supy, knllkne|l < {5 et inf, [|knt]| > 17 et si a est irrationnel, alors le
cocycle

¢ = exp(2ima - L 4[)
de T dans U est a-irréductible.

¢) On trouvera également une construction de cocycle en escalier
irréductible dans [Lem].
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318 E. LESIGNE

Enoncés des théorémes. — Soit ¢ un cocycle de X dans G. Si ¢
n’est pas irréductible alors il existe un caractére non trivial ¢ de G tel
que, pour tout ¢ dans X, le cocycle op(z +1t)/op(x) soit un quasi-cobord.
D’apres la ProposITION 1, on en déduit que si ¢ n’est pas irréductible,
alors, pour tout ¢ dans X, le cocycle (p(x),o(z +t)) de X dans G? n’est
pas faiblement mélangeant et le cocycle (p(z), o(x + t), o(z + 2t)) de X
dans G? n’est pas ergodique. Nous allons voir que la réciproque est vraie,
et méme beaucoup plus.

THEOREME 1. — Soit (pn)nez une suite de cocycles de X dans G; a
tout t dans X, on associe un cocycle ¥ de X dans G% défini par :

i (x) = (el +nt)), pe

Si tous les @n, sont irréductibles, alors, pour presque tout t, le cocycle ¢
est faiblement mélangeant.

Application.—Si ¢ est un cocycle irréductible de X dans G, alors, pour
presque tout t dans X, le cocycle o} (z) = (p(z + nt))nen de X dans GN
est ergodique. Le systeme SLPN est un autocouplage infini, ergodique et
non coalescent du systeéme S,. Dans [Lem], M. LEMANCZYK utilise une
construction de ce type pour donner des exemples de systemes dynamiques

faiblement isomorphes, non isomorphes.

THEOREME 2. — Soit p un entier > 0 et (¢;)—p<j<p une famille de
cocycles de X dans G. On note Tj la transformation T, de X x G.

Pour tous f—p, f—pt1,--., fp dans L=(X x G), pour presque tout (z,g)
dans X x G, la suite

n—1

S|

14
11 #i(T*,9)

0j=—p

=
Il

est convergente.

L’intérét du THEOREME 2 est 1ié & la question suivante : soit (2,7, u, S)
un systeme dynamique mesuré et f_p, f_p41,..., fp des fonctions mesu-
rables bornées sur 2; la suite

—

n— p
(1) H fi(87Fw)

k=0 j=—

S|

est-elle convergente ?
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COUPLAGES DE PRODUITS GAUCHES 319

La réponse & cette question n’est pas connue en général, y com-
pris pour la convergence dans L!. Mais on sait, grice aux travaux de
H. FursTENBERG (voir [F1] et [F2]) qu’il suffit d’étudier ce probléme pour
les systémes dynamiques & spectre discret généralisé (en un sens & préci-
ser, qui peut dépendre de p). Les produits gauches S, étudiés ici forment
la premiere classe de systemes a spectre discret généralisé sur lesquels la
convergence de la suite (1) n’est pas un résultat immédiat. En effet on
peut déduire, a partir des inégalités maximales ergodiques standards, une
inégalité maximale pour les expressions (1); on constate ainsi qu’il suffit
d’étudier la convergence de (1) pour les fonctions f; dans une partie dense
de L'(mx ® mg); la convergence presque stire de (1) pour les systémes
dynamiques a spectre discret au sens ordinaire en est une conséquence
immédiate (cf. [Les2]).

Pour démontrer le THEOREME 2, on utilisera les deux théorémes sui-
vants; le premier est di & A. KoCERGIN; il est également démontré
dans [R].

TueorREME 3 (cf. [K]). — Soit Q un espace métriqgue compact muni
d’une probabilité réguliére p et T un automorphisme ergodique de l’espace
mesuré (Q, p). Pour toute fonction réelle intégrable sur Q, il existe une
fonction mesurable ¢ de Q dans R telle que f — 1 o T + 1 soit continue
sur .

En utilisant les notations de I'introduction, on a alors :

COROLLAIRE. — Pour tout cocycle ¢ de X dans U, il existe un cocycle
continu ¢ de X dans U tel que /1) soit un cobord.

THEOREME 4 (cf. [Les3]). — Soit N un groupe localement compact, &
base dénombrable, et nilpotent d’ordre 2, dont le sous-groupe dérivé N’
est compact. Soit D un sous-groupe discret de N tel que le quotient N/D
soit compact. Pour toute fonction continue f sur N/D, pour tous a et x
dans N, la suite

1 n—1
- Z f(a*zD)
k=0
est convergente.

Ce théoreme peut étre démontré, suivant la technique développée dans
[Les3], en utilisant le théoreme ergodique de Wiener-Wintner.

Si N et D sont donnés comme précédemment, il existe sur I’espace N/D
une unique probabilité invariante sous ’action de N par translation a
gauche. Dans la suite, les espaces homogenes de ce type seront toujours
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320 E. LESIGNE

munis de cette probabilité. En utilisant une inégalité maximale, on peut
déduire du THEOREME 4 le résultat suivant :

COROLLAIRE. — Soient N et D donnés comme dans le théoréme
précédent et a un élément de N. Pour tout entier p > 0, pour toutes
fonctions f_,, f—pt1,..., fp dans L>°(N/D), la suite

1 n—1 p
~ > I #ia¥zD)
k=0j=-p
converge pour presque tout x dans N.

Plan de la suite

I. Questions de mesurabilité
II. Structure des cocycles non irréductibles : équations fonctionnelles
et nil-variétés
III. Preuve du théoreme 1
IV. Preuve du théoreme 2

V. Preuve du résultat énoncé dans I.

Cet article reprend, pour une part importante, un travail réalisé en
commun avec J.-P. Conzg. Dans le paragraphe II, on reprend et on pro-
longe le contenu de [CL1] et [CL2]. La PROPOSITION 4 est une correction
(présentée ici pour les équations fonctionnelles scalaires) de [Lesl].

I. Questions de mesurabilité

On se place dans ce paragraphe dans une situation plus générale que
celle précédemment décrite.

Soit (X, A, 1) un espace probabilisé séparable, et T' une transformation
inversible bimesurable et préservant u sur cet espace.

On note M P’ensemble des applications mesurables de X dans U; cet
ensemble est muni de la topologie de la convergence en probabilité.

Nous emploierons, dans ce paragraphe, les mots cobords et quasi-
cobords aux sens suivants :

e un élément ¢ de M est un cobord si il existe ¥ dans M tel que
=1 oT/} (u-p.p.);

o un élément ¢ de M est un quasi-cobord si il differe d’un cobord par
une constante multiplicative.

On notera C (resp. Q) I’ensemble des cobords (resp. des quasi-cobords).

ToME 121 — 1993 — ~n° 3



COUPLAGES DE PRODUITS GAUCHES 321

ProprosiTION 2.
1) Q et C sont des parties boréliennes de M.

2) Il existe une application v de C' dans M telle que pour tout ¢ € C,
o =Y(p) o T/p(p) (u-p-p.) et Uapplication

CxX —TU
(¢, ) — P(p)(z)

est une application mesurable du couple (v, x).

3) Il existe une application Borel-mesurable A de Q dans U telle que,
pour tout v € Q, on ait ¢/ A(p) € C.

Un résultat de ce type est démontré par L. BAGGETT dans [B]. Il
utilise des arguments topologiques tres généraux. Nous donnons, dans
le paragraphe V, une preuve plus élémentaire de cette proposition. De
cette proposition on déduit que si X est un groupe compact muni de sa
mesure de Haar, et si ¢ est une application mesurable de X dans U, alors
I'ensemble {t € X : p(x + t)/p(x) est un quasi-cobord} est un borélien
de X. En effet, 'application t — (- +1t)/p(-) est continue de X dans M.

II. Equations fonctionnelles et nil-variétés

On considére un cocycle ¢ a valeurs dans le groupe U, défini sur un
groupe compact abélien métrisable et connexe X, muni d’une translation
ergodique = — z + a.

ProrosiTiON 3. — Si, pour un ensemble non négligeable de valeurs de t
dans X, le cocycle o(x +t)/p(x) est un cobord, alors le cocycle ¢ est un
quasi-cobord.

ProrosiTiON 4. — Si, pour un ensemble non négligeable de valeurs
de t dans X, le cocycle o(x + t)/p(x) est un quasi-cobord, alors le
systéme dynamique mesuré S, est un facteur d’une translation sur un
quotient compact de groupe nilpotent; plus précisément : il existe un groupe
nilpotent localement compact ¢ base dénombrable, noté N, il existe un
sous-groupe discret D de N tel que le quotient N'/D soit compact, et il
existe un élément O de N tels que, si on définit un systéme dynamique
mesuré en munissant [’espace homogéne N /D de son unique probabilité
N -invariante et en considérant la translation par O sur N'/D, notée Ro,
alors le systéme dynamique mesuré (X x U, T,,) est un facteur du systéme
dynamique mesuré (N/D, Ro).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



322 E. LESIGNE

REMARQUES :

o la construction de la nil-variété /D sera précisée dans la preuve de
la PropPosITION 4 (voir LEMME 3).

o la PROPOSITION 4 est une généralisation «naturelle» de la Propro-
SITION 3 qui affirme que si {t € X : p(x + t)/¢(z) est un cobord} est non
négligeable, alors le systeme dynamique mesuré S, est isomorphe & une
translation sur un groupe compact abélien.

« Notons que H. FURSTENBERG et B. WEISS ont les premiers remarqué
le role essentiel joué par les actions de groupe nilpotent dans ce probléme
d’équation fonctionnelle (communication personnelle; cf. également [F3]).

ProposiTION 5. — Si, pour un ensemble non négligeable de valeurs de
(t,s) dans X2, le cocycle [p(z +t + s)/p(x + 8)]/[p(x + t)/p(x)] est un
quasi-cobord, alors, pour tous (t,s) dans X2, ce cocycle est un cobord et,
pour tout t dans X, le cocycle p(x +t)/p(x) est un quasi-cobord.

Preuve de la proposition 3. — Si le cocycle ¢(x +t)/¢(x) est un cobord
pour un ensemble non négligeable de valeurs de t, alors c’est un cobord
pour tout t.

Pour tout ¢, il existe 1; application mesurable de X dans U telle que :
(2) el +t)/p(z) =iz + a) /().

Grace & la PROPOSITION 2, on peut supposer que ¥ (z) dépend mesu-
rablement de (t,x).
On considere les opérateurs unitaires U; et Uy de L?(X) définis par :

Uif(z) = fl+a)-p(z) et Uaf(z) = flz+a)/p(@).

L’opérateur unitaire U; ® U, agit dans L?(X x X). On définit une
fonction F sur X x X par F(z,2') = ¢ —.(z). On a

(Uh @ Ua)F) (2,2") = Y —a(z + @) - () /0(2"),

et donc, d’apres (2), (Uy ® Us)F = F. Le fait que 'opérateur uni-
taire U; ® Uy admette un vecteur invariant non nul implique que l'opéra-
teur U; admet au moins un vecteur propre (ceci est classique, cf. par
exemple, [F2, lemme 4.16]). Si f(z + @) - p(z) = - f(z) avec || = 1
et f # 0, alors le module de f est constant, par ergodicité de la transla-
tion z + x + a. Ceci prouve que ¢ est un quasi-cobord. []

Avant de commencer la preuve de la PROPOSITION 4, donnons une défi-
nition et un exemple typique de la situation décrite dans cette définition.
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COUPLAGES DE PRODUITS GAUCHES 323

DEFINITION 5. — Soit f une application mesurable de X dans U. Nous
dirons que f est un cobord dans une extension nilpotente (de la translation
sur X) si on est dans la situation suivante :

o il existe un groupe nilpotent localement compact et connexe N,
d’ordre 2;

o il existe un sous-groupe discret D de N, avec N/D compact;

« il existe un sous-groupe normal et compact M de N, contenant le
sous-groupe dérivé N’ et contenu dans le centre de N ;

o il existe & € N et il existe une application mesurable g de N/D
dans U tels que :

N/DM = X, aDM = o,

pour presque tout z € N, f(zDM) = g(azD)/g(zD) et pour tout
2" € M, la fonction z — g(2'2D)/g(zD) est constante sur N.

REMARQUE. — Dans la situation décrite dans la définition précédente,
on sait qu’il existe sur ’espace homogene quotient N/D une unique mesure
de probabilité invariante sous l’action de N. Ces espaces homogenes seront
toujours supposés équipés de cette mesure.

ExempLE. — Considérons le groupe d’Heisenberg N = (R? x T, ) olt
(ml,ﬂfz,ﬂ?s) “(y1,y2,¥3) = (1 + Y1, T2 + Y2, (x3 + y3 + z1y2) mod 1)~

On pose D =72 x {0} et M = N’ = {0} x {0} x T.

Ona X =T?et a = (ar,a) ol a; et as sont deux nombres réels tels
que 1, ay et as soient rationnellement indépendants.

On pose & = (ay,az,0).

Il existe une application mesurable # de R? dans U telle que 1’applica-
tion (z1, 2, z3) — 0(x1, x2) - exp(2imxs) soit définie sur le quotient N/D.
(On peut choisir par exemple 6(z1,z2) = exp(—2imz1[z2]).)

On pose :
g(x1, T2, x3) = 0(x1, T2) - exp(2imas)
fla1,22,23) = g((e1,02,0) - (21,2, 23)) /9(x1, T2, T3)-

On peut vérifier que la fonction f est en fait définie sur le quo-
tient N/DM (égal & T?). Cette fonction, définie sur T?, est un cobord
dans une extension nilpotente de la translation par « sur T?. Dans la
suite de cet exemple, on note f comme fonction de (z1,z2).
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324 E. LESIGNE

Fixons (t1,t2) dans R?, et posons :
T(:El,.’EQ) = 9($1 -+ tl,l‘g + tg) . 0(.131,1,‘2) . (2i7rt1x2).

On vérifie sans peine que la fonction 7 est définie sur le tore T2, et que
l’on a:

flzy+t1, 22 + t2)/ fz1,22)
= exp(2i7r(oz1t2 — aztl)) . T(wl +oq, T2 + a2)/7(x1, T2).

Cette équation fonctionnelle satisfaite par f est un exemple typique des
équations fonctionnelles étudiées dans la PROPOSITION 4.

Cette relation prouve que la fonction f n’est pas un cobord au sens de
la définition 1; en effet, si ¢’était le cas, la fonction

(f(z1 +t1, 2 + t2)/ (21, 72)) - (T(21,22) /T(21 + 1, T2 + 2))

serait également un cobord, et la constante exp(2im(ayte — aoty)) serait
de la forme exp(2im(p1a1 + p2a2)) avec p1,pa € Z; or ceci ne peut pas
étre vrai pour toutes les valeurs de (t1,t2).

Enongons sous forme de lemmes, deux remarques sur les objets intro-
duits dans la définition 5.

LeEMME 1. — Soient f1 et fo deux applications mesurables de X dans U.
Si f1 et fo sont chacune un cobord dans une extension nilpotente, alors
leur produit est encore un cobord dans une extension nilpotente.

LeMME 2. — Soit f une application mesurable de X dans U et t un
élément fixé de X. Si f est un cobord dans une extension nilpotente, alors
la fonction x — f(xz+1t) est égale au produit d’une constante par un cobord
dans une extension nilpotente.

Preuve du lemme 1. — Chaque fonction f; est associée a la donnée
d’un quintuplet (N;, D;, M;, &;, g;) dont les propriétés sont décrites dans
la définition 5. On pose :

N = {(21,22) € N1 X Ny : 21D My = 22D2M2},
D=D1 XDQ, M=M1 ><M2, « =(5¢1,d2),
9(z21D1, 22D3) = g1(21D1) - g2(22D2)

Le quintuplet (N, D, M, &, g) vérifie les propriétés décrites dans la défini-
tion 5, et on a, en posant z = (z1, 23) :

fi(z1D1My) - fo(22D2M3) = g(azD)/g(2D). (]

TOME 121 — 1993 — ~° 3



COUPLAGES DE PRODUITS GAUCHES 325

Preuve du lemme 2. — La fonction f est associée a (N,D,M, a,g).
Fixons t dans X et ¢ dans N tel que tDM = t. La fonction z — f(z +1t)
induit la fonction z — f(tzDM) définie sur N et on a :

f(tzDM) = g(atzD)/g(tzD)
= g([&,t]ta 2D)/g(tzD)
ou[@&,t] = ata~t~! appartient & M. La fonction z — g([&, {]2D)/g(2D)
est égale a une constante notée C;. On a

f(tzDM) = C; - h(azD)/h(zD),
ot la fonction h est définie sur N/D par h(zD) = g(tzD). []

Le lemme suivant est 1’étape essentielle dans la démonstration de la
PRrOPOSITION 4. Il est contenu dans [CL2].

LEMME 3. — Si, pour un ensemble non négligeable de valeurs de t
dans X, le cocycle o(x + t)/p(z) est un quasi-cobord, alors il existe A
dans U, v dans X et une fonction mesurable f de X dans U tels que :

o p(z) =A-v(z) f(2),
o f est un cobord dans une extension nilpotente de la translation
sur X.

REMARQUES :

o Suivant la définition 5, la fonction f apparaissant dans le lemme
précédent est associé & un quintuplet (N, D, M, &,g). La preuve du
LeEMME 3 nous indiquera que ce quintuplet peut étre choisi de la forme sui-
vante : il existe un revétement X de X, un sous-groupe discret finiment
engendre T de X tel que X = X /T'; il existe un bihomomorphisme B
de X x X dans R vérifiant B(I' x I') C Z; on définit une loi de groupe *
sur X x T par (z1,y1) * (Z2,¥2) = (21 + T2, 91 + Y2 + B(z1,72)); on pose
N = (X xT,%), D =T x {0}, M = {0} x T et la fonction g est de la
forme g(z,y) = g(z) - exp(2imy).

o Dans le cas ot1 X est le tore de dimension 1, la fonction f du LEMME 3
est un cobord ordinaire.

Preuve de la proposition 4 a partir du lemme 3. — On part de I’égalité
w(x) =X-v(x) - f(x) o f est un cobord dans une extension nilpotente.

Suivant la définition 5, f est associée & un quintuplet (N, D, M, &, g).
On définit un nouveau groupe nilpotent N’ = (N x X x U, L) par

(z,009) L (¢,0'y) = (22, 00" ,yy'o (' DM))

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



326 E. LESIGNE

ol 2,2/ € N, ol 0,0’ € X et o y,y' € U. Le groupe D = D x X x {0}
est un sous-groupe discret de . On pose O = (&,~, ). On définit une
application A de A/ dans X x U par :

A(z,0,y) = (ZDM, yg(zD)).

L’application A induit une surjection mesurable de A'/D sur X x U,
qui envoie la probabilité uniforme sur A'/D sur la probabilité uniforme
sur X x U. Si on note Ry la translation par O sur N/D, on a :

T,0A=AoRp.
En effet,

T, 0 A(z,0,y) = T,(2DM, yg(2D)) = (&zDM,yg(zD)p(zDM)),
Ao Ro(z,0,y) = A(az,vyo,y \y(zDM)) = (&zDM,yXy(:DM)g(azD)),

et d’apres le LEMME 3, g(zD)p(2DM) = Ay(2zDM)g(&zD).

Ceci prouve que le systeme dynamique mesuré S, est un facteur de la
translation par O sur N'//D. []

Preuve du lemme 3. — ¢ est un cocycle de X dans U tel que, pour
un ensemble non négligeable de valeurs de ¢, le cocycle p(z +t)/p(z) soit
un quasi-cobord. Ceci entraine que, pour tout ¢, le cocycle o(x + t)/p(x)
est un quasi-cobord. Ainsi, pour tout ¢ dans X, il existe une constante A
dans U et une application mesurable 1y de X dans U telles que :

3) oz +t)/eo(@) = A - iz + ) /i ().

Grace a la PrRoPOSITION 2, on peut supposer que A; est une fonction
mesurable de t et que 1;(z) est une fonction mesurable du couple (¢, x).

Dans (3), on peut toujours — quitte a changer A\; — modifier ¢; en le
multipliant par une constante et un caractére de X. Nous allons montrer
que pour une modification convenable de 1), on a lim; .o 9; = 1 au sens
de la convergence en mesure.

A chaque v¥; on peut associer une constante p; de U et un caractere 7,
de X tels que :

[ ptemteae] = s | | o ta)aa).
/X pipe(x)ye () do € R
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Autrement dit, quitte & modifier ¢, et A, on peut supposer que (3) est
satisfait avec la condition supplémentaire :

/. la)de = sup | | wen@)ds

De (3) on déduit que, pour tous ¢ et s dans X :

ol +t+9)/p(x) = Mys - Yers(T + ) /b1 s(2),
pla+t+s)/o(@) = (M- e(z+a) /(@) - (As - s (@ 4+t + ) /1hs(x +1)).
L’association de ces deux égalités prouve que la fonction

Yits(@) - Ps(z + 1) - Pu(z)

est une fonction propre pour la translation sur X. On a donc, avec 6; s € U
et Vt,s € X7

(4) 1/)t+s($) . ws(m + t) : "/)t(m) = 6t,s . ’Yt,s(x)'
Soit (s,) une suite qui tend vers zéro dans X. Du fait que, dans

L?(dt ® dz), la suite s, .¢(z)/1:(x) tend vers 1, on déduit que la

suite (s,) posseéde une sous-suite (s,) telle que, pour presque tout t, la

suite g 44/t tend vers 1 dans L?(dz). Fixons une suite (s},) et une

valeur de t satisfaisant cette condition. De (4) on déduit que la suite
ws’n (l' + t) : 6t7s;l " Vt,sl,

tend vers 1 dans L?(dz). En particulier

lim ’/ ’l/)sél (117 + t) . 6t’S;L . ’Yt,S’n (:L‘)dl" =1.
X

n—-+o00

Autrement dit hm / Ysr (T) - ve,6r (T )dx’ =1.0r:

n—-4oo

/d)s’ Vs, x)dx‘ </ st (z)dz < 1.

Finalement, on obtient :

lim / Yo (x)dz =1
n—+oo [y n
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La suite (s,,) ayant été choisie arbitrairement, nous avons montré que
lim [ ¢s(z)dz =1,
s—0 Jx

ce qui prouve que s tend vers 1 en mesure quand s tend vers zéro.
Cette condition de régularité étant satisfaite, nous allons voir que la
fonction ¢ — A; est un homomorphisme local sur X.

On fait tendre t et s vers zéro dans lidentité (4); on en déduit
que lim; ¢00:s - 7¢,s = 1. Les caracteres de X formant une famille
orthonormée dans L2?(X), cela entraine qu’il existe un voisinage V de
zéro dans X tel que, pour tous ¢,s dans V, on ait ;s = 1.

Or, par construction de v; s, on a Ay - Ay/Aeys = Y¢,s(c). Pour tous ¢, s
dans V, on a finalement \;1s = Ay - As.

La prochaine étape de la preuve consiste a construire la forme bilinéaire
qui nous permettra de définir I’extension nilpotente.
De (3) on déduit que, pour tous ¢ et s dans X,

ol@+t+s)/p@) = - As - Ys(@+t+ ) Pz + ) Ys(x +t) - ().

Dans le membre de gauche, les variables t et s jouent un réle symétrique.
On en déduit que la fonction

= Ps(z+t) Pu(x + s) - ()
est invariante par la translation x — x + «, donc est constante. Ainsi,
pour tous t et s dans X, il existe A(s,t) € U tel que :

(5) Ys(z +1) - he(x) = A(s,t) - Pe(x + 5) - Ps().
On a A(s,t) = A(t, s) et lim;_g A(s,t) = 1.

Montrons que A(s,t) vérifie une propriété de bihomomorphisme local.
Fixons t; et ty dans V et s dans X. D’apres (5), on a :

A(s,t1 +t2) = Ys(z +t1 + t2) - Y1 41, (T) - Yty 44, (T + 8) - Ps ().

D’apres (4) et grace au fait que v, ¢, =1, 0on a:
Pty 42 (T) Pty 41, (T + 8) = Y, (T+82) Y, (T) P, (T + 5+ £2) P, (T + 5).
D’apres (5), on a :

Ys(@ +t1 +12) = A8, t1) - P, (T + 2+ 8) - hs(z + t2) - Yy, (x + t2)

= A(s,t1) - A(s,t2) - W, (x +ta + 8) - Y, (x + )
“Ps(T) e, (@) - 1, (T + L2).
En associant ces trois égalités, on obtient :
A(s,t1 +t2) = A(s,t1) - A(s, t2).

Pour poursuivre la démonstration du LEMME 3, énongons en un nouveau.
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LEMME 4. — Soient V un voisinage de zéro dans X et \ une application
de V xV dans U telle que :

(i) pour tous ty,ts et s dans V', sit; +1to € V alors

)\(S,tl + tg) = )\(S,tl) . /\(S,tz) H

(i) pour toust et s dans V', on a A(t,s) - A(s,t) =1;
(iii) pour tout t dans V, on a lims_,o A(t,s) = 1.

1l existe alors un homomorphisme continu et surjectif I de X dans un
tore T™ de dimension finie, il existe une matrice antisymétrique réelle A,
d’ordre m, et il existe un voisinage V' de zéro dans X tels que :

e KerII C V/;

o pour tous t et s dans V', si 1I(t) = (x1,22,...,T,) mod Z" avec
T G]—%, %] et si II(s) = (y1,Y2,---,Yn) mod Z™ avecy E]—%, %]
alors :

A(s,t) = exp(2im(y1, Y2, -, Yn) - A' - (21,22, ..., T0)).

Preuve du lemme 4. — Commengons par examiner le cas ou X est un
tore T™. Soit § €]0, %[ tel que | — 6, +6(" mod Z™ C V.

Notons U le voisinage | — 8, +6[™ de 0 dans R™. On définit sur U x U une
fonction £(y, z) par £(y,z) = A(s,t) si s =y mod Z" et t = x mod Z".
Cette fonction ¢ vérifie, pour tous z,y et ¥’ dans U,

esiy+y €U, alors £(y+y,z) =£L(y,z) - (y,x);

o Uy, ) =L(z,y)
et la fonction z — £(y,z) est continue en 0. On peut prolonger cette
fonction & R™ x R™ en posant, pour tous x et y dans R",

y z\™
) = [t(5 )]
oll m est un entier choisi suffisamment grand pour que y/m et z/m soient
dans U.

Cette définition a bien un sens grace a la propriété de bi-homo-
morphisme local de £. La fonction £ ainsi prolongée est antisymétrique
et vérifie : pour tout x € R™, lapplication £(-,z) est continue et est un
homomorphisme de groupe de R™ dans U. Les homomorphismes continus
de R™ dans U sont bien connus : pour tout z € R", il existe a, € R" tel
que

U(y,z) = exp(2in(y, az)).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



330 E. LESIGNE

Gréce a la bilinéarité de £ on obtient : pour tous ¥,z et £’ dans R,

<ya a:c> + (y, az’> = (y, a;l;+1;’> mod Z.

On en déduit que a, est une fonction linéaire de z. En notant les éléments
de R™ comme des vecteurs lignes, on arrive a : il existe une matrice réelle A,
d’ordre n telle que

ta, = Alz et {(y,r) = exp(2iryAlz).

Du fait que ¢ est antisymétrique, on déduit enfin que A ’est. Le résultat
du lemme est ainsi établi quand = = T" (avec IT = id).

Examinons le cas général d’un groupe compact abélien connexe X.
Nous allons nous ramener a la situation précédente par un passage au
quotient. Il existe un sous-groupe fermé X’ de X tel que X’ C V et tel
que X /X' soit un tore de dimension finie (cf. par exemple [HR, th. 24.7]).
Pour tout ¢ € V notons p; la restriction de A(-,t) & X’. Les hypotheses
du LEMME 4 entrainent que p; est un caractere de X’. De plus, pour
tout s € X', on a lim;_,q p:(s) = 1. Le groupe dual de X’ étant discret on
en déduit qu’il existe un voisinage V; de zéro dans X tel que V3 C V et,
pour tout ¢t € Vq, on a p; = 1. Dans le groupe X', la partie V; N X’ est
un voisinage de zéro. On utilise & nouveau le théoréeme sur la structure
des groupes compacts abéliens pour obtenir : il existe un sous-groupe
fermé X" de X' tel que X" C Vj et tel que X'/X" soit produit d’un
groupe fini et d’un tore de dimension finie. Du fait que les groupes duaux
de X/X' et X'/X" admettent chacun un nombre fini de générateurs, on
déduit que le dual de X/X” admet un nombre fini de générateurs. Le
groupe X/X" étant abélien et connexe, c’est nécessairement un tore de
dimension finie. Posons X/X"” = T", notons II la projection de X sur T"
et notons W = II(V}). La projection Il est ouverte et W est donc un
voisinage de zéro dans T™.

On définit une application X de W x W dans U en posant

MII(s), TI(£)) = Als, )

pour tous s et t dans V;. En utilisant le fait que A est localement
un bihomomorphisme et que, si s € X" = Kerll et t € V) alors
A(s,t) = A(t,s) = 1, on vérifie que A est bien défini. Les hypotheses
(i), (ii) et (iii) du LEMME 4 sont vérifiées par A. On peut appliquer & A la
premiere partie de la preuve, et on obtient exactement la conclusion du
LemME 4. []
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Suite de la preuve du lemme 3. — Le LEMME 4 s’applique a la
fonction X\ définie par (5). Grace & ce lemme, on associe & A un entier n,
un projecteur II de X sur T™, une matrice antisymétrique A et un
voisinage V' de zéro dans X. Fixons 8 dans V' et d dans N tels que
df = a. Posons :

¢(z) = pp(x) - p(z + B) - Pp(z + (d - 1)B).
De (3) on déduit que
¢z +a)/@(z) = Mf - oz +a) /()

et donc il existe y € X et 6 € U tels que o(z) = & - y(z) - @(x). La
fonction g vérifie, pour tout t € V/,

(6) Yz +1)/Ps(z) = A(B,1) - iz + B) /()

ou A\(83,t) est de la forme indiquée dans le LEMME 4.

Examinons tout d’abord le cas simple ol la matrice A est nulle (ou
la dimension n est nulle), ce qui est toujours le cas si X = T. On a
alors A\(3,t) = 1.

En appliquant la ProrosiTiON 3 & la fonction g et a la translation
par 3 sur X, on obtient : il existe une constante 6’ dans U et une
application mesurable X de X dans U telles que

vp(x) = 8" X(z + B)/X(x).

On en déduit que p(z) = (8')?- X(z + a)/X(z) et on a démontré que
©/(6 - (8")¢ - ) est un cobord, ce qui achéve la preuve du LEMME 3 dans
le cas simple.

Résumons la fin de la preuve du LEMME 3 dans le cas général. La
fonction 15 vérifie ’équation fonctionnelle suivante : pour tout ¢ dans V7,
il existe une fonction mesurable 1; de X dans U, telle que (6) soit satisfait.
Nous allons construire, dans une extension nilpotente de la translation
sur X, une autre solution fo de cette équation fonctionnelle, et nous
pourrons appliquer la PROPOSITION 3 au quotient 13/ fa.

Fin de la preuve du lemme 3. — Démontrons tout d’abord que la
matrice A est a coefficients entiers. Fixons § > 0 tel que :

(] - 66" mod Z") C V'
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Soit p > 0 un entier tel que 1/p < 6. Si j est un entier entre 1 et n, on
fixe un élément t; de X tel que II(t;) = (0,...,0,1/p mod Z,0,...,0) ot
la composante non nulle apparait au rang j. Posons :

P (@) = v, (z+ (p— 1)t;) - v, (x + (0 — 2)t;) -+ 1y, () /by, ().

Un calcul simple & partir de (5), conduit, pour tout s dans X, & :

(7) bj(e+s) = (A(ty, )P /APt 5)) - ;).
Si de plus s € V', du fait que pt; € KerIl, on déduit que :
(8) A(ptj,8) = 1.

Soit k un autre entier entre 1 et n. De (7) et (8) on déduit que
bi(x+tr) = (Mtj,th)" - ()

d'ott 9 (z + pte) = (A(t;, te))?" - 15 (2)-
De (7) et (8) on déduit également que o ;(x + pty) = 9 ().
Finalement, on aboutit 3 ()\(tj,tk))”2 = 1, ce qui signifie que le
coefficient de la j-iéme ligne et k-iéme colonne de la matrice A est un
entier.

Construisons a présent un revétement X de X. On note I1,, la projec-
tion canonique de R™ sur T™ et on pose :

X ={(z,u) € X xR" : (z) =, (u)}.

Si on note I' = {(0,u) : u € Z"}, on a X /T = X.
On définit une forme bilinéaire B sur R™ x R™ par

B(U],Ug) = U - A/ . tUQ,

ot A’ est la matrice triangulaire supérieure telle que A = A’ —tA’.
On définit une loi de groupe * sur X x T par

(w1, u1,v1) * (T2, u2,v2) = ($1 + T2, u1 + Uz, v1 +v2 + B(u1,U2))

ouz; € X,u; € R, (x,u;) € X et v; € T.
La matrice A’ étant & coefficients entiers, D = T x {0} est un sous-
groupe discret du groupe nilpotent N = (X x T, *).
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Dans la suite la loi du groupe N est notée multiplicativement. Le
groupe dérivé N’ de N est contenu dans le sous-groupe M = {0} x T,
etona N/DM = X.

On fixe un élément ug de R™ tel que II,,(ug) = II(53), et on pose :

g = (IB)U,B’O)'

Il existe une fonction g, définie sur N/D et a valeurs dans U telle que
siv € M etz € N, on ait 'égalité g(vzD) = g(zD) - exp(2imv).
(Poser g(z,u,v) = exp(2ir(v — B(u,[u]))) et vérifier que g est bien
définie sur N/D).

On pose fi(z) = g(B2D)/g(2D) siz est dans N et on remarque que f;
est bien définie modulo M D.

La fonction f; est donc en fait définie sur le groupe X. Afin d’éviter
I’exces d’abus de notation, nous noterons fy la fonction de X dans U
définie par fo(z) = fi(x,u,v), ot (z,u;v) € N. Pour tout 2’ dans N, on a

fi(2'2)/ f1(z) = 9(BZ'2D) - g(2D)/(9(<'2D) - 9(BzD))
=g([8,712'BzD) - g(2D)/(9(z'2D) - g(B2D))
ot [3,2] = B#(B)1(z))~". ~
Onaf = (B,ug,0) et si on note 2’ = (t,u,v), le commutateur 3, z']
est 'élément de X x T égal a :

(0, B(u,@, u) - B(u, ’ng)).
Grace au choix de g, on a :

(9) f1(2'2)/ f1(2) = exp(2im(B(ug, u) — B(u,ug)))

- [9(2'B2D)/g(8zD)] / [9('2D)/g(zD)].
Orsit e V', ona B(ug,u) — B(u,ug) = A(8,t). Remarquons de plus que
la fonction z +— g(2'2D)/g(2D) est définie modulo M D. L’identité (9)

peut se lire dans le groupe X : pour tout t € V', il existe une fonction
de X dans U telle que

(10) fa(z +1)/ fa(x) = MB, 1) - ¥y (z + B) /3 (2).
Posons ;" = 1, /1;. D’apres (6) et (10), on a pour tout t € V’,
[ba(z + 1)/ falx +1)] / [¥p(2)/ fa(2)] = ¥ (x + B) /9 ().
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Gréce a la ProrosiTION 3, ceci entraine qu’il existe une constante &’
dans U et une fonction mesurable X de X dans U telles que :

Ys(z) = folz) - 6" X(x + )/ X (2).
On pose f3(x) = fa(z) - fo(x + B) -+ fo(z + (d — 1)0).

On arrive ainsi & : ¢/ fs est un quasi-cobord, d’ott /v f3 est un quasi-
cobord. Il existe une constante A dans U et une fonction mesurable X’
de X dans U telles que ¢(z) = A - y(z) - f3(z) - X' (z + )/ X'(z).

La fonction f3(z) - X'(z + a)/X’(x) est un cobord dans une extension
nilpotente de la translation sur X, car si z = (z,u,v) est dans N, on a

fs(z) = g(@zD)/g(2D)
(out on note & = (3)?). Ceci achéve la preuve du LEMME 3, et de la

PROPOSITION 4. []

Pour démontrer la PROPOSITION 5, nous aurons besoin de préciser
légerement la conclusion du LEMME 3. C’est 'objet des lemmes 5 et 6
que nous énongons a présent.

LEMME 5. — Soit v un caractére non trivial de X. Il n’existe pas
de constante A dans U telle que \y soit un cobord dans une extension
nilpotente de la translation sur X.

Preuve du lemme 5.— Supposons que, pour un A fixé, la fonction Ay soit
un cobord dans une extension nilpotente. On a donc, suivant la définition
5, un quintuplet (N, D, M, &, g) et la relation :

7(2DM) = X - g(@zD)/g(2D).

Le groupe compact abélien M agit sur ’espace mesuré N/D. 1l existe

donc un caractere o de M tel que la fonction 2D — [, g(yzD) - o(y)dy
n’est pas presque partout nulle.
On fixe un tel o, et on pose g'(zD) = [,, g(yzD) - o(y) dy.

Siy € M,onag'(y2D) = o(y)-g'(zD) et, en particulier, la fonction |¢’|
est définie sur le quotient N/DM (égal a X).

On a ¢g'(azD) = \-v(2DM) - ¢’'(2D). En effet
#(a:D) = [ glyazD) o)y

= / g(ayzD)-o(y)dy (car M est inclus dans le centre de N)
M
= /M A-y(yzDM) - g(y2D) - o(y)dy
et y(yzDM) = v(zDM) siy € M.
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La fonction |g’|, définie sur X, est donc invariante par la translation T.
Elle est donc constante, et on I’a supposée non nulle. Fixons u dans N et
posons h,(2D) = ¢'(uzD)/g'(2D) (2 € N). On a

hu(@zD) = o([u, @]) - y(uDM) - hy(2D)
ol [u, @] est le commutateur uau~—'a~!. En effet :
hy(azD) = g'(uazD)/g'(azD)
'(lu, &@|auzD)/g¢'(azD)
=0([u,d)) - ¢'(GuzD)/g'(azD)
=o([u,a]) - X-y(uzDM) - ¢'(uzD)/(X-v(2DM) - ¢’ (2D))
([u, @) - y(uDM) - hy(2D).

|
Q

=0

D’autre part, si y € M, on a h,(yzD) = h,(zD).

La fonction h,, est donc définie sur le quotient N/DM (égal a X) et
est une fonction propre pour la translation 7'. On en déduit que la valeur
propre o([u, @])-y(uDM) est de la forme 7(c) olt T est un caracteére de X.

Or {r(e@) : 7 € X} est une partic dénombrable de U, alors que
o([u, @]) - y(uDM) est une fonction continue de u. On en déduit que,
pour tout u € N, o([u, &]) - y(uDM) = 1. En particulier, si u est une
puissance de &, on a y(uDM) = 1. Par densité, ceci assure que v = 1. []

LEMME 6. — Dans la conclusion du lemme 3, le caractére v est déter-
miné de facon unique.

Preuve du lemme 6.— C’est une conséquence immédiate des LEMMES 1
et 5. En effet, si 'on reprend la conclusion du LEMME 1 en supposant que

o) = A7) fi(®) = A2 - 72(2) - fa()

ou V1,72 € X et f1, fo sont des cobords dans une extension nilpotente,
alors fi(z)/f2(x) est encore un cobord dans une extension nilpotente
(LEMME 1) et donc 71 /72 = 1 (LEMME 5). []

Résumé de la preuve de la proposition 5. — Le cocycle

[e(z+s+t)/p(x+1)] / [+ 5)/e(z)]

est un quasi-cobord. Du LEMME 3, on déduira que
(11) oz +1)/p(x) = A - ve(2) - fi(z)

ouX €U, v € X et ft est un cobord dans une extension nilpotente.
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Le LEMME 6 nous permettra d’affirmer que 7; est déterminé de facon
unique par (Ll) ; on montrera ensuite que ¢ — 7; est un homomorphisme
de X dans X, puis que cet homomorphisme est nécessairement trivial
(7: = 1). On saura alors que p(x + t)/p(x) est un quasi-cobord dans une
extension nilpotente; en étudiant le comportement de ce cocycle pour ¢
proche de zéro, on montrera finalement que p(z + t)/p(z) est un quasi-
cobord ordinaire.

Preuve de la proposition 5. — Soit ¢ un cocycle de X dans U tel que,
pour un ensemble non négligeable de valeurs de (¢, s) dans X?2,

oz +t+s) o(@)/(p(x+1t)-pla+s))

est un quasi-cobord. Comme précédemment, on remarque que ceci est
vrai pour tout couple (¢,s). Pour tout ¢ dans X, on peut appliquer
les LEMMES 3 et 6 au cocycle ¢(x + t)/p(x). Ainsi, pour tout ¢, il
existe Ay € U, il existe un unique ; dans X et il existe une application
mesurable f; de X dans U tels que :

o pla+t)/o(@) = A n(z) - fi(@);
e f: est un cobord dans une extension nilpotente de la translation
sur X.

Soient t et ¢ deux éléments de X. On a

pl+t+t)/o@) = Xgr - Vg (T) - frgw (),
e +t+t)/p(@) = A Ay (t) - ve() -y (2) - folz) - fo (2 +1).

D’apres les LEMMES 1 et 2, la fonction fi(z) - fy(z+1t) - fiye (x) est, & une
constante multiplicative pres, un cobord dans une extension nilpotente.
On montre ainsi que le caracteére v;-yy - y:++ est, & constante multiplicative
pres, un cobord dans une extension nilpotente.

Le LEMME 5 permet alors d’affirmer que i1y = 7 - v. Ainsi l’apEli-
cation t — ~; est un homomorphisme de groupe de X dans son dual X.

Si X est un tore, il n’existe pas d’autre homomorphisme de X dans X
que ’homomorphisme trivial (utiliser des arguments de divisibilité). Dans
le cas général nous allons démontrer que I’homomorphisme ¢ — 7 est
continu, ce qui prouvera qu’il est trivial puisque X est connexe et X est
discret.

Nous commencerons par remarquer que les applications f; peuvent étre
toutes décrites comme des cobords dans une méme extension nilpotente
de la translation sur X.
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LEMME 7. — Sous les hypothéses de la proposition 5, on a : il existe
une extension nilpotente de la translation sur X, notée (N, D, M, &) telle
que, pour tout t dans X, il existe Ny dans U, il existe un unique v; dans X
et il existe une application mesurable f; de X dans U tels que :

o p(z+t)/p(x) =M m(z) - firl2);
o fi est un cobord dans ’extension nilpotente (N, D, M, &) de la trans-
lation sur X.

Preuve du lemme 7. — On applique le LEMME 3 & chacun des cocycles
wi(x) = p(z+t)/p(x). Ceci donne une décomposition du type, pour tout ¢
dans X,

ol +t)/e(x) = A - ve(z) - fe(z)

ou f; est un cobord dans une extension nilpotente (Ny, Dy, My, &y).

En observant la preuve du LEMME 3, on remarque que toutes ces exten-
sions peuvent étre choisies dans une famille dénombrable d’extensions.
En construisant un nouveau groupe nilpotent N par produit fibré dénom-
brable (suivant le modéle de ce qui est fait dans la preuve du LEMME 1
pour un produit fini), on constate que I’on peut regarder les f; comme des
cobords dans une extension nilpotente (N, D, M, &) indépendante de t. []

Suite de la preuve de la proposition 5. — Une extension nilpotente
(N,D, M, &) est a présent fixée. Pour chaque ¢t il existe une application
mesurable g; de N/D dans U telle que :

(12) ft(zDM) = gi(azD)/g:(2D).

En utilisant la méme méthode que dans la preuve du LEMME 3, montrons
que I'on peut supposer de plus que lim; ¢ g; = 1.

Commengons par assurer un choix mesurable : grace a la PROPOSITION 2,
on peut affirmer que, pour chaque v dans X, I’ensemble X, des ¢ pour
lesquels «v(t) - p(z + t)/p(z) est un cobord» est une partie mesurable
de X;onaX,={teX:v =7} On obtient ainsi une partition me-
surable de X et la ProposiTiON 2 permet d’affirmer que 1’on peut choi-
sir (A, g¢)tex de fagon que \; soit une fonction mesurable de t et g:(z) une
fonction mesurable de (t,z) € X x N/D. On suppose ce choix mesurable
effectué.

Du fait que la fonction f; est définie sur le quotient N/ DM, on déduit
de (12) que, si 2’ € M et z € N/D,

9:(2'az)/ge(62) = gu(2'2) [ 94(2).
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D’autre part, on sait que la fonction z +— g:(2'2)/g;(2) est définie
sur le quotient N/DM. Grace a l'ergodicité de la translation par &
sur N/DM, on en déduit que cette fonction est constante. Notons
ct(2') = g1(2'2)/ g+ (z). Ceci définit, pour chaque ¢ dans X un caracteére c;
de M.

Reprenant les calculs effectués au début de la preuve de la ProposI-
TION 5, si t,t’ sont dans X, on a

frav (@) fo(@) - fo(@+1t) =X Ao - Mg e (2)

et donc, en notant ¢ un élément de N tel que tDM =t,

girv(@z) - gr(@z) - gu(atz)
=X A e (8) - A Geae (2) - 9e(2) - go (E2).

En posant Ay /() = gie(2) - g¢(2) - 9w (£2), on obtient
hew(az) = co (QTa ™ E71) - A+ A - Mg = (1) - ey (2)

(pour presque tout z dans N/D).

Ainsi, la fonction h;; est une fonction propre pour la translation
par @ sur N/D. Notons E une famille orthonormée, formée de fonctions
propres pour la translation par &, maximale dans L?(N/D). A tout
couple (t,t') dans X2, on peut associer &; dans U et o, dans E tels
que hgy = 5t,t' Ot/

Nous allons utiliser & présent le fait que ’on peut, quitte & modifier A,
multiplier g; par une constante et un élément de E. A chaque t dans X,
on peut associer un élément o, de F et une constante u; dans U tels que

‘/ gt(2) - o4 (2) dz = sup ‘/ o(z)dz|,
N/D 0EE N/D
/ 9:(2) - 04(2) - pedz € RY.
N/D

En utilisant le méme argument que dans la preuve du LEMME 3, on
montre que y; - oy - g tend vers 1 quand ¢ tend vers zéro.

Résumons cet argument : soit (s, ) une suite qui tend vers zéro dans X.
Quitte & en extraire une sous-suite, on peut affirmer qu’il existe ¢ dans X

tel que lim,,_, o0 gsn+t/gt =1;o0r
Gontt(2)/96(2) = g5, (£2) - 61,5, - Ot,6,(2)-
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n—-—4o0o

De lim '/ s, (t2) * 6.5, - 015, (2) dz‘ =1, on déduit que
N/D

tim_| / 9ou(2) 01,0, (2) 2| = 1
N/D

n—-+oo

n—-+o00

puis que lim ‘/ 95, (2) - 05, (2) * s, dz' =1.
N/D

Ceci permet d’établir que lim,_,ggs - 05 - s = 1.

Quitte a remplacer chaque g, par y; - o - g+ on a bien limy_gg; = 1.
Revenons a I’équation :

{ oz +t)/e(x) = A - (x) - fi(z),
fi(zDM) = gi(azD)/g:(2D).

Si limy—¢ g: = 1, alors limy_9 A¢yyx = 1. Or ; varie dans X qui est une
famille orthonormale dans L?(X).

Pour tout ¢ suffisamment proche de zéro, on a donc v; = 1. Puis-
que t — y; est un homomorphisme, on en déduit que 7, = 1 pour tout ¢
dans X. D’autre part, on a, pour tout 2’ dans M, ¢:(2'2)/g:(2) = c(2).
Pour tout 2’ € M, on a donc lim;_,g ¢ (') = 1.

Par convergence dominée, on a également lim; .o c; = 1 dans L?(M).
Or ¢; varie dans une partie discrete de L?(M). 11 existe donc un voisi-
nage V de 0 dans X tel que, pour tout t € V, ¢, = 1. Sit € V, la
fonction g; est définie sur le quotient N/DM (= X), et la fonction f; est
alors un cobord «ordinaire ».

Soit t € X. Il existe t1,ta,...,tx € V telsquet =t; +t2+---+1tx. En
posant §i(z) = gi, (x+ta+ -+ tk) - g, (T +ts+ -+ tk) - ge, (x), on
construit sur X une fonction g; telle que

(olz +1)/0(2))/(ge(z + @)/ §2(2))

est une constante. Ceci achéve la preuve de la PROPOSITION 5. []
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II1. Preuve du théoréme 1

Les données sont X, o, G et une suite (¢, )rez de cocycles de X dans G.
On note, pour chaque ¢t dans X, p% = (¢, (- + nt))nez.

Soit t € X tel que le cocycle ¢? (de X dans GZ) ne soit pas
faiblement mélangeant. D’aprés la ProposIiTION 1, il existe des en-
tiers ny < ng < --- < ng et des caractéres non triviaux o1, 09,...,04 de G
tels que Hle 0;¢n,; ( + n;t) soit un quasi-cobord.

Supposons que, pour un ensemble non négligeable de valeurs de t,
le cocycle % ne soit pas faiblement mélangeant. L’ensemble des choix
de (d,ny,na,...,n4,01,02,...,04) étant dénombrable, on a alors : il
existe mq,n9,...,ng €t o01,09,...,04 tels que pour un ensemble non
négligeable de valeurs de ¢,

d
(13) H 0;i¢n; ( + n;t)  est un quasi-cobord.

i=1

Fixons d,nq,ng,...,nq,01,02,...,04 vérifiant cette condition.

D’apres la PROPOSITION 2, 'ensemble des ¢ vérifiant (13) est mesurable
et il est clair que cet ensemble est invariant par la translation ¢t — t+a. Cet
ensemble est donc de mesure 1 deés qu’il n’est pas négligeable. Finalement,
on a : pour presque tout t dans X,

d
H 0:0n; ( +mit)  est un quasi-cobord.

=1

La preuve du théoréme s’acheve en appliquant le lemme suivant aux
cocycles p; = 0;¢p, .

LEMME 8. — Soient ni,ng,...,ng des entiers deux a deux distincts et
©1, P2, .. .,0q des cocycles de X dans U. Si pour presque tout t dans X,
le cocycle Hle wi(x + n;t) est un quasi-cobord, alors, pour presque tout t
dans X, le cocycle p1(x +t)/p1(x) est un quasi-cobord.

Preuve du lemme 8. — On raisonne par récurrence sur d.

Si d =1, le résultat est évident.

Fixons d > 1 et supposons le résultat vrai au rang (d — 1). On suppose
que, pour presque tout t, ]_[?=1 @i(x + n;t) est un quasi-cobord.

D’apres la ProposiTioN 2, il existe une fonction mesurable A\ de X

dans U et une fonction mesurable ¥ de X x X dans U telles que, pour
presque tout (¢, ), on ait ]—[fz1 wi(z +nit) = At) -tz + a) /(¢ ).
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Pour presque tout (t,z,y) dans X3 on a :

d

=1

[Twi(@ + niy + nit) = At +y) - 9(t + g, + @) /9(t + y,2).

11 [ei(@ + nay + nit) /i(z + niy + nit))]
- = MO/ +9)] - [V (v, 2+ ) (8,9, 2)]
ot ¢/ (t,y, ) = P(t, = + nay)/Y(t +y,z). Posons :
@iy (T) = i(@ + nay)/pi(z + niy).

Pour presque tout y, on a : pour presque tout t, Hf;ll <Pz',y(l' +n;t) est
un quasi-cobord.

Avec ’hypothese de récurrence, on en déduit que, pour presque tout y,
pour presque tout t, @1, (z +t)/p1,,(x) est un quasi-cobord.

En effectuant le changement de variable s = (ng — n1)y, on obtient :
pour presque tout (s,t), 1(z+s+1t) pi1(x)/(p1(x+3) - p1(z +1)) est
un quasi-cobord.

La ProrosiTION 5 permet de conclure que ¢1(z + t)/p1(x) est un
quasi-cobord, ce qui acheve le raisonnement par récurrence.

IV. Preuve du théoréme 2

Si ¢ est un cocycle de X dans U nous utiliserons la notation usuelle :
o) -plz+a)...ox+ (k—1)a) sik>1,
o®(z) = 1 sik=0,
[p(x+ka) oz + (k+1a)...o(z—a)]7! sik< -1
Ainsi on a, pour (z,u) e X xUetke€Z:
TE(z,u) = (z + ko, o™ () - ).

Nous démontrerons successivement les résultats suivants :
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LEMME 9. — Soit ¢ un cocycle continu de X dans U. Si la suite

1
©®(0)
0

n

S
>
I |

ne converge pas vers zéro, alors @ est un cobord.

LEMME 10. — Soit ¢ un cocycle de X dans U et j € Z, 7 # 0. Si p(jz)

est un cobord alors il existe v € X et il eziste une fonction mesurable a
de X dans U tels que :

p(z) =v(a) - a(z + ja)/a(z).

LEMME 11. — Soit (¢;)—p<j<p une famille de cocycles continus de X
dans U. Si la suite
P
H (4k)

3
|
-

S|
™

ne converge pas presque partout vers zéro, alors, pour chaque j, on a :
pour tout t € X, il existe Ay € U et a; fonction mesurable de X dans U
tels que, pour presque tout x :

o @+ 1)/ (@) = A - sl + ja) fay(x)

Le LEMME 11, associé a la PROPOSITION 4 et au THEOREME 4, permettra
de démontrer le THEOREME 2 dans le cas ol les cocycles sont continus. A
l’aide du THEOREME 3 on en déduira le résultat complet.

Preuve du lemme 9. — Ce résultat est connu [V]. On peut en redonner
rapidement une démonstration. Considérons l'opérateur unitaire U de
L?(X) défini par Uf(z) = ¢(z) - f(x + a). On a, sin € N, U f(z) =
o™ (z) - f(x + na), et, en particulier, U™1(x) = (™ ().

D’autre part U laisse stable I'espace 7 des fonctions continues sur X,
et si f€T,[|Ufllcc = [If]loo-

Si la suite (1/n) ZZ;& U*1(0) ne converge pas vers zéro, il existe une
suite croissante d’entiers (n;);>o telle que lim;_ o (1/n;) Y32, U*1(0)
existe et est non nulle. En utilisant un procédé diagonal sur une partie
dénombrable dense de 7', on peut extraire, de (n;) une sous-suite (n) telle
que, pour tout f € 7, la suite (1/n}) Zk ‘o ka( ) converge. On pose

n -1
Lf= lim Z U*f(
j——+oo n] =0
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On a:
1 n;—l 1 n;—l
. k T _
Lol <tim o 3207 0)] <tim 7 32 |700)] = [17@)]ar < 1]

La forme linéaire L définie sur 7 se prolonge donc en une forme linéaire
continue sur L?(X), notée encore L.

I existe 1) € L2(X) tel que, pour tout f € L2(X), Lf = [ f(z)¢(z)dz.
On remarque que, si f € 7,LUf = Lf et cette identité s’étend par den-
sité & tous les éléments f de L2(X). Ceci entraine que Uz = 1, c’est-a-
dire ¢(z) - Y(z + o) = ¥(z) p.p.

Finalement, la forme linéaire L ayant été construite de facon que
L1 # 0, on sait que ¥ # 0. L’ergodicité de la translation par o sur X
assure que || est constant. En posant 9 (x) = |¢(z)|/¢(z), on arrive & :

p@) = Pp@+a)/P(). [

Preuve du lemme 10. — ¢ est un cocycle de X dans U, j est un entier
non nul et b est une fonction mesurable de X dans U tels que :

p(jz) = blx + ) /b(z).

Soit « un caractere de X tel que § = [, b(z) - y(z)dz #0. On a :

|
—

n

S i) el ja) (i + (k= 1)ja) (o + ka)
k=0 n—1
- % kzzob(x+ka) 5@ - A + ka)

qui converge presque partout vers 6 - b(x). Posons X; = {r € X : jz = 0}.

Soit z € X;. Si on remplace x par x + z dans le calcul précédent, on
obtient b(z + 2) = (2) - b(z). La fonction b(z) - ¥(z) ne dépend donc que
de jx. Il existe une fonction mesurable a de X dans U telle que

b(z) - ¥(z) = a(jz),
et on a :
a(jz + ja) = b(z +a) - 3(z + a)
= ¢(jz) - b(z) - v(z) - v(@)
= p(jz) - a(jz) - ¥(a).
Pour conclure il suffit de noter que, le groupe X étant connexe, ’homo-
morphisme x — jz est surjectif. []
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Preuve du lemme 11. — Posons :
1 n—1 p
ik
Mu(@) =~ 3" [T ¢/ ().
k=0 j=—p

A chaque t dans X, on associe un cocycle 0; de X dans U défini par

H cp t+jx

J——p
et on remarque que M, (t) = Z 0, k)

Si cette suite ne converge pas vers zéro, alors, d’apres le LEMME 9,
#; est un cobord. Supposons que la suite M,, n’est pas presque partout

convergente vers zéro. Notons p;(z) = (])(]x) Sit=p!-t, ona:
br(z) = H p3<x—|———t)
j=-p
J#0

Ce cocycle est un cobord pour un ensemble non négligeable de valeurs
de t/, et donc, par invariance par translation, ce cocycle est un cobord
pour presque tout t’. On peut alors, grace au LEMME 8, affirmer que, pour
presque tout ¢’, pour tout j entre —p et p, le cocycle p;(z +t')/pj(x) est
un quasi-cobord. Ainsi, pour tout j, pour presque tout t, il existe une
constante \; ; dans U telle que : A ; - QOJJ)(]:E-I—Z?)/(,D;])(jx) soit un cobord.

En utilisant le LEMME 10, on en déduit que, pour tout j, pour presque
tout ¢, il existe une constante A; ; dans U et une fonction mesurable a; ;
de X dans U telles que

oD (@ + 1)/ (@) = Ny ;- ae (@ + ja) fag ;(x).

Finalement, en remarquant que ’ensemble des t satisfaisant cette condi-
tion est un sous-groupe de X, on obtient le résultat pour tout ¢. Le
LEMME 11 est démontré.

Preuwve du théoréme 2. — Nous commencerons par établir le résultat
suivant :

soit (¢;)-p<j<p une famille de cocycles continus de X
. k
(14) dans U; la suite My (z) = (1/n) >0 15—, <p§] )(z)
converge presque partout
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D’apres le LEMME 11, il suffit, pour démontrer (12), d’examiner le cas o,
pour chaque j, pour tout t dans X,

(15) 6 (@ + 1) /0P (2) = M j - ar (@ + ja) fae ().

Nous pouvons alors appliquer la PropPosITION 4 & chaque cocycle <p§3 ),
défini sur X muni de la translation £ — z + ja. On se rameénera ainsi a
un probleme de convergence en presque tout point de la diagonale, pour un
systeme dynamique qui est une translation sur un quotient d’un produit
fibré de groupes nilpotents. Décrivons & présent cette construction.

Posons ¢ = p!. De (15), on déduit, que, pour chaque j, pour tout ¢
dans X,

P\ (@ + 1) /950 (@) = A7 - ay (3 + go) a5 (2).

Appliquons la ProrosITION 4 & chaque cocycle cpg.q) défini sur X muni de
la translation  — = + qa. A chaque j on associe, suivant les notations
utilisées dans la ProposiTION 4, un triplet (Nj,D;,O;). Le systéme
dynamique mesuré (X x U, (Ty,)? : (z,2) — (z + qa, 2 - wgq)(x))) est
un facteur de la translation par O; sur N;/D; : il existe une application
mesurable A; de N;/D; sur X x U, qui envoie la probabilité uniforme
sur N;/D; sur la probabilité uniforme sur X x U, et qui conjugue (T, )?
et la translation Ro; ; la premiere composante Ajl de A; est une projection
algébrique de N;/D; sur X, qui envoie O; sur ga.
On définit un nouveau groupe nilpotent A/ en posant :

N = {(Uj)|j|sp € H N - A}(uj) est indépendant de j}.

lil<p

Alors D =], <, D; est un sous-groupe discret de N et le quotient N//D
est compact.

On pose O = (0;)|;1<p- On note ¢ le cocycle de X dans U?P*1 défini par
— (D
et on note T, la transformation de X x U?*! définie par :
Ty (. (5)151<p) = (& + 00 (25 93" (@))is1<p)-

Le systéme dynamique mesuré (X x U?P*1 T,) est un facteur de la
translation par O sur N/D; il suffit, pour s’en convaincre, de noter
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Aj = (A}, A3) avec A} : Nj/D;j — X et A2 : N;/D; — U, et de définir A
de N'/D dans X x U?+! par :

A((ug)iji<p) = (A5 (uy), (A3(u5))51<p)-

Le corollaire du THEOREME 4 permet alors d’affirmer que, si (f;)j|<p est
une famille de fonctions mesurables bornées sur X x U?P*!, alors la suite

converge pour presque tout (x,z) € X x U?P+1,
Pour chaque ¢ entre 0 et (g — 1), posons :

n—1
1 i(kq+¢
Mﬁe)(x) == Z H wg-]( q+ ))(x)'
k=0 |j|<p

Ona M,, = (1/q) 02, {9 et, puisque

lim sup |Mpg — M| =0 p.p.,

n—+o00 ng<m<(n+1)q

il suffit, pour démontrer la convergence presque sire de la suite M, de
, . ¢
démontrer la convergence de chacune des suites M,(L ).

Fixons ¢ entre 0 et (¢ — 1). Définissons, pour chaque jy entre —p et p
une fonction fj, sur X x U?P*! par :

Fio (2, (2)) = @599 () - 2j,.

MO (z) =

n

> I & (@) " (@ + jkaa)
k=0
1 n—1 )
lil<p

Cette expression converge pour presque tout x, d’apres ce qui précede.
L’affirmation (14) est établie.
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L’étape suivante de la démonstration est la preuve du THEOREME 2
dans le cas ot les cocycles ¢, |j]| < p, sont continus :

o (5)|j1<p est une famille de cocycles de X dans G, supposés continus.

o (fj)lj|<p est une famille de fonctions mesurables bornées sur X x G.

On veut établir la convergence presque siire de la suite
1 ik .
ST @) ov T;=T,,

Grace a l'inégalité maximale satisfaite par ces expressions, il suffit
d’établir le résultat quand les fonctions f; varient dans une partie de
L*>®(X x G) engendrant un sous-espace dense de L'(X x G). Nous allons
étudier le cas ou f;(z,9) = v;(x) - 0;(g) avec 7; caractere de X et o;
caractere de G. On a alors

m Z H fJ TJk (x, g [ Z H 5% x):\ H '77 (z) - U](g)

"= 01]j1<p k=0 ||<p l71<p

ou ¢ (xz) = v;(a) - o;(p;(x)) est une famille de cocycles continus de X
dans U. Cette expression est presque sirement convergente, d’apres (14).

Le THEOREME 2 est donc démontré dans le cas des cocycles conti-
nus. Le raisonnement précédent montre également que, pour établir le
TuEOREME 2 dans toute sa généralité, il suffit de démontrer le résultat
suivant :

{soit (©;)j|<p une famille de cocycles de X dans Uj; la suite
(1/n) ZZ;& HleSp ngk)(m) converge pour presque tout .
Le corollaire du théoreme de Kocergin affirme qu’il existe une famille

(¥)151<p de cocycles continus de X dans U telle que, pour chaque j, il
existe une fonction mesurable a; de X dans U vérifiant

pj(z) = p;(2) - a5(z + a)/a;(z).

On a alors
LS oo = 25 T ate ik w@)] / T o
k=0 j|<p k=0 |j|<p l7l<p

et la convergence de cette expression se déduit du THEOREME 2 appliqué
a la transformation 7', aux cocycles continus (1;)|j)<p, et aux fonctions
fi(z,2) = aj(x) - 2. La démonstration du THEOREME 2 est achevée. []
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V. Preuve de la proposition 2

Ici, (X, A, u, T) est un systéme dynamique mesuré inversible et D désigne
une partie dénombrable de L%(u), engendrant un sous-espace vectoriel
dense; M désigne I’ensemble des applications mesurables de X dans U.

LEMME 12. — Soit ¢ € M. ¢ est un cobord si et seulement si, pour
p-presque tout x, il existe d € D tel que :

limsup |— Z d(T*z) - o (z)| # 0.

n—-+o00

Preuve du lemme 12.— Supposons que ¢ est un cobord. Il existe 1 € M
tel que p = ¢ o T'/9.

n—1
%Zd(m; ®)(z) = zd(T’“x) W(T*z)/Y(2).
k=0

On a alors, d’apres le théoreme ergodique de Birkhoff, pour u-presque
tout x, pour tout d € D,

lim Zd (T*2) - ¢ (2) = E(d - ¥ | 9)(2)/4(2)

n—-—+o0o n

ou J désigne la tribu des événements T-invariants du systeme dynamique.

Du fait que |¢| = 1 on déduit que, pour p-presque tout z, il existe d € D
tel que E(dy | J)(z) #0. En effet si A = {z: E(dy | J)(z) =0, Vd € D}
alors A € J et pour tout d dans D :

/E(dt/z]f]( )dpu(z /d )dp(z) =0,

d’ott 9 14 = 0 p.p. Ceci prouve la premiére implication du LEMME 12.

Démontrons sa réciproque. On suppose que, pour p-presque tout z, il
existe d € D tel que :

limsup |— Zd(Tkx) o B ()| # 0.

n—-+oo

Le théoreme ergodique de Birkhoff, appliqué au produit gauche cons-
truit & aide de ¢ au-dessus du systéme (X, A, u,T) et & la fonction
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J(x,z) =d(z) - z, permet d’affirmer que, pour u-presque tout z et pour
tout d € D,

1

lim —

n—+4oo N

n—1
Z d(T*z) - o) (z) existe.
k=0

On note Fy(p,x) cette limite. )

Ona Fy(p, Tz) = p(@)-Fa(p, @) et |Fa(p, Tx)| = |Fu(i,)]. A chaque d
dans D, on associe Xg = {z € X : Fy(p,z) # 0}.

Par hypothese, on obtient ainsi un recouvrement (p.s) de X par
des parties mesurables; de plus chaque Xy est T-invariant et T !-
invariant. On peut donc associer mesurablement & presque tout z de X,
un élément d, de D tel que Fy_(p,z) # 0 et dry = d,.

En posant ¢(z) = Fy (¢, z)/|Fa,(p,x)|, on construit un élément 1
de M qui vérifie p = 1) o T/1). Le LEMME 12 est démontré. (]

On déduit de ce lemme que ’ensemble C des cobords est un borélien
de M. L’ensemble @) des quasi-cobords étant égal a U - C est donc égale-
ment un borélien. Ceci établit la premiere affirmation de la PRoPOsITION 2.

La preuve du LEMME 12 nous donne également le renseignement
suivant : si ¢ est un cobord, on peut associer mesurablement a presque
tout z de X, un élément d, de D tel que

1
Fi (p,x):= lim —

n—+o0o N

n—1

> _d(T*z) - M (x) #0
k=0

et, si Y(x) = Fy, (9, 2)/|Fa, (0, 7)], alors ¢ = ¢ o T/4).

La fonction 1 ainsi définie est une fonction mesurable du couple (¢, ).
Ceci établit la seconde affirmation de la PrRopoSITION 2.

Il nous reste a prouver que ’on peut associer mesurablement a chaque
quasi-cobord ¢, une constante A(p) telle que ¢/A(p) soit un cobord.
A chaque ¢ dans M, on associe un opérateur unitaire de L?(u), noté U,,
et défini par U, f(z) = ¢(z) - f(Tx). Si p/X est un cobord, alors A est
une valeur propre de U, (la réciproque n’est pas nécessairement vraie si T'
n’est pas ergodique). Nous allons démontrer que :

on peut associer mesurablement, a chaque quasi-cobord ¢,
(16) une suite (A, )n>0 dans U décrivant I’ensemble des valeurs
propres de U,,.

A partir de (16), on peut démontrer la troisieme affirmation de la
PROPOSITION 2 en remarquant que, pour chaque ¢ dans @, si on pose

n(e) =inf{n e N: o/An € C}, M) = An(p),
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on définit une application mesurable ¢ — A(¢) de @ dans U vérifiant la
propriété annoncée.

Démontrons (16). Notons, pour chaque d € D et pour chaque ¢ € Q,
V.4 la mesure spectrale associée a (U, d). C’est une mesure sur I'intervalle
[0, 27] caractérisée par D, 4(n) = (Ugyd, d), pour tout n € Z.

o) = [ ¢@)- A7) - T du(o)
L’ensemble des valeurs propres de U, est égal a :
U {XeU:va({r}) #0}.
deD

Soit (P,,) une suite de polynomes trigonométriques qui forment une
résolution de l’identité. L’intégrale

2T
A (A — 1) dvg 4(t)

est une combinaison linéaire des coefficients de Fourier de v, 4, avec des
coefficients dépendant continument de \; ¢’est donc une fonction continue
de (¢, A). D’autre part :

27

lim P (A —t)du, 4(t) = vy a({A}).

m—-+o00 Jg

Ceci prouve que, pour chaque d € D,

{(g,2) €@ xU:vpa({A}) # 0}
est un borélien de @ x U.

Pour chaque d € D, {v, 4({\}) : A € U} est sommable; il est donc aisé
de décrire un procédé mesurable associant a chaque ¢ dans @, une suite
décrivant {X : v, q({\}) # 0}. Par réunion sur d, I'affirmation (16) s’en
déduit immédiatement. Ceci acheve la preuve de la PRoPOSITION 2. ]
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