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SUR LA TRANSFORMATION DE RADON
DE LA SPHERE §¢
PAR

AHMED ABOUELAZ ET RADOUAN DAHER (*)

RESUME. — Nous introduisons et étudions une transformation de Radon sur la
sphére de dimension d, obtenue par intégration sur des sphéres de dimension (d — 1).
Nous établissons notamment des formules d’inversion et de Plancherel pour cette
transformation et des formules d’inversion pour la transformation duale.

ABSTRACT. — We define and study the Radon transform on the sphere S%. This
transform is obtained by integration on the (d — 1)-dimensional sphere. We specially
establish inversion’s theorems and Plancherel’s formulas for this transform. Inversion’s
theorems for the dual Radon transform are also given.

Introduction

Parmi les nombreux travaux qui étudient des problemes de géométrie
intégrale sur un espace symétrique (voir par exemple [5], [7], (8], [9],
[13], etc.), le cas d'un espace symétrique de type compact est moins
souvent considéré que le type non compact. Le cas compact a toutefois été
abordé a plusieurs reprises, notamment par S. HELGAsSON (voir (7], [9]);
T. SHERMAN a, d’autre part, développé une analyse de Fourier sur la
sphere, analogue & celle des groupes de Lie abéliens (voir [12]).

Notre propos est ici de définir et étudier une transformation de Radon
sur la sphere S¢ = SO(d + 1)/SO(d) de dimension d. Cette transfor-
mation R consiste essentiellement & intégrer une fonction donnée sur
la famille des sphéres de dimension (d — 1) passant par un point fixé,
ar = (0,0,0,...,—1), de S% appelé péle sud. Si 'on applique aux fonc-
tions sur S qui sont invariantes par rotation autour de ce point, on obtient

(*) Texte recu le 23 janvier 1992, révisé le 15 juin 1992.
Ahmed ABOUELAZ et Radouan DAHER, Département de Mathématiques et d’Infor-
matique, Faculté des Sciences Ain Chok, BP 5366 Maarif, Casablanca, Maroc.

Classification AMS : 22E25, 22E 30, 43A 80, 43A 85, 58 G35.
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354 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

une analogie intéressante avec la transformation d’Abel de ’espace hyper-
bolique SOq(d, 1)/ SO(d) (de dimension d), qui consiste & intégrer sur les
horocycles (de dimension (d — 1)).

Notre transformation R sur la sphére est ainsi — comme celle de
I’espace hyperbolique — liée simplement & la transformation de Fourier
sphérique (paragraphe 2 ci-dessous). Elle peut s’inverser au moyen d’un
opérateur différentiel (si d est impair) ou intégro différentiel (si d est
pair) ; ces théorémes d’inversion sont établis au paragraphe 3 pour des
fonctions C'*° sur la sphere, invariantes par le groupe SO(d), et nulles au
voisinage du poéle sud, qui joue ici — en quelque sorte — le role de point
a 'infini.

Nous donnons aussi au paragraphe 3 — dans l'esprit des articles [10]
et [11] de T. KOORNWINDER — quelques résultats (par exemple théoréme
d’inversion et estimations de type LP) pour une transformation intégrale
plus générale R,g, non nécessairement issue d’une structure géométrique;
le cas de la sphere S¢ correspondant & o =1 et 8= 1(d—1).

Une formule de Plancherel est établie au paragraphe 4 pour la transfor-
mation R. Nous obtenons enfin au paragraphe 5 des formules d’inversion
pour la transformation duale R* et pour la transformation R*R.

Nous remercions vivement le Professeur Francois ROUvIERE pour les
conseils et suggestions qu’il a bien voulu nous apporter.

1. Notations et préliminaires
Pour d > 2, on note S¢ la sphere unité de dimension d dans R+1.
Soient (e1, ea,e€s,...,€e4+1) la base canonique de R4t et
N = (070707'”7071) = €d+1

le pole nord. Le groupe spécial orthogonal G = SO(d + 1) opeére transi-
tivement sur S¢; on désigne par K le sous-groupe de G, stabilisateur du
point N, isomorphe & SO(d) :

K= {(’g (1)) keSO(d)}.

La sphere S¢ s’écrit comme espace homogene de la maniére suivante :
S§¢=@G/K =S0(d+ 1)/ SO(d).

Désignons par A le sous-groupe de G formé des matrices

Iq1 0 0
a; = 0 cost —sint
0 sint cost

out € R et I;_q est la matrice unité.

ToMmE 121 — 1993 — ~n° 3



TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHERE S¢ 355

Ce groupe A est constitué des rotations dans le plan eq4, eq41 conser-
vant ej,es, es,...,eq4—1. Le groupe G admet la décomposition de Cartan
G = KAK. On note M le centraliseur de A dans K, constitué des matrices
de K de la forme

0
1 avec u € SO(d—1).
0

3

I
o o
= o O

Le groupe K admet aussi la décomposition de Cartan suivante K = MBM,
ou B est le sous-groupe de K des matrices de la forme

Iy o 0 0 0
0 cosf —sinf 0

bo = 0 sinf cosf 0 avec H€R.
0 0 0 1

Ce sont des rotations dans le plan eq_1,eq conservant les vecteurs
e1,€2,€3,...,€4-2,€4+1. Dans [3], le corollaire 1-7, page 10, donne 'expres-
sion de la mesure de Haar normalisée du groupe G. Pour la décomposition
G = KAK, si f est une fonction continue sur G,

0 from=stgady” [{f, sl

ou dk désigne la mesure de Haar normalisée du groupe K (c’est-a-dire
Jie dk = 1) et B(, ) la fonction béta d’Euler. De méme, la mesure de
Haar normalisée de K s’exprime dans la décomposition K = MBM comme
suit : si h est une fonction continue sur K alors

lolr-—‘

(2) /Kh(k)dk=B(%(d_1),%)—1
X /W{/ h(mbgm”) dmdm’}(sing)d—z ao,
0 MxM

ol dm désigne la mesure de Haar normalisée du groupe M. Notons que
lorsque la fonction f est K bi-invariante sur G (respectivement lorsque h
est M bi-invariante sur K), les deux formules ci-dessus deviennent :

(3) /G f(g)dg =

“) /K h(k)dk = B(3(d~1),3)" /Oﬁ h(be) (sin 62 do.

l\?lr—l

/ f(a;)(sint)?=1dt,
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356 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

Nous savons que les fonctions sphériques de S9, notées ¢,, (avec n € N),
peuvent s’exprimer & l’aide des polynémes de Gegenbauer appelés aussi
polynémes ultrasphériques (cf. (3, p. 11]).

Soit C}(z) le polynome de Gegenbauer avec n € N et A\ > —%.

Ce polynéme admet plusieurs représentations intégrales. Celle qui s’aveére
étre la plus intéressante est I'intégrale de Mehler (cf. [2, p. 177])
~1(2A),

(5) Cp(cosT) = 2°B(), %) o (sin 7)1~

.
X / cos(n + \)t - (cost — cos 7)1 dt.
0
La convergence de cette intégrale aura lieu si et seulement si A > 0, car

(cost — cos 7)™ est équivalent & (7 —¢)!~*(sin7)*~* au voisinage de 7.
Les fonctions sphériques de S¢ sont alors données par (voir [3, p. 11])

(6) Pn(z) = (——')—Cﬁ(w'N),

avec A = 2(d— 1), ot = € 5% et out N est le pole nord de 5.

Signalons que pour A = % , c’est-a-dire d = 2, on retrouve les polynomes
de Legendre (cf. [7, prop. 2-8, p. 404]). Il est & noter aussi qu’on peut
définir les fonctions sphériques ¢,, sur le groupe G par

(7) on(g) = pn(g-N) o geG.

2. Transformation de Fourier sphérique sur S? et approche
géométrique de la transformation de Radon

a) Transformation de Radon sur S¢. — Nous définissons la transfor-
mation de Fourier-Gegenbauer sur la sphére S? de la maniére suivante :

(8) f(n) = /G f(@)en(g")dg,

ou f est une fonction continue K bi-invariante sur G. Sachant que les
fonctions sphériques ¢, sur G s’expriment a ’aide des polynémes de
Gegenbauer et en utilisant la formule d’intégration sur G (égalité (3)),
légalité (8) devient :

n!

©)  f(n)= (QT)nB(/\+ —%—» %)_1/07T f(a;)C (cost)(sint)?* dt.
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHERE S¢ 357

En remplagant C)(cost) par l'intégrale dite de Mehler (égalité (5)), il
vient donc :

(10) f(n) = 2/\7/\/” f(at)sintdt{/t cos(n+)\)7'-(cos7'—cost)’\“1dT}.
0 0

Par une permutation d’intégrale, il s’ensuit que :
~ 22N [T 4
(11) f(n) = —;—/ cos(n+)\)'r{ flat) Sint(COST—COSt))‘_ldt}dT.
0 t=7

Nous avons ainsi écrit la transformation de Fourier-Gegenbauer comme
composée de la transformée de Fourier cosinus classique (avec décalage
de \) avec une transformation intégrale que nous appellerons transformée
de Radon sur la sphere S?, notée R. En d’autres termes :

(12) fln) = /7r cos(n + A)7 - Rf(r)dr,
0
avec

f(a;)sint - (cosT — cost) 1 dt,
m t=T1

(13) Rf(7)

of10<7’<7r,0i1n€Net)\=%(d—1).

L’analogue de cette définition pour ’espace hyperbolique réel de dimen-
sion d s’écrit :

(14) Rf(r) = c/:o f(a;)sht-(cht —chr) " 1dt,

ou c est une constante positive.

Il est bien connu que cette derniere égalité a une interprétation
géométrique en termes de groupes de Lie. Dans ce qui suit nous donnons
une interprétation analogue dans le cas des spheres.

b) Une approche géométrique de la transformation de Radon sur la
sphére S¢. — On se propose d’étudier I'intégrale

(15) Ip(t) = / F(a(,,+t)/2 ka(ﬂ._t)/gN) dk, teR,
K

ot F est une fonction continue K-invariante sur S¢. Donnons tout d’abord
la signification géométrique de cette intégrale.
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358 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

Soit 2% = (x9,...,29,,) € S%; lorbite Kz° est lintersection de S¢
avec Phyperplan z411 = 23, ,, c’est la sphere (de dimension d — 1) de
diametre d’extrémités 20 et (—a9,..., —z9,29,,).

Prenons z°

= A(r_t);2N = (0,0,...,—cos %t,sin %t) L’autre extré-
mité du diametre est (0,0, ...,CO08 ét,sin %t) = a(—x)/2N. Il en résulte
que les a(syxy/2 kar_y)/2N forment une sphere (de dimension d — 1) de
diametre a, N = S (pole sud) et a;N.

Pour illustrer ceci faisons un dessin dans le cas de la sphere S? (voir
figure 16).

3
K

Ay 2K —my 2N

Figure 16

A présent, calculons explicitement I'intégrale I (t). La décomposition
de Cartan K = MBM donne

(17)  Ip(t) = B(), %)‘1 /0 (sin 0)4~2do
X F(a(ﬂ+t)/2 -m bg m/a(ﬂ._t)/g ' N) dm dm'.
MxM

En utilisant I'invariance de F' par K (a fortiori par M) et le fait que M
commute & A, avec m'N = N, il vient donc

(1) 1e(t) = BO3) 7 [ Flaa)(sing) 2
0
avec Tt g = Q(x+t)/2 boa(ﬂ—t)ﬂ - N.
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHERE S¢ 359

Par un calcul de matrices 3 x 3 (ou un calcul direct), on a :

Tio = (0,0,...,0,sin6’cos 1t,—sin2 %O-Sint,2sin2 %0-0052 ly 1).

2 2
Donc
z_y 9 =diag(—1,1,1,...,1,-1,1) - 249,
ou diag(ai,az,as,...,aq+1) est la matrice & (d + 1) lignes et & (d + 1)
colonnes qui vaut a1, as,as,...,aq4+1 sur la diagonale et zéro ailleurs.

On a de méme
Tipore = diag(—1,1,1,...,1,-1,1,1) - 2, 0.

Puisque diag(—1,1,1,...,1,—1,1) et diag(—1,1,...,1,—1,1,1) sont des
éléments de K, on obtient, grace a la K-invariance de F,

(19) IF(—t) =IF(t)=IF(t+27T) pour te€R.
D’autre part, on a x; 9 = boa, - N avec :

sina - sinT = sin# - cos %t,

cosc - sinT = sin? —21-0'sint,

1

2
COS B

—<in2 19.cos2 L
T = sin 29 cos” S t.

Ceci détermine « et 7 (modulo 27), connaissant 0 et ¢ (modulo 27).

Mais d’apres la parité et la 27-périodicité de Ir(t) (voir égalité 19),
on peut se limiter 4 0 <t <7

(20) F(ztp) = F(a; - N) = F(a—r - N),

par la K-invariance (a_; - N = diag(—1,1,...,1,—1,1) - a; - N). On peut
donc prendre 0 < 7 < 7 et par suite

1. —ginlg.cosl
(21) cos 57 = sin 56 - cos 5 1.

Pour t fixé dans [0, 7] et 6 variant de 0 & 7, le 7 correspondant est alors
dans [0, 7] et plus exactement dans [t, 7).

Avec un tel 7 vérifiant I'égalité (21), et grace a ’égalité (20), nous
avons :

(22) Ip(t) = B(A\, 3)7" /O i F(a, - N)(sin)?2d6.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



360 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

D’autre part

(23) Ip(t)=B() l)’l/ F(ar - N)(sin6)?~32sin 16 - cos 30 - df
0

)
1v-1 [ o d-3 . 1, SiD 3T
=2B(}, 3) / F(a; - N)(sin#)* “sin 50 2_dr,
t cos §t
(24) Ip(t) =B(\, 1)~ / F(a, - N)(sin )43 =274,
¢ cos? St
La derniere égalité est justifiée par ’égalité (21) car
1 1
.1 COSs 57’ R 1 sin 57’
sin 50 = T entraine cos 59 -df = T dr.
cos 5t cos 5t
D’apres la méme égalité, on a de méme
1/2
(25) cos %9 - cos %t = (cos? t — cos® %‘r) ,
d’ou
: 1,_ 91/2 1 1/2
(26) s1n0'0082§t—2 cos §T~(cost—cos7') .

Il vient donc :

(27) Ip(t) = B()\, —12-)_12(>‘—1)(cos %t)2(1_2)‘)

us
. 2(A—1 -
X / F(ar - N)(sin7)(cos 37) OD(cost — cosT)*1dr.
t
Nous retrouvons ainsi une expression analogue a un facteur multiplicatif
pres et modulo un changement de fonction — & la définition de la
transformée de Radon sur S¢ donnée précédement. Ceci nous suggere de
proposer une approche géométrique de la transformation de Radon.
Etant donnée une fonction f, continue et K bi-invariante sur G,
posons :

(28) F(k-a,-N)=(cos %T)g—df(aT),

avec 7 € R, 7 différent de # modulo 27 et k € K. La fonction F' est bien
définie : en effet, si ka, = k’a,s, cela entraine par la K bi-invariance de f
que f(a;) = f(a,). Or 'égalité ka, = k’a, entraine 7 = 7. Donc :

F(ka, - N) = (cos %7’)3-df(af) = (cos %T’)B_df(aTl).

TOME 121 — 1993 — ~n° 3



TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHERE S¢ 361

La fonction F' se prolonge contintiment si f(a,) s’annule & 'ordre (d — 3)
ent = (ousid < 3) et par suite Ir(t) est bien convergente ; remarquons
que F est C* si f est C* et s’annulle a l'ordre (d—3) en 7 = 7. Dés lors,
la transformation de Radon est donnée par

(29) Rf(t) =2B(%d, 1) (cos 11)***Ip(t).

1

272 2

Par Pégalité (19), on obtient

(30) Rf(t) = Rf(—t) = Rf(t + 2m).

De plus, Rf s’annule & l'orde (2d — 4) en t = 7w + 2k et Rf est nulle au
voisinage de ces points s'’il en est ainsi pour f(a:).

Rappelons que pour n € N on a

(31) f(n) = /7r cos(n + At - Rf(t)dt.
0

Lorsque la dimension d = 2\ + 1 est impaire, ceci peut s’écrire aussi

(32) F(n—x) = / " cos(t)RF(t) dt = (RF) (n),

ou le signe A désigne la transformée de Fourier-cosinus.

Terminons ce paragraphe par la démonstration d’une formule de trans-
mutation d’opérateurs. Pour cela on a besoin du théoreme de Phragmen-
Lindelof.

LEMME 2.1. — Si f est une fonction analytique et O(e"?!) avec r < =
pour Rez > 0, si de plus f(n) = 0 pour tout n € N, alors f est
identiquement nulle. (Voir [14, p. 186].)

THEOREME 2.2. — Soit f une fonction de classe C*°(G || K), nulle au
voisinage de a, « pole sudy. Alors :

d? 9
(33) R(Lf) = (35 + ) RY,
ot L est l'opérateur de Laplace-Beltrami de S% et A = %(d —1).

Preuve. — Sachant que
(34) (L)) = —n(n+20)f(n) = [-(n+ N)* + N?] - f(n),
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362 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

il vient :

35 (LH)~(n) = / [—(n+ N2 + A%] cos(n + )t - Rf(t) dt.
0

En intégrant deux fois par parties, on obtient :

(36)  (Lf)~(n) = [_(n+A)sin(n+A)t.Rf(t)—cos(n+A)t~(Rf)’(t)]:
i d2
+/0 cos(n + M)t - (&5 + AQ)Rf(t)dt'

Or Rf est paire, donc (Rf)'(0) = 0. De plus, on a (Rf)(7) = (Rf)' (%) = 0.
Il s’ensuit :

1'r 2
(37) (LH™(n) = /0 cos(n + A\t - (((ij? + /\2>Rf(t) dt.

Par ailleurs

(38) (Lf)™(n) = /0 " cos(n + Nt R(LF)(t)dt.
La fonction &
A(t) = RILH(®) = (35 + ) RID)

est paire, 2m-périodique, C*° et nulle au voisinage de 7. En effet, puisque
le support de Lf est inclus dans le support de f, et que le support de
(d?/dt?+\?) f est inclus dans le support de f et que f est nulle au voisinage
de 7 (voir ’hypothese faite sur f), cela entraine que h est nulle au voisinage
de 7. (Notons que ceci peut étre déduit facilement du théoréme du support
qui sera démontré dans les prochains paragraphes.)

Posons
B(z) = / cos(z + A)t- h(t)dt avec zeC.
0

L’application z — B(z) est analytique sur C et, pour tout n € N,
on a B(n) =0 (voir les formules (37) et (38)). De plus

B(z) = / cos(z + A)t - h(t)dt avec r <.
0

TOME 121 — 1993 — ~° 3



TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHERE S¢ 363

L’égalité ci-dessus est justifiée par le fait que h est nulle au voisinage
de m. On a |B(2)| < Ce"*l avec r < 7 et C une constante qui dépend
de XA et de h. D’apres le LEMME 2.1, on aura B(z) = 0 pour tout z € C;
en particulier B est nulle aux points (n — A) avec n € N, donc

/ cosnt - h(t)dt =0
0

pour tout n € N et par conséquent h est identiquement nulle, ce qui
démontre le THEOREME 2.2.

3. Inversion de la transformation de Radon sur la sphére S¢
Dans ce qui suit, nous allons reconstituer f & ’aide de sa transformée

de Radon. Précisons d’abord quelques notations :

» Nous notons C(G || K) (resp. C*°(G || K) 'ensemble des fonctions
continues bi-invariantes par K (resp. I’ensemble des fonctions C* sur G,
bi-invariantes par K.)

o Soit C'{(A) (res. C3°(A)) I'ensemble des fonctions continues sur A et
paires (resp. I’ensemble des fonctions de Cy(A) qui sont C* sur A).

THEOREME 3.1. — (d > 3 est supposé impair.) Soient f une fonction
de C*(G||K) et A = %(d —1). On suppose de plus que [ est nulle au
voisinage de ar (pdle sud). Alors pour tout s € [0,7], on a :

T (= 2) ki)

sin s ds

1
(39) fa) =554
Preuve. — Par la formule (13) on a

Rf(s) = /7T ©(t)(cos s — cost) 1 dt,
avec p(t) = csint - f(a;) et ¢ = 2 \ /7.
e Pour A =1, il vient Rf(s) = /7T p(t)dt. Par suite
1 1 d
fas) = - (- =5 ) RS (s).

c sin s ds

e« Pour A\ >1,0n a:
%Rf(s) =(A— 1)/ @(t)(cos s — cost)*2(—sin s) dt.
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364 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

Cela entraine :
1 d i
( sin(s) ds)Rf(S) == 1)/s ¢(t)(cos s — cost)*2dt.

Avec les mémes techniques de calcul, on obtient :

1 d 1 d
(s 3) s ) RO
=A-1)(\-2) / ©(t)(cos s — cos t))‘_sdt.

Par itération nous avons, avec ng € N,

(—.Li)"‘JRf(s)

sin s ds

=A-1DA=2)---(A— no)/ t)(cos s — cos t)*~ Mo+ d,

Pour ng = A — 1, on obtient

(40) (-—,l—i)”_”m(s) — (A — 1)!/: o(t)dt,

sin s ds

ce qui implique

1 m d 1 d\(&-1)
()= yrongs o as) | RS
d’ou
T 1 1 d\*
(41) fa) = 55 57 (- 5oz 33) BRI

Au pole nord, la formule (40) montre que

™ 1d_2< 1 d
M de2\ sintdt
1 d

=N %(‘5&&) Rf(®).

" Rp)

ToME 121 — 1993 — ~n° 3



TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHERE S¢ 365

THEOREME 3.2. — (d est supposé pair.) Soit f une fonction de
C(G|| K), supposée nulle au voisinage du péle sud. Alors :
1 [ (—=3)"RIM)
49 ) = — sint dt intd
(42) fas) 22\ ()\)m/s (cos s — cost)l/2 sintdt

. _1 _ 1
otd=2m, A= (d-1)=m~— 5 et

N = (A= DA=DA=3)--(A—m+1).
Preuve. — Notons d’abord que l'analogue de la formule (42) dans le

cas des espaces hyperboliques réels est démontrée dans [4, p. 428].
Soit ¢(t) = (2*\/7) f(as)sint; en remplagant X par sa valeur (m — )

2
dans la formule (13) on a

(43) Rf(s) = /Tr @(t)(cos s — cost) M~ D=1/2 ¢,

En dérivant la formule (43), on obtient

( L d )Rf(s) = ()\ - 1) /ﬂ- @(t)(COSs — cos t)(m—2)_1/2 dt.

sins ds

Par itération on a

(—Liym_l)Rf(s) =(Mm /7T ©(t)(cos s — cost) /2 dt.

sin s ds

Soit : ) L dGmeD)
A(s)=——( ) Rf(s).

(A)m \ sinsds

Il s’agit maintenant de résoudre 1’équation intégrale

(44) A(s) = /7r ©(t)(cos s — cost)~1/2dt,

ol ¢ est I'inconnue et 0 < s < ¢t < 7. Faisons un changement de variable
dans l'intégrale (44), posons T = cost. On obtient :

(45) Afs) = - /_1 go(ArccosT)(_COS_S__TLl/Z_dT

os s V1-T2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



366 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

En faisant un autre changement de variables (£ = T + 1) dans la
formule (45) et en posant x = 1+ cos s, il vient

L TFO b e e - elATecoste ~ 1)
1) A= [ g e Kl = £

L’intégrale de 1'égalité (46) est l'intégrale d’Abel qu’on sait inverser
(voir [6, p. 115]). Par conséquent,

1 4© _(d

(47) L(3)F(z) =

r—1 : >
ol 6y(z) = {x /T(r), si x>0,
0 si <0

Puisque z =1+ coss et £ =1+ cost, on aura
cos s+1 d
9(&
g (e L [T O e
sins  I'(3) Jo (x —€)1/2
1 1 /S (_Si:lt %)me(t)
I'(2) MNm Jr (coss —cost)l/2

O S S Al G e M A0)
- F(%) ()‘)m/s (coss — cost)l/2

et g(&) = A(Arccos(§ - 1)).

sintdt

sintdt,

ce qui donne

_ 1 [ (—gm )R
flas) = m m/s (cos st—tcost)l/z sin tdt.

REMARQUES. — Soit (a, 3) € R? tel que a + 3 # 0. Posons
(a+pB) T
(49)  (Ragf)(s) = -2——7(Tﬁ+—m / Flar)(sint)®(cos s — cost)? dt

avec f € C(G|| K).

o Si B est un entier supérieur ou égal & un, on a :

T 1 1 el 1 d\A+l
(50) flas) = 2@+8) (a + ) B! (sins> <—;Rd—s) (Ra,pf(s))-
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La formule (50) est valable pour une fonction de C*°(G || K) nulle au
voisinage du pole sud.

o Si B est de la forme (m — 3) avec m € N, on a

a— m(__1 dym o
61 o =ctospom ()" [ AT

sintdt,
sin s

avec ) ) )
cla, B,m) = .
(@0 = (g4 0),, 7059 (a1 )
Les formules (50) et (51) se démontrent exactement comme les PRoPOSI-
TIONS (3.1) et (3.2). Dans le cas ou 8 ¢ Z, on peut utiliser les techniques
de dérivation fractionnaire pour inverser 'opérateur R, g. En effet,

(e T
(Rapf)(s) = W/ o(t)sint - (coss — cost)ﬂdt,

avec o(t) = f(a¢)(sint)*~!. En posant x = cost, on obtient :

@(Arccosz)(cos s — x)° dz.

cos s

(a+8) (g -1
(Rapf)(s) = 202 [

En faisant aussi le changement de variable T' = z 4+ 1 dans l'intégrale
ci-dessus, on obtient

(Ra,6f)(s) = g(—QWE/COSSJF;(AM cos(T —1))(coss + 1 — T)ﬁdT.
0

Donc

(52) R, pf o Arccosotp

(o+B)
_ Mr(ﬁq_ 1)¢s41 * ¢ o Arccosop,

ol 1 est I'application de [0,2] dans [—1, 1] définie par ¢(T) =T — 1. Par
suite :

(53) ¢ o Arccoso

™ 1

T 2@ (a+B) T(B+1) ¢—p-1%* R(a,p)f o Arccoso),
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c’est-a-dire

T 1 1 1 a—1
(54)  flas) = 2008 (a+ B) T(B+ 1) T(-B - 1) (sins)

T (Raph)(t)
% /s (o5 s = cos DT sin tdt,
ou encore
_ —(B+sinw(B+1), 1 yo-l
(55) flas) = 2(@+0) (o 4 3) (sin s)
T (Rapf)E)
% /s (coss — cos )P 72 sin tdt.

Pour a =1 et § = A — 1, on obtient une autre formule d’inversion de la
transformation de Radon, & savoir :

(56) Flag) = —SmmA / i : BRI  gntar,

22 cos s — cost) M1

THEOREME 3.3. — Soient f € C(G||K) et A = %(d —1) et soient r,r’
deux éléments distincts de [0, 7] avec T < r'. Alors

(57) /T |Rf(z)|sinzdz < ?{(cosr+ DA — (cost’ + 1)’\}
x /r | f(as)| sin sds,

i (A + 2)T(3)
; < 2T S e
(58) A |(R2)\,)\—1f)(s)l sinsds — )\(3)\ _ 1)].—‘()\) ”f”L (G)
Preuve. — En remplagant a (resp. 8) par 1 (resp. par A — 1) dans la
formule (52), on obtient :

A
(59) RfoArccosozﬂ:27T—AF()\)¢)\*foArccoso¢.

En appliquant I'inégalité de Holder & la formule (59), il vient

2)\
)\F

||Rf°ArCC°S°¢HL1(1,dz) S —

()\)”ﬁf’/\”u(z,dm) “f“Ll(I,dw)’
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ou I =[cosr’+1,cosr+1]. Or:

cosr+1 T)‘_l
loallzr(r,a =/ dT
I ” (Idz) cosr’'+1 F()‘)

cost + 1)* — (cosr’ + 1)*}.

1
B Ar(,\){(

Par suite, et par le changement de variable T' = cosx + 1, 1'inégalité
précédente devient :

(*) /TT lRf(:c)Lsinmda: )
< 27{(cosr+ D> — (cosr’ + 1)’\}/ | f(as)| sin sds.

Pour r =0 et ' =, on obtient :

(%) /OW|Rf(:c)|sinatdx§ 272T—>\/07r|f(a5)|sinsds.

Si dans la formule (**), on remplace maintenant f(a;) par f(as)(sint)?~2,
on obtient :

s 22)\
/(; |R2,\,,\_1f)(as)|sinsds S - W/ lf(as)] Sln5 d 1d3
En appliquant & I'inégalité ci-dessus la formule (3), on aura :

7’ A
/o |(Raax—1f)(as)|sinsds < ‘X%(—):;(—)—(—))Hf“u

CoROLLAIRE 3.3. — Soit f € C(G|| K). Alors
supp(t — Rf(t)) C supp(t — f(ar)).

Preuve. — Supposons que r ¢ supp(t — f(at)). Cela entraine qu'’il
existe r’ assez voisin de 7 tel que [r,7] N supp(t — f(a;)) = 0. En
appliquant ’inégalité (57) et en tenant compte de

[r,7'] N supp(t — f(ar)) =0,
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on obtient
/ |Rf(:c)l sinzdz =0,

donc Rf(r) = 0 (puisque ’application x — Rf(z) est continue).

Comme dans le cas des espaces hyperboliques réels (voir [11, p. 49]), la
famille des opérateurs R, g généralise la transformation de Radon sur la
sphere S, dont on ne connait 'interprétation en termes de groupes que
pour des valeurs particulieres de a et [.

Pour r ¢ {—m,—m — %} avec m € N, posons :

Wo(f)(y) = ?%7% /y Ty .
2

La transformation f — W,(f) ainsi définie s’appelle la transformation
de Weyl. Pour plus de renseignements sur cette transformation on ren-
voie & [15, p. 54 et 85], voir aussi [11].

ProprosITION 3.4. — Soit f une fonction de C(G || K), nulle au voisi-
nage du péle sud. On a

2
R = ZA gy et 39 W a7 (18 §),
2

1
avec  fu(y) = f(az areg(y)N) CESERT et sel0,x].
Preuve. — En effectuant le changement de variable ¢ = 27T dans la
formule (13), on obtient :
9A+1 /2
Rf(s) = A f(ag)sin2t - (coss — cos 2t)* 1 dt.
T s/2

En posant t = Artgy, ['égalité ci-dessus devient

2>\+2)\ [e3) y 1 _y2 A—1 dy
Rf(s) = asg Ar ———(coss— ) .
f( ) ™ /tg(s/Q) f( 2Actgy) 1+y2 1+y2 1+y2
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Par suite :
9(A+2)y foo A—1
Rf(S) = e / f(a2Arctgy) [COSS : (]- + y2) - (1 - y)2]
tg(s/2) ydy
(A+2) [eS)
_2 - A/t f(azArctgy) [yQ(l%—coss)-l-(coss—1)])‘_:l
g(s/2) ydy
(1+ y2) 1
(2A+1) o)
— 2_7T_i /t | f(a2 arctgy) [y° cos? %s — sin? %s] At
g(s/2) ydy
(1+y2)H
(22+1) )
= gﬂ—)‘(cos? %s)'\_I/ f(az Areeg y) [v° — t&? %s])‘_l
tg(s/2) ydy

Identifions a;- N avec a;. Modulo cette identification, Rf(s) a pour
expression :

Ri(s) = 2o n T

=2 A" (cos? )M 'w, (tg 1 s).
La fonction y — f.(y) est une fonction paire car :

fla2arctg () - N) = flazarctg y - N) (voir formule (20)).

La fonction Wj_y/2(fs) est une fonction paire (voir [15, cor. 6.1, p. 85])
et par conséquent, la PROPOSITION (3.4) montre que : s — Rf(s) est une
fonction paire et 27w-périodique. On retrouve ainsi la parité et la périodicité
de Rf (voir paragraphe 2).

De plus f est nulle au voisinage du p6le sud si et seulement si f, est
nulle au voisinage de l'infini.

Soit maintenant p la projection stéréographique par rapport & —N (pdle
sud) définie par

1
p(z) = (1+2411) (z—2a41-N),
avec T = (21,%2,...,Tqr1) éléments de S°.

En posant a; - N = (0,...,0,sint,cost) = p~!(y) dans P'intégrale (13),
on retrouve pour Rf(s) 'expression de la PrRoposITION 3.4.

Dans ce qui suit, on va établir certaines formules d’inversion de la

transformation de Radon basées sur l'inversion de la transformation de
Weyl.
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-

THEOREME 3.5. — Soit f une fonction de C®(G||K)), nulle au
voisinage du péle sud. Alors

1) Sid est pair,

™
A+1 ~
f(at~N)=c0(1—|—tg2%t) * /t [tgzés—tgzét] 1z

[tg 35 (1+1tg” 3 )]"\‘H/2
d\ 1/2 R
(—) _——fl(S)A—l ds,
ds (cos? 3 )
\ (=DMVEr(x - 3)
ou ¢y = DT = 1) et tel0,n].
2) Sid est impair,
1 Yrd\A Rf(s)
f(as-N)=66[ 71 i ] (—) T T
(1+tg® 55)tg 5s] \ds (cos? 3s)

(~D)VTT(A+ 3)

avec ¢y = @ 1] et sel0,m].
Preuve. — Dans le théoréme 5.2 et corollaire 6.1 de [15], donnons
respectivement & la constante k les valeurs ( — %) et (A —1) (qui

correspond respectivement aux cas ou d est pair et ou d est impair,
puisque k est un entier naturel). Les constantes ¢; et co du méme théoréme
deviennent :

o VAT 5T ey (A= D)!
T -+ D © 2 —1)!
V1T +3)

Soit ¢ la constante 2\ T 5

« Commencons par le cas ol d est pair, c’est-a-dire (A — %) entier
positif. Par le corollaire 6.1 de [15], on a

£i) = (12 [T @2 =22 (5) T @
Yy
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Si on pose z = tg %s et y =tg %t et si on remplace f.(y) par sa valeur,
I’égalité ci-dessus devient

A+1
flag- Ny = (=) /21 ei[1+ g2 2]
n A1/2
-1/2 d
tg2 ls—tg2 1t ! [———]
Wi_1/2(f+)(tg %s) - (tg %s) (1+ tg? %s) ds.
1
Puisque T = T T ia on aura
d(tg® 55) tg?5s-(1+tg?3s)ds

flag-N) = (=12 Lo (1 + tg? ),\+1

4 ~1/2 _A+1/2
/t [tgzés—tg2 %t] [1+tg2%s]

/
(tg %8) (%)/\4_1 ZW)\_I/Q(f*)(tg %S) ds.

En remplagant Wi_1(f.)(tg 3 ) par sa valeur (voir PROPOSITION 3.4),
I’égalité précédente devient
v
flag-N) = co(1+1tg? L)™' / [tg? 15— tg? 14] '/
t
[(1+1tg®1s)tg 5] —M+1/2
(i)/\+1/2 Rf(S)

ds (cos? %s)’\_l

ds.

e Dans le cas ol d est impair, on applique le corollaire 6.1 de [15] et
on obtient

f(a2Arctg(y) . N) = ('—1))\02(%ﬁ)AW)\—I/Q(f*)(y)'

En remplacant y par tg%s on trouve :

d
flas-N) = (=1)*c (tglés) (7 ] (d“) (Wa-1/2£:)(tg 55)

= (—1))‘620[ 11 12 %3] (&%) ( ik )A 1

tg5s 1+1tg cos? és)
(- )MVAT(A+ D) [ 1 ]*
T 2a@2a - 1)! tg 2s- (1+tg*15)
d\*  Rf(s)
<E§) (cos? 1 )’\—1
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4. Formule de Plancherel relativement
a la transformation de Radon

Montrons d’abord quelques résultats préparatoires.

ProposiTioN 4.1. — (d > 3 est supposé impair.) La transformation de
Radon R est un homomorphisme de l'algébre C(G || K)) dans lalgébre
CS°(A) pour le produit de convolution, ot C$°(A) désigne l'algébre de
fonctions C* sur A et paires.

Preuve. — 1l s’agit de montrer la formule

(60) R(fzk;g) =Rf>zRg, lorsque f,g € C°(G|| K).
La formule (60) résulte du fait que si F' est paire de période 27,
1 ™ . ™
an(F) = —/ F(t)e "™dt = 1/ F(t) cosntdt,
2m —r ™ Jo

et que, pour deux fonctions F' et G périodiques de période 27,
an(F % G) = an(F) - an(G).

Si maintenant f et g sont deux fonctions de C*°(G || K), on sait (voir
formule (30)) que Rf et Rg sont des fonctions périodiques de période 27
et paires, donc

an(Rf x Rg) = an(Rf) - an(Rg).

La transformation de Fourier sphérique transformant le produit de convo-
lution en produit ordinaire, on a

an(Rf) - an(Rg) = an[R(f %,9)].

Donc
an(R(f%9)) = an(Rf % Rg).

Par l'injectivité de la transformation de Fourier sphérique on obtient la
formule (60). Dans le cas ot d = 2m (avec m € N), on a la :

PropoSITION 4.2. — (d > 2 est supposé pair.) Soient f et g deux
fonctions de C(G || K). On a
(62) R(f%9) = Rf % Rmg,
avec

1 1
m— 3 F(m— —) T
(m—1/2) ( 2) 2 / : . (m—1)
Rng(s) =2 () i g(t) sint(cos s — cost) dt.
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Preuve. — Par la formule (59), il vient

Rf o Arccoso )
42 [T(m — 1)om=1/2)(p 1
= 117 ( ) - ( 2)¢m*foArccosow]
d1/2
= WRmf o Arccoso 1,
avec
I'(m— 3)2m=12(m - 1)
R,.f o Arccoso1) = 22 ¢ * f 0 Arccosop.
™
Donc
d1/2
(63) Rf = — R,

Mais par la PROPOSITION 4.1 (cas impair), on a

Ry(f*xg) =Rnf*Rng.

Par suite

d1/2 d1/2
(64) R(f*9)= W(Rm(f xg)) = WRmf * Ryng

= ¢1/2 * R f x Rng = thlng.

ProposITION 4.3 (Formule de Plancherel relativement a la transforma-
tion de Radon dans le cas pair). — Soient f une fonction de C*(G || K)
et d =2m. Alors

9 —sinmTA [T sint
(65) /Gif(x)‘ dx:T/O dt (1 — cost)A+1
¢
Rf(t — s)Rp f(—s)ds.
X/O f(t = 8) R f(—s)ds

Preuve. — Soient f, g deux fonctions de C*°(G || K) et F' = g* * f avec
g*(x) = g(z~1). Si nous appliquons la formule (56) & la fonction F', nous
aurons

—sinwA
oA

F(ap) = / (1 —cost)™*'RF(t)sintdt.
0
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D’apres la formule (62), Pexpression ci-dessus devient

—sinmwtA [T sint

C’est-a-dire

—sinwA sint ¢
dt ————— — *
| r@ =5 [t e [ RIG= )R s) s,

et pour f = g on obtient la formule (65).

Dans le cas impair, on a

1 —1 d\*
F(as)z/\*l,\('sﬂg&) Rf(s).

Donc

(66) /0 | F(as)[*(sin s ds

1 m\2 (7
=i |,
En utilisant la formule (3) on a

(67) /G|f(a:)|2dx .

m3/2

(A + a2

(—_l i) ARf(s)r(sin s)4 1 ds.

sin s ds

i (,——li)ARf(s)‘z(sin 5)4"1ds.

sin s ds

5. Transformation de Radon duale et
théoréme d’inversion duale

Rappelons que C(A) désigne ’ensemble des fonctions continues sur A
et paires et C°(A) I'ensemble des fonctions de C (A) qui sont C*° sur A.

ProposITION et DEFINITION 5.1. — Soit f une fonction de Ci(A).
Alors la transformation de Radon duale est donnée par

t
(68) R f(az) = 22Sint/ f(as)(cos s — cost)* 1 ds,
m 0

avec t € [0, 7.
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Preuve. — Soit F' une fonction C*(A) et soit

D= /07r Rf(s)F(as)ds

2
==

= /O7T f(at){%/} /: F(as)(coss — cost)’\_lds} sintdt.

ﬂ{/7r f(a¢)sint(coss — cost)A_ldt}F(as)ds

L’égalité ci-dessus est justifiée par une permutation d’intégrales. Posons

22\ t
(69) R*F(ay) = _Tr— sint/ F(as)(COSS — cos t)z\—l ds.
0

Notons que ’analogue de la formule (69) est démontrée dans le cas des
espaces hyperboliques réels par [4] (voir [4, p. 431]).

On peut prolonger R* f sur G comme suit :
R*F(g) = R*F(k1atke) = R*F(a;) ou ki, ks € K =S0(d).

Il est & remarquer que R* F est continue sur G. Il suffit d’utiliser pour cela
le théoreme de la convergence dominée ou l'inégalité

. 9(2A-1) y
SupgéGlR F(g)l < Y SUPse[o,n]lF(Gs)l-

Aux poles, on a R*F(ag) = R*F(az) = 0 et (d/dt)"R*F(ag) = 0
sin < [A—1], ot [\ — 1] désigne la partie entiere de (A — 1).

ProposITION 5.2. — Soit F' une fonction de C°(A) nulle, ainsi que
ses dérivées, au voisinage du péle nord et du péle sud. On a

a) R'FeC®(G),
(70) {

b) R*F =sin(¢y * F) o 1), o cos,

avec
F(z) = T'(A\)2*\ F(Arccos(1 — :c))’
T 1-(1-—1x)?

ouz€0,2] et pu(T)=1-T.
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Preuve. — En faisant le changement de variable £ = coss dans la
formule (69), on a

A 1
R*F(a:) = 27T—)\sint/ M(& — cost)M1de.

ost \/1—'62

En effectuant aussi le changement de variable T =1 — &£, on obtient

22\ /1—‘3"” F(Arccos(1 —T))
0

R*F(a;) = — sint (1—T — cost)*1dT.

1-(1-7)2
Soit
(71) R*F =sin(¢5F) o 9, o cos,
e L(\)2*\ F(A 1
F(z) = T (Arecos1 = 7)) = ¢ 10,2
™ 1-(1—2x)

Puisque z appartient a [0,2], z est de la forme (1 — cost) avec ¢ € [0, 7).

Par suite RIS
~ 2\ F(t
F(1 —cost) = LV27A L)
0 sint
L’hypothese faite sur F', montre que ’application ¢t — F(t)/sint est C™
en 0 et en 7, donc d’aprés la formule (71), R*F est C™ sur G.

Donnons maintenant certaines formules d’inversion pour 'opérateur R*.
Commencons par le cas ou d est impair.

PRrROPOSITION 5.3. — (d est supposé impair.) Soit F' une fonction de
C1(A). Alors pour tout t € [0,7], on a

N 1 d\O-1R*F(a)
(72) Flad) = 37 95 g (st ) st

Preuve. — Par la formule (69) on a :

d (RF(a)\ 22 /t B A—2
&(W) =(A-1) - sint | F(as)(coss — cost) " “ds.
Donc :
1 d\/R'F(a)y _ 22 /t A2
<s1—nt &)( i )—/\()\ 1)7r OF(as)(coss cost) " “ds.
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En utilisant les mémes techniques de calcul on obtient

(Sl—ilt %)2(%(?)) - ?A()‘_ HA-2) /Ot F(as)(COSS—COSt)A_Bds‘

Par itération il vient

() (e

sint dt sint

22 t
= ?)\()\ —1)--- (A= no)/ F(as)(coss — cost) "m0~ 1ds.
0

Ce qui implique

( 1 d)(A—U(_ff_F_(@)___%)\!/OtF(as)ds,

sint dt sint

d( 1 d)(/\—1)<R*F(at)) 22

dt \sint dt sint :?

Al F(at).
Etudions maintenant le cas ot d est pair.

PROPOSITION 5.4.— (d est supposé pair.) Soit F' une fonction de C+(A),
nulle au voisinage de 0. Pour tout t € [0, 7], on a

11 L (- 4)"(R*F(as)/sins)
73 F = -—— ——sint sin s ds in sds.
(73) (a¢) (AN)m 22X st /0 (cos s — cost)1/2 S s@s
Preuve. — Supposons que d = 2m. Alors A est dans ce cas égal a

(m - %) avec m un entier naturel. Donc

o1 1 d\m=D/R*F(a)y _ [* 1/2
ﬂm(sintﬁ) (—SiT)_/OF(aS)(coss cost)/“ds.

Posons : -1 1 d\(m-1)/R*F(ay)
(G Gae )

)= o (——
() 22X (M) \sint d¢ sint

Le probléme se rameéne & résoudre I’équation intégrale

o(t) = /Ot F(as)(cos s — cost)/?ds.
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Par les mémes techniques de calcul que la ProposITION (3.2), on obtient

I(

e L7 9(5)

[N

avec g(§) = ¢(Arccos(1—¢)). En posant £ = 1 —coss et z = 1 —cost, on
obtient aussi

F(a) = LI N /Ot (55 )" (R*F(a,)/sin s)

(cos s — cost)l/2

sin sds.

En utilisant la formule (70) pour une fonction F supposée nulle ainsi que
ses dérivées au voisinage du pole nord et du pole sud, nous obtenons une
autre formule d’inversion. En effet, la formule (70) entraine :

R*F o Arccoso, — ¢ « F
sinoArccosot), A .
~ *FoA X .
Donc F =¢_) % R_ ° Arccosoy y C’est-a-dire :
sin o Arc cos o 1,
~ 1—cost R*F o Arccoso(T)
F1— cont) (1 cos T dT
(1 — cost) /0 ¢-x(1 —cos =T) sin o Arc cos o (7))
t *
= —1-/ (coss—cost)"A"IWSinsds.
=N Jo sin s
Par suite
PU) = 5y rsg g (cons —cost) ()
o L'(=\) F()\) 2)‘)\
t
=~ e [ (eoss —cost) DB ) s,
0
sin

(74) F(t) =

t
o sint/ (coss — cost) " 1R*F(s)ds.
0

Enongons maintenant un théoréme d’inversion pour 'opérateur R*R

TuEoOREME 5.5 (Formule d’inversion pour 'opérateur R*R.). — Soit f
une fonction de C*°(G|| K), supposée nulle ainsi que ses dérivées au
voisinage du péle nord et du péle sud. On a
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a) sid est impair,

o 0 (i) k) e

ot g= kiatky avec kl, ko e K = SO(d),

b) si d est pair,

)\
(76) flg) = Smﬂ- // cos s — cost)(cos € — cost)] O+1)
R*Rf(a,)sin’ tdtde,

avec 0<s<t<m, g=kiaska et ki, ks € SO(d).

Preuve. — La formule (75) résulte de la ProposiTiON 5.2 et les
formules (39), (72) ainsi que la composition des opérateurs R et R*.

Le méme raisonnement que dans le cas impair appliqué aux for-
mules (56) et (74) nous donne la formule (76).
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