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REGULARITE LP PRECISEE DES MOYENNES
DANS LES EQUATIONS DE TRANSPORT
PAR

Max BEZARD (*)

RESUME. — On s’intéresse & des versions précises pour la régularité des moyennes
d’équations de transport, c’est-a-dire pour les moyennes en v de fonctions f(z,v)
pour lesquelles (v- V) f posséde une certaine régularité a priori. On améliore ainsi les
résultats précédents de Di Perna-Lions-Meyer, en utilisant la théorie de Littlewood
Paley, les espaces de Hardy pour la structure produit et I'interpolation complexe.

ABSTRACT. — We present precised version of regularity lemmas for velocity averages
of solutions of transport equations (v - Vg)f = g, where some weak regularity
assumption on g is made. We improve previous results of Di Perna-Lions-Meyer, using
Littlewood-Paley theory, product Hardy spaces and complex interpolation.
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30 M. BEZARD

1. Introduction

Une quantité appréciable de problémes liés aux équations cinétiques, tant
linéaires (équation de transport, équation de la neutronique) que non
linéaires (équations de Fokker-Planck, de Boltzmann, systémes de Vlasov-
Poisson, de Vlasov-Maxwell), ont requ récemment une solution, pour
autant qu’on s’intéresse & l’existence globale en temps de solutions
suffisamment faibles.

La caractéristique commune de tous ces travaux [7], [8], [9], [10]
et [24] est de reposer principalement sur un outil récent : les lemmes
de moyennisation.

Sous leur forme initiale, ces lemmes apparaissent d’abord dans le
travail [24] de GoOLSE-PERTHAME-SENTIS, avant d’étre étendus — en
collaboration avec P.L. LioNs — au cadre LP dans [23].

D’autre part, dés 1987, P. GERARD [20] montrait la limitation de tels
résultats en prouvant que le gain de régularité d’une demi-dérivée, dans le
cadre L2, est optimal.

Les travaux relatifs aux moyennes d’équations de transport prennent
alors deux directions légérement différentes : d’une part, en liaison avec les
problémes d’estimations L? sous-elliptiques, P. GERARD éclaircit dans [21]
les liens profonds qui existent entre la compacité par compensation,
devenue comme on sait un outil classique en théorie de I’homogénéisation
et dans I’étude de systémes hyperboliques non linéaires unidimensionnels,
les lemmes de moyenne, et ’analyse 2-microlocale. D’autre part, pour
des questions intervenant en physique des plasmas, autour des systémes
de Vlasov-Poisson et de Vlasov-Maxwell, R. D1 PErNA et P.L. Lions [§]
ont été amenés a généraliser les situations ol ce genre d’arguments
est applicable dans le cadre hilbertien, puis, en collaboration avec
Y. MEYER [11], les mémes auteurs introduisent des méthodes d’analyse
harmonique pour adapter leurs résultats au cadre LP.

Le but de cette note est d’améliorer les résultats de [11] pour obtenir sur
les moyennes des gains de régularité et d’intégrabilité qui, s’ils améliorent
ce qui était connu, ne nous paraissent pourtant pas optimaux, laissant
cette question ouverte a de futures investigations.

Au paragraphe 2, les résultats sont établis et comparés avec ceux
de [11], au paragraphe 3, quelques rappels de théorie de Littlewood Paley
et de théorie des espaces de Hardy sont donnés. Le lecteur pourra trouver
que ces rappels sont un peu trop développés par rapport a l'usage qui en
est fait; on a simplement voulu montrer que l'outil clé de notre étude,
c’est-a-dire la théorie des espaces de Hardy pour la structure produit,
posseéde une théorie en tout point (ou presque) similaire a celle des espaces
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REGULARITE LP DE MOYENNES 31

de Hardy classiques, justifiant leur utilisation par une souplesse d’emploi
quasiment identique.

C’est dans cette utilisation judicieuse des espaces de Hardy — que
les auteurs de [11] ne considéraient que comme une astuce technique
permettant de deviner le choix de certaines décompositions — c’est dans
cette utilisation donc que réside notre apport.

Les paragraphes 4 et 5 sont consacrés aux preuves des résultats
annoncés au paragraphe II, dans les situations indépendantes du temps,
et dépendantes du temps respectivement.

L’auteur tient a remercier G. DAVID pour ses suggestions, et les
auditeurs de ses deux exposés sur ce sujet, a I'Ecole Polytechnique en
juin 1990 et a I'Université d’Orsay en octobre 1990, pour leurs remarques
et questions, qui ont amené une simplification des arguments initiaux.

La rédaction finale de ce travail a été partiellement supportée par la
Grant DMS 9100383.

2. Présentation des résultats

Notons (z,v) le point courant de R™ x R™ et considérons, sur R” x R™,
I'opérateur de transport défini par exemple sur §’'(R™ x R™), par

flz,v)— (v-Vyg)f(z-v) Zvﬂa f(z,v)

Le prototype des résultats de moyennisation est le suivant.

TukorEME 0 (cf. [23]). — Soient f(z,v) et g(z,v) dans L2(R™ x R™).
Soit 6(v) donnée dans C§° (R™) et considérons la moyenne

= /f(w,v)@(v) dv

Il existe une constante C > 0 telle que, si f et g satisfont I’équation de
transport (v- V) f = g, alors F appartient a l’espace de Sobolev HY/2(R™)
et vérifie :

IEl 22 < C(If N2 + llgllz2)-

Preuve. — On renvoie le lecteur & Dlarticle original [20]. Contentons-
nous simplement de rappeler que ’argument essentiel consiste & estimer
vol{€ e R™; |(v-€)| < e, v € supp B} lorsque ¢ tend vers 0 et de voir que
cette grandeur est O(¢'/2). []

Le cas LP nous intéresse :
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32 M. BEZARD

THEOREME 1. — 5% f(z,v) et g(x,v) sont dans LP(R™* x R"), 1 < p < 2,
si 0 est une fonction donnée de C§(R™), on considére la moyenne
F(z) = [ f(z,v)0(v)dv. Si f et g satisfont a l’équation de transport
(v-Vg)f = g, alors F appartient d [’espace de Sobolev WP og
s=p " =1—p! et vérifie Vinégalité |Fllwer < C(|fllzr + lgllzr)
ot la constante C ne dépend que de 8, n, et p.

En réalité, notre preuve du THEOREME 1 repose sur un argument
plus précis. Afin d’en donner I’esprit, donnons en une formulation
volontairement biaisée.

SemI-THEOREME 1. — Si f(z,v) et g(z,v) appartiennent & l’espace
L' (dv; $'(R, x R'TY) et si (v-V)f =g, alors F = [ f(z,v)0(v)dv
appartient ¢ H(R™).

Ici, 5 (R x R™~1) désigne I’espace de Hardy produit et $!(R") désigne
’espace de Hardy usuel ; le néologisme $' (R, x ]RZIl) vise a exprimer qu’a
v € R™ fixé, la structure produit considérée se fait en R* = Rv @ (Rv)*.

Dans [8], 'étude du systéme de Vlasov-Maxwell faisait apparaitre la
généralisation suivante.

TuEOREME 0'. — Si f(z,v) et g(z,v) sont dans L?*(R™ x R"), si
m € Ry, si 8 est donnée dans C§°(R™) et si on considére la moyenne
F(z) = [ f(z,v)0(v)dv sous Uhypothése (v- V) f = (1—A,)™ ?g, alors F

1

est dans l’espace de Sobolev H 2(+™) et satisfait ’inégalité :

|F|l g1scarmy < C(Ifllz2 + llgliz2)-

Dans le cadre LP nous obtenons :

THEOREME 2. — Si f(z,v), g(z,v) sont dans LP(R® x R"), 1 < p < 2,
sim € Ry, si 0 est dans CP(R™) et si (v- V) f = (1 — A,)™?g, alors la
moyenne F(z) = [ f(z,v)0(v)dv est dans W*P(R") ou

. 1 1
T 1+mp Y p
et satisfait l’inégalité :

IFllwsr < C(Ifllze + llgllze)-

REMARQUE. — Dans [11], les conclusions donnaient F' dans ’espace de
Besov B, , ce qui est moins bon mais assez proche.

En généralisant un peu plus, on a :
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REGULARITE L? DE MOYENNES 33

THEOREME 3. — Si f(z,v), g(z,v) sont dans LP(R™ x R"), 1 < p < 2,
sim€Ry et €[0,1] si 6 est dans C3°(R™) et si

(v-Vz)f = (1 - A)72(1 - A,)™?g,

alors la moyenne F(x) = [ f(z,v)8(v)dv est dans WP ou
R 1 1 1
C(+m)ypy P p

En outre, F satisfait l’inégalité :

IFlwes < C(IfllLo + llgllzs)-

Ici encore, les auteurs précédents obtenaient F' € By ,.

THEOREME 4. — Si f(z,v), g(z,v) sont respectivement dans LP(R™ xR"™)
et LI(R" xR") avec 1l <p<2,1<qg<2, sim€R+ etTE[O 1[ si 6
est dans C§°(R™) et si on considére la moyenne F(z) = [ f(z,v)8(v)dv,
sous ’hypothése

(v Vo) f = (1= A)7/2(1 - Ay)™?g
avec 1 — 7 +n(p~t —q~1) > 0, la fonction F appartient a W*" et satisfait
linégalité
[Ellwer < C(Ifllze + llgliLa)

avec

1—-7,1 1 -1 1 1 my,s1 1 -1
s = p (17+5+m> s ;—(54—"1)—)(;)7—*—54-771) .
THEOREME 5. — Si f(z,v) et g(xz,v) sont dans L%(dv;LP(dz)),
1<q<p<2 simeRy etrel0l]sib est dans C3°(R™), alors
sous l’hypothése (v Vo)f = (1= A)72(1 — A)™?g, la moyenne
= [ f(z,v)8 v)dv appartient o [’espace de Sobolev W51 ou

R LA A CUlflzo(zr) + lgllzozs)).

Tous les résultats précédents posseédent un analogue dans la situation
dépendant du temps : (¢,z,v) est alors le point courant de R x R x R",
et on considere I'opérateur de transport

ft,z,v) = (O +v-Vy)f(t,z,v) = (6_f zi: ) (t,z,v).
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34 M. BEZARD

THEOREME 6. — St f(t,z,v) et g(t,z,v) sont dans LP(R x R™ x R™), si
1<p<2 simeRy et1€(0,1], si 0 est donnée dans C°(R™) et si on
considére la moyenne F(t,z) = [ f(t,z,v)0(v)dv alors, sous I’hypothése

O tv-Va)f=(1- Az,t)T/2(1 - Av)m/297
F appartient o Uespace de Sobolev WP(R x R™) avec

5= 1—71 1_1 1
Tp(l+m) o p

et vérifie | Fllws» < C(|fllze + llgllze)-
THEOREME 7. — St f(t,z,v) et g(t,z,v) sont dans LP(R x R™ x R™) et
LR xR" xR"), si1l <p, ¢ <2 avec

(B +v-V)f = (1= A)™2(1 = Az

et 1 — 1+ (Tl+ 1)(]7—1 - q—l) >0, m e R-H T € [071[7 alors la
moyenne F(t,z) = [ f(t,z,v)0(v)dv appartient ¢ W*"(R x R™) pour
tout 8 € C§°(R™) avec

1—-771 1 -1 1 1 myr1l 1 -1
O R S O O D S
p q r

THEOREME 8. — Si f(t,z,v) et g(t,z,v) sont dans Li(dv, LP(dtdz))
o1<q<p<2 simeRy et7 €01, si6 € C§(R™) et si

(B +0-V)f = (L= A)2(1 = Ay )/

alors la moyenne F(t,z) = [ f(t,z,v)0(v)dv appartient d lespace de
Sobolev W9 ot s = (1 — 7)/[p' (1 + m)].

REMARQUE. — Les résultats ci-dessus, comme le notaient déja les

auteurs de [11], s’étendent & d’autres opérateurs a(v) -V, et ;+a(v)- Vg :
ainsi le cas relativiste a(v) = v(1 + |v[?)~1/2.
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REGULARITE LP DE MOYENNES 35

3. Espaces de Hardy et théorie de Littlewood-Paley

Commengons par rappeler quelques faits bien connus, relatifs & I’espace
de Hardy $H'(R"), et qui trouvent leur genese dans le travail désormais
classique de FEFFERMAN et STEIN [19]. La différence majeure que nous
introduisons ici consiste & considérer des fonctions & valeurs dans un espace
de Hilbert H arbitraire. Le lecteur pourra s’assurer, par la relecture des
arguments de [19] ou du livre de TORCHINSKY [29], que les preuves des
résultats que nous énongons s’appliquent directement au cas hilbertien
choisi.

Définition 3.1.

(i) L’espace de Hardy sur R™ & valeurs dans l’espace de Hilbert H est
donné par

H'RYH) = {f € L'(R™H) |Vj=1---n, R;f € L}(R"; H)}

ou les R; désignent les transformées de Riesz :
Rif(@) =v.p. [ i f(@ ~y)dy
D =P [ |

(ii) L’espace BMO sur R™ & valeurs dans I’espace de Hilbert H est
donné par

BMO(R™ H) = {f € Lio(R"; H) | f* € L®(R")}

ott la fonction f* de Fefferman est donnée par

b(p) — sup L _ -1
i) = sup /Q I~ folwdy. fo= 5 /Q f(v)dy

(dans la définition de la fonction f* le sup est pris sur tous les cubes qui
contiennent ).

Il est bien connu que $' peut étre caractérisé de multiples maniéres :
rappelons-en ici quelques unes pour mieux voir le parallele avec la structure
produit ci-apres.

o Pour t > 0, Py(z) = cnt(t? + |x|?)~(»*+1)/2 désigne le noyau de
Poisson et la constante c, est fixée de sorte que pour tout ¢ > 0, on ait
J Pi(z)dz = 1.

« Pour » € S(R™) fonction telle que [¢(z)dz = 1, on pose
pi(x) =t "p(z/t) pour t > 0.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



36 M. BEZARD

o Pour 9 € S(R") non nulle telle que [(z)dz = 0, on pose
Pi(x) =t~ "(z/t) pour t > 0,.

e Pour z € R", on note I'; le domaine d’approche non tangentielle
défini sur R} par

;= {(yvt) € R7—:-+1 iz —yl < t}'

e Pour f € §'(R",’H) distribution tempérée & valeurs dans H, on
définit :

Pif(z) = (P x f)(2), Pof(t,z)= (o f)(z),

VP f@) = (g Puf B%Ptf),
0
VPS(@) = (5 Pols g Poleos g Paf )

Muni de ces objets de base, on définit les fonctions maximales non
tangentielles

Npf(x) = sup ||Bf),,, Nof(x)= sup |P,f(t,v)l,,
(y,t)€T (y,t)€Tz

puis les fonctions d’aire
dt \1/2
apt@) = ([ 19P ey 5 55) "
1/2
)= ([ 1vriiay )"
dt
At = ([ s By AN
et enfin les fonctions g :
o0 1/2
wi@) = ([ 19 SR tar) ",
0
o0 1/2
00@) = ([ 19 Plfcrar) ",
- dt¢
av) = ([ s s g) "

La théorie classique se résume dans la proposition suivante.
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REGULARITE L? DE MOYENNES 37

ProprosITION 3.2.
(i) BMO(R™; H) est le dual de $*(R™;H).
(ii) H'(R™;H) est caractérisé par l'un des énoncés équivalents suivants :

Apf € L'R"), Apf € L'R"), AufeL'(R"),
9pf € L'(R™), gof € L'(R"), gyf € L'(R"),
Npf € LY(R"), N,feL'(R"), fe€H'(R"H).
De plus, chaque norm; ainsi définie est équivalente a la norme $H'(R™; H)
définie par || flls =Y IR;fllzi 0y 0t Ro = id.
j=0

Preuve. — On peut consulter 'article de FEFFERMAN-STEIN [19] et le
livre de TORCHINSKY [29]. (]

Considérons maintenant deux espaces de Hilbert Hy, Hy et K (&) une
fonction bornée, a valeurs dans l’espace des opérateurs linéaires continus
de H; dans Hs, de classe C* sur R™ \ {0} qui vérifie les estimations :

Vo € N, 3Cq, V€ € R\ {0}, [0°K < Cyle) e

(g)“E('Hl yH2) —

Soit alors K(x) la transformée de Fourier inverse de K, de classe C* en
dehors de 0. On définit le multiplicateur de Fourier associé & K en posant

VfeS(H), Tf(z)=vp. / K(y)f( - y)dy

c’est-a-dire : L
Tf=F(K(€)f().

ProrosiTION 3.3. — T s’étend en un opérateur borné de LP(R™;H1)
dans LP(R"; Hz) pour 1 < p < oo, de H*(R™;H;) dans H*(R™;Hy) et de
L>*(R™;H;) dans BMO(R"™; H3).

Preuve. — 11 s’agit de reprendre dans le cadre hilbertien des résultats

dont la preuve se trouve par exemple dans le livre de TORCHINSKY [29].
La démonstration s’applique mutatis mutandis. []

Soit ¥ € C§°(R™) une fonction dont le support est contenu dans la
couronne {¢; 3 < [¢] < 2} et qui vaut identiquement 1 au voisinage de la
sphére unité {£; |£| = 1}. Supposons de plus que :

VEER™\ {0}, D wP(27P¢) =1
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38 M. BEZARD

Pour f € 8'(R™; H;), on définit ¢(279 D) f par :

F(W(27D)f) =p(277€) f(£).

Le simple fait d’avoir considéré un cadre hilbertien dans la proposition
précédente permet le passage aisé & des énoncés faisant intervenir une
fonction g discrete plutét que les versions continues, comme dans 1’énoncé
suivant.

CoOROLLAIRE 3.4. — Il existe une constante positive C qui vérifie, pour
toute distribution tempérée f € S'(R™) :

fen'®) — {Yweinf) e e,

Ll < H{iw(z—m)ff}” ‘Il <l

Preuyve. — 1l suffit bien entendu de vérifier I'inégalité lorsque f € S.
Pour cela, nous utilisons le résultat suivant, di & PEETRE [27] :

St est une autre fonction qui vérifie suppi c{¢; % <€ <2}
et =1 prés de {&; |€] = 1} alors, pour tout p > 1, il existe
(*) une constante C telle que pour tout f on ait :

{Z1ae o) |, <o{T wenirf} "
JEZ JEL

On constate aisément que g — Tg = (¢(279D)g)jez est un opérateur
de Caldeéron-Zygmund a valeurs vectorielles dont le symbole vérifie les
estimées standards. La proposition implique donc que si g € L*(R"),
alors (¥(279D)g) ez appartient & BMO(R™; ¢2(Z)).

Si f € LY(R") et g € L®(R™) avec ||g||z~ < 1, alors :

)73

| [r@)9(@)dz] =| [ 3 32D f@)v (27 Dig(o) ]
JEZ
< O[$277 D) f|| g1 g2y 1927 D)g gppo e

< cél){%miwz—m)ff}m}

TOoME 122 — 1994 — n° 1
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REGULARITE LP DE MOYENNES 39

De la méme maniére, pour k =1,...,n:

2

| [res@o@ | <03 |[{SIRsmwe-imy )]
i=0 | jez

Or R;Ryy(€) satisfait les mémes propriétés de support que . Par le
lemme de Peetre (*) et en passant & la borne supérieure en g € L™, on
obtient donc :

17l < O {3 feeiys?} |
JEZ

L’inégalité réciproque résulte immédiatement de la proposition :
'application f — T'f est continue de H*(R™) dans H!(R™;¢2). []

Nous pouvons maintenant utiliser cette version discrete de la fonction g
pour définir quelques espaces classiques en théorie de Littlewood-Paley.

DeFINITION 3.5. — L’espace de Triebel-Lizorkin homogene Fg’q,
ous€R,pe|[l,oof et g €]0,00[ est défini par

Es, = {u eS'(RY); [Z |2j31/)(2‘jD)u[q]1/q € LP}
JEZ

et on note

) . 1/q

L= Jjs —Jj q

Jull g, = [[{ 2127w Dyl } | .
J€Z

 Ezemples. — La théorie de Littlewood-Paley classique montre que
FI(,”Q = LP pour 1 < p < oo. Il est par ailleurs facile de voir que
on a F§, = (—A)™*/2L? et F3, = (-A)™*/2LP si 1 < p < oo. Le
COROLLAIRE 3.4 montre qu’en fait H! = F{” 9

Sous cette forme, les espaces F;q sont faciles & utiliser pour la technique
d’interpolation complexe de Calderon.

PROPOSITION 3.6. — Si s1,s2 € R, p1,p2 € [1,00[, q1,q2 € RY et
6 €10,1[, alors

s = (1 - 0)81 + 982,

1 1-6 8
[F;11¢117F;12Q2] 6] =~ F;fq ou p Y41 P2
1 1-6 @6
— = + _—
q q q2
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40 M. BEZARD

Preuve. — Pour la définition de I'interpolation complexe dans les treillis
de Banach, on a consulté [1] et [30]. Le cas général que nous énongons
provient de [30]. []

Le cas plus simple [§', LP]jg) = L est dii & FEFFERMAN-STEIN [19].

Concluons en rappelant que pour s > 0, ’espace de Sobolev usuel
WP = (1 — A)~%/2LP est caractérisé par :si s > 0 et 1 < p < 00, alors

fEWP = feLPNE, <> feLlPet (-A)*/2f e LP
et que sur W*P_ on a deux normes équivalentes :

”(1 - A)S/2f”LP ~ ||f“LP + ”(_A)S/Z‘f“L”'

La preuve de ce résultat se trouve bien entendu dans la monographie de
STEIN [28].

Apres avoir rappelé quelques points classiques relatifs aux espaces
de Hardy, venons-en a résumer quelques résultats plus récents pour les
espaces de Hardy adaptés a la structure produit, et dont la théorie est
essentiellement due & R. FEFFERMAN [3]-(6], [13]-[19].

De méme que précédemment, nous travaillerons avec des espaces de
fonctions & valeurs dans un espace de Hilbert; nous utiliserons une
caractérisation de type Littlewood-Paley et les preuves de R. FEFFERMAN,
comme dans le cas classique, s’adaptent « mutatis-mutandis».

DEFINITION 3.7. — Sur R™ x R™2, m,; € N*, on définit les transformées
de Riesz R; pour i = 1,2 et 5 =0---m;. Si H est un espace de Hilbert et
si f € S(R™ x R™2;H), on pose :

of = f;
lpiol 2 T~ Y5 1.2y 9,1
ij(x’x)zv‘p'/lekcl—_yTlm—lﬁf(y’x)dy’ J=1...,my;
2_ .2
i~ Y

R f(z',2%) = v.p. / f@ P dy?, i=1,...,ma.

s o7 = g2t

Un rapide coup d’ceil aux transformées de Fourier permet, comme dans
le cas classique, de s’assurer de la continuité L? de telles transformations.

DEriNITION 3.8. — L’espace de Hardy produit sur R™! x R™2 a valeurs
dans ’espace de Hilbert H est donné par :

HUR™ x R™H) = {f € L'R™ x R™,H);
: 2
Vj; =0,...,m;, R} R, feL'}.
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On définit évidemment la norme de $H!(R™ x R™2;H) par :

”f”ﬁl(le xR™2;H) = Z ”R}IR?zf"Ll(le-{—mz;H),
Ji=0---m;
1=1,2
Tout comme dans le cas des espaces de Hardy classiques, nous
disposons de différentes caractérisations dues & GUNDY-STEIN [25] et
FEFFERMAN [14]. Notons P; = P, 4, le noyau de Poisson sur R™ x R™2
donné par

1 Cm, Cmytit2
P = G T 7 (3 + P

si (t,z',2?) € (R%)% x R™ x R™2.

Pour i = 1,2, soient ¢;(z') deux fonctions dans S(R™:) telles que
[ pi(z*)dz* = 1 et posons, pour (¢,z) € (R})? x Rm+m2 .
o 7l 22
Oy(zh,2%) = t7 ™t ™2 (t_l)(p?(t_?)

Pour ¢ = 1 2, soient 1;(z?) deux fonctions dans S(R™:), telles que
¥; 0, [;(z')dzt = 0 et posons, pour (t,z) € (R%)? x Rmi+m2

W(at,ad) = 0 (5 e ().
Pour z € R™*™2 notonc I',, le domaine d approche non tangentielle
Io={(t,y) € RL)? xR™ x R™; |o* —yf| < t;, i =1,2}.

Suivant les définitions des objets de la théorie des espaces de Hardy a
un parameétre, on pose, pour f € S'(R™ x R™2;H) :

Ptf(xl?x2) = (Pt * f)(xlamQ)v P@f(t’ .’L') = ((I)t * f)(xl’xz)v
NPf(x) = sup HPtf “’H’ N@f(x) = sup IIPCP(t7y1ay2)l|'H'
(t,y)€ET, (t,y)€l,
Notons par ailleurs :
0 0 0?

grad P,f = (at P 5Pl Ptf, Pif g b
Bti;xz Pif> Otf;xl Pif am?;xz Ptf) !
grad Py f = (83 Psfr 5z Qf,—— s 832
Paf> at?;tzpq’f’ at?;ﬂpq’f’ ata; ifel 5, ?; 2P‘I’f)‘
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Cela permet d’introduire les fonctions d’aire

dty dy? dtady? y1/2
Apf(a f/ lerad P f ()2, t,ilyl ﬁfi} :
dt, dy! dtody?y1/2
Ao sw) = { [ lama paste G2}
dt; dy! dtpdy?y1/2
A\Iff = / ” ”31 t7111+1—§122T

et les fonctions g :
0 oo 1/2
gpf(z) = {/ / || grad Ptf“iltl dt1t2dt2} ,

/2
@) = { [ [ Nerea Pasf iz}

i) = { [ [l nl g2

La différence notable entre la structure produit et la structure usuelle
réside dans la définition de BMO(R™! x R™2), dual de H*(R™ x R™2),

THEOREME 3.9 (GUNDY-FEFFERMAN-STEIN). — f € §1(R™ x R™2 ; 'H)
est caractérisé par les énoncés équivalents suivants :

Apf e L'R™*™2), Agf € L'R™T™), Ay f e L'R™*™),

gpf e L'R™*™2),  gof € L'R™T™2), gy f € L'R™T™2),

Npf € L R™*™), Nof € L{R™™), [ e Hl(R™ x R™;H)

et toutes les normes induites sont équivalentes.

Preuve. — La preuve de tous ces énoncés est disséminée dans la
littérature [2]-[6], [13]-[19]. []

De méme que dans le cas isotrope, la structure produit pour les
espaces de Hardy autorise 'utilisation de multiplicateurs & valeurs dans
les opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert H; dans un
autre Ho. Soit K (€1, £2) définie sur R™+™2\ (({0} x R™2) U (R™ x {0}))
et qui vérifie :

Vo, € N™, VEA£0, |00z K (¢!, ¢

”E (Ha M) = < C, |§ |~ Ja | |§2| lez|
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Soit K la transformée de Fourier inverse de K et définissons I’opérateur
d’intégrale singuliere par :

T fTf=Kxf;
(K * f)(a",22) = v.p. / / K@@' —y',a® - )y, v?) dyt dy?.

ProposiTiON 3.10. — T s’étend en un opérateur linéaire continu :
o de HLR™ x R™2;H,) dans H(R™ x R™2;H,),
o de L®(R™*™2;H,) dans BMO(R™ x R™2;H,).

Preuyve. — 11 s’agit d’un théoreme de FEFFERMAN [17] et la relecture de
la preuve nous assure de sa validité dans le cadre hilbertien. []

REMARQUE. — Bien que nous n’ayons pas explicité clairement
BMO(R™: x R™2;H,), il suffit pour ce qui suit, de savoir que le dual
de H(R™ x R™2;H) est précisément BMO(R™ x R™2 H)

CoROLLAIRE 3.11. — Pouri = 1,2, soient ¢; € C§°(R™), des fonctions
dont le support est contenu dans la couronne {3 <€ <2} et qui valent
1 au voisinage de la sphére {|§'| = 1}. Supposons que 3, P2(279¢) =1
pour tout £ # 0. Alors pour f € S'(R™*™2) on a la caractérisation
sutvante :

fen'(R™ xR™)
. i 21 1/2 1
= { Y e D)wE D)} e @)

J1,J2€Z

et il existe C telle que pour tout f € H*(R™ x R™2),

Ll < | { 3 Iin D))

J1,J2€Z

Lt
< C”f”ﬁl(le xRm2)-

Preuve. — C’est mot pour mot la preuve utilisée dans le cas isotrope.
En particulier 'analogue du lemme de Peetre (*) est encore valide. []

Il ne nous reste plus qu’a énoncer le théoreme d’interpolation complexe
dont nous nous servirons dans la suite :

ProPOSITION 3.12. — Sif €]0,1[ et sip™! =1 — %0, ona:

(9 R™ x R™, H); LA R™ 4, )] g = PERMTH),
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Preuve. — 1l s’agit du théoréme de Lin [26]. Pour étre parfaitement
précis, il faut signaler que la preuve de ce résultat n’est faite que dans le cas
$H(R x R). Néanmoins, la transposition & notre cadre multidimensionnel
et hilbertien se fait automatiquement & partir du moment ol I'on réalise
que le point clé est I'utilisation d’une fonction

9(f) = {// l(%l’lt ®Wa,) * f 2dt1 dt2}1/2

dont les propriétés ne dépendent ni des dimensions m; = mg = 1 ni du
cadre réel (au lieu d’hilbertien) choisi. []

4. La situation stationnaire

Revenons a notre préoccupation initiale : les lemmes de moyenne. Soit
¥ € C§° une fonction & support dans la couronne {¢; 3 < [¢| < 2}, qui
vaut identiquement 1 sur un voisinage de la sphere {£; |£| = 1} et qui est
positive et radiale. Supposons de plus que :

VEER™\O, Y 472776 =1

JEZ

Soit # € C§°(R™) une fonction & support dans la boule {v; |v] < V'}
ot V > 0 est fixé. Soit ¢ € C§°(R™) une fonction radiale & support
dans la boule {z; |z| < 1} et qui vaut identiquement 1 sur le voisinage
{z; |z| < 1} de 0. Considérons f € LP(R™ x R") et g € LP(R™ x R"),
1 < p < 2, et supposons que f et g satisfont I’équation (v.V;)f = g au
sens des distributions. Soit F(z) = [ f(z,v)0(v)dv.

THEOREME. — Sip~! =1 — 10, oo €]0,1], alors F € W*P(R"), o1l
s= %a et |Fllws» < C(|fllze + llgllLe), la constante C ne dépendant que
de 0 et p.

Preuve. — Commengons par réécrire F' (4 la mesure de la sphére unité
pres) :

\%4
Fa@) = [ [ 5epa)opo) dpd

En passant a la transformée de Fourier, il vient

~ v ~
F() =/0/Sn_1 F(& pw)0(pw)p" " dpdw,
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ou f(¢, pw) désigne la transformée de Fourier partielle en z. En utilisant
la partition de l'unité a la Littlewood Paley, on écrit :

~ \4 a 1,276
) = / /S n_lj%f(f’f’“)"(“”)” ¥R(279€) dpdu.

On peut alors utiliser linformation (v-V,)f = g dans la zone ou
Popérateur (v - V) est microlocalement elliptique; pour cela on écrit :

=3 [ i€

JEZ
{ (2J (glélw))”l_ )(21 |§| )}w2 ~ig)dpdw.

Posons alors x(s) = s71(1 — ¢(s)), de sorte que x = 0 au voisinage de 0 et
x ~ s~1 au voisinage de I'infini :

Z/[S (22 wiar) wizie

7e F(&, pw)B(pw)p" " dpduw

v [ @ pamieuee

Z o
€ 9(&, pw)f(pw)p™t dpdw.

On reconnait, dans chacun des termes de ces deux sommes, des
multiplicateurs de Fourier de symboles @(A(§-w))¥(u€) et x (A& -w))(uf),
ou A\p > 0, et bien entendu, nous désirons appliquer ici les résultats si
longuement rappelés au paragraphe 2. Malheureusement, disposer d’un
espace de Hardy pour la structure produit qui dépend — méme de maniere
trés réguliere — du parameétre w € S™~! est assez peu recommandable
et linterpolation de tels espaces avec les espaces LP usuels semble pour
le moins délicate. Pour contourner cette difficulté, nous introduisons un
changement de variables au niveau LP.

Pour w € S™7!, introduisons les coordonnées polaires avec axe
azimuthal suivant la direction de w. A un tel jeu de cordonnées est associée
— de maniere canonique — une isométrie positive R, qui transforme le
demi-axe Riw en le demi-axe engendré par le n-ieme vecteur de la
base canonique de R™. De plus, R, dépend continfiment de w € S™!
(et méme C*). Remarquons que dans le cas usuel R?, on ne fait rien
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d’autre que de reprendre la treés classique construction des angles d’Euler.
On peut alors définir ’'opérateur :

R:S(R™ x Ry x S™71) = S(R™ x RY, x §*71)
u(z, pw) = u(R; 'z, pw).

Il est tout a fait évident que R s’étend en une isométrie sur tous les
LP(R™ x R% x S™~ 1) pour 1 < p < co. ~

Posons maintenant f, = Rf et g. = Rf, et réécrivons F en fonction
de f. et g« :

UCRDY i [ el Ea)veaueo

Fel&, pw)(pw)p™ " dpdw
2.
*Z//w |¢| |5|

JEZ

—h(277E)P(277€)
3+ (&, pw)0(pw)p™ ' dpdw.

On a donc ramené la situation initiale au cas plus simple ou les
multiplicateurs de Fourier considérés respectent la structure produit de
R™ 1 x R. L'utilisation des résultats du paragraphe 3 se fait via le lemme
suivant.

LEMME 4.1. — Pour p € R} fizé, les opérateurs

f*r—»f‘l{z (¥ e @O 010 ).

g = F (¥ g6n) %w(z—%)w(rf‘om(@}
JjEZ

sont bornés, uniformément en p, de H*(R*~! x R) dans H'(R").

Remarquons tout d’abord que le symbole
R(©) = (Bj(©) ;0 = (9(2796)) .oy
vérifie, grace a la condition de support sur v,
”a?K“aR;e?(Z)) < Calé]™
Il induit donc, grace a la proposition, un opérateur continu :
SR xR) = ' (R*! x R; £3(Z)).
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Considérons alors les multiplicateurs :

def

ny def it em _ . . P s
Mi(g,€") * Diag(M] (€M) ¢, = Ding{o(¥ g Jw220)} .

1 gny def 5 n N _
Ma(€',€") * Ding(MJ(€,€"), ¢, = Diag{x(¥ 60 )v 2 J&)lﬂ}

Les multiplicateurs M; et M5 sont alors compatibles avec la structure
produit. En effet, il suffit de prouver, par changement d’échelle, que si A, i

sont dans RY alors @(An/|€)(k€) et x(An/IENY(1E)/(1l€]) satisfont
les estimées de la proposition, uniformément en A et p.

Les conditions de support rendent la vérification triviale dans le cas de
©(An/1€])¥(uE). Le comportement asymptotique de x et la condition de
support sur ¥ rendent la vérification & peine moins directe dans le cas de

X(An/1EDY (1€)/ (ul€])- Tl en résulte que
form (M{(D', Da)$(27 D)) g
= (MJ (D', D™)$(2 D)g.) ¢y
sont des opérateurs bornés de H!(R"~! x R) dans H(R"~! x R;¢?(Z)).

D’autre part, I'injection H!(R"~! xR; £2(Z)) — H*(R™; £2(Z)) est évidente
et donc il existe C telle que pour tous fy, g« € H (R~ x R), on ait :

i’{Z]M D', D) Rkt (277 D) f.| }

< le*lﬁl(R"—l xR)»

k=0 jez L1(R™)
; ‘{JezziMz D/ w)Rk"p 2 JD)g*‘ } L&) < Clg*lf)l(]Rm—lx]R) .

Avant de pouvoir conclure la preuve du THEOREME 1, nous avons besoin
d’éclaircir le cas de la situation L? qui est classique maintenant.

LEMME 4.2. — Les opérateurs

foro f-l{j% /0 V/Sn_lso(wésn)wz(z-jé)f*(g,pw)ﬂpw)p"*ldpdw},

go o f—l{; / Zn_lx(?%in) %wz(wf)m(s, p)0(pw)p" " dpdio}

sont des opérateurs continus de L*(R™ x R x S"~!, p"~1dpdwdz) dans
HY?2(R™).
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Preuve. — 11 s’agit de reprendre sous une forme légerement différente
I'analyse de P. GERARD [20] ou de D1 PERNA-LIONS [8] : on calcule alors
la norme L? de chacun des blocs :

v J
hi(€) = il 2 296, , n—1 ,
5O = [ [ (2 e) g e € pb(p)r dpdes

Vv
GO = [ [ o(? £ v e pop) dpd

Il suffit de se limiter au cas ou j > 0, les autres termes étant
automatiquement bornés L?. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et
un changement de variable on obtient aisément que ||h;|| .2 et ||¢;]| L2 sont
majorés par C* 273/2_ ce qui permet de conclure, grace & la caractérisation
des espaces de Sobolev en théorie de Littlewood-Paley. ||

Fin de la prewve du théoréme 1. — Posons maintenant g,; = ¥(279D)g.
et fiuj = ¥(277D)f,. En intégrant I'estimation fournie par le lemme, on
voit que

v ' A
for [) Sn-1 (Mf (D/’Dn)w(Q_]D)f*j(x’pw))jeZ p"10(pw) dpdw,

9 H/ gn—1 (M3(D', Dn)9(279 D) guj(, pw)) ;o P" 1 6(pw) dpdw

sont deux opérateurs bornés de L'(p" !'dpdw;H'(R"! x R)) dans
$1(R™; ¢%(Z)). En particulier on obtient 1’estimation :

I{ Zl/ M{ (D', D)$*(277 D) f. (@, pw)

gn-1 2 1/2»

0(pw)p™t dpdw’ }

< C“’l,b 2_jD)f*($ pw)e(pw)pn_1|lL1(dpdw 91 (RP—1xR;£2(Z)))

<C//sn 1 (pw)|p™~ IZH{ |RL R2 v (z—jD)f*|2}1/2Hlepdw.

ki,k2  JEZ

L1(R™)

Utilisons pour conclure un argument d’interpolation complexe
(cf. BERGH-LOFSTROM [1]) : si du est une mesure de Borel positive
ona:

(£ (aps! @1 x R)), L2 (e 2@ x )]

_ L]/(1—0/2)(d'u; [f)l(Rn—l X R),LQ(RR)] [9])
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et donc, en utilisant le théoréme d’interpolation de Lin (THEOREME 3.12) :

[f)l(Rn_l x R),L2] ] — Ll/(1—0/2)

on obtient, sip™! =1— %0 :

[ (a5 (@ x B), L2 (e L2R) | | = 17(du @ do).
Par ailleurs (cf. TRIEBEL [30]) :

1/2 1/2,2 /2, pl/2 S0 fal/2 6/2
H? =W =F5 > By, [FaF) g = FlG e
D’autre part, il est immédiat de constater que l'opérateur de
moyennisation agit continiment de LP(R% x S™~! x R") dans LP(R™)
pour 1 < p < oo. Comme

w3t 1/(1-36) _ F2 F

1/(1-160) = 1/(1 lo),anl/(l_%e)a 6 €10,1],

on obtient que FF € WP et ||F||ws» < C{||fellzr + llgsllzr}-

11 suffit de rappeler que Rf = f. et Rg = g« ou R est une isométrie sur
les LP,1 < p < oo, pour achever la preuve du THEOREME 1. []

Preuve du théoréme 2. — On adapte assez aisément le schéma de preuve
du THEOREME 1 pour démontrer le THEOREME 2. Ce faisant, deux points
changent : d’une part, on s’intéresse a un gain de régularité, de sorte que
les basses fréquences, qui ne contribuent pas a ce gain, vont étre traitées
différemment des hautes fréquences; d’autre part, pour nous adapter a
un gain de régularité différent, nous changeons le facteur d’échelle dans
la fonction . Ces deux manipulations font apparaitre la décomposition
suivante :

F©) =3 [ fevpeweiow

j<0

+Z/ 21+m Iél ¢2(2_j§)f(£,v)9(v)dv

ji>0
21+m“5 2(9—j
+§)/ il w( '5)
o Tim

gl A,)™24(€,))6(v) dv
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Traitons, pour commencer, le cas oll T est un entier pair; le cas général en
résultera par interpolation complexe. (1 — Av)m/ 2 apparait alors comme
un opérateur différentiel et on peut intégrer par parties dans les termes
faisant intervenir g :

J

—v-§
> [ (27 |£|> ]
o T

= a26( 85 21+m £
;mzmmm a)/ ) TN
BR2)3(E,v) dw
¢ §ﬁ2 (}IWI)
= d , %0 21+mv m
2 L o o) f a0t (4 58 S
GA279E)3(€, u)dv

ol les d(m, o) sont des constantes et les xg sont des fonctions C*°, nulles
au voisinage de 0 et telles que |xg(s)| < Cg(1 + |s|)~1AI-1.
Passons alors en coordonnées sphériques :

2791 -4, )’"/2 (& v)dv

7>0

Fe) = / F(6,0)0(0)Y2(27€) duv

7<0

v . | |
w3 _lso(21+Mp%)w<2-ﬂé)w(2—ﬂs)
720705 F(&, pw)0(pw)p" " dpdw

+ > / Vsn d(m, )05 9(pw)>w(2”m “’If'f)

J(A+18])
gﬂ T 1+m

Y CYETIOE p)p" dpde

Comme précédemment, introduisons f, = Rf et g. = Rg : une telle opé-
ration modifie les termes faisant intervenir §(¢, pw) car les polynomes &°
doivent eux-aussi étre transformés. Il n’est pas difficile de voir que le
multiplicateur £°/|£|° se transforme en un multiplicateur mg (), pour
chaque w € S™71, tel que mg,(£) satisfait les estimations isotropes
usuelles (ott les constantes C, g ne dépendent pas de w € S™7!) :

vy e N™*m2 | DYmg ,(6)] < Cy.plé 1
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I1 en résulte que mg ., (D) est un opérateur d’intégrale singuliere borné

indépendamment de w; il en va donc de méme pour ses dilatés mg,, (AD)
ouA>0:

F©) =Y [ Hevpemweiga

23 [ el yueriguae

fu (&pw) (pw)p™ " dpdw

+ Y d(m,a) Z//S 1xg 21+m fél)mﬁw(f)

la+B|<m 3j=>0
1+|
2 +m - - ~ le n—1
Tw(z TE)1(277€)g4 (€, pw) 9 8(pw)p" " dpdw.

Comme dans le cas du THEOREME 1, on est ramené & 1'étude de
multiplicateurs pour la structure produit, ce qui se fait via deux lemmes,
analogues aux LEMMES 4.1 et 4.2 précédents.

LeMME 4.3. — Pour p e RY etw € Sn=1 fixés, les opérateurs

fm {3 P2 e 0N 91 ©),

-14)8)
2] 1+m

_ —% gn —J —ig)g
oo 1 {gxﬂ(w Pl (O g TEN(R09.6)}

sont bornés, uniformément en p et w, de H'(R"~! x R) dans H*(R").
Preuve. — Grace a la condition de support sur v, le symbole
K(g) = (Kj(é))]eN = (¢(2_J£))]€N
vérifie l'estimation H(‘?? ”L(R 2wy S < Colél™®. 1 induit alors un
opérateur continu H'(R""! x R) — HY(R"! x R;¢*(N)) Considérons
les multiplicateurs :

J
/ . (¢t . ™ &n —j
M (€,6,) = Ding(M; (€', €0)), o = Diag {0 (2757032 Ju(2776)}

. )
JjeEN

M(€',&n) = Diag (M, (€',6n)) jen

1+|6]

2] 14+m
€]
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Ces multiplicateurs sont compatibles avec la structure produit. En effet,
le multiplicateur M; est analysé comme au lemme; d’autre part, puisque
Pon s’est restreint & j > 0, le multiplicateur Ms revient & étudier

o (277 5 Jma (2779)

car 27(+1BD/(+m) /¢ < 1. Comme précédemment, ce multiplicateur
s’écrit x3(Aén/|&|) V8,0 (KE) o g, vérifie des estimations du méme
type que ¥, et A, u > 0. On obtient donc :

fu s (M}(D', D)2 D) £
= (MF,(D', Dn)$(277 D)gu) sy
qui sont des opérateurs linéaires continus de
SR xR) dans $H'(R"' x R; 3(N)).
D’autre part, linjection H!(R"~! x R;¢%(N)) — $H}(R™;¢%(N)) est

évidente. Il existe donc C telle que pour tous f., g« € H'(R""! x R)

an){ZW (0, DORG@IDL[P)
k=

< C“f* “f)l(R"—l xR)»

0' jeN LY(R™)

~ . §1/2
S |{ 2.0 DR ID) [} | < Cllgallgn g
k=0 jeN (R™)

Avant de pouvoir conclure la preuve du THEOREME 2, il reste & examiner
la situation L2.

LEMME 4.4. — Les opérateurs

| [ (TS )0 € ot dpas),
. 14(8]

gn 1+m 20—
. E 21+m w 9 K
! a ]EN//S" 1 lfl) |§, e, (§)¢ ( 5)
9+ (&, pw)aﬁﬁ(pw)p"‘ldpdw}

sont des opérateurs continus de L*(R™ x R* x S"~1; pn~ldpdwdz) dans
1
H2(1+m) (R")
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Calculons la norme L? de chacun des blocs dyadiques :

v ]1+|Bl
én 1+m
. — I+m
hys(€) /0 /S n_lxﬁ(2+ |£|) T ma U7

9+ (&, pw)836(pw)p"* dpdw,

v
= [ et pase e, oo o
0 Jsns ? 71l
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient, comme dans [8] :

[his(©)]] . < C273/20+™)||4p(279€) g, (€, pw) | .

1£;(6)|| - < C273/20Fm)||9p(279€) £, (€, pw) || .

et donc, la caractérisation dyadique usuelle pour les espaces de Sobolev
1

implique que ces deux opérateurs sont continus de L? dans H2(1+m)

Fin de la prewve du théoréme 2. — Posons g,; = Y(27ID)g, et
fsj = ¥(277D)f, En intégrant l'estimation fournie par le lemme, on
voit que

V .
f* — /O/Sn_l(Mjl(Dl,Dn)w(z_JD)f*j(m’pw))jean—le(pw) dpdw,

\%4
g / /S (M2,,(D', D)(279 D)gu; (z, o), g™ 020(p) dpdes
0 n—1

sont deux opérateurs bornés de L!(p" ldpdw ;$H'(R""! x R)) dans
$H1(R"; ¢2(N)). En particulier, on obtient Iestimation :

I{ Z' f [ MDDy D) .
fe(, p0)6(pw)p" 1dpdw1 Fo

< CH#’ 2_]D)f*((l: pw) pw ”Ll(pn Ldpdw;H! (R"~1 xR;¢2(N)))

<C//sn 6Gpw) o™ IZH{ > |R}, R, (2—J‘D)f*|2}1/2Hlepdw.

ki,ka jEN

L1(R™)

Ici encore, R R (277 D) est un multiplicateur pour la structure produit,
donc :

<C// |00w) " | £y o) [ 1 - ey o
< Ol fellr mn; 9t rn-1 xR))
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Pour g, on obtient de la méme maniére : pour tout 3,

v
S| ] MDD )
1] L. oo 8000 apas [}

< Cllgellr ®m; 9t (R7-1 xR)) -

L1(R")

La caractérisation, en théorie de Littlewood-Paley, de ’espace $!(R"),
énoncée au LEMME 3.4 montre alors que (fi,g«) — F est continu de
(L (p"tdpdw; H1(R™! x R)))? dans $H'(R™). On conclut alors comme
au THEOREME 1, par interpolation complexe (cf. TRIEBEL [30]) :

[L* (4 ' (R™! x R)), L2 (dp; L2(R™ " x R))] ]
_ L1/(1-%9) (dp,, [ﬁl(Rn_l X R),Lz(Rn)] [6])

— Ll/(l—%@)(du,Ll/(l—%O)(Rn)) — Ll/(l—%@)(dy’(@ dx),
H1/2(1+m) — W1/2(1+m),2 — F211/22(1+m) AN F21’/22(1+m),

_ pO/(+m)2

50 fl/2(14m)
[F1,27 F2,2 ][o] T T1/(1-36),2°

D’autre part, 'opérateur de moyennisation agit continiment sur tous
les LP avec 1 < p < o0. Donc Fy € WP = Wo/2(+m).p — Fg7/22(1+m) NnLP
ol

Fp =Y ¢(27/D)F.

JEN

Comme d’autre part F_ est & spectre dans la boule unité, F_ est dans S,
donc dans W*P. On obtient donc :

Fews?, |Flwss < C{Ifolles + g0}

En utilisant & nouveau 'isométrie R sur les LP, on retrouve le résultat
annoncé si m € 2N. Le cas général s’en déduit par interpolation complexe
en considérant la famille analytique d’opérateurs, définie dans la bande

TOME 122 — 1994 — ~° 1



REGULARITE LP DE MOYENNES 55

complexe Rez € [m,m + 1] : (f,g9) — F, ou:

Z/f £,0) 6(v) Y*(2796) dv

j<O0

7>0

$2(279€) f(&,v) B(v)dv

£ X dme | ) ()

la+B|<m j(z=m) | j(m+1-2)
£ﬂ2 1+m 24+m 20— .
B PE(277€) §(&,v) 950(v)dv

+ Z (Z m ﬂ)/ 22+m £>z m
320 13
|Bl=m+1 em

2/ £F 20—

Y (279 4(¢,0) 6(v) dv
T e (
Preuve du Théoréme 8. — Modifions la décomposition utilisée dans

la démonstration du THEOREME 2, en introduisant un facteur d’échelle
mieux adapté a notre situation. Commengons aussi avec un entier m pair.

=Y [fe st

J<0
91+m 2(9=3e\0(v) f d
+§;; / KI A2 IE)8) (€ v) do
o T

Z/ 2 1+ |€| 1/12(2 ¢) €]
j>0
J ((1 A, ) /2(1 Am)l/Qg)(é',v)G(’U)dv

=Y [owwreriofe v

7<0

'y / (2 T 6 1/) 2(277€)0(v) (£, v)dv

jEN
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17
21+m

4 2 1+m ¢2( —Jg)
Z/ |§| €]
(1+162) 72 [(1 = Ay)™25(€,v)]0(v) du

Comme précédemment, introduisons f, = Rf et g. = Rg et intégrons
par parties les termes faisant intervenir g :

1l—7

S ot (2 8 gy (14 )20 - e )
320

1l—7
¢ o’ Tm
= d(m, ) [ 8267 P o €)) 2
J'; |O§3|Sm / ( ( €] )) €] .
Y2(279€) (1+ [€2) " 3(6,v) d
& uHe=n

a _;1 6
—Z Z d(m, a)/8 0)(;3 JH vlTl)l&IH'ﬁ'Q

i>0 <
320 |a+plsm T2

P?(277€) (1 + 1€1%)

g(&,v)dv

ou les xs sont C*, nulles au voisinage de 0 et telles que |xs(s)| <
Cp(1+ s])~1P1=1,

f 57 2 ]f)dv
Fo-3 |
i T PW - €) —j —j
+]2;0//S o (717 B ) F)w(Q &)
f(& pw)8(pw)p™ ' dpdw
= pw-§)y &
d(m, 2)9;6(p) x (2 a 1€l )|§|1+Iﬂl

Sn—1

\4

+ > Y/

la+B8]<m §>0
;Bha=T) o2
2 T (277 (14 1)

P(27IE)G(E - pw)p" ! dpdw.

Comme dans le cas de la preuve du THEOREME 2, les polynémes 7 sont
transformés de sorte que le multiplicateur £9/|¢| devient myg ,(£) avec la
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méme estimation.

Fe=%" / F(6,0)0(0)p?(279€) dv

§<0

23 [ e@ R v guae

720 Ful&, pw)0(pw) o™ L dpdw

+Z dma)// 1+|§| T/z (2 1+m fgl)mﬂ,w(f)

7>0
lot+Bl<m ESIEL)
o/ T4m o § -
] Y(277€)gu (€, pw)020(pw)p™  dpdw.

On a encore besoin de deux lemmes.

LEMME 4.5. — Pour p € R etw € S"7 !, |a+ 3| < m, les opérateurs

furs F- {Z (27 lél) @626 1)},

=)

_ 31 ) €n T+m
gu > F~ {JZ:OX( - Kl)mﬂ,w(é) ]

B+ 1) P9 (279)3.(6) |
sont bornés, uniformément en p,w, de H'(R"~! x R) dans H'(R").

Preuve. — Comme dans le cas du LEMME 4.3, il suffit de vérifier que les
multiplicateurs

M. €)= Ding (i (2 T2 Yy}

’lel
¢ o (1+|1[3J|r)7(r: -7)
ME(€, %) = Diag{xs (2777 P ) ©

$IE 1+ 1)}

JEN

sont compatibles avec la structure produit. Le cas de M est déja traité
dans le LEMME 4.3. Examinons donc M2 : comme j est positif, et [3] < m.

93 (1=7)(1+18])/(1+m)
jo¢{ ] (1
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de sorte qu’il suffit d’obtenir I’estimation pour :
£11_T &n .
Xs (2 mop Iﬁl)mﬂ w(E)P(277¢).

Par homogénéité du terme mg,, cela revient a estimer

a-7 én
Xﬁ(z 1+m |§|

et toutes les dérivées, et de voir qu’on respecte la structure produit pour
ce multiplicateur; soit encore : xg(A&n/|€])Y(€) o A - p > 0 et 9 vérifie
les mémes estimations que .

2 ma (2 IENB(2E)

On a déja vu qu’un tel symbole donne lieu & un multiplicateur sur
HH(R"! x R). Donc

fo > (Mj(D', Dr)p(277 D) fa) ey

= (M3, (D', Du)ih(279 D) g.) jen
sont des opérateurs linéaires continus de
HIR" 1 x R) dans H'(R"! x R;¢3(N)).

En utilisant I'injection H!(R"~1 x R; £2(N)) — H}(R""! x R;¢%(N)) une
fois de plus, on obtient :

é'{Z|M1(D’ ) Rib(277 D) f.| } /QIL1 & = Cllfell s mn-1xr),

0 jeN
1

> (X IM2 (D', D) R (@ D).
Passons maintenant & I’analogue L? de ce lemme.

< C”g*“.ﬁl(R"-lxR)-

LY(R™
k=0 jeN (R™)

LEMME 4.6. — Les opérateurs
= &n\ o
fors F1 // (2T oS Yy2(2e)
o Plei) ¥

fol&, p)0(p)p™ dpdw },

23 (1=7)(1+|8])/(1+m)

gu = F Z//Sn IXﬂ 2 T fgl) i mg.w(§)

(L+16) 24227969 (€, )00 )" dpd}
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sont des opérateurs continus de L*(R™ x R% x S"~1; p"~1dpdwdx) dans
1—-7
H 2(1+m) (Rn)
La preuve reprend essentiellement I'idée de démonstration des LEMMES
4.2 et 4.4. Pour cela, il suffit de calculer la norme L? de chacun des blocs
dyadiques suivants :

5) //S" 1 2 1+m |§§n|) (2_j§)f*(§,pw)0(pw)pn_l dpdw,

biwp(§) = // (2 i )21(1 T)(1+]8])/(1+m) ”
w = pres -
T o S lel € ’

P(277€)§u (€, pw)D30(pw)p"™ dpdew.

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est facile d’obtenir les
majorations :

- ‘_——1—7- . ~
1hsllze < € 27720 [|4(277€) fu (€, )| 12

. 1—7
€508l 22 < C 277 ZOTF™) ||4p(277€)gu (€, pw) || .-

Comme d’autre part les spectres de h; et £;, 3 sont dans la couronne
|€] ~ 29, la caractérisation usuelle s’applique et nos deux opérateurs sont
bien continus & valeurs dans H(~7)/2(1+m)

Fin de la preuve du théoréme 3. — Comme dans les preuves précédentes,
posons g.; = %(27ID)g. et f.; = (279 D) f.. Le lemme implique que

14
for (M} (D', Dp)y(277 D) fuj(2, p,w)) ;g™ 0(pw) dpduw,
0 Jsn—1 J

\%4
gu / /S (M2,(D', D b(277 D) g, p)) " 020(p0) dp s
0 n—

sont deux opérateurs bornés de L!(p"~!dpdw;H'(R""! x R)) dans
H(R"; £2(N)) et donc :

H{Z | / MDD D)

f.(w. () dpds| } |

\4
<O [ 1000 110 sy s

= C”f* “Ll(Rn;ﬁl (]Rn—l XR)),

L1(R™)
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v
‘{Z’// M;5(D', Dp)y*(277 D)
Sen Jo Jsn- 3h g*(m,pw)af,"é’(pw)l)n_ldpdwr}lm’

L1(R™)
1%
. C/O/S"“Iage(pw” ”g*(.’pw)”ﬁ‘(lR"—lxR)pn_ldpdw

= C|g«llL1 ®n ;91 (R -1 xR))-

La caractérisation dyadique du COROLLAIRE 3.4 prouve ainsi que
lopérateur (f«,g«) — F est continu de (L}(H'(R"~! x R))? dans H!(R").
Concluons par interpolation complexe comme précédemment :

1—71

FeWwsP s=_—— .
(14+m)p’

Appliquant R & f, et g, on obtient :
IFllwe» < C{IIfllLe + llgllze}-

Le cas oi1 m n’est pas un entier pair s’obtient comme précédemment en
constuisant une famille analytique d’opérateurs dans la bande complexe
Rez € [m,m+1).

Preuve du théoréme 4. — L’idée principale est de permettre, une
fois n’est pas coutume, d’interpoler par la méthode réelle (cf. BERGH-
LorsTROM [1]), pour comprendre dans un premier temps le scaling du
probleme. Pour cela, on reprend la décomposition dyadique précédente.

Afin d’éviter de noyer le lecteur sous les détails techniques commencons
par le cas plus simple ou m = 7 = 0. Pour v > 0, on écrit la décomposition
de F' suivante :

7@=§:/w@W%§)W@”®ﬂ&Wﬂwm

_ J £ 1 2(9—7J
+ 3 [-0 () gt e o) do

JEL

Z/ WK! $R(279€) f(€,v)0(v) dv

jv§272—]
+2/ 1) TR TOa(E o) o

La présence du facteur v impose une légere modification des LEMMES 4.1
et 4.2.
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LEMME 4.7.

ey / so(?‘v%)w?(rfa)f(ﬁ,v)o(v) v

gHZ/ (2w )m 3(¢,v)0(v) dv

sont des opérateurs continus de L*(R™ x R™) dans H'/?(R™) de norme
magjorée par vy~ /2.

Preuve. — Il suffit d’écrire chacun des blocs dyadiques et de les estimer
en norme L?. En utilisant un changement de variable évident et I'inégalité
de Cauchy—Schwarz, il vient :

| / (¥ m W2 (277) (€, v)6(v) dv
| ol ) w@-fof(w)ee)‘i—h
<Cy {// o 2] |§] /‘f 5, J‘f)rdwdg}l/z
2

<cor{[[]i(e%) w(w‘s)l dw2‘j7"‘1d§}
< Cy V22792 |w(27 D) || 1.

oi1 on a utilisé le support compact de 6 et le fait que ¢ € L?(R). Le méme
raisonnement s’applique au cas ou ¢ est remplacé par x € LQ(R), car dans
ce cas 27 /|£| vaut essentiellement 1 sur le support de ¥(277€). (]

LEMME 4. 8

form Z / ’ﬂmlgl (Tf‘é)f*(s,pww(pw)p"—ldpdw},

G« F Z/ |€l |£l¢2(2 J€)9*(§y pw)b(pw) n—ldpdw}
sont des opérateurs bornés de L*(R%. x S™~1; H1(R"~! x R)) dans H*(R")
avec une norme bornée uniformément en .

Preuve. — Raisonnons par exemple sur le terme faisant intervenir f :

Z / 2J7pl£l 279¢) fu (&, pw)B(pw)p™™ 1dpdw}
_ Z / & fgl w29 f (6,220 (%)”";d”dw}.
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Il suffit alors d’appliquer la preuve du LEMME 4.1 pour voir que

)

: |mﬂﬂﬁiﬁm)

pyn

HFlllfal(an) < C/

< Ol fell (2 ®r-1 xR)) -

y)l (Rn—l XR)

Le terme faisant intervenir g, n’est pas plus difficile & traiter en suivant
les lignes du LEMME 4.1.

Suite de la preuve du théoréme 4. — En appliquant le méme argument
d’interpolation complexe que dans la fin de la preuve du THEOREME 1, on
voit que si f € LP(R™ x R™) alors

§j/ (27 Klw%2%)@mww@}=m

est dans WP avecs =1 —p~ ! et

_e _ .1 1
IFillwes < Oy #fller = CY I flls 0b 4+ =1,
De méme, si g € LI(R™ x R™),
F=F"13) x(2y $?(277€)§(€,v)0(v) dv
{%%( o) e )
est dans Wh9 avec t = 1 — ¢~ ! et || Fyllwe.a < CyY9)|gllLa.
Il en résulte que F' = F| + F5 est dans 'interpolé réel (6, co)
oc=(1-0)s+ 6t,
[Ws’p,Wt’q][o,oo] = BO<> o avec 1 , ,
) s +

p(1/p +1/q) 4@ +9)
q

F o < C P a), = —
IFl5g,.. <C(Iflle +llgllza), o "

Revenons a la situation initiale et traitons le cas o m est un entier
pair. Dans la situation la plus générale, pour des raisons d’invariance par
changement d’échelle, la décomposition la plus adéquate est donnée par :

Y*(279€) f(€,v)0(v) dv
'y;l/
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+ 3 [o(@n = E e nie vowa

27>1 |§|
_ Jj 1 mv EN 9 ni 1
+72§a;1/ (=) ()77 @0
1+ 162721 = A)™24(¢,0)0(v) dv

- ¥ [weroiesemn

y¥2i<1

Y //S (CORT STRCRE

2-7 >1
Fu (&, pv)0(pw)p™ " dpdw

-7

m€ v ( ) 2/0—3
' Z/ /s ) e — e
(1+ €)% (1 = A,)™24(¢, v)8(v) dv.

Le dernier terme se réécrit encore, en intégrant par parties :

> [ dmas(@nTE)

la+B|<m

~29>1 ; _
29 ~) (A=) (A+1B1)/(1+m) 9
= A & (1+e)"

¥*(277€)§(€,v)0;6(v) dv

et en explicitant en fonction de g, = Rg :

S amen) T[] (0Tl

|a+B|<m 729 >1

_ (1—-r1)jEl+ Bl)
27 m T
( 'Y) |§| m,@,w(f)(l + |§|2) &

P2(2779€) 036(pw)d (€, pw)p™ ! dpdw.

Le terme Z,mdfw2(2‘j§)f(§,v)0(v)dv est & spectre compact et

est C*® : on peut facilement majorer sa norme HU~7)/2(1+m) par
Cte,),—(l—‘r)/2(1+m)' I:I
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LEMME 4.9. — Les opérateurs

S G PR U

21 >1
f*<§,pw)e(pw)p“‘ldpdw},

g*Hfl{Z dmaﬁZ// xa 2’7)“’" li:l)

la+B|<m v¥2i>1

- (1-=71)(+|8D
(2]»7) 1+m

€]
B30(pu)Y* (27763 (€, pw)o" " dpd}

Mg (€)(1+ 162)7

) (-r) o
sont continus de L2(R” x R™) dans H?Z1F™) de normes majorées
-(1-7) (A—7)(14+2m)
respectivement par y20+m) ety 20m+1)

Preuve. — Comme & chaque estimation L2, il suffit de majorer les blocs
dyadiques : simplement ici on fait un peu plus attention aux facteurs
d’échelle en . Pour cela on remarque par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

{ /OV/Sn_lcp((?j ) o2 )2 7e)

. 2 /
(& p)0(p)" dp g}

///n— (ZJ 1+m m)' 0%(pw)p™ !t dpdw

o /
/ / V@06, ) o dpdwdg)
0Jgn-1

1-71 e

et que pour tout &
2j 1+m é.")‘ 02(pw) n— 1dw<2 ]1+m,y ]T+_m_

L e ’lé]

Le cas des estimations sur g, est légerement plus délicat : pour
commencer, remarquons que puisque |£| ~ 27 sur le support de ¥(277¢),
le terme

 a=na+s) U=n)AHIB) iy, L8l=m
2y)  Mm ()7/IE] équivauta 4y TFm 2 t+m
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et pour tout &,

/(’V/S"-llw O GO EOIQ

2 2 -
|050(pv)|" M. (€)]"p" " dpdw
-7 . 1-—7
< Oy TmyUTEm
donc
A-7)(1+|8])

/’//SH 1 )1+m fgl)wz( '5)(27’7) |€11+m €7

2
mg,w(£)0y 0(pw)gs (&, W)pm_ldpdw‘ dg}
iAo Aon@IBIEY s 16l
< C2 2(1+m),y 2(1+m) 2 1+m ”g ||L2

, Ja-7)(|Bl-m) A-7)(m—|8)
or comme ici v -27 > 1, il en résulte 2 I4+m <7 m+l , d’ol
la majoration

1/2

1-7 (1—7)(1+2m)
<C2 ‘72(1+m),-y IMF2 ||g, || L2

LEMME 4.10. — Les opérateurs

f*v——->.7:_ //Sn 1 ;1 2J 1+m fg])wQ(z—jE)
fu (f,pw)e(pw)p"‘ldpdw}
v o A= (29 )(1_71)4(-17:|ﬁ|)'
oo 7 [ [ o) B

(1+ 1612) " *mp,o (€)056(pw)
P2(279€)gu(€, pw)p"_ldpdw}

et pour |a+ B| < m :

sont continus de L' (R™; 51 (R™~! x R)) dans $H'(R"), de normes majorées
respectivement par 1 et 71‘

Preuve. — Le changement de variable utilisé lors de la preuve du
LEMME 4.8 ramene immédiatement notre assertion pour f, & 1’énoncé
du LEMME 4.6.
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(1=7)(1+|8]

{Z [ el s g™ — i

2iy>1

mp,w(€)05 (pw)Y? (277€) g (€, pw)p™ ! dpdw}

A=n)(A+(8) ;18l=m
=9 1+m 2 1+m

[ 2 ) 2001+ [€f2)72
(e ) G
M., (€)050(pw)1h? (2 ]f)g*(f,w)pn_ldpdw}

et le méme changement de variable utilisé en plus du LEMME 4.6 donne
une majoration comme attendu, dés qu’on constate que

(A=7)(1+|8]) jlol=m
y o Mmoo <yl

car 27 v > 1 dans la somme considérée.

Fin de la preuve du théoréme 4.— Le théoréme d’interpolation complexe
permet alors d’écrire :

F= % 4*(277D)f + Fi(f) + Fa(gs)

2iy<1
1-— 1—71
u F $p T F, € Wte — et
ou I} € WsP, (1+ ) 2 € (1+m)q'e
R
| X weny,., <or P,
2iy<1
1 1—71
[Fillwer < Cy #7147 £l Lo,
| F2llwea < C’Y(Hm)q ”g”LP

Il en résulte que F' est dans I'interpolé réel (,00) [W*P, W] oy =
BZ, ol apres un calcul fastidieux, on a :

_ 1—71 0= 1
=" -1 ! - /( —1 -1 )
P +qt+m) P +qgt+m)

(BZ,o désigne un espace de Besov, cf. [1].)
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Ceci nous donne une indication tout & fait précise quant au scaling &
employer pour obtenir le résultat dans ’espace de Sobolev correspondant,
en utilisant I'interpolation complexe. Posons

1-7 npt-¢h) _1-7+n(pt-q7)

@ Hetem) T g Am) P g

et écrivons une décomposition de F en théorie de Littlewood-Paley
suivant :

=Y [weioie e

j<0

+2 / [5 (2 fgl) 2(279€) fu £, pw)0(pw)p™ " dpdw

3>0
276(1+8])

DY d"“"// xs(¥018) g

J20 |a+B|<m
mp w(€)050(pw)$*(277€)gu (€, pw)p" " dpdw.
Suivant la stratégie d’interpolation complexe utilisée jusqu’ici, on a :
LEMME 4.11. — Les opérateurs

oY [wreriofe v a),

7<0

fom 7Y / /S (2 5")#’(2 7€) fu(€, p)B(pw) "~ dpdw},

2 ’lel
238(1+181)
g*»—>.7-“1{ d(w, a // Xﬁ ]6 5) 3
gn-1 Plel €l
ji>0
[a+B|<m

mﬁ,w(f)aﬁo(pww?(z'fé)g*(g,pw)p"—ldpdw}

sont des opérateurs continus de L? dans H 36 (resp. dans H %‘5, resp. dans
Hl—-r—(m+%)6).

Preuve. — 11 s’agit une fois de plus d’utiliser ’inégalité de Cauchy-
Schwarz et le fait que 6 > 0, de sorte que

2700+18D ()7 /1g| < 278(1+m)—(1-7)

sur supp®(277€). La borne L? de ¢ ou xs sur R permet de faire
apparaitre 2779/2 dans la norme L? des blocs dyadiques. []
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LEMME 4.12. — Les opérateurs

fm T i [ (S0 mtipr o),

|§|
_ 936(1+8)
g — F { Z:O d(mcx//sn1 lﬂ)"“k'——(f)
Ja+8|<w

M, (€)050(p) W (277€)u (€, pw)p" " dpd'}
sont bornés de L*(H(R"! x R)) dans H*(R™) et F3, respectivement, ot
§=(1-71)—(m+1)é.

Preuve. — Seule V'estimation faisant intervenir g, différe un peu de ce
que nous avons vu jusqu’ici : c’est donc elle que l'on détaille. Utilisant la
caractérisation de F21 en couronnes dyadiques donnée par la définition 3.5
il suffit de prouver que, pour |a + 3| < m, on a :

NSl . olefg) gttt

4 241/2
¢2(2_]§)g*(§7W)pn_ldpdw‘ }

Lt

< CllgullLr (s ®n-1xR)) -
Pour cela, il suffit de considérer le multiplicateur défini par

238(1+|8)+3

M,.(6) = Dise{xo (2055 ) O ma OV}

et de constater que griace & la condition de support sur ¥, Mg,w est
un multiplicateur $'(R*~! x R, ¢?(N)) — $H'(R",¢2(N)) ce qui permet
d’appliquer la méme preuve que dans les lemmes précédents, en intégrant
enpetw. []

Fin de la preuve du théoréme 4. — On conclut comme d’habitude par
interpolation complexe. Comme

= -76 gn 2 J n—1
Fe ;/./Sn L '§| "l’ (27 g)f*(& )8(pw)p dpdw

opere de L?(R?") dans H%/2(R") et de L'(R™ %' (R~ xR)) dans ' (R"),
on voit qu’il opere aussi de L? dans Wé/P'p_ Par injection de Sobolev, il est
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. P ! re
facile de vérifier que W8/P"» — W5 pour les valeurs de s, r, § annoncées.
De méme

236(1+18])
g*HZd(ma// Xﬂ2j
=~ )
|la+B|1<m

Mg, (€)Y (277€)050(pw)§x (€, pw)p"~ dpdw
est borné de L2(R?") dans H!~"~(3+™)8(R") et de L' (R™; $*(R""! x R))
dans F5; ot § = (1 —7) — (1+m)8, donc il opere de L7 dans W§+q%’q, et
par l'injection de Sobolev, de L9 dans W*".
Enfin, le terme & support compact ne joue essentiellement aucun role,
puisqu’il est borné dans S. Le cas m quelconque se traite par 'interpolation
complexe d’opérateurs, en construisant une famille analytique ad hoc. []

Preuve du théoréme 5. — Nous allons utiliser ici une «interpolation a
deux étages », en faisant intervenir un nouvel espace, L?(dv; ! (R*~1 xR))
pour lequel nous avons besoin d’un lemme analogue au LEMME 4.8.

LEMME 4.13. — Les opémteurs

T a2
form 7 {Z//sm (T g
ful&, p)B(pw)p" dpdu |
et, pour |a + B| < m,
T (1+]8)

Gu = F~ {Z//Sn 1xB 2 T %)———2 HTﬂ 3

€050 (29€)5. (€, )™ dpdl
sont continus de L2(R%. x S~ 1; §}(R"~! x R)) dans H*(R")

Preuve du lemme. — Elle reprend exactement le schéma de la preuve du
THEOREME 2, en modifiant simplement la derniére étape en considérant
que puisque 8 est & support compact, on a par exemple :

~ (1+]8])

7= Z / /3 x(? = f&)—»——2 “Tﬂ &

M3, (OT0(w)VA(29)3. (6 pu)p™ dpdw |

14
< C/OLn_llage(pw)‘pn_lllg*('apw)“;,l(Rn—xxR)dpdw

< C|g+llz2 (5t ®r+1 xR)) -
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Fin de la preuve du théoréme 5. — Il suffit de voir que, par
interpolation complexe, [L?($H'), L?(L?))g = L*(L'/(1=9/2)) et de choisir
6 = ¢'/p', ce qui est permis car ¢ < p et donc § € [0,1] et de con-
clure par [L*($?'), L2(LY(=9/2)] 0y = LI(LP) ot 6 = 2/, dés lors la
moyenne est dans

1—7 1—1 / 1
[5’)1, [ﬁl’H_2(1+m5][9]][0] ie. dans [Fgl’w2(1+m)§7’m]2/ ,
1/ ’ q/
soit encore W(1=7)/(1+m)p"q [ estimation cherchée en découle par un
raisonnement désormais routinier. []

5. Situations dépendant du temps

Preuve du théoréme 6.— Les démonstrations que nécessite une situation
d’évolution sont essentiellement de méme nature que celles du paragraphe
précédent et nous serons donc beaucoup plus elliptique ici, laissant au
lecteur le soin de vérifier par le menu chaque détail. Commencgons par le
cas m pair. La décomposition de Littlewood-Paley se fait maintenant en
(t,x), dont les variables en transformée de Fourier sont (o, £) = n € R**1,
Comme dans la preuve du THEOREME 4, on écrit :

Floe)=Y" / Fn,0)0(0)$(297) dv

7j<0
£ [Ty i) o, vy an
2 o
L 1—7
Lo tv-E 5. 2 T¥m
+3 [x(@T TR

3>0

F( = A)™2(1 = Bar)/?g) (1, 0)6(v) dv
=3 [ Fn P inew)

+ / o(2 wn‘”], T4 88N y2(23n)(w) Fn, v) o

1-7 . )

+ Z d(m a)/@"‘@x 2 I+m LM)W(Q—J,?)
= ||

le+B|<m

€8 I+, ..
P (m7"g(n,v) dv.

TOME 122 — 1994 — ~° 1



REGULARITE LP? DE MOYENNES 71

Réutilisons l'opérateur R introduit plus haut et composons-le avec
Popérateur 7 :

ft,2) = (TH)(ta) = F(5E+20), 2, 5 (=t +20))

de sorte que si g, = TRg et f. = TRf et (p) = (1+ |p|?)!/?

0,9 = Y [ foveimec) o

7<0

+Z//3n . Jl+m >%)w2(2_j’7)0(w)f;(77aW)P"_ldpdw

L 1—T7
Y dma) [ [ xa@ ) Dy

j>0 ]
el T (1+181)
o Tom (M) gu(m, pw)036(pw)p™ "t dpdw.

Les multiplicateurs m,, g(n) sont des fonctions C*°(R"+1\ 0) qui vérifient
Pestimée

|8ymu, p(n)] < CylnI™P vy e NPT
uniformément en w € S™~ L.

Indiquons alors que la preuve repose sur les deux lemmes suivants, dont
I’énoncé et la preuve sont strictement identiques a ceux des LEMMES 4.5
et 4.6 de la situation stationnaire.

LEMME 5.1. — Les opérateurs
fors P Z//S (@ T et
720 fu(m, pw)p"”ldpdw},

of T (H18)

-, ™ 209-ipy2
g 7 Z//SMX" e
mw,ﬂ(n)<n>’639(pw)§*(n,W)p"‘ldpdw}

1—71

sont continus de L2(R**1) dans H 2(1+m) (R"+1)
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LEMME 5.2. — Les opérateurs

fom F {Z//SM (57 ) 2 ) o)

Fu(m, pw)p™ ! dpdw},

g F ‘I{J; /0 V/Sn_l X5 (2j117—’% (M%)W(Tﬂ'n)——m‘”‘ﬁ'(n)

= (1+181)

P o (m)"030(pw) g (m, W)p"‘ldpdw}

sont continus de L* (p"~1dpdw; H1(R x R™)) dans H' (R**1).

On conclut alors la preuve du THEOREME 6 en remarquant que R7 est
une isométrie sur LP(R™"*! x R™) pour tout p € [1,00]. ]

Preuve du théoréme 7. — Elle s’inspire évidemment de la preuve du
THEOREME 4. On introduit un scaling approprié & I'interpolation considéré
en écrivant :

n=Y [veninoee

§<0

v T . 9d6(1+18])
+ 3 dim,a) /0 /S (o) ee it —

(M) "mp ()05 0(pw)gs (n, pw)p™* dpdw

l—74+(n+ (' -q)
p/—l +m+ q—l
LEMME 5.3. — Les opérateurs

fomF [ e (o) v
J>°//S g f*(n,pw)«"(pw)p"‘ldpdw},

936(1+8]) .
8 (200 1 )P )

mg,w (n)au e(p, W)g* (7], W)pn_l dpdw}

. On a alors :

avec § =

gu > F1 Z/

7>0 snt
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sont continus de L*(R"*! x R") dans H®/? (resp. dans H'~7~(m+32)%)
et de LY(R™;HY(R x R")) dans H'(R™*!) (resp. dans F§(R™*!) ou
§=(1—7) - (1+m)s.

Preuve du lemme. — 1l s’agit d’une adaptation immédiate des LEMMES
411 et 4.12. []

Fin de la preuve du théoréme 7. — Par interpolation complexe, on voit
que les parties de F' qui font intervenir f et g sont respectivement dans
W/ p(R™) et W3+6/44(R™). 11 suffit alors d’utiliser le lemme d’injection
de Sobolev, pour qu’avec le choix judicieux de 6, on ait F' € W=,

Preuve du théoréme 8. — On procede tout a fait de la méme maniere que
dans la preuve du THEOREME 5, en faisant intervenir L2(dv; ! (R™ x R)).

LEMME 5.4. — Les opérateurs

form F {Z//sn P Cadt o) )@ )
f*(n,w)e(w)p"‘ldpdw},
T (1418))

g F- {Z//w 2”’"”m|)21+7n| )"

Mg () LO(pw) Y (2791)gu (n, pw)p"-ldpdw}

sont continus de L2(R%. x S™*1; (R x R™) dans H*(R™*1).

Comme pour le LEMME 5.13 on écrit, par exemple :

s (1+18))

H]—"l{; /OV/SH_1 Xg (Qjﬁ (P)ﬁ) 2—|17—|——(77>Tmﬁ,w(77)

030(pw ) (2790)g. (n, puo)p" ! dpdw }|

H(RH1)
1%
: C//s 1|830(pw)| [lg+ (2 ) 51 @xryp™ " dpdw < Cllgallza.
0J8n=
Fin de la preuve du théoréme 8. — Par interpolation complexe :

[L2 (p""tdpdw; H'(R x R™)); L2 (p" ™! dpdw; Lz(Rn+l))] [0
1

= L*(p""'dpdw; L1~2¢ (R"11))
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11 suffit de choisir 8 = ¢'/p’ € [0,1], car ¢ < p, et on voit alors que si
0[ — 2/ql

1
(21 (7" dpdu; 91 (R x R™); 17 (5" dpdes LR (V)|

= L(p" " dpdw; LP(R™*1))

et donc que la moyenne F' est dans ’espace :

1—-7
1/mn+1 1/mpn+l
R . R - H2(1+m)
[ﬁ ( ) [’6 ( ) ][e]][eq
) (=m)g’ 1 - .
= [Fgl;W2(1+m)p 1—0/2][0,] = w @y ]

REMARQUES. — Les résultats prouvés dans cet article font jouer un role
nul & des espaces de type L Log L ou encore L(Log L)?, alors que ceux-ci
interviennent de maniere tout a fait naturelle lorsque l'on traite de la
structure produit, que ce soit au niveau de la fonction maximale rectangle
de Hardy-Littlewood, ou au niveau des intégrales singuliéres [19].

D’autre part ’espace L Log L intervient en théorie cinétique sous le
vocable de fonction d’entropie et au moins un résultat de compacité dans
un tel espace serait souhaitable et aurait de nombreuses conséquences sur
les questions d’existence pour les systemes de Vlasov-Poisson-Boltzmann
ou Vlasov-Maxwell-Boltzmann par exemple.

Notons enfin que les travaux de P. GERARD font apparaitre une parenté
profonde entre les estimations de moyennes que nous avons présentées et
la théorie des opérateurs sous-elliptiques qui s’écrivent comme somme de
carrés de champs de vecteurs. Or dans cette théorie, le gain de régularité
est identique dans toutes les classes LP pour p # 2, ce qui n’est pas le cas
dans les résultats que nous présentons ici, et nous fait conjecturer que les
gains de régularité LP sur les moyennes sont identiques au gain L2.

Nous reviendrons sur cette question dans 'avenir [32].
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